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Singularity Analysis of a Nonlinear Fractional Differential
Equation
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Abstract. The preliminary numerical estimations of the singularities of a nonlinear fractional differen-
tial equation are presented. The equation appears in the study of the travelling waves associated to a wave
equation which is an interpolation between the classical wave equation and the Benjamin-Ono equation.

Analisis de las singularidades de una ecuacion diferencial fraccionaria no
lineal

Resumen. Se exponen las estimaciones numéricas preliminares de las singularidades de una ecuacién
diferencial fraccionaria no lineal. Dicha ecuacién aparece en el estudio de las ondas viajeras asociadas
a una ecuacioén de ondas que es una interpolacién entre la ecuacién de ondas cldsica y la ecuacién de
Benjamin-Ono.

Se presentan unas estimaciones numéricas preliminares de las singularidades de las soluciones de la

ecuacion
Lu—u+uP’ =0 (1)

donde u = u(x) es funcién de una variable, el operador L es integral y se puede expresar en el espacio de

Fourier como e
Lu(N) = DIA|"u(N) 2)

siendo 1 < a < 2. El operador £ asi definido recibe el nombre de derivada fraccionaria de Riesz, y se trata
de una de las posibles generalizaciones del concepto de derivada entera [1, 2].

La ecuacion (2) aparece en el estudio de las soluciones tipo ondas viajeras de sistemas fisicos diferen-
tes [3].

En [4] se demuestra la existencia de soluciones tanto periédicas como localizadas para @« > 1, y en
[5, 6] se estudia el comportamiento asintético y la analiticidad de las soluciones localizadas. En concreto
se demuestra que el operador k(z) cuya transformada de Fourier cumple

k() = (1+[A)7! 3)

determina el comportamiento asintdtico de la solucién. Si o = 2 entonces tenemos la ecuacién de ondas
local cuyo comportamiento asintdtico es exponencial, mientras que si @ = 1 tenemos una ecuacién que
resulta al estudiar las ondas viajeras de la ecuacién de Benjamin-Ono que presentan un comportamiento
asintdtico algebraico. En la seccion 1 se estudian las singularidades para el caso o = 1 y diferentes valores
de p, mientras que en la seccion 2 se estudian las singularidades para diferentes valores de a.
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1 Ecuacion de Hilbert no lineal
En el caso de que o = 1 la ecuacién (1) se transforma en
Huz —u+uP =0 4)

donde H es el operador no local definido por la transformada de Hilbert:

Hu(z) = %v.p. /OO uz') da’ 5)

/
o X —

Teniendo en cuenta las transformadas de Fourier del operador derivada: (’9;71()\) = —iMu(X), y de
la transformada de Hilbert: ﬂ\u(A) = —isign(A\)u()\), se obtiene al combinar ambos operadores que
ﬁu\x()\) = —|A|u(X). Esta peculiar caracteristica hace que la relacién de dispersion del problema li-
neal derivado de la ecuacién (4) sea w = |)|, en vez de la relacién arménica w = A2, Dicha relacién de
dispersion aparece en el estudio de ciertas redes metélicas [7], atoémicas [3] y moleculares [8]. Precisamente
en [8] se propone una ecuacién para el estudio de excitaciones en redes de particulas con interaccion tipo
1/2? cuyo término dispersivo como el que nos ocupa, y cuyas soluciones en forma de ondas viajeras vienen
descritas por la ecuacién (4).

Cuando p = 2 la ecuacién (4) también se puede obtener buscando soluciones tipo onda solitaria en la
ecuacion de Benjamin-Ono. En este caso, se conocen las singularidades de las soluciones, lo cual no ocurre
cuando p # 2.

En [5] se demuestra que las soluciones localizadas de (4) admiten una extensién a una tira del plano
complejo. Por soluciones localizadas se entiende aquellas que cumplen la condicién

lim w(x)=0 6)
r—Fo0
En un trabajo posterior [6] los mismos autores demostraron que las soluciones localizadas del problema en
cuestién decaen asintSticamente como u(z) ~ Go, /2% segin x — Foo siendo

G = lim 2?u(z) = /Oo uP(z) dx @)

1.1 Analisis de singularidades de la ecuacion
1.1.1 Notacion

Con el fin de simplificar las explicaciones y notacién de los célculos que siguen a continuacién, es conve-
niente introducir las siguientes definiciones.

En primer lugar diremos que un punto singular z = 2 de una funcién f(z) es una singularidad de
tipo PP (Potencia de Polo) si en un entorno de z = z la funcién f(z) puede ser representada como una
potencia de orden p > 0, p € Q, de cierta funcion meromdrfica que tiene un polo simple en z = z

1 > N
fz) = ﬁgﬂ — z0) ®)

Si el orden p es entero entonces la singularidad serd un polo, mientras que si p es racional no entero
serd un punto de ramificacién. Por lo tanto las singularidades de tipo PP engloban los polos y los puntos de
ramificacion.

Para estudiar el carécter de las singularidades y dado que el operador H impide la sustitucion directa de
la serie de potencias usaremos la transformada de Fourier. Para denominar la funcién y a su transformada

212



Ecuaciones no lineales fraccionarias

de Fourier usaremos la notacion

A\ = / " u(2)e da

— 00

u(z) = %/ a(N)e P dx

Siendo z la variable compleja  + iy, se representa por u(z) a la funcién que resulta de extender la
funcién wu(zx) solucién de la ecuacién (4) al plano complejo. Con el fin de calcular la transformada de
Fourier de un desarrollo en serie como el de la ecuacion (8), se usara el siguiente lema cuya demostracién
se encuentra en [9]:

Lemma 1 Supongamos que la funcion u(x), x € R, satisface las condiciones:
a) u(zx) € Li(—o00,00);

b) u(x) puede ser continuada en la franja del plano complejo S::r = 0 <Imz <~ de manera que Si‘
pertenezca a una hoja de u(z), y para cualquier y, 0 < y < 7,

¢) u(z) tiene un vnico punto singular z = zy = xo + 1Yo, Yo < ¥y en una vecindad de z = zq la funcion
u(z) puede ser representada en la forma

1 N
u(z) = ——— Z Ap(z—20)" +1(z — 20) 9)

(z — 20)P =
para algiin p € R; A, ..., Ay € Cyr(z — z0) = o((z — 20)) segiin z — oc.
Entonces la expansion asintdtica de la transformada de Fourier de u(z) para A — oo es

a(N) _27reLZoAZA nt_ 2( ,\<p n=1) 4 o(AP=N=Demuod) (10)

para p no entero'y

A 6722(71 p)

n= 7 Z\(pen-D) —YoA 11
I'(p—mn) +ole ) (D

( _ 27T€zzg)\ Z

n=0

para p entero 'y mayor que uno.

El lema anterior nos va a permitir relacionar el desarrollo en serie entorno a la singularidad mds cercana
con el desarrollo asintético de la transformada de Fourier. El término residual r(z — z) puede incluir
singularidades débiles tipo logaritmica.

Como se indica en la tercera condicién del lema, se va a suponer que la funcién u(z) tiene una sola
singularidad, si bien el resultado se puede extender ficilmente a un caso més general. Si la funcién u(z)
posee un conjunto de singularidades en los puntos z = z, k = 1, ..., M es posible obtener una expresion
para la transformada de Fourier como suma de todas las contribuciones (10) y (11) de cada una de las
singularidades.
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1.2 Estimacion de los términos de la serie

Con el objetivo de caracterizar el tipo de singularidades que posee (4) suponemos desde el principio que la
singularidad es de tipo PP. Segtin lo comentado anteriormente la solucién localizada u(z) puede escribirse
como

1 > .
u(z) = m EZ: An(z — 2p) (12)

donde tomaremos zy = g + €2 por comodidad.
De acuerdo con el lema 1 el desarrollo en serie de u(\) es

A(p (n—

P)
-9 —QA\ z:vo)\ p—n—1 1
() = 2me n§0 e a3

donde A(p) es

_J o0 si p no es entero
Alp) = { p—1 sipesentero

Por otro lado la funcién u? (x) tendré las mismas propiedades que la funcién u(z) y por lo tanto también
se podrd escribir de la forma

P — )" 14
(2) = EET Z:: (z — 2) (14)
donde
Bp= Y AjA,-- Ay (15)
i14i+-+ip=m
0<ir<m

Por lo tanto, la expresion asintética de ﬁ()\) en la singularidad z = 2 es

AP0 B o= (n—pp)

A) = 2me” PAeiror Y e \pemne] (16)
@) = > Srw

Conocidas las expansiones asintticas de G(\) y de uP(\) estamos en disposicién de realizar la susti-
tucién en la ecuacién. Teniendo en cuenta que la transformada de Fourier de la ecuacion (4) se escribe
(Al +1)@(\) = uP(\) podemos sustituir (13) y (16) en ambos lados e igualar los términos de igual poten-
cia en \. De esta manera obtenemos los coeficientes del desarrollo en serie.

A primer orden en \ se obtienen

1
p—1

1 ﬁ i
Ag = () e 20-D (18)
p—1

Las simulaciones numéricas permiten comprobar entre otras cosas que la transformada de Fourier de
u(x) no presenta comportamiento oscilatorio por lo que el término principal de la expansidn asintética de
u(A) cuando A\ — oo es

p= A7)

2mAT P=T e
) = —Sr e +o(xﬁe—9 A) (19)

r (p%l) (p—1)71
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que se corresponde con

e 20-1)

1
(z—iQp)» T [(p—1)7 T
en las proximidades de la singularidad zy = i€2,,.

A partir de esta expresion asintética es posible calcular la siguiente expresion con la que podremos
obtener numéricamente el valor de la singularidad (€2,,):

+o(1) (20)

_p=2 _1_ ~
A (=17 (51 [
27

S(A) =In ~ —Qp\ 1)

1.3 Suma de los términos de la serie

Si tenemos en cuenta todos los términos de la serie es posible, tras algunos célculos, obtener la siguiente
relacion de recurrencia para los coeficientes A,,:
7

An=177 (A”*1 - B;) (22)

donde el coeficiente ,B:L no depende de A,, y se define como
B, =pAl'A, + B, (23)

y B,, estd definido en (15).
La serie formada con los coeficientes A,,, n = 0, 1, ... anteriores puede ser sumada explicitamente ya
que las expresiones (18), (17) y (22) también pueden obtenerse al sustituir la serie (8) en la ecuacion

i —p+ P =0 (24)

y calculando los términos con la misma potencia (z — z9)* 7, k = 0,1, .. ..
Por lo tanto los términos de la serie deberan converger a la solucion general de la ecuacién (24) que es

¢=(2) = (1 - e*“p*”@*%))_”lj (25)

donde zy € C es arbitrario.

Sin embargo se puede comprobar inmediatamente que la funcién (25) no satisface la ecuacion (4). Por
lo que hay algiin error en el planteamiento. El error estd en suponer que la singularidad es de tipo PP de
manera que el término 7(z — zg) de la ecuacién (9) no es como lo habiamos supuesto.

2 Ecuacion diferencial fraccionaria no lineal

En esta seccién se extienden los cdlculos anteriores para valores de o no enteros. En concreto los resultados
aqui mostrados resultan validos para 1 < a < 2, en donde estd probada la existencia de soluciones tipo
onda solitaria. Dicha existencia ha sido posible extenderla, numéricamente, al caso o < 1.

Como en el caso anterior se vio que la singularidad en el plano complejo (z = z) de las soluciones
localizadas no eran de tipo PP, es 16gico suponer que ahora tampoco lo serdn. Asi la expresion mds correcta
para las soluciones es:

u(z) = Gy [Ao + 7(z — 20)] (26)

donde py Ay son constantes, y (z — 2zq) es una funcién que, en general, no puede ser desarrollada en serie
de Taylor entorno al punto z = 2.
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Si aplicamos el lema 1 a la expresién (26) se obtiene que el desarrollo asintético de @(\) entorno al
punto z = zg = xg + i) es

- Agesr
u(\) = 27Te_9)‘e”°>‘7ro‘?p) Nl o (W lem ) 7

La funcién v (z) también se puede desarrollar de modo similar a u(z), obteniendo

1

() = (z — z0)PP

[Af + s(2 — 20)] (28)

donde s(z — zp) es una funcién que no puede ser desarrollada en series de Taylor entorno al punto z = zy.
De nuevo al aplicar el lema 1 se obtiene que la transformada de Fourier de u?(z) es

_  APeEPR
uP(\) = 27Te_Q>‘e”°A7IO‘(6p2p) NP 4o ()\pp_le_m‘) (29)

Sustituyendo lo anterior en la expresién de Fourier de la ecuacién (1) (|A|* + 1)a(\) = uP()\)) e
igualando los términos con menor potencia de A se obtiene

p=— (30)

F %> o [Rie
Ay = L " T 31)
r(72)

expresiones que resultan andlogas a las obtenidas en (17) y (18).

De nuevo, un estudio numérico permite analizar la forma de las soluciones tipo onda solitaria y concluir
que, al igual que ocurria en el caso anterior, la transformada de Fourier de la solucién no presenta oscila-
ciones y por lo tanto la singularidad se encuentra situada sobre el eje imaginario, no teniendo parte real. De
esta manera la ecuacion (27) puede escribirse en las inmediaciones de la singularidad zg = i), o, como

it
20 = 2me Mo (F (%))p 1 G 32)

u(z) = @ 7 (eé')>”1 (33)

Sa(N) =1In (r ()" 2o ~ Q)0 (34)

o (M ()

que va a permitir calcular numéricamente el valor de la singularidad €, .
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