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Abstract. Usually, the incidence geometries are based in two-sorted structures formed of points, lines
conected each other for a relationship. Furthermore, we introduce a one-sorted structure that we call
Spherical frame which results appropriate to build a semantic base that allows its consideration in modal
language. We build an axiomatic suystem for that language will be determinated by the structure created.

Una Ldgica Modal para la Geometria Esférica de Incidencia

Resumen. Habitualmente, las geometrias de incidencia estdn basadas en estructuras bisurtidas for-
madas por puntos y rectas, y conectadas por una relacién entre ambas clases. En lo que sigue, introduci-
mos una estructura monosurtida, que llamamos Marco Esférico de Incidencia, la cual resulta adecuada,
para construir una base semdntica que permita su consideracion en el lenguaje modal. Construiremos
asi un sistema axiomatico para dicho lenguaje, que estard determinado por la estructura creada, es decir
probaremos su correccién y completitud.

1 Introduccion

El interés por estudiar sistemas deductivos capaces de representar mediante un cédlculo establecido con
precision los diferentes modos de razonamiento, sobre distintas facetas de la actividad humana, se ha incre-
mentado de manera notable, debido entre otras cosas, al auge de las Ciencias Computacionales. Si ademas,
esto se logra de un modo computacionalmente eficiente su interés es atin mds claro. De esta forma, se han
ido desarrollando sistemas formales de tipo modal (aléticos, dednticos, doxasticos, epistémicos, temporales,
dindmicos,etc,...) capaces de representar el razonamiento humano con relacién a los conceptos de necesi-
dad, deber, creencia, conocimiento, temporalidad, estado tras la ejecucion de un programa etc,.. Si bién
la literatura sobre estos sistemas es abundante y sigue proliferando, sin duda, actividades del hombre rela-
cionadas con la geometria, ya sea de tipo espacial, plana, etc, las cuales son del maximo interés en multiples
actividades (describir un itinerario, trazar un plano, jugar una partida de ajedrez, trazar una ruta de nave-
gacion, etc,..), han sido sin embargo hasta ahora menos estudiadas bajo este punto de vista. Cabe destacar
los trabajos de von Wright [38] el cual introduce sistemas con modalidades del tipo “por todas partes” y “en
alguna parte”, también los autores van Benthem [5] y Goldblatt [19] hacen algunos comentarios sobre el
tratamiento modal del espacio, pero sin duda, el trabajo mds profundo en esta linea, es decir construyendo un
sistema multimodal en sentido cldsico, se debe a los autores, Farifias, Balbiani, Tinchev y Vakarelov [4], los
cuales en su trabajo “Modal Logic For Incidence Geometries”, construyen sistemas axiomaticos modales
para las geometrias de incidencia absoluta, afin y proyectiva; probando ademads su correccién y completitud
respecto de ciertas clases de estructuras (adecuadas para la interpretaciéon modal), las cuales se demuestra
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que son, categéricamente equivalentes, a las cldsicas estructuras de las respectivas geometrias mencionadas.
Recientemente, los autores de este trabajo han desarrollado un sistema axiomdtico modal para la Geometria
Hiperbdlica plana de incidencia [31]. En este trabajo, siguiendo la linea introducida por estos autores, se
construye un sistema formal de tipo modal, para la geometria esférica de incidencia, probandose también
su correccion y completitud en un sentido andlogo al anteriormente mencionado.

2 La categoria de los planos esféricos de incidencia

En su trabajo sobre los Fundamentos de la Geometria, David Hilbert establece un sistema axiomatico para la
Geometria Esférica de incidencia (también llamada Geometria Plana de Riemann), en el que se distinguen
dos tipos de objetos, puntos y rectas, ademds de una relacion entre ellos llamada de incidencia. Si un punto
y una recta estdn relacionados se dird que el punto es incidente en la recta, o de manera mas informal que
la recta pasa por el punto. Los axiomas son los siguientes:

(PEI0) Los conjuntos de puntos y rectas son disjuntos.
(PEI1) Dos puntos inciden en al menos una recta.
(PEI2’) Existen tres puntos no alineados.

(PEI3) Dado un punto existe otro (que se denominard antipoda del primero) tal que toda recta que pase
por el primero, pasa por el segundo.

(PEI4) Por dos puntos diferentes no antipodas uno de otro, pasa a lo sumo una recta.
(PEIS) La antipoda de un punto es tinica.

(PEI7’) En cada recta hay dos puntos no antipodas.

Seguidamente, expondremos una axiomdtica que hemos construido y que probaremos su equivalencia
matemadtica con la de Hilbert y que resultard mas adecuada para su posterior expresion por medio de un
lenguaje modal.

Axiomatica IT
(PEIO) El conjunto de puntos y rectas tiene interseccion vacia.
(PEI1) Dos puntos inciden en al menos una recta.
(PEI2) Por cada punto pasan al menos dos rectas distintas.
(PEI3) Dado un punto existe otro (antipoda) tal que toda recta que pase por el primero, pasa por el segundo.
(PEI4) Por dos puntos diferentes no antipodas uno de otro, pasa a lo sumo una recta.
(PEIS) La antipoda de un punto es tnica.
(PEI6) Cada recta incide en al menos un punto.

(PEI7) Para cada recta y cada punto incidente a ella, existe otro distinto y también incidente no antipoda
al primero.

Lema 1 Consideremos una estructura dada por la terna (P, L, in), donde Py L son dos conjuntos cuyos
elementos denominaremos puntos y rectas respectivamente, e “in” es una relacion binaria entre ellos, es
decirin C P x L.

Si (P, L, in) es un modelo para la axiomdtica I, entonces se verifican:
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(1) Un punto x es antipoda de otro punto y, si y solo si x # y y existen dos rectas distintas z1,z3 € L
tales que x in z1, T N 22, Y IN 21, € Y IN 2.

(ii) El punto x es antipoda del y, si y solo si y es antipoda de x.

(iii) Sean z,t dos rectas cualesquiera, si para todo punto x se verifica que, si x in z si y solo si x in t,
entonces z = t.

(iv) Consideremos dos puntos x e y no antipodales y una recta cualquiera, se verifica que, si x in z si y
solo si y in z, entonces r = y.

(v) Existen al menos tres puntos no alineados.
(vi) Six ey son antipodales, cualquier otro punto estd alineado con ambos.

DEMOSTRACION. (i) La implicacion directa se obtiene como consecuencia inmediata de los axiomas
(PEI2) y (PEI3). El reciproco se deduce del axioma (PEI4).

(i1) Se establece directamente de (i).

(iii) Sean z,t € L, los axiomas (PEI6), (PEI7) nos aseguran la existencia de z,y € P tales que

TEY, TNz, Yinz
con z e y no antipodales. Utilizando la hipétesis del enunciado tendremos que
rzinteyint
por dltimo aplicando el axioma (PEI4) podemos concluir que
z=t

(iv) Sean x e y dos puntos antipodales, el axioma (PEI2) garantiza la existencia de z,¢ € L tales que
z #t, xin z e x in t, haciendo uso de la hipétesis del enunciado tendriamos que

yinzeyint
y del axioma (PEI4) se deduce que
=y

(v) Sea 1 € P el axioma (PEI2) nos asegura que Jz1, z2 € L, tales que
21 # 29, 1N 21, Y 1IN 22.
Utilizando el axioma (PEI7) podemos afirmar la existencia de x5, x5 € P tales que
To N 21y T3 IN 22

y no siendo x5 ni x3 antipodales de x;. Por dltimo los puntos x1, 2, 3 no estan alineados de lo contrario
existiria una recta z3 € L tal que
T1 1N 23, To IN 23, T3 1N 23

y al ser x1 y w2 no antipodales, utilizando el axioma (PEI4) obtendriamos que z; = z3. Razonando de
igual manera con los puntos z; y z3, llegariamos a que zo = z3 = 21, lo que resulta contradictorio.
(vi) Sean z,y € P dos puntos antipodales y s otro punto cualquiera, utilizando el axioma (PEI1)
encontraremos una recta z € L tal que
TINZESIinz

y al ser x e y antipodales, tendremos que
Yin z |
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Proposicion 1 La axiomdtica I es matemdticamente equivalente a la axiomdtica de Hilbert, es decir, la
estructura (P, L, in) es un modelo de la axiomdtica Il si 'y solo si lo es de la axiomatizacion de Hilbert.

DEMOSTRACION.  Supongamos que la terna (P, L, in) verifica la axiomética II.

El axioma (PEI2 ') es consecuencia directa del lema 1-(v).

Por otra parte, dada z € L, (PEI6) nos permite afirmar la existencia de z € P tal que z in z, utilizando
el axioma (PEI2) garantizamos la existencia de una recta w € L, tal que z # w y  in w, por ultimo (PEI7)
nos permite elegir un punto y # x no antipodal de éste con y in z, con lo que queda probado (PEI7).

Reciprocamente, supongamos que (P, L, in) verifica la axiomadtica de Hilbert.

Si el axioma (PEI2) fuera falso en algiin modelo de la axiomatica II, existirfa un punto z tal que seria
incidente a lo sumo en una recta. Sean 1, o y x3 tres elementos de Py 21, 29 y 23 las rectas determinas
por el punto x con cada uno de los puntos x1, 5 y x3 respectivamente. Por la hip6tesis de partida sabemos
que 21 = 23 = z3, con lo que los puntos 1, w2, x3 estdn alineados. Esto contradice (PEI2 ).

El axioma (PEI6) es consecuencia inmediata de (PEI7 /).

El axioma (PEI7) se verifica como consecuencia del axioma (PEI7 /).

En efecto, sean z € Ly x € P tales que = in z. Utilizando el axioma (PEI6 ') obtenemos dos puntos
r1,Ts € P, no antipodales y verificando que x1 in z 'y 2 in z. Como afirma (PEI3), z contiene al menos
cuatro puntos distintos, 1, x2 y sus correspondientes antipodas x7, x5. W

Daremos a continuacién una formalizacidn de esta axiomadtica en un sistema bisurtido de primer orden.

Definicion 1 Una estructura S = (P, L,in), donde Py L son dos conjuntos distintos ambos del vacio, e
in una relacion binaria entre ellos, se dird que es un plano esférico de incidencia si verifica:

(PEI0) PN L =0

(PEI1) (Va,y € P)(3z € L)(zinz Ay in z)

(PEL2) (Vo € P)(3z,t € L)(z £t AwinzAzint)

(PEI3) (Vo € P)(Fy e P)(Vz € L)z #y A (zinz — yin 2))

(PEI4) (Vz,y € P)(Vz,t,w € L)((zinz A yinzA zintA yint) - (z=y Vz=t V(zinw —
yin w))

(PEI5) (Vz,y,s€ P)(x #yANa#sA(NzeLl)(zinz— (yinzAsinz)) — (y=s))
(PEI6) (Vz € L)(3x € P)(zin z)
(PEI7) Vz,we L) Vz € P)(Jye P)(zinw Az inzAz#w—zc#yAyinzA-(yinw))

Como es natural, al referirnos a los elementos de P usaremos el apelativo de puntos, para los de L el de
rectas y la relacion in la llamaremos de incidencia.

Definicion 2 Sean S = (P, L,in)y S’ = (P', L’,in’) dos planos esféricos de incidencia, diremos que
una aplicacion
f:PUL— P UL

es un homomorfismo de S en S’ si:
(i) paratodo x € P, z € L se tiene f(x) € P, f(z) € L

(i) paratodo x € P, z € L, si x in z entonces f(x) in' f(z)

Denotaremos por ¥; a la categoria de los planos esféricos (PEI) de incidencia cuyos objetos serdn
los planos esféricos de incidencia y sus morfismos vendrdn dados por los homomorfismos anteriores.

82



A Modal Logic For Incidence Spherical Geometry

A continuacién presentamos un modelo de cardinalidad minima de plano esférico de incidencia, el
cual creemos de gran interés para posteriores estudios sobre la decidibilidad de sistemas axiomaticos que
determinen la clase de los marcos esféricos de incidencia.

Proposicion 2 Cualguier plano esférico de incidencia contiene a su vez, un subplano esférico de inci-
dencia isomorfo a Sy, = (P, Lim, i), siendo:

* Py, ={p1,p2,03,04,05, 06}, Lm = {l1,12,13}

* iy = {(p1,01), (P2, 1), (P3,11), (P4, 11), (P2, 12), (Pa,l2),
(ps,12), (ps, 12), (P1,13), (P3,13), (P5,13), (D6, 13)}

DEMOSTRACION. Sea S = (P, L,in) un plano esférico de incidencia. Como se tiene que P # 0,
consideremos p; € P, utilizando el axioma (PEI2) encontramos I1,l3 € L con [y # I3 y verificando que
p1 in l1, p1 in l3. Usando ahora los axiomas (PEI3) y (PEI7) aseguramos la existencia en primer lugar
de ps, punto antipoda de p; y a continuacién de ps, cumpliendo ps # p1 y p2 # ps, todos junto con el
antipoda de po (p4) puntos incidentes con /1. Aplicando de nuevo el axioma (PEI7) en el punto p; y la
recta [3 garantizamos la existencia de ps verificando ps # p1, p5s # p3 Yy ps incidente con 3. Denotemos
por pg al punto antipoda de ps. Por dltimo, utilizando el Lema 1 (vi) en los punto ps, pg y p2 aseguramos
la existencia de [5 incidente con los puntos mencionados.

Si denotamos P,,, = {p1, D2, P3, P4, P5, P6 }» L = {11, 12,13},

inm = {(p1,01), (P2, 11), (p3,11), (P14, 1), (P2, [2), (P4, [2), (ps, [2),

(P, 12), (P1,13), (p3,13), (Ps,13), (P6,13)},
se tiene que Sy, = (P, L, 0y, ) estd inmerso en Sy ademds es claro que S, verifica los axiomas (PEI0),

..., (PEI7) por lo que tiene estructura de plano esférico de incidencia. W

Corolario 1 Elplano esférico S,,, constituye el modelo minimo de plano esférico de incidencia y garantiza
la existencia de modelos finitos.

3 La categoria de los marcos esféricos de incidencia

En este apartado, utilizando las técnicas introducidas por Vakarelov véase [34], construiremos una categoria
equivalente a la categoria X; de los planos esféricos de incidencia, cuyos objetos serdn modelos de un
sistema formal de primer orden y monosurtido, y por tanto susceptibles de serlo también de un sistema
modal adecuado, ya que la semantica de Kripke para el caso modal no se adapta a una estructura bisurtida.
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Definicion 3 Consideremos S = (P, L, in) un plano esférico de incidencia . Llamaremos marco esférico
de incidencia sobre S a una estructura W (S) = (W, =1, =3) donde:

1. El conjunto W estd formado por los elementos {(x,z) | x € P,z € L,x in z}
2. La relacion binaria = se define de la siguiente forma: (x1,21) =1 (22, 22) si y solo si x1 = x2
3. La relacion =5 se define como: (x1,21) =2 (T2, 22) siy solo si z1 = za.

Desde un punto de vista intuitivo, los elementos de W pueden considerarse como puntos o rectas de-
pendiendo del contexto en que aparezcan, es decir x =; y significard que considerados como puntos son
iguales y de manera andloga al leer x =5 y interpretaremos que x € y son la misma recta.

Sobre W (S) daremos una nueva relacién “(on)” a partir de =1 y =2 de la siguiente forma:

(z1,21) on (z2, 22) siy solo si x1 in 29

Tanto la relacién on como su inversa on~! pueden definirse como composicién de =; y =, de manera
alternada.

Lema 2 Sea S un plano de incidenciay W = W (S) el marco esférico de incidencia sobre S. Six,y € W,
entonces:

(i) zonysiysolosi(z € W)(x =1 2z Az =2 y).

(i) zon " tysiysolosi(Iz € W)(x =2 2 A2z =1 ).
DEMOSTRACION. Basta observar que x on y, siendo z = (z1,72) e y = (y1,92), si y solo si (z1,92) €
w. 1
Lema 3 SiW = W (S) es el marco esférico de incidencia sobre un plano esférico S, entonces se verifican:

(FEIO0) Las relaciones =1 y =5 son de equivalencia y ademds cumplen que

(Vl',yGW)(l’El y/\xzzy—)x:y)

(FEI1) (Vz,y e W)(3z e W)(zonzAyonz)
(FEI2) (Vx e W)(3z,t cw)(z#2t Az onz Az ont)
(FEI3) Vx e W)(Fy e W)(x Z1y A (Vz)(xonz — yon z))

(FEI4) (Vz,y,z,t € W)((xonzA yonzA zontA yont) —» (r=1y Vz=2t V (Yw)(ronw —
y onw))

(FEI5) (Vz,y,s e W)(z Z1yANacZ1sANNVzeW)((zonz— (yonzAsonz)) — (y=159))
(FEI6) (Vz € W)(3z € W)(x on 2)

(FEI7) (Vz,z,w € W)(Fy € W)z onwAxonzAw #2 2 — x # yAyonzA (Vs € W)y #;
sV s #o w)

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata de las definiciones 1y 3. H
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Definicion 4 Llamaremos marco esférico de incidencia a una terna Wg = (W, =1, =5), donde W es un
conjunto no vacio y {=1, =2} son dos relaciones binarias satisfaciendo los axiomas (FEI0)...(FEI7) del
lema anterior.

A la clase de todos los marcos esféricos de incidencia (MEI) la denotaremos por ®;. Haciendo un abuso
de nuestra notacion, seguiremos denotando por ®; a la categoria cuyos objetos son los marcos esféricos de
incidencia y cuyos morfismos vienen dados por las aplicaciones

[iWp=(W,=1,=2) — Wl/?‘ = (W/’EIDE/Q)
tales que para todo x,y € W, verifiquen:

Six =; y, entonces f(x) = f(y)

3

4 Equivalencia entre las categorias PEl y MEI

Procediendo de forma inversa a como hicimos en el apartado anterior, para cada marco esférico de inciden-
cia Wg = (W, =1, =s), construiremos un plano de esférico de incidencia asociado a él, que denominare-
mos plano esférico de incidencia sobre Wy y denotaremos por S(Wr).

A tal efecto, procedemos con las siguientes definiciones. Consideremos Wr = (W, =1, =5, ) un marco
esférico de incidencia y sea x,z € W. Denotaremos por |z|;,¢ = 1,2 la clase de equivalencia de x
determinada por la relacién =;, ¢ = 1,2, y con x on z si y solo si existe 1 € W tal que z =1 1 =2 2.

Definamos ahora los siguientes conjuntos y relaciones:

Ps(Wp)=P=W/=, ={|z]y: x € W}

Ls(WF) =L= W/52 = {|I‘2 T e W}
ing(Wr) =in={(|z1,|z|2) 12 € W,z € W,z on z}

Six, 2’ son representantes de |z|1, y z, 2z’ son representantes de |z|2 tales que = on z, utilizando la definicion
de on aseguramos la existencia de 1 € W cumpliendo

ZC’El:Z?ElxlEQZEQZ/

y al ser =; y =, relaciones de equivalencia, concluimos que x’ on z’. Lo cual prueba que la relacién in
estd bien definida.

Lema 4 Sea Wg un marco esférico de incidencia, entonces S(Wg) es un plano esférico de incidencia.

DEMOSTRACION.

(PEIO) Razonemos por reduccidn al absurdo.

Supongamos que un elemento o € (PN L), en consecuencia existirdn representantes de o, z, z € W,
con |x|; = a = |z|2. De esta forma, x =1 z,2 =2 z y utilizando el axioma (FEI0) obtendriamos
que x = z y por tanto |z|; = |z]a.

Por otra parte, para cada z € W, los axiomas (FEI6) y (FEI7) nos permite asegurar la existencia de
z' ey’ conz’ %1 1/, tales que =’ on z € 3y’ on z. Usando el lema 2 podemos obtener un elemento
u € W, tal que ' =1 u =3 z, es decir, u € |z|2 = |z|1, por lo que 2’ € |z|;. De forma andloga,
como y' on z, existird ¢, tal que y’ =1 s’ =5 z, entonces y’ € |z|1, con lo que 2’ = ¢/, lo cual es

absurdo.
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(PEI1) A partir de la definicién de in podemos escribir que:

x on z siysolosi|z| in |z|a

Tomemos dos elementos |z|1, |y|1 € P, utilizando (FEI1) afirmamos que existe z € W tal que
Tonz,eyonz

yeén consecuencia

|z]1 inlzlz2 € [y[1 in [2]2
(PEI2) Consideremos |z|; € P. El axioma (FEI2) nos garantiza la existencia de z,t € W tales que
zZFgt, xonz, yonz

de esta forma

|2l2 # [tl2, 2|1 in |2]2, [yly in [2]2

(PEI3) Elijamos un elemento |z|; € P, utilizando el axioma (FEI3) afirmamos la existencia de un elemento
y € W con

xZi1yyVz(zronz—yonz)

de esta forma

lz]1 # |yl y V|zl2 (2|1 in [z]e — [y|1 in |2]2)
onsideremos los elementos |z|y, |y|1 € 2|2, |t € supongamos que
(PEI4) Consid Jos el Py L y supongamos q
|z|1 in |2]2, [yl in |2]2, 2|1 in|t]2, y|1 in |t

de esta forma

rxonz,yonz, xont, yont

Usando el axioma (FEI4) se tiene
r=1yoz=xtoVYwe W)(xonw— yonw))
y volviendo a la notacién del plano

lz[1 = lyl1 o [zl2 = [t]2 0 (V|w|z € L)(|]1 in [wlz — [yl1 in |wl2)

(PEI5) Consideremos los elementos |z|1, |y|1, |s|2 € P tales que

[zl # lyliy |z # |sh
Si |x|1 in |z|2, entonces |s|1 in |z|2, |y|1 in |z|2, de esta forma & #; y e © #; s. Por otro lado, si
x on z se tendrd que s on z e y on z, utilizando el axioma (FEIS) y trasladando el resultado al plano

concluiremos que |y|; = |s;.

(PEI6) Sea |z|2 € L, el axioma (FEI6) nos permite encontrar la un elemento = € P, cumpliendo x on z, por
lo que |z|y in |z|o.
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(PEI7) Consideremos los elementos |z|2, |w|2 € L, |z|1 € P, tales que
|zl in |wly, [x]yin [z]2, [w]z # [2]2

de esta forma
Tonw,Tonz,w #Ey 2z

Usando el axioma (FEI7), aseguramos la existencia de y € W verificando que

z#1y,yonzy (Vs € W)(y #1 s6s %2 w)

de nuevo trasladando el resultado al plano se tendra que
|zl # [yl lyliin |z]2, ~(lyl in [w]2) u

Teorema 1 Para cada marco esférico de incidencia W, el marco esférico VVI’J construido como Wf«“ =
W(S(Wr)) es isomorfo a Wp.

DEMOSTRACION. Definamos la aplicacién f : Wr +— W/ que a cada elemento z € W le asigna
F(@) = (a1, |2l) € W.

- La aplicacién f esta bien definida.
En efecto, ya que para todo elemento z € W, se cumple que

=1 =2

es claro que x on x y por tanto |z|y in |z|2 luego f(x) € W',
- La aplicacion f es biyectiva.
Supongamos que f(x) = f(y), es decir, tendremos que |z|; = |y|1 ¥y |z]2 = |y|2, y portanto x =1 y y
x =5 y. El axioma (FEI0) nos permite concluir que z = y.
Por otra parte, dado un elemento (|z|1, |y|2) € W', sabemos que |z|1 in |y|2 y por tanto = on y.
Haciendo uso del lema 2, aseguramos la existencia de un elemento z € W tal que x =; z =2 ¥, por lo que

(Izl1s [yl2) = (Iz]1, |2]2) = f(2)

lo que prueba la sobreyectividad.
- Las aplicaciénes fy f~! son homomorfismos entre Wr y Wh.
En efecto, consideremos x,y € W, se tiene

v =y |zl =yl & (|, lzl2) =5 (yh lyl2) <
f@) =] fy),i=1,2 u

Teorema 2 Para cada plano esférico de incidencia S, el plano S', construido como S(W (S)) es isomorfo
alb.

DEMOSTRACION. Definamos la aplicacién f : S +— S’, que a cada elemento z € Py z € L le asigna
f(@) =z, 21)[
f(2) = (21, 2) |2

donde la existencia de un z; € L con z in z1 nos lo garantiza el axioma (PEI2) y la de un elemento z; € P
verificando 1 in z el axioma (PEI6), siendo ademds claro que la imédgenes f(x) y f(y) no dependen de
las posibles elecciones de estos elementos.

- La aplicacion f es biyectiva.
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En efecto, si suponemos que f(x) = f(y) con x,y € P, entonces existirdn 21, zo € W verificando que
|(x, z1)]1 = |(y, 22)|1, por tanto (z, 21) =1 (y, 22) y en consecuencia x = y.

Por otra parte, si suponemos f(z) = f(w) con z,w € L, entonces existiran z1, x5 € W tales que
|(z1, 2)|2 = |(x2, w)|2, por tanto (1, z) =2 (z2,w) y en consecuencia z = w.
Para probar la sobreyectividad de f, consideremos un elemento x = |(z1,22)|1 € P’, se tendrd que
f(x1) = x, andlogamente si tomamos un elemento z = |(21, 22)|2 € L', entonces f(z3) = z.

Ademis fy f~! son homomorfismos, en efecto:
Sean dos elementos cualesquiera + € Py z € L, la siguiente cadena de equivalencias nos muestra el
resultado:

f(x)in f(2) & |(z,22)]1 in'|(21, 2)|2 & (z,22) on (21,2) & xin 2 [ ]

Siendo X; y ®; las categorias de los planos y marcos esféricos de incidencia respectivamente, las con-
strucciones hechas anteriormente, nos permiten definir sendas aplicaciones W : ¥, — &,y S : &, —» ¥,
entre los objetos de ambas categorias.

Sea ahora f, un homomorfismo entre dos planos S'y S’, y consideremos la aplicacién

W(f): W(S) — W(S")
que viene dada del siguiente modo:
Si (z,2) € W, entonces W (f)((z,2)) = (f(2), f(2))

Con esta definicion es claro que el diagrama que sigue serd conmutativo, convirtiendo a W en un funtor

entre las categorias ; y ®;.
!

S S’

W(S) = W(S)

Andlogamente, si f : W — W’ es un homomorfismo de marcos esféricos de incidencia, la aplicacién
S(f) : S(Wp) = S(Wg)
definida mediante
S xl) = [f (@)1, S(F)(|2l2) = [f(2)]2
hace conmutativo el siguiente diagrama y convierte a S en un funtor entre las categorias ®; y ¥;.

!

Wr Wi

S
sowr) 20 sowy)

El lema que enunciamos a continuacion es un conocido resultado sobre Teorfa de Categorias.
Lema 5 Las categorias X; y ®; son equivalentes si y solo si existen funtores

oY — O,

B:®;—%;

tales que, para cualesquiera S € ¥; y Wr € ®;, se tenga S isomorfo a a(3(S)) y Wg isomorfo a
Bla(Wr))(124]).
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Teorema 3 Las categorias ¥; y ®; son equivalentes.

DEMOSTRACION. Empecemos por probar que W (f) es homomorfismo.
En efecto, sean (x1,21), (z2,22) € W tales que (z1,21) =1 (2, 22), es decir, 1 = x5 y por tanto
f(x1) = f(x2). De esta forma,

W) (w1, 21)) = (f(21), f(22)) =1 (f(22), f(22)) = W(F)(22, 22))

De forma andloga se probaria que W (f) preserva la relacion =,.

Sea Ids el morfismo identidad de S, de modo inmediato W (Ids) = Idw sy yaque W (Ids)((z,2)) =
(QS, Z) = IdW(S’) (I7 Z)

Sean S, S’ y S” tres planos esféricos de incidenciay f : S — S’,g : S’ — S sendos morfismos,
entonces se verifica que W (g o f) = W(g) o W(f).
Comencemos el calculo por el lado izquierdo de la igualdad,

Wi(go f)((z,2)) = ((go f)(x),(go f)(2) =
(9(f(2)),9(f(2))) = W(g9)((f (), f(2)) = W(g) e W(f)((z,2))

Asi, W es un funtor entre las categorias ¥; y ®;.

Pasemos al caso de la aplicacion S(f).
Observemos en primer lugar que estd bién definida. En efecto, sean z,y, z,w € W tales que |z|1 = |y|1 y
|z|2 = |wla, en tal caso

[zl = yh = f(2) =1 fly) = [f @) = 1f(W)h =
S zh) = SH(lyh)

y también
|22 = [wl2 = f(2) =5 f(w) = [f(2)|2 =5 [f(w)|2 =
S(Hzl2) = S(f)(wl2)

Ademas S(f) es un homomorfismo de S(Wr) a S(Wp,).
Para probarlo tomemos |z|; € Py |z|2 € L tales que |z|y in |z|2. Por tanto

|z|1 in |22 & x on z = ( f es morfismo ) f(z) on f(z) &
[f (@)l in” [f(2)]2

Consideremos ahora tres objetos Wp, W, W}/ de la categoria ®; y f : Wp — W, g : Wp — W}
sendos morfismos, en tal si |z|; € P,|z|2 € L, tendremos que

S(go f)(zh) = (g e f)(@)l = lg(f (@) = SIS (@)L =
(S(g) o S(F))(|z1)

S(go N)|zl2) = [(go /)22 = l9(f(2))|2 = S(9)If(2)]2 =
(S(g) 0 S())(lz]2)

Asi, S(go f) = S(g) o S(f).

Por otro lado, si Idyy,. es el morfismo identidad, entonces
S(Idw,)(|z]1) = |z[1 y SUTdw,)(|2[2) = [2]2
por lo que S(Idw,) = Ids(w,).

De esta forma, S es un funtor de la categoria ®; en la categoria ;. W

Corolario 2 El marco esférico W (Sy,), constituye un marco esférico finito de cardinal minimo.
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5 Una ldgica modal para la GEI

La clase de los marcos esféricos de incidencia, constituyen una referencia adecuada para la construccién de
una base semadntica, en el sentido de Kripke, para una légica modal de la geometria esférica de incidencia.

En lo que sigue, emprenderemos la construccién de dicha 1dgica, creando en primer lugar un lenguaje
adecuado, susceptible de ser interpretado en los marcos esféricos y posteriormente daremos un sistema
deductivo que determinard dicha clase de marcos.

Comenzaremos describiendo el lenguaje multimodal en el que expresaremos nuestro sistema.

6 Lenguaje

Consideraremos un lenguaje multimodal con operadores monarios {[=1], [=2], [Z£1], [Z2]}, un conjunto
infinito numerable de literales proposicionales {p1, ps, ...} junto con las constantes L, T y las conectivas
usuales {—, V, A, —}.

El conjunto de fbf se define de la forma usual. En lo que sigue, denotaremos a las férmulas multi-
modales bién formadas de este lenguaje, mediante las letras latinas mayusculas A, B, C, . . ..

Con el objetivo de simplificar la escritura, definimos los siguientes operadores modales secundarios.

© [AlA = [F]AN[#]A

s [UJA=AN[#]A

c OA=AN[#A-A

* [on]A = [=1][=2]4

¢ [on7lA = [=)[=1]4

* (R)A = —[R]-A, donde [R] € {[=1], [=2], [#1], [Z2]}

En el siguiente apartado introduciremos una base semdntica en la que serd interpretado nuestro lenguaje
de forma natural y que nos dard un soporte intuitivo, para la construccion del sistema deductivo.

7 Semantica

Utilizaremos para la interpretacion del anterior lenguaje, la semantica habitual de Kripke, sobre marcos de
la forma Wr = {W, =1, =2, #1, #2}, donde W es un conjunto no vacio y =1, =2, #1, Z2 son relaciones
binarias sobre W.
Si V' es una valoracion, la definicidn de certeza se establece de forma inductiva como es habitual:
Size W:
x =y psiysolosiz € V(p)

x vy A siysolosiz [y A
xEy AANB siysolosiz =y Ayx =y B
xEy AVB siysolosiz |y Aoz =y B
rEy A— B siysolosiz ffy Aox =y B
x v [R]Asiysolosi (Vy € W)(zRy — y =v A), donde
R e {=1,=2,#1, %2}

Recordemos que una formula A se dird que es vélida en un marco W, si para toda valoracién V' y todo
mundo x € W se verifica que x =y A.
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De la misma forma, diremos que una férmula A es vélida en una clase de marcos ¥, si A es vélida en todo
marco de >. Por otra parte, convengamos en lo que sigue, en denotar por Ay, al conjunto de todas las
férmulas validas en 3, el cual denominaremos légica de la clase de marcos .
En el caso particular, del conjunto formado por las férmulas vélidas sobre la clase de marcos esféricos de
incidencia, nos referiremos a él con la abreviatura MGEI Esto constituye lo que podriamos llamar, una
definicién semdntica para una légica de la geometria esférica de incidencia.

Consideremos un marco Wr = {W, =1, =4, %1, Z2}. Si consideramos las relaciones secundarias on
y on~! definidas por las composiciones, on = =; 0 =5 y on~! = =5 o =, consecuentemente en la
semantica elegida, tendran las siguientes interpretaciones:

z =y [on]Asiysolosi (Vy € W)(zony — y v A)

z =y [on HAsiysolosi (Vy € W)(zon ™ty — y =y A)

Por otra parte, modalidades del estilo [#], [U] y [O] pueden ser interpretadas con facilidad en cualquier
marco, mediante la consideracion de las relaciones de igualdad y desigualdad, seria como sigue:

x =y [#]Asiysolosi (Vy e W)(z # y —y =v A)
x v [U]Asiysolosi (Vy € W)(y Ev A)
z =y [OlAsiysolosiz =y Ay (Vye W)(x # y—y v A)

Sin embargo, en nuestro lenguaje, las modalidades [#] y [U] se definen de forma secundaria, a través de
las relaciones primitivas, lo cual podria no garantizar su sentido semdntico natural. Este hecho, suscita en
general, la siguiente definicion.

Definicion 5 Un marco de la forma Wy = {W,=1,=2,%#1, #2}, se dird que es # —estdndar si resulta
ser un modelo (en el sentido de la logica de predicados) para la siguiente sentencia de primer orden:

(Ve,ye W)z #y =z Z1yVrFEy)

Es inmediato comprobar, que en este tipo de marcos, las modalidades [#], [O] y [U] tienen su significado
natural.

Definicion 6 Un marco Wr = {W, =1, =, #1, %2) lo llamaremos cuasi-estdndar si es = —estdndar y
la relacion #; es complementaria de la relacion =;, 1 = 1, 2.

Lema 6 La clase de marcos cuasi-estdndar es modalmente definible en la clase de marcos #-estdandar
mediante las siguientes formulas:

(MGEI") (U)p — (=i)p V (#i)p,i = 1,2
(MGEI™) (=:)[#lp — [#lp,i = 1,2

DEMOSTRACION. Consideremos un marco Wr = {W, =1, =2, #1,#2) #-estdndar, entonces Wr es
cuasi estandar si y solo si se cumple:

La propiedad (1) es cierta, si y solo si la férmula (MGEI*) es védlida en W.
En efecto, consideremos « € W y V una valoracion tal que

r =y (U)p
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existe entonces un elemento y € W tal que
yEvp
por (1) se cumple
r=iybrFiy
por tanto

z v ((ZopV (#i)p)

Reciprocamente, si suponemos la férmula (MGEI") valida y la propiedad (1) falsa, existiran entonces
z,y € W tales que

(1‘7y) QEZ' y ($, y) €$1
Consideremos la valoracién V tal que V' (p) = {y}, entonces se tendrd que = =y (U)p pero

Ty ((Zi)p Vv (#i)p)

por lo que la férmula (MGEI*) no seria vélida, lo que nos llevaria a una contradiccién.
La propiedad (2) es cierta, si y solo si la formula (MGEI**) es véalida en W.
En efecto, consideremos un elemento = € W y una valoracién V tal que,

z v (=)

en estas condiciones sabemos que existe un elemento y € W tal que = =; y y ademds

)y #y =y Fvp)
Para terminar, tendremos que probar que
z =y [#lp
para ello elijamos un elemento w € W, tal que x #; w, por tanto
T=iYyr Fiw

de donde necesariamente y # w, ya que de lo contrario,

= NZ#0
Usando ahora la hipétesis, obtenemos que w =y p.

Reciprocamente, si suponemos la férmula (MGEI**) vélida y la propiedad (2) falsa, existen entonces
elementos x,y € W tales que

=iy, T Fi Y

Consideremos la valoracién V' definida del siguiente modo:

Vip)={zeWly#z}
en tal caso se cumplird que x |y (=;)[#]p, y sin embargo = (£ [#;]p, lo que constituye una con-
tradiccion. W
Proposicion 3 La clase de los marcos esféricos de incidencia es definible en la clase de marcos cuasi-
estdndar por la conjuncion de las siguientes formulas:
(MGEI) [=]p — p, (=) [=ilp — p. [=ilp — [Eil[=dp i = 1,2
(MGEI1) (U)p — (on){on=1)p
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(MGEI2) p — (on)(#2){on"")p
(MGED3) [on]p — (#1)[on]p
(MGEH) (on)(p A (on~ ) ([#lg Ar)) —
([on]((=2)p V [on~g) V (=1)r V [on)(on™")r)
(MGEI5) ((#1)p A (#1)q) —
(([on]({on=")Op A (on=1)Oq)) — ((U)({=1)p A q)))
(MGEI6) p — (U)(on)p
(MGEIT) ((Z2)r A {on™ ")t A {U)((on)Or A O)) — ({on™ ") ((FE1)t A ([Z1)(Z2)7)))

DEMOSTRACION. (MGEI0) garantiza que las relaciones =;, i = 1, 2 sean de equivalencia.
En efecto, supongamos que =; es reflexiva y sea V' una valoracién cualqmera Si consideramos un estado
x € W, suponiendo que x =y [=;]p, como =; es reflexiva, entonces z =y p.

(
(

Para probar el reciproco, razonaremos por reduccién al absurdo.
Supongamos pues, que la férmula [=;]p — p es vdlida y que la relacién, =; no es reflexiva.
En tal caso, existird un elemento = € W, tal que no x =; z, y consideremos la valoracién V tal que

Vi) ={yeW |z =y}
resultard pues, que = =y [=;]p y en cambio = [~y p, lo cual resulta absurdo.

Supongamos que =; es simétrica, y sean V' y x € W, una valoracién y un estado cualesquiera. Si se
verifica que x =y (=;)[=:]p, entonces Jy € W con = =; y, tal que

VzeW)(y=; 2z — 2z v p)

Usando la simetria de =;, elegimos z = x y se tiene que =y p.

Reciprocamente, si suponemos que la férmula
(=)=ilp—0p

es valida y =; no simétrica, entonces existirdn elementos z,y € W, con x =; y perono y =; x.
Consideremos la valoracion V' tal que

Vip)={zeW|y=; 2}

En tal caso, x =y (=;)[=:]p, y en cambio x [~y p, lo que nos lleva de nuevo, a una contradiccién.

Anélogamente, supongamos que =; es transitiva y sean V' y « € W una valoracién y un estado, ambos
arbitrarios. Si z =y [=;]p entonces (Vz € W)(x =; 2 — z v p).
Pretendemos probar que = =y [=;][=:]p, es decir, que (Vz1,20 € W) (z =; 21 =; 22 — 22 Ev D).
Tomemos entonces z1, zo € W tales que = =; 21 =; 29.
Por la transitividad de la relacién =;, se tiene que x =; z2 y por tanto zo =y p.
Reciprocamente, si suponemos que la férmula [=;]p — [=;][=:]p es vdlida y la relacién =; no es
transitiva, existirdn entonces elementos z,y, z € W, tales que * =; y =; z y que no sea cierto que * =; z.
Consideremos la valoracién V' definida por

Vip)={z1 e W |z =; 21}

En tal caso, x =y [=;]p pero, en cambio z [~y [=;][=;]p lo cual es absurdo.
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Obsérvese que la condicion

(Vo,y)(zr#y e xFi yVae #y)

de (FEIO0), es de hecho cierta, ya que trabajamos dentro de la clase de marcos cuasi-estandar.
Asi, negando ambas partes de la doble implicacion se llega a que

(Y, y)(x =y < ~(z #1 y) A~(z #2 y))
lo que en nuestro caso equivale a que
(Vz,y)z =y az=1yNz =2 y)

La implicacién («+) es la propiedad buscada.

(MGEIN) se corresponde con (FEI1).
En efecto, (MGEI1) es una férmula de Sahlqvist. Consideremos su traslacion local estandar al lenguaje de
segundo orden asociado

(VP)(ST:((U)p — (on)(on™")p))

)
(YP)(ST:((U)p) — ST ((on)(on™")p))

)

(VP)((3y)Py — (32)(x on 2z A (3z1)(z on™ ! 1 A Px1)))

)

(Vy)(YP)((Py) — (32)(x on z A (3z1)(z on™ ! 21 A Pxy)))

tomemos la asignacién minima que hace al antecedente verdadero,con la notacién-\ de Church’s, o(P) =
Au.y = u, se tiene que

(Vy)((y =) = @)@ on 2 A (Fw1)(z on™" @1 Ay = 21)))

)

(Vy)(3z)(x on z A zon™ ' y)

v

(My)(Fz)(x on z Ay on 2)

Ahora bastara generalizar con respecto a x.

(MGEI2) se corresponde con (FEI2).
De nuevo, al ser (MGEI2) una férmula de Sahlqvist, podemos realizar su traslaciéon local estdndar al
lenguaje de segundo orden. Consideremos pues, un estado arbitrario x:

(YP) (ST (p — (on)(Z2){on™")p))
)
(VP)(ST:(p) — ST:({on)(Z2){on™")p))
)

(VP)(Px — (32)(z on 2 A (321)(2 Z2 21 A (F21)(21 on~ ! 1 A Py))))
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tomemos la minima asignacién que hace al antecedente verdadero, o(P) = Au.x = u, se tiene

(r=2— F2)(xonzAB2)(z# 21 A (Fz1)(z1 on™ 21 Az = 17))))
)

Iz, z1)(xonzAzEe 21 Azpon L
(32,

)

(Fz,z1)(z 2 z1 Az onzAxonz)

Como antes, bastara con generalizar respecto de z.

(MGEI3) se corresponde con (FEI3).
Al tratarse también de una férmula de Sahlqvist, el algoritmo de traslacién nos permite escribir la siguiente
cadena de equivalencias:

(VP)(STx([on]p — (#1)[on]p))
)
(VP)(STx([onlp) — ST ({#1)[onlp))

(3
(VP)(V2)(z on z — Pz) — (Fy)(xz #1 y A (V2 )(y on 2/ — P2")))

tomemos la minima asignacion que hace al antecedente verdadero, o(P) = Au.x on u, se tiene

(V2)(xonz—xonz)— Jy)(z# yA V) yonz — zonz)))

)

Fy)(x £y AV ) yon 2 — xonz))
generalizando respecto de = obtendremos el resultado.
(MGEI4) se corresponde con (FEI4).
En efecto, (MGEI4) es una férmula de Sahlqvist. Efectuemos su traslacion local estandar:
(VP,Q, R)(ST:((on)(p A {on™ ") ([#la A1) —
([on]((=2)p V [on™"]q) V (=1)r V [on)(on™")1)))
()
(VP,Q, R)(ST((on)(p A (on™ ") ([#la A7) —
STy (([on]((=2)p V [on™Hq) V (=1)r V [on](on™")1)))
(¥
(VP,Q, R)((32)((x on z) A (Pz A (3y)(z on™ ' yA

((Vz2)(y # 22 — Qu2) A Ry))) —
(Vz0)(z on zog — (F21)(20 =2 21 A Pz1)V

(Va3)(z0 on™ 23 — Qa3)) V (3xs)(z =1 24 A Ray)V
(22 on™' x5 A Ras)))

~

(Vz2)(x on 2o — (s

=

(VP’ Qv R)(vya Z,20,T3, 22)
((Va2)(y # 2 — Qz2) A Ry))) —
(z0 on™ ' 23 — Qx3)) V (3x4)(x =1 24 A Ra4)V

(xon z A (PzA(zon 'y

xon zg — (321)(z0 =2 21 A Pz1)V

—_—

(z on zo — (Fz5)(22 on~ ! x5 A Ras)))
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tomemos las minimas asignaciones de P, Q) y R que hacen al antecedente verdadero, o(P) = Au.z = u,
0(Q) = M.y # u, o(R) = Au.y = u se tiene
(Yy, 2, 20,73, 22) (((x on 2) A (2 = 2 A (zon™ L y)A
(Vo) (y # w2 = y # x2) Ny =y)))) — (z on 2z —
(Bz1)(20 =2 21 Az = 21) V (Va3) (20 00" @3 — y # @3))V
(Fzg)(z =1 24 Ay =24V (Vo) (z on 20 — (Fxs)20 onF 25 Ay = 25))
)
(Vy, 2, 20, 23, 22) (((x on 2) A (z on™'y)) —
(zonzg — ((20 =2 2) V (20 on~ ! 3 — y # x3))V
(z=1y)V (zonz — 2z on"'y)))
)
(Yy, 2, 20, 23, 22) (((x on 2) A z on"y)) —
(=(z on 20) V (20 =2 2) V (20 on "' w3 — y # x3)V
(=1 y)V (zon 2z — 20 0n 'y)))
)
(Vy, 2, 20, 23, 22) (((x on 2) A (z on™ y) A (z on 20)) —
(20 =2 2) V =(20 on~ x3) V (y # 23)V
(x=1y)V(ronz — 2300 y)))
)
Yy, 2, 20, 23) (((x on 2) A (z on~ty) A (z on 20) A (29 on ™! x3)) —
(20 =2 2) V (y # x3)(x =1 y) V (Vzo)(z on 20 — 25 on~'y)))
)

Yy, 2, 20, 23, 22) (((z on 2) A (z on™ y) A (z on z0) A (20 on™* 3)A
(y=13)) = (20 =2 2) V(2 =1 9) V (x on 20 — 25 on"'y)))
T

(Yy, 2, 20, 22)(((x on 2) A (z on™ ) A (2 on 20) A (20 on ™' y)) —
(20 =22) V(2 =19) V (zon 20 — 20 on"'y)))

)

My, 2, 20)(((x on 2) A (y on 2) A (z on 29) A (y on 2z9)) —
((z0=22)V(z=1y)V (Vz2)(xz on 22 — y on 22)))
Para terminar generalizamos respecto de .

(MGEIS) se corresponde con (FEIS).
En efecto, supongamos (MGEIS) vilida y sean x, y, s € W tales que

(xZryAx#s)ANNVz)((xonz)— ((yon z)A(son z)))

Consideremos el modelo M que viene dado por la valoracién

Vp) ={y}, V(g = {s}

en ese caso podemos afirmar

v (Z0)p A (#)a) — (([on]({on™")Op A {on™1)0q)) — ((U)((=1)p A a)))
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Como en M

r v ((F1)p A (#1)9))

entonces
z v ([on]((on™1)Op A {on™)0q) — (U)((Z1)p A )

También se tiene que
z =y [on]({on™HOp A (on™1)Oq)

y de aqui
z v ((U)(Z10)pAg)
es decir
(Fy1,y2) (41 =1 y2),y2 € V(p),y1 € V(q)

yeén consecuencia
Yy=18

En el caso reciproco, razonemos por reduccién al absurdo.
Supongamos que se verifica (FEIS) y (MGEIS) no es vélida, entonces existe un estado x y una valoracién
V tal que

z v ((F)p A (#0)a) — ((fon]((on™)O0p A fon™")0q)) — (U)((Z1)p A 0)))

es decir, el antecedente serd verdadero en x para V'

z v (F)p A (#1)9)

pero el consecuente serd falso en x para V'

z v ((Jon]({on™"YOp A {on™1)0q)) — (U)((=1)p A q)))
cn consecuencia
By, s)x £y, x #1 s,y Ev p,sEv ¢

y también
z =y [on]({on™1)Op A (on™1)Oq)

lo cual asegura que
(V2)(xonz— (zon ' yAzonts))

y ademas se verifica
Vip) ={y}, V(g) = {s}

Por ultimo
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es decir
Yy )y Ev ((Z1)p — —q)

En estas condiciones se verifica las hipdtesis de (FEIS) lo cual nos permite asegurar que

Yy =1 S
Por tanto
s v (=1)p
y
S |=v -q

o lo que es lo mismo, s ¢ V(q), que nos lleva a una contradiccién.

(MGEI®) se corresponde con (FEI6).
Ciertamente, (MGEI®6) es una féormula de Sahlqvist. Efectuemos su traslacion local estandar al lenguaje de
segundo orden adecuado:

(VP)(ST.(p — (U)(on)p))
)

(VP)(ST.(p) — ST.((U)(on)p) =

)

(VP)(Pz — (3x,z1)(x on 21 A Pz))
tomemos la minima asignacién de P que hace al antecedente verdadero, o (P) = Au.z = u, se tiene
(z=2)— (Fz,z1)(xonz1 ANz =2)

(3z)(x on z)

y de forma global
(V2)(3x)(z on 2)

(MGET7) se corresponde con (FEI7).
En efecto, supongamos (MGEI7) vilida y tomemos z, z,w € W tales que

ronwAzxTonzAwFgz
y consideremos la minima valoracién tal que
V(r) ={w}, V(1) = {z}
se tiene:
2 v ((#2)r Afon™ 1)) A ((U) ({on)Or A Ot) — ((on™ ) ((#1)t A [=1)(#2)r)))
Es claro que en nuestro modelo
2 v ((#2)r A {on™1)t) A ((U)((on)Or A OF))

en consecuencia
z v ((on ) ((ZEA [=1)(Z2)r)

lo que se traduce en que

By, 2" )(zon Ly Ay # 2'), 2’ € V(t), y ademds,
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(Vs)(y =15 — (3)(s #2 5)), ' € V(r)

es decir

(FyeW)lyonzA yZi z) A(Vs € W)(y =1 s — s Z2 w)
T

(FyeW)(yonzn y#1x)A (Vs € W)(y #1 sV s #2 w)

Reciprocamente, supongamos ahora que se tiene (FEI7) y (MGEI7) no es vélido, entonces existe una
valoracién V' y un estado z tal que:

z v ((Z2)r A {on™ 1)) A ((U)((on)Or A Ot) — ({on™ ") ((F1)t A [=1](Z2)1))

por tanto se tiene
z v ((Z2)r A (on™)t) A ((U)({on)Or A OF)) (1)

pero en cambio
2 v ({on ™) ((#)E A [=1](F2)r))

es decir

Bw,z € W)(z#2 wAzon ' x)conw € V(r),z € V(t)y
(F2', 2 € W)(2' on 2') donde 2’ € V(r) = {w}y a2’ € V(t) = {z}

lo cual es equivalente a
(Fw,x e W)(z#2 wAzonzAzonw)

ahora utilizamos (FEI7) para asegurar la existencia de un elemento y € W, verificando
xZiryAyonzA (Vs € W)(y #1 sV s ZFa w)

en consecuencia
z v (on ) (FDEA [=1)(F2)r)

lo cual contradice (1). W

8 Axiomatizacion. Correccion y completitud

En este capitulo propondremos un sistema axiomatico para la 16gica LMGEI y probaremos que es correcto
y completo.

En general, cuando decimos que una férmula modal ¢ determina o caracteriza una clase K de marcos,
queremos decir que un marco cualquiera F = (M, R), pertenecerd a dicha clase, si y solo si la férmula ¢
es vdlida en él. En muchos casos, la clase de marcos con la cual se estd trabajando viene determinada por
ser sus elementos, modelos de una sentencia de primer orden, como ejemplo podriamos citar los marcos
reflexivos, simétricos, etc,.. La denominada teoria de correspondencia, estudia la relacién entre el formalis-
mo modal y el lenguaje de primer orden adecuado a la clase de marcos con que se este trabajando. Es bién
conocido, como en el caso de los ejemplos citados, es decir, de los marcos reflexivos y simétricos, respecto
de larelacién R, las férmulas modales p — (R)py (R){(R)p — (R)p, caracterizan dichas clases de marcos
y por tando se dirdn correspondientes con las de primer orden, VxRzx y (Vz)(Vy)(Rxy — Ryx). Sin
embargo, es también conocido, que no toda férmula de primer orden que defina una determinada clase de
marcos, tiene una correspondencia modal: el ejemplo mas usual es la irreflexividad.
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No obstante, existen varios caminos para caracterizar una clase de marcos. Si consideramos un mundo
m en un marco F = (M, R), es claro que w es irreflexivo si y solo si {w} N {v/Rwv} # 0, o equivalen-
temente un mundo w es irreflexivo, si es posible falsear la férmula p — (R)p en w. Esta idea, nos da un
camino para caracterizar los marcos irreflexivos:

F | Va-Rea & Vw3V (F,V,w | =(p — (R)p))

Otro punto de vista, ha sido dado por D. M. Gabbay, quien en lugar de usar axiomas para la caracterizacién
de la irreflexividad, ha introducido una regla de inferencia especial, la cual ha sido denominada como “regla
de irreflexividad”: Esta regla puede formularse como sigue:

F =(p — (R)p) — ¢ =+ 4, sipno aprece en

Esta regla que es claramente admisible en los marcos irreflexivos, si es incluida en un sistema axiomético
normal, la clase de marcos en la cual, toda férmula deducible en dicho es vilida, es justamente la clase de
marcos ireflexivos.

Obsérvese que ~(p — (R)p) < =(-pV(R)p) < (pA~(R)p) < (pA~(R)p=(-p)) < (PA[R]-p) =
Op. De esta forma, la regla de irreflexividad se expresaria:

F Op — 1 =F 1, sipno aprece en ¢

9 Axiomatica
Proponemos la siguiente axiomatizacién para LMGEI:
Axiomas

I Todas las tautologias de la 16gica de proposiciones

II [R](p — q) — [R]p — [Rq, [R] € {=1,=2, #1, %2},
(#£)|Zilp — pi=1,2.

F) (A#p—p
(#2) pA[#p — [#[#lp
(RCU) [Ulp— [Rlp, R € {=1,=2}
MGEI") (U)p — (=i)pV (#i)p,i = 1,2
(MGEI™) (=)[#]p — [Zilp.i = 1,2
(MGEIO0) [=]p — p, (=i)[=ilp — p, [=ilp — [=il[=ilpi = 1,2
(MGEIL) (U)p — (on){on~")p
(MGEIL2) p — (on)(#2)({on"")p
(MGEI3) [on]p — (#1)[on]p
(p A fon™ ) ([#la Ar)) — (fon]((Z2)p V [on~Hq) V (=1)r V [on]{on™")r)
(MGEIS) ((Z1)p A (#1)a) — (([on]((on™1)Op A (on™1)Oq) —
(U)((=1)p A )
(MGEI6) p — (U){on)p

(MGEI4) (on)(p

p
p
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(MGEI7) ((Z2)r A {on™)t) — ({(on™ ) ((Z)t A ([E1](Z2)7))
Reglas de inferencia:

(MP) modus ponens: si- Ay+ A — B entonces - B,
(RN) regla de necesidad: si - A entonces - [R]A, R € {=1, =2, #1, %2},
(IR) regla de irreflexividad: si p no aparece en Ay - Op — A entonces - A,

(RS) regla de sustitucién de letras proposicionales (literales).

10 Correccion

En el capitulo precedente ha quedado clara la validez de cada uno de axiomas que hemos presentado. Por
otra parte, las reglas de inferencia (MP), (RN) y (RS) son las habituales en cualquier sistema modal de
tipo normal y por tanto su admisibilidad es conocida. En cuanto a la regla (IR), tal como nosotros hemos
definido Op, caracteriza la irreflexividad de la relacién # y en consecuencia es claramente admisible.

11 Completitud

Probaremos la completitud del sistema axiomético, mediante la construcciéon de un marco sintactico, usual-
mente denominado candnico, que pertenecerd a la clase de los marcos esféricos de incidencia.

111 Férma de necesidad
Ampliemos, de manera auxiliar, el sistema formal introduciendo una nueva regla de inferencia.

Definicion 7 Sea # un simbolo externo al lenguaje LMGEL Definimos de forma inductiva la nocién de
forma de necesidad F.N.:

1. # es una EN.
2. Si ¢ es una EN.y A es una férmula, entonces A — ¢ es una FN.
3. SigesunaEN.y R € {=1,=2, %1, £2, #, U}, entonces [R]¢ es una EN..

Establezcamos para lo que concierne a la siguiente proposicién y sus aplicaciones el criterio de notacién
que sigue:
Dada una férmula cualquiera B, denotaremos por [R;]B, ¢ = 1,2,..., a una férmula que eventualmente
podrd ser [=1]B, 0 [=2]B, o [#1]B, o [#2]B, 0 [#]B, o [U]B, o la propia B. En este dltimo caso diremos
que el operador [R;] es evanescente.

Lema 7 Sea ¢ una forma de necesidad, entonces ¢ puede escribirse de la siguiente forma:

DEMOSTRACION. Razonaremos por induccién sobre la longitud de la férmula.

Si la longitud de la forma es O se tiene el resultado.
Supongamoslo cierto para longitud n y sea ¢ una forma de necesidad de longitud n + 1.
Si ¢ = A — 1), siendo 1) una F.N.de longitud n, aplicando la hipétesis de induccion,

v =A0— [R1](A1 — ... [Rg](Ax — t) ...)
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de donde
p=A— (Ay — [R1](A1 — ... [Ri](Ar — 1) ...)

Por otro lado, si ¢ = [R], la longitud de v es de nuevo igual a n y por tanto
’L/J = AO — [Rl](Al — ... [Rk](Ak — ﬁ) .. .),

¢ = [Rl¢ = [R](Ao — [Ra](Ar — ... [Re](Ax — 1) ..))

o de forma equivalente,

T — ([R](AO — [Rl](Al — ... [Rk](Ak — ]j) .. ))) |

Dada una forma de necesidad ¢, denotaremos por ¢(A) a la férmula resultante de sustituir # por A en

o.

Proposicion 4 El anterior proceso de sustitucién en las formulas de necesidad, opera de forma normal,
es decir:

¢(A — B) — (¢(4) — ¢(B))

Ademds si A es un teorema para LMGEI, entonces también lo es ¢(A).

DEMOSTRACION. Razonemos por induccién sobre la longitud de la férmula. Sea ¢ una EN..
Si la longitud es 0, entonces

=1
por lo tanto
¢#(A— B)=A— B=¢(A) — ¢(B)

Supongamos el resultado cierto para cada F.N.con longitud n > 0 y sea ¢ una F.N.con longitud n + 1.
El lema 7 nos permite escribir

¢ =Ao— [R1](A1 — ... [R](Ax — 8) ...)

donde
Y =[R1](41 — ... [Ri](4x — ) ...)

es una F.N.de longitud n.
Aplicando la hipétesis de induccién,

P(A— B) = (¥(A) = ¢(B))

Por otra parte, sabemos que (A — B) = Ay — (A — B) y también que (A — B) — (¢(A) —
1 (B)), luego por medio del silogismo hipotético, obtendremos que

Ao — (¥(A) — 4(B))
Para terminar, nos basta utilizar el segundo esquema de axioma de Lukasiek y por tanto,
(Ao = (¥(4) = ¥(B))) = (Ao — ¥(A)) — (Ao — (¥(B))

lo que por definicién resulta ser:
(A — B) = (¢(4) — ¢(B))

Probemos la segunda asercion.
Sea A un teorema en LMGEI y sea ¢ una EN..
Si ¢ = 4, el resultado es trivial.
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Razonando igualmente por induccidn, supongamos que la F.N.¢ tiene longitud n + 1, entonces
qb = A() — [Rl](Al — ... [Rk](Ak — ﬁ) .. )

denotemos por ¢ = la consecuencia de ¢.
De esta forma, la longitud de 1) serd n y la hipétesis de induccién nos asegura que ¢)(A) es un teorema.
Como caso particular del primer axioma de Lukasiek, podemos afirmar que la férmula

P(A) = (Ao — ¥(A))
es un también teorema y utilizando la regla (MP),
Ao — P(A4) = ¢(4)
esunteorema. M
Introduzcamos eventualmente una nueva regla de inferencia.

Definicion 8 Ampliamos nuestro sistema con la siguiente regla de inferencia:

$(Op — A)
o(A)

Lema 8 La regla de inferencia (DeepIR ) es una regla admisible.

(DeepIRy) , donde ¢ es una EN.y p no aparece en ¢(A)

DEMOSTRACION. Razonemos por reduccion al absurdo.
Sea ¢ una EN.y supongamos que = ¢(Op — A), siendo p un literal que no aparece en A, pero que
K= ¢(A). De esta forma, podemos asegurar la existencia de un elemento x y una valoracién V tales que

z [y ¢(A)

Utilizando el lema 7 podemos escribir

férmula que no serd cierta en el estado x = x( para la valoracién V, por lo que z v Aoy = v
[R1](A1 — ... [Ri](Ar — A)...), es decir
(31’1)% Rl T1,xq b&v (A1 — ... [Rk](Ak — A) . )

Reiterando el proceso conseguiremos elementos x;,7 = ...k, con z; = x;_1 en el caso de ser[R;| evanes-
cente, tales que
Zo R1 T RQ...kak

y verificando que z; =y A;,i =0... kyay Ev A.
Definamos una nueva valoracién V"’ del siguiente modo:

V'(p) = {xr}, V'(pi) = V(p:) para todo p # p;

de esta forma, es claro que z v/ ¢(Op — A), x; Ev: Ay, i =0...kyx, Ev (Op — A), yaque
p no aparece en en ¢(A). Ademds, como z v+ Op, entonces x =y Ay debido a la eleccién de V’
concluiriamos que z =y A, lo que serfa una contradiccién. W

Definicidon 9 Version infinita de la (DeeplR;):

¢(Op — A) para todo p
o(A)

(DeeplRy) ,donde ¢ es una FN.
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Lema 9 (DeeplR}) es una regla admisible.

DEMOSTRACION. Sea A una fbf, existe algun literal p que no aparece en A, ya que la construccién de
una fbf se realiza en un nimero finito de pasos y el conjunto de literales es infinito numerable. Se obtiene
el resultado aplicando el lema 8. M

Denotemos en lo que sigue con L al conjunto de los teoremas de LMGEI
Definicion 10 Un conjunto de férmulas T diremos que conforman una teoria si se verifican:
i LCT
(ii) si {A, A — B} €T, entonces BT
(iii) Para toda FN.¢, si para todo literal p se tiene p(Op — A) € T, entonces $(A) € T’

Definicion 11 Sea I un conjunto de fbf y ¢ una EN.. Denotaremos por ¢I" al conjunto { A : $(A) € T'}.
Como casos particulares, si ¢ = [R]t entonces pI' = {A : [R|A € T'}, y en el caso de ser = A — 4,
entonces pI' = {B : A — B € T'}. Este iiltimo conjunto lo denotaremos como I 4+ A.

Lema 10 Si T es una teoria y ¢ una EN., entonces ¢I es una teoria.

DEMOSTRACION. Razonemos por induccion sobre la longitud de ¢.
Si ¢ = # no hay nada que probar.

Supongamos que el resultado es cierto para toda F.N.de longitud n y consideremos una F.N.¢ de longitud
n + 1. Utilizando el lema 7 escribiremos ¢ = Ay — 1, donde 1 es una F.N.de longitud n. De esta forma,
LCyYT'={A:yp(A)eT} C{A: 4y - yY(A) eT}={A4:¢(A) eT} = ¢I.

Por otra parte, si A, A — B € ¢I', entonces ¢(A4),p(A — B) € I'. Utilizando la normalidad de ¢,
tendremos que (A — B) — (#(A) — ¢(B)), con lo que (¢p(A) — ¢(B)) € T' y al ser I una teoria
#(B) €T

Por dltimo, sea v una F.N.y supongamos que para toda letra proposicional p se tiene que v(Op — A) €
¢I'. Entonces ¢(y(Op — A)) € T'y como I es una teoria, ¢(y(A)) € T porlo que y(4) € oI'. W

Lema 11 Una teoria consistente T puede ser extendida a una teoria consistente maximal.

DEMOSTRACION. Consideremos una enumeracién Ag, A1,..., Ay ... de todas las fbf de LMGEI y
definamos de forma inductiva una sucecién de teorias I'g, 'y, ..., [, .. ..

Sea I'y = I'. Si suponemos construida la secuencia I'g,I'1, ... T, definiremos I';, 41 distinguiendo dos
casos:

caso1l SiT',, + A, es consistente, entonces I', 1 =T, + 4,

caso 2 Por contra, si I';, + A,, es inconsistente, entonces ~A,, € I',,. La férmula A,, puede representarse
como ¢(B), siendo ¢ un EN.y B un fbf, en un nimero finito formas. Siendo asi, sean f(A,,),
¢1(B1), ..., ¢1(By) todas las representaciones posibles de A,,, definimos I'Y ... T* inductiva-
mente del siguiente modo:
Sea ') = T, y si suponemos construidas I'), ..., T, (i < k), definimos I',*! = T}, + =¢:(Op; —
B;), donde p; es el primer literal tal que I'?, + —¢;(Op;, — B;) es consistente. Obsérvese que la
existencia del literal p; estd garantizada, ya que en caso contrario tendriamos que ¢;(Op — B;) € T'},
para todo p y al ser I'?, cerrado para la regla (DeepIRj, ), obtendriamos que ¢;(B;) = A, € I, lo
que resulta contradictorio, ya que —A,, € T'%.

Sea A = J;~, I'. No es dificil comprobar que A es una teorfa maximal que contieneal’. W
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Corolario 3 SiT es una teoriay A ¢ T, entonces existe una teoria consistente maximal A tal que T C A

yAZA
DEMOSTRACION. Basta con aplicar el lema anterioral’ + -A4. W

Definicion 12 Construimos el marco (W, R%), donde W, es el conjunto de todas las teorias consistentes
maximales y las relaciones R estdn definidas de la siguiente forma:

T'REA siy solo i[RI C A
donde R € {=1,=2,#1,%2,%, U}
Lema 12 Consideremos I' € W1, una teoria consistente maximal, entonces:
(i) para toda formula ¢: p € T'o ¢ € T;
(ii) para todo par de formulas ¢,v: NV Y € I'siysolosip €eT'op €T
(iii) para todo par de formulas ¢,v: p AN Y € TU'siysolosip e 'y €T.

DEMOSTRACION. (i) Consideremos una férmula cualquiera ¢. Si ¢ € T" se termina la demostracion, en
caso contrario

¢ &l
y utilizando el corolario anterior obtenemos que
'+ -9
es una teoria consistente maximal que contiene a I". Solo nos queda aplicar la maximalidad para tener
'=T+-¢

por lo que
¢l

(i1) Consideremos dos férmulas ¢, v tales que
(pVY)=(~¢—9) el
Razonemos por reduccién al absurdo y supongamos que

¢pglyyp gl

Utilizando el apartado (i) obtenemos
¢pelyel

usando (MP) concluimos que
el

lo cual es un absurdo.

Para demostrar la implicacion reciproca consideremos ¢, ¢ férmulas tales que
peloypel

Si suponemos
pel
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utilizando la Légica de Proposiciones tenemos

(¥ —¢)el
es decir
(WVve)el
y también
(¢vy)el
El caso
pel

se razona de la misma forma.
(iii) Consideremos dos férmulas ¢, ¥, usando el apartado (ii) se tiene

(pvy)elT & pecToy el

negando en ambos miembros obtenemos

(oVY) gl oglyy ¢l

utilizando (i) se tiene
“(ovVy)elT & —pelywel

es decir
(pNY)elT & -pelypel

solo tenemos que renombrar —¢ = ¢, —~p = 1)’ para tener
(W ANY)eT & prelyy' el [ |
Lema 13 Consideremos el marco (Wr,RE), se tiene:
(i) TRLA siy solo si para todo A, A € A entonces (R)A € T, donde R € {=1,=2,%1,%2,7,U}

(ii) [R]A € T siysolosi (VA € Wr)(TRYA — A € A);
(RYA € T'siysolosi (3A € W) (TREAy A€ A)

(iii) Para todo I’ € W1, existe p tal que Op € T’

(iv) las relaciones =¥, =%, UL son de equivalencia

(v) las relaciones #, =1 =L £ #£L son subconjuntos de U*
(vi) #= (2 U £L), Ul = (Id U #F), donde Id = {(T',T) : T € Wt}
(vii) si TULA, entonces (T #F A siy solo siT # A)

(viii) si TUTA, entonces (T' £F si 'y solo si no se tiene T 5 A),i = 1,2

(ix) siTUYAyOp e TN A, entoncesT' = A
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DEMOSTRACION. (i) Por definicién I'R™ A si y solo si para todo A tal que [R]A € I entonces A € A
si y solo si para todo A tal que [R]—A € I entonces =A € A siy solo si para todo A tal que —A € A
entonces [R]—A ¢ T siy solo si para todo A tal que A € A entonces (R)A € I

(ii) Supongamos [R]A € T'y sea A € W, tal que TRA. Por la definicién de R” se tiene

R C A

donde
[RIT ={A:[R]|AeT}

y como tenemos

[RlAeT

entonces
Aec A

Para demostrar el reciproco,razonemos por reduccién al absurdo y supongamos [R]A ¢ T'. Utilizando
el lema 10 en la FN.¢ = [R]f, se obtiene

A =[Rl = {A' | [R]A’ € T}

es una teoria y utilizando la hipétesis se tiene

Aec A
Pero como
[RIA¢T
también
AgA

lo cual es un absurdo.
Se tiene por lo demostrado anteriormente que: [R]—=A € T siy solosi (VA € WL)(TRYA — —A €
A), para todo A. Usando contrareciproco:

[RImA¢T < (3A € Wi)(TREA-A ¢ A)

—[RmA €T & (3A € W) (TREA=(-)A € A)
(RVAeT & 3A e W) (PREAN A e A)

(iii) Supongamos que para todo p se tiene Op ¢ I'. Como I' es un conjunto conjunto consistente
maximal, se tiene
-Op el

(=Op — (T — =0p)) €T

Utilizando (MP) obtenemos
Op — L para todo p

y puesto que I' es cerrado respecto a (Deepl R;‘ ) se tiene
Lerl

lo cual es absurdo.
(iv) Consideremos I € W y A € [=;]T, tales que

[=]Ael;
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como
LCT
se tiene
([E]JA—A)eT
y utilizando (MP) tenemos
AeTl
por lo tanto

y en consecuencia =; es reflexiva. El resto de propiedades se optienen de forma andloga.
Veamos la propiedad reflexiva para U%. Sea A € [U]T', entonces

[UJAeT
utilizando el axioma (R C U) y (MP) obtenemos
[=]Ael
y de nuevo por el axioma (MGEI0Q) y (MP) se tiene
Ael

Las demds propiedades se demuestran de forma andloga.
(v) Utilizando el axioma (R C U) garantizamos que =7 es subconjunto de UL. Veamoslo ahora para
,%ZL , para ello, consideremos I'; A € W, tales que

I A

por definicién obtenemos

[#E]lCcA
Sea A una férmula cualquiera tal que
[UJA=(AN[#]A) eT

utilizando el lema 12 obtenemos

[FA = (FJAN[F]A) €T
y volviendo a utilizar el mismo lema se tiene
[Z]AeT,i=1,2

aplicando la hipétesis se obtiene
AecA

por lo que
rvtA

Por otra parte, como [#]A = [#1]A A [#2] A, se tiene de forma simple el resultado.
(vi) Consideremos I', A € W, tales que I' - A, parai = 1 0 2 y supongamos [#]A € I'. Como

[not =]A = [F1JAN[#]A €T

utilizando el lema 12 se tiene
[FlAely N[#JAeT
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y haciendo uso de la hipétesis, se obtiene
AeA

Por otra parte, sean ', A € W7, tales que I' #7 A. Razonemos por reduccién al absurdo y supongamos
(T, A) ¢ (#£F U #£L), en consecuencia existen férmulas A y B verificando

[Z1]A €T, [#Bel, A¢dA, B¢A

Consideremos la féormula
AV B

se tiene
(=JAV[= B) el (=]AV[=]B) el

utilizando la tautologia
(OC vOD) — O(CV D)

y la regla de inferencia (MP), obtenemos
[#I(AV B) = [#|(AV B) A[#a](AV B) € T

por lo que
(AvB)e A

es decir
AeAoBeA

que es un absurdo.
(vii) Por el apartado anterior se tiene la contencién

£ U#zyC U”

SeanI', A € Wy conTUFA.

Sil' #L° A, entonces [#£]T" C A. Por el apartado (ii), existe p tal que Op € T', p A [#]-p € T con lo
que pe Ayl #A.

SiT # A, aplicando (v) se tiene I' 5 A

(viii) Los axiomas (MEIG™) y (MEIG**) implican

—L L L _L L

En efecto, por (iv) se tiene =X U ZFC UL, SiTULA, entonces {A | [U]A € T} C A. Supongamos
que no se tiene I' =X Ay T' £ A, entonces existen A, B férmulas tales que:

=]AeT A A
[#i|Bel,B¢A
Consideremos la férmula A V B se tiene
(EJAV[=]B) el ([F]JAV[&A]B) el

utilizando la tautologia
(0CvOD)—0O(CVvD)

y la regla de inferencia (MP), obtenemos

[=](AvB)eTl, [Z](AVvB) el
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utilicemos el axioma MGEI* y de nuevo por (MP) obtenemos

[U](AvB)eTl
por lo que

(AVB)e A
es decir

AeAoBeA

que es un absurdo.

Supongamos =; N #;# . Entonces Jz,y € W, tales que x = y, x £ y, por tanto [=;]z C y, [#;
]z C y. Por el apartado (ii) existe una letra proposicional p tal que Op = (p A [#]—p) € y, por lo tanto
p €y, [#7p € y. Por ser y CCM —[#]—p = (#)p ¢ y. Como [=;]x C y, se tiene [=;|-[#]-p & z y por
ser z un CCM, —[=;]-[#]-p = (=i)[#]p € =. Aplicando (MGEI**) y (MP) obtenemos [#;]—p € z con
lo que —p € [Z;]z C y. (p A —p) € y que es una contradiccion. De estos resultados se deduce de manera
trivial:

T#fA« noll=F A

(ix) Sean ', A € Wy, tales que TUL'A, por el apartado (v) se tiene I' = A 6 I' #% A. Supongamos
I #L A; Op= (pA[#]-p) € (TNA), [AT C A, porlo que (p A —p) € A que es un absurdo. M

Definicion 13 Sea I una teoria maximal. Se define el marco candnico generado por T,
Wi =Wt = =5 #7210 de la siguiente manera:

W' ={A eW |TU"A}

RV =R N(W" x W), R € {=1,=2,%1, %2}

Lema 14 El marco WL = (W' =L =0 2 2L es un marco esférico de incidencia.

DEMOSTRACION.  Utilizando el apartado (vii) del lema 13 obtenemos que WL es un marco # —estandar
y por (viii) es cuasi-estandar.
[(FEI1)] Sean =,y € WT. Utilizando el lema 13(iii) aseguramos la existencia de un literal p tal que
Op € y. Como
(UYOp € x,(U)Op — {on){on 1)Op € 2 (MGEI1)

usando (MP) tenemos
{on){on™1Op € x

es decir
(=1)(=2)(=2)(=1)0pex

El lema 13 (i) asegura la existencia de
2,22, 1 €W,

tales que
€T ElL le%J Eé 2R Eé Zlazl Ef T yOp €T

Ademas se tiene
y, &' 2,2z e W

En efecto,
LU, aUby, e =L ol o =L 2 2 =5 2 2 =F oy

utilizando el lema 13(v) aseguramos

TULz, aUly, aUL /UL 2, 2UL Y U 2y
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tan solo necesitamos usar 13(iv) para obtener el resultado.
Asi, tenemos
Op € y,0p € 1

el lema 13(viii) asegura
Concluimos con

es decir
x on’ Z,Y on' z

que es lo que pretendiamos demostrar.
[(FEI2)] Sea = € WT. El lema 13(iii) asegura la existencia de p tal que Op € z. Se tiene

Op — {on)(#2)(on 1)Op € z, MGEI2

y utilizando (MP) obtenemos
{on) (#2)(on " )Op € x
es decir

(=1)(=2)(#2)(=2)(=1)0p €z

El lema 13(ii) asegura la existencia de z’, 21, 29, 2’, 23 € W, tales que
_L _L L _L _L
vx=r 2,1 =5 21,21 #5 20,20 =5 2,2 =1 23,0p € 23
Utilizamos el lema 13(iv), (v) para obtener

!/ !/
x' 21, 20,2 25 € W

ademads
Op € (zNz;3)
y
xU¥ 23
por lo que
xr = z3

En conclusién obtenemos -
zont 21,71 ¢§ Zo,z00n" L x
que es como decir

_10
zont 21,7 ¢§ Zo,z00n L x

[(FEI3)] Consideremos = € WT. Utilizando el lema 13(iii) aseguramos la existencia de un literal p
tal que Op € x. Haciendo uso de la regla de sustitucion (RS) del literal p en el axioma (MGEI3) por
{on~1)Op obtenemos

[on]{on™")Op — (#1)[on]{on™")Op € @

Afirmamos
[on](on"1YOp € x

ya que esto ocurre si y solo si

(Vz)(x on z — (3y)(z on~" y,0p € y))
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es decir
(Vz)(x on z — x on 2)

que obviamente es cierto. Po tanto aplicamos (MP) y obtenemos

(#1)lon]{on™")Op € x
es decir

By e W)z 2L yn (V2 e W) (yonz — (32" € W) (zon 2! AOp € 2')))
y usando el lema 13(v) y (viii) tenemos
By e Wz 2 yA(Vze Wh)(yon z — xon 2))
que es el resultado deseado.
[(FEI4)] Consideremos x, ¥, z,t € W tales que
xon' z,xon' t,yon" z,yon't
Utilizando el lema 13(ii) aseguramos la existencia de letras proposicionales distintas p y r tales que
Opez,Orey

Afirmamos que
{(on)(Op A (on™ 1) ([#]-Or A Or)) € =

ya que
(Vs e Wi)(y # s < =O0r € s)

Tambien usando la regla de sustitucidon de forma adecuada se obtiene
(on)(Op A (on™")([#]=0r A Or)) —
([on]((=2)0p V [on"1=0r) V (=1)Or V [on]{on 1) Or) € =
Utilizando (MP) se tiene
([on]((=2)0p V [on"1=0r) V (=1)Or V [on]{on 1) Or) € =
y por el lema 13(ii) y 12(ii) obtenemos
(V21 € W) ((w on® 21 — (Fza € W) (21 =5 20 AOp € 25)) 0
(Vz1 € Wi)(z1 on 4y — —Or € x1)) o
(Byy € Wp)z Ef 1 ANOrey; o
(Vzg3 € W)(x ont z3 — (Fza)z3 on_leQ AOr € x39)
usando de nuevo el lema 13 (v) y (viii) obtenemos
(V21 € W) ((xon® 21 — ((21 =5 2) o
(Vz1 € Wi)(z1 onzy = @ #y)) o
z=ly o
11"

(Vzz € W) (z on' 25 — 23 0n™1 )
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utilizando las hipdtesis y particularizando tenemos

(V2,21 € W) ((xon' 2y Ay on® 21 Ay =9y) — (21 =5 2))V
T Ef yv
(Vzz € W) (x on® 23 — 23 on_lry)
particularizando en z; = t y usando las hipdtesis tenemos

(t=h2) v (z=lyv

(Vzz € W) (x on' 23 — y on® 23)
que es el resultado esperado.
[(FEI5)] Consideremos los elementos z,y, s € W tales que
T #E yATE] sA
(Vz e W) ((x on" 2 — yon' 2) A (zon' 2 — s on® 2))

Utilizando el lema 13 (iii) aseguramos la existencia de letras proposicionales distintas p, g tales que Op €
y,0q € s. Se tiene

((#F1)Op A (#1)0q) € ©
ademas utilizando (RS) en (MEIGS5) obtenemos

({#1)0p A (#1)0q) — ((lon]((on™1)O(Op) A {on™)O(0q)) —
(U)((=1)0p A Oq))) € x
Utilizando (MP) se tiene
(([on]((on™1)O(Op) A (on™1)O(0q)) — ((U)((=1)0p A Og))) € «

también tenemos
(([on]({on=")O(Op) A (on™1)O(0q)) € =

ya que esto es cierto si y solo si
(Vz)(xz on z — (3y')(y' on 2z AO(Op) € y') A (3s") (s on 2 A O(Op) € "))

basta tomar ¢y’ = y, s’ = s para tener el resultado. De nuevo por (MP)
(U)((=1)0p A Oq))) € ©
utilizando los lemas 13(ii) y 13 aseguramos la existencia de v,y € W tales que
Uy =f y2 AOg € y1 AOp € yo

usamos el lema 13 para obtener
nUbs, y2Uly
y por el lema 13 (ix) obtenemos
Y1=5"4Y2=Y
en consecuencia
s=iy
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[(FEI6)] Consideremos z € WT. Utilizando el lema 13(iii) existe p letra proposicional tal que Op € z,
ademas, usando la (RS) en el axioma (MGEI®6) se tiene

Op — (U){on)Op € =

utilizando (MP) obtenemos
(UY{on)Op € z

utilizando el lema 13 (ii) aseguramos la existencia de x, z; € W, tales que x on®z A Op € z; tenemos
Op € (z1N2), 21U 2

por lo que
21 =z

entonces
(3z € W) (x on'2)

[(FEI7)] Consideremos z, z, w € WT tales que
zont wAzont zAw#L 2
Utilizando el lema 13 (ii), aseguramos la existencia de letras proposicionales distintas g, r, ¢ tales que
Oq € s,0r cw,0Ot€ex
Usando la (RS) de forma adecuada en (MEIG?7) se tiene:

((Z£2)0r A {on™1)Ot) —
({on™ ") ((#1)Ot A ([=1)(#2)On)) € =

ademas afirmamos

((#2)Or A (on™1O1) € z

y utilizando (MP) obtenemos
((on™ ") ((#1)Ot A ([=1)(#2)0n)) € 2

Utilizando el lema 13 (ii),(iv),(v) y (ix) aseguramos la existencia de y € W' tal que

(zon™" y) Ay £ ) A(Ys € WD)y =] s — 5 75 w)
y utilizando el lema 13 (viii) se tiene

(yon2) Ay #1 @) A (¥s € WH)(y £ sV s £ w) L
Definicion 14 Consideremos en W' la valoracion V' :
Vip) ={aeW' |pe A}

Al par (WE, VY se le llama el modelo candnico M' generado por T.

Lema 15 (Lema de la verdad) Para toda férmula A y todo A € W7 se tiene:

AEyr Asiysolosi A€ A
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DEMOSTRACION. Si A es una letra proposicional el resultado es inmediato. Supongamos el resultado
cierto para una férmula de longitud n y sea A una férmula con longitud n + 1.
Si A = [R]B, la longitud de B es n por lo que

AEyr B&BeA
A Eyr [R]B & (V®)AR*® — & |=yr B &
(VO)AR*® - Bc A< [R|Be A

SiA=-B
Abyr B Alyr Be&BgA s (A—CCM)-Be A

SiA=B—-C
AEyr B-C& AEyr (-BVO) &

AEyr  BVAEyrCes-BeAv(CeAs
(-BvC)eA=B—-CeA |

Teorema 4 (Completitud de LMGEI) Sea A una férmula en LMGEL A es un teorema de LMGEI si
y solo si A es vdlida en los marcos esféricos de incidencia.

DEMOSTRACION. Las tautologias de la 16gica de proposiciones son férmulas vdlidas, el resto de axiomas
ya se ha demostrado que son validos en los marcos esféricos de incidencia. Ademas las reglas de inferencia
son admisibles.

Por otra parte, consideremos S la clase de los marcos esféricos de incidencia y A una férmula tal que

SEA

Supongamos que A no es un teorema para L (LMGEI), es decir
AgL

utilizando el corolario 3, L puede ser extendida a una teoria consistente maximal I" tal que
A¢gTl

Tomemos el modelo canénico MT generado por I' que como se ha demostrado se basa sobre un marco de
incidencia y aplicando el lema 15 se tiene

(MY, T = A

que es una contradiccion. W
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