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POLYNOME D’ALEXANDER A L’INFINI
D’UN POLYNOME A DEUX VARIABLES

E. ARTAL BARTOLO*and P. CASSOU-NOGUES

Abstract

In this work, we compute the Alexander invariants at infinity
of a complex polynomial in two variables by means of its resolu-
tion and also by means of the Eisenbud-Neumann diagram of the
generic link at infinity of the polynomial.

1 Introduction

Soit f : (C"*1,0) — (C,0) un germe de fonctions analytiques a singu-
larité isolée. Soit € assez petit et § tels que 0 < § << €. Soit

D; = {teC|0 < [t| < §}
On considére ’application

B ﬂf"(Dg) — Dj

¥ i P (@),

L’application ¥ est une fibration localement triviale pour 0 < § <<
¢, suffisamment petits. Considérons le cercle de centre 'origine et de
rayon §/2 dans Dj. Nous identifions ce cercle & S'. On peut alors con-
sidérer la fibration ¥ comme une fibration sur S!, et on montre [M, Thm
4.8 et Thm 5.11] que cette fibration est difféomorphiquement équivalente
a la fibration de Milnor, qui est la fibration de I'entrelacs algébrique
défini par f:

SE”"H' \ K — 8!

f(z)
T et
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pour € assez petit, ot K = §2"+*1 N f=1(0). Dans le cas n = 2, on peut
alors appliquer les résultats sur les entrelacs toriques itérés [EN] pour
avoir une description compléte de la monodromie associée & ¥ (polynéme
d’Alexander, blocs de Jordan).

Soit f € C[X,Y] un polynéme de degré d > 0. D’aprés [V, Corollaire
5.1] (qui utilise des idées dans [T]), il existe un ensemble minimal S =
{s1,-..,8m} C C de valeurs tel que la restriction f| : C*\ f~1(S) —
C\ S est une fibration C*®-localement triviale; S est dit I’ensemble de
bifurcation de f. Soit n € Ryq tel que n > max{|s| : s € S} et soient
S, == {2z € C: |2z| = n} et B, := f~I(S}]). Alors, la restriction f; :=
fiEg, : By — S,l} est aussi une fibration C*-localement triviale. Le type
d’isotopie de cette fibration ne dépend pas du choix particulier de 7.
Par conséquent, les invariants topologiques de f, sont des invariants
topologiques de f.

Soit Fy := f~1(t), t € C\ S; F; est une surface de Riemann épointée
avec un nombre fini de trous, dont le type topologique ne dépend pas
de ¢; nous supposerons que Fy est connexe, i.e., que le polynéme f est
primitif.

Une question naturelle est de se demander si comme dans le cas
algébrique il existe un entrelacs graphé, fibré, dont la fibration soit
équivalente a la fibration que 'on veut étudier.

Soit K, I’entrelacs a I'infini d’une fibre f~1(¢) . Rappelons la con-
struction de cet entrelacs (qui se trouve dans [NR]): Pour tout t € C
il existe un R; € Ry tel que pour tout R > R; la fibre f~1(£) rencon-
tre transversalement la sphere S%, := {(z,y) € C? : |z|> + |y|*> = R?).
Soit Kry C S% l'entrelacs obtenu comme lintersection de F7Ht) et
S%. Alors, le type topologique de Kpr; C 8:152 ne dépend que de f et
t; si, en plus, ¢ est générique (ol générique veut dire t € C\ 5), le
type topologique ne dépend que de f. Nous notons K; o, C S? le type
topologique de ’entrelacs pour un ¢ générique. Les entrelacs que 1'on
obtient ainsi, sont orientés en tant que bords de surfaces trouées. Il est
démontré dans [NR] que tous ces entrelacs sont des entrelacs toriques
itérés.

Un multientrelacs (K, m) est la donnée d’un entrelacs orienté K =
Ky U...UKj, (dans S®) et un entier m; attaché a chaque composante
connexe K; de 'entrelacs, j = 1,...,s, m := (my,...,ms). Rappelons
qu’un multientrelacs (K, m) C S est fibré, voir [EN, Chap 1, section 4],
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s’il existe une fibration C*°-localement triviale
7:S\ K - St

telle que pour chaque composante K; il existe un voisinage régulier fermé
N(K;) de K dans S3, muni d’une trivialisation

Vi D*xK; - N(K;), D?*:={z€C:|z|] <1}, %(0,w)=w,wE€E K;,
de telle sorte que mot); : D? \ {0} x K; — S! vérifie

oy (z,w) = (I“ET)mi‘ w € K;.
Une telle fibration est essentiellement unique, voir [EN]. Cette fibration
est aussi déterminée par un epimorphisme a : H;(S? \ K;Z) = Z qui
envoie la classe d’homologie du méridien positif de la composante K; sur
la valeur m;. Un entrelacs orienté est dit fibré si le multientrelacs défini
par un poids m constant égal & 1 est fibré.

En général, I'entrelacs générique a l’infini d’un polynoéme f n’est pas
un entrelacs fibré. Il 'est si et seulement si le polynome f est bon, voir
[N2]. Si pour une valeur ¢y € C, 'entrelacs Ky, est fibré, Neméthi et
Zaharia [NZ] ont montré que

est une fibration localement triviale pour R assez grand, ce qui donne
une analogie avec le cas local. Ce résultat s’applique au cas bon pour
n'importe quelle valeur réguliére de f, et dans ce cas Ha et Zaharia [HZ]
ont montré que 7 est isomorphe a f,, complétant I’analogie avec le cas
local.

Dans le cas général, Neumann [N2] a défini un multientrelacs fibré
(Ko, m), torique itéré aussi, tel que ’entrelacs générique de f soit 'inter-
section de la fibre de la fibration avec le bord d’un voisinage régulier de
Ky (par conséquent, 'entrelacs générique est obtenu par un cablage
de Ky). Nous donnerons dans les sections suivantes une construction
explicite de ce multientrelacs (Kp, m) qui va nous permettre, avec le
théoréme qui suit, de décrire la monodromie a I'infini dans le cas général
et de retrouver les résultats que nous venons de citer.
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Théoréme 1.1. Soit f € C[X,Y] un polynéme primitif. La fibration
fn est équivalente a la fibration du multientrelacs K.

Ces fibrations sont déterminées par leurs monodromies géométriques
agissant sur les fibres. Ces monodromies induisent des automorphismes
sur la cohomologie (en degré 1) des fibres et leurs polyndmes caractéristi-
ques deviennent des invariants de ces fibrations, appelés les polynémes
d’Alexander; nous noterons A, celui de la monodromie & I'infini.

Corollaire 1.2. Les polynomes d’Alezander du multientrelacs (Ko, m)
et celui Ay, de la monodromie a U'infini de f coincident.

Nous rappelons que Libgober et Sperber [LS] ont calculé la fonction
zéta de la monodromie a 'infini en toute dimension pour des polynémes
commodes qui sont non dégénérés par rapport & leur polyédre de New-
ton. Une autre approche pour I’étude de la monodromie & l'infini des
polynémes de deux variables se trouve dans [D].

Dans la premiére partie, nous démontrons le théoréme (1.1). L’idée
est d’utiliser la résolution d’une application polynomiale f. En prenant
le bord d’un voisinage régulier de certaines composantes irréductibles
d’une compactification de C?, on définit une variété graphée Mo, et un
entrela.csj?m C M torique itéré. Par chirurgie de Dehn (voir [R]) le
long de K, nous construisons alors une variété M, isotope & S® dans
C? et le multientrelacs de Neumann K| est la réunion des Ames des tores
pleins que I'on a rajouté dans la chirurgie; le poids m est associé a la
résolution de f. Nous comparons alors la fibration f, & celle de }?fm et
celle de Ko a celle de (Ko, m).

Dans la deuxiéme partie, nous donnons deux méthodes pour calculer
la, monodromie, soit en utilisant Ko, c’est & dire la résolution, soit en
utilisant les résultats de [EN] sur les multientrelacs toriques itérés. Nous
ferons aussi quelques remarques sur la monodromie des fibres spéciales.
Dans la troisieme partie nous traitons quelques exemples.

Les auteurs remercient les programmes PICASSO qui ont permis au
deuxieme auteur de se rendre a 'Université de Saragosse, en 1992 et

1996.
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2 Résolution de ’application polynomiale

Dans cette section nous allons fournir des modeéles précis pour toutes
les fibrations qui apparaissent dans §1 et qui donneront une preuve
du théoréme (1.1). Pour ce faire, nous rappelons la construction de la
résolution d’une application polynomiale qui est développée dans [LW]
et [Ar].

Soit f(X,Y) € C[X, Y] un polynome primitif de degré d > 0, c’est-a-
dire, la fibre générique est connexe. Notons F'(X,Y, Z) := de(%, %)
L’application rationnelle

& : PP— — 5 CU {0} =P
F(z,y,2)

[z:y: 2] — g

est une extension de f C?> — C, compte tenu des identifications na-
turelles, et elle est bien définie en dehors de Coo 5 := {[z: y: 0] € P? |
F(z,y,0) = 0} qui est un ensemble fini.

Théoréme 2.3. [LW] [Ar] Il eziste une suite d’éclatements au-dessus
de Coo,f C Lo telle que si o : X — P2 est la composition de ces
éclatements, alors, on peut trouver de facon unique un morphisme algéb-
rique régulier ® X — P! = CU {oo} (partout bien définie) tel que
‘I'OO' = (I>

Puisque les éclatements du théoréme précédent se produisent au-
dessus de la droite a l'infini Lo, d’équation Z = 0, nous identifions
C? avec un ouvert dense de X de telle sorte que Dy := X \ C? =
071 (Lwo); il s’agit d’une courbe & croisements normaux dont les com-
posantes irréductibles sont des courbes rationnelles lisses et le graphe
dual G est un arbre. Le nombre d’Euler de chaque composante irréduc-
tible de D, induit une pondération sur le sommet correspondant dans
G-

D’aprés [N1], le bord d’un petit voisinage régulier N(Dy,) est une
variété graphée de Waldhausen et puisque o(N(Dy)) est un voisinage
régulier de Lo, dans P2, on en deduit que ON (D) est une variété de
dimension 3 isotope dans C? & une sphére S%. Nous pouvons utiliser
comme modéle de N(D,) la preimage par ¢ du complément dans P? de
la boule ouverte centrée a I'origine de rayon R assez grand; nous allons
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préciser comment construire un autre modele de N(Dy) qui sera plus
convenable.

Il y a trois types de composantes irréductibles dans Doo: Do =
500 U Dy U Dic, oti:

1. D = @ 1(00),

2. Dic= Dy U...U Dy; les courbes D; sont les composantes irréduc-
tibles de Do, telles que @|p, est surjective (on les appelle les com-
posantes dicritiques),

3. Dy = U Dy, ou Dy est la réunion des composantes irréductibles
teC
D! de Do telles que ®(D!) = {t}.

Théoréme 2.4. [LW] La courbe D, vérifie les propriétés suivantes:
(I) Le graphe dual Goo de la courbe Doy est un arbre.

(II) Chaque composante dicritique rencontre .500 en un point et Dy en,
au plus, un point.

I11 ﬁw N D¢ = O et chaque composante connexe de Dy rencontre
f f
eractement une composante dicritique.

IV) Si D; N Dy = 0, nous posons D% = (; si non, nous notons D}
f i _ I

la seule composante conneze de Dy qui rencontre D;. Alors, le
graphe dual de D} est une chaine linéaire (aussi appelé bambou).

Nous allons interpréter le théoréme (2.4) en termes de théorie des
nceuds. Soit A C P! un petit disque centré & I'infini et soit N(Dy) :=
E'I(A); il s’agit d’un petit voisinage régulier de Dso. Son bord M
est par construction une variété graphée de dimension 3 qui fibre sur le
cercle OA par la restriction de ®. L’intersection de M avec Dic est un
entrelacs torique itéré K., de la variété graphée M.,; nous rappelons
que 'on peut définir des entrelacs toriques itérés pour n’importe quelle
variété graphée au sens de Waldhausen, voir [W]. Chaque composante
irréductible D; de Dic produit une composante connexe de I:g’m; il s’agit
du bord d’une curvette de la composante irréductible de Do, qui ren-
contre D;.
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Nous pouvons construire maintenant le voisinage N (D) de la fagon
suivante. On considére un voisinage régulier N := N(DicUDy) de la
réunion de composantes irréductibles de Dic et Dy de sorte que pour
chaque composante irréductible D; de Dic, si P; = D; N D, nous pou-
vons choisir des coordonnées locales (u,v) centrées en P; de sorte que:

1. L’équation locale de D; est u = 0 et celle de Do est v = 0.
2. Tl existe € > 0 tel que 'équation locale de N est u| < .

3. E)(u,v) =v % ou k est la multiplicité de D;, c’est-a-dire, le degré
de la restriction de ® & D;.

Notons que N peut avoir plusieurs composantes connexes. Alors,
nous fixons N (D) = N(Ds)UN. Le passage de Moo & Moo = N (Do)
se fait de la fagon suivante:

Pas 1. On enléve 'intérieur d’une réunion finie disjointe de tores pleins
dont les A&mes sont les r composantes connexes de K, (une pour chaque

— [+] —
composante dicritique). Le résultat M\ N (K) est une variété ori-
entée a bord qui fibre sur le cercle, dont le bord est une réunion disjointe
de r tores. La fibration est donnée par la restriction de ®.

Pas 2. On recolle la partie qui correspond pour Bﬁ\l\f_(ﬁm) Du point
de vue des voisinages réguliers on doit ajouter & N(Dy) le voisinage
régulier de .
DicuD; = [ [(D; U D})
=1
D’apres le théoréme (2.4) pour chaque ¢ = 1,...,s, le graphe dual de
D; UD} est un bambou (i.e., un graphe linéaire), dont 'un des bouts est
le sommet qui correspond a Dj;; par conséquent, le bord de N(D; U D})
est un espace lenticulaire et le complément d’'un voisinage régulier du
bord d’une curvette de D; dans dN(D; U D}) est un tore plein. Nous
devons recoller ces tores pleins le long des composantes du bord de la
variété obtenue dans le Pas 1. .
Nous venons d’expliquer le passage par chirurgie de Dehn de M, a
M, qui est isotope a S:;'?. Nous définissons Ky comme la réunion des
ames des tores pleins que 'on a rajouté dans la chirurgie. Il y a une
composante connexe K; associée a chaque dicritique D; comme suit: Si
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D’ # 0, nous prenons la composante irréductible D # D; de D; U D‘
qul correspond au sommet qui est au bout du bambou défini par le
graphe dual de D; U Df, si D‘ est vide, nous prenons D; = D;. K; est le
bord orienté négativement d’une curvette de cette composante. En tant
qu’entrelacs Ko = K; U...U K.

Nous allons comparer les fibrations f, : E, — S,l? et ﬁm\ N
(I?m) — OA ou 7 est obtenue par restriction de ®. Nous pouvons

supposer que A est le cercle de rayon 7 ce qui implique que Mm\ N
(K ) C Ep et m est la restriction de f,. La fibre de fn est la fibre
générique de f qui est une surface compacte moins un nombre fini de
points. La fibre de 7 est obtenue en enlevant des petits disques centrés
en ces points. Il y a donc une équivalence d’homotopie évidente entre
les fibres qui en induit une pour les fibrations f, et .

Par la construction précédente, nous avons une égalité des variétés
de dimension 3 & bord

Boo := Mo\ N (Koo) = Moo\ N (Kop).

Nous pouvons considérer m comme étant définie sur B.,. Par construc-
tion nous avons:

~ Les fibres de ® au-dessus de A ne sont pas transverses a la 3-
sphére Mo, (Pintersection des fibres avec M., sont des surfaces
réelles & bord). Néanmoins, 7 est une fibration localement triviale
et il en est de méme pour sa restriction au bord de la 3-variété
By (qui est une réunion disjointe de s tores). Pour chaque t € HA
nous obtenons sur le bord un entrelacs K; C My, N ﬁ

— Les fibres de & au-dessus dune petite couronne fermée ©, extérieure
a A, sont transverses & My,; par conséquent, la restriction de ®
ad- '(©) N My, est une fibration localement triviale dont les fi-
bres K;, t € ©, sont des entrelacs. Puisque K; = K; si t € aA,
alors, pour tout ¢ € O, ces entrelacs sont isotopes aux entrelacs du
point précédant. D’autre part la fibration sur ®~1(©) N M, peut
étre étendue (de fagon unique a isotopie prés) en une application
différentiable de N(Kj) sur un disque qui est une fibration locale-
ment triviale en dehors de Ky (qui est la preimage du centre du
disque). Ceci implique que pour tout ¢t € O, K; est un cable de
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Ky. Pour chaque composante irréductible K} de Ko, i = 1,...,s,
ce ciblage définit une multiplicité pour chaque composante con-
nexe qui rend Ko un multientrelacs fibré dont la fibration est une
extension convenable de © & My, \ K.

— Nous pouvons faire une isotopie dans C? de la sphére M, a la
spheére S§% qui respecte les fibres au-dessus d’une petite sous-couron-
ne ©; C O, ie., cette isotopie envoie Ky, t € ©Op, sur Ky .
Nous notons & nouveau Kj l'image de K dans S et nous en
déduisons que Ky o, est un cable de K. Cette identification donne
le théoréme (1.1).

3 Formules pour le calcul de la monodromie

La premiére méthode provient de la démonstration du théoréme (1.1).
Considérons les graphes G et G. Soient S(G), S(Go) leurs en-
sembles de sommets et A(Go), A(G«) leurs ensembles d’arétes; notons
que S(Go) C S(Gso). Pour s € S(Goo) nous notons v(s) la valence
de s dans G (i.e, le nombre d’arétes adjacentes). Si s € S(Go) nous
allons associer un autre entier qui est appelé la multiplicité m(s) de
s: Soit D; la composante irréductible de 500 associée a s; soit P; un
point lisse de Do, dans D,. Nous pouvons choisir des coordonnées lo-
cales u,v centrées en P; telles que I’équation locale de Dg est u = 0 et

®(u,v) = v~™. L'entier positif m(s) := m ne dépend pas des choix.
Proposition 3.5. Le polynome d’Alezander a 'infini est

A =(-1) T[] (tm(s) - 1)

5€5(Goo)

u(s)—2

Remarque. Les bouts de ’arbre ém donnent les dénominateurs de
cette formule, tandis que les sommets de valence plus grande que deux
donnent les numérateurs.

Démonstration. On utilise la méthode de Clemens [Cl], Landman [L]
et A’Campo [A]. La fibration f, est déterminée par le graphe pondéré
éw ou il faut tenir compte des intersections avec les composantes dicri-
tiques. |
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Remarque. Considérons une valeur spéciale ¢y du polynéome. Pour
calculer le polynéme d’Alexander de la monodromie autour de cette fi-
bre nous procédons comme suit. Nous considérons la fibre ®~1(#p); nous
éclatons cette fibre pour que sa réunion avec Dic soit un diviseur a croise-
ments normaux. Notons G le graphe dual de la transformée totale de
®~!(to) par ces éclatements et G le graphe dual de sa réunion avec Dic;
il s’agit d’un graphe pondéré par des multiplicités m(s) (de 'application
induite par 5) et par le genre des composantes irréductibles g(s) (pas
forcément nuls pour les composantes irréductibles de la compactifiée de
la fibre affine). Nous notons comme précédemment v(s) la valence des
sommets de G dans le graphe G. Le polynéme d’Alexander est:

2g(s)+u(s)—-2
(t“‘l) H (tm(s}_l) g(s)+u(s -
seS(G)

L’autre méthode de calcul utilise le théoréme (1.1) et des résultats
dans [EN].

L’entrelacs a l'infini d’une courbe V' définie par f = t peut se
représenter par un diagramme de Eisenbud et Neumann, qui donne une
facon de coder les singularités de la courbe en ses points a l'infini. La
construction de ces diagrammes se trouve dans [EN, chap 1, appendice]
et [N2]. Dans [AC], nous avons fait le dictionnaire entre certains in-
variants qui proviennent des graphes de plombage G, et G et des
invariants qui proviennent des diagrammes d’Eisenbud-Neumann. Des
exemples de diagrammes d’Eisenbud-Neumann seront donnés dans la
section suivante.

Soit K un entrelacs torique itéré dans S® et soit G un diagramme
d’Eisenbud-Neumann qui code K. On a deux types de sommets, les
fléches et les autres. On note F I’ensemble des fléeches, et V ’ensemble
des sommets qui ne sont pas des fleches. Pour chaque élément v € V, on
appelle valence et on note d, le nombre de cotés qui convergent vers v.

A chaque v € V, on associe une composante virtuelle [N2] (encore
appellée compagnon intrinseque dans [LMW]), notée S,. Rappelons
que S, est une fibre de la fibration correspondante & v dans la satelli-
sation définie par le diagramme. Plus tard, nous pourrons interpréter
Sy comme une curvette associée a une composante irréductible de D.
On note I, = L(Sy, K) le coefficient d’enlacement de cette composante
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virtuelle avec I’entrelacs K dans S®. On calcule ces coefficients de la
fagon suivante:

Lemme 3.6. [EN, Chap 3, section 10] Le coefficient d’enlacement d’une
composante, virtuelle ou non, avec une composante de multiplicité m
de U'entrelacs est le produit de tous les entiers adjacents au chemin du
diagramme qui joint ces composantes et de m.

Sur les diagrammes des exemples, on a mis les nombres [, entre
parenthéses. Neumann a montré que si f~!(¢) est une fibre générique,
alors, pour tout v € V, I, > 0. Si le polynéme f est bon, pour tout
v € V, I, > 0. Dans ce cas il est possible de trouver un diagramme
d’Eisenbud-Neumann tel que I'on peut associer une bijection entre les
¢léments de V et les éléments de S(G) qui ont valence au moins trois
dans G. Nous avons montré dans [AC], que si s, € S(G) est associé
av €V, alors, I, = m(sy). Dans cette bijection, on associe curvettes et
composantes virtuelles définies avant (3.6).

Nous sommes en mesure maintenant d’énoncer les résultats de [EN,
chap 3, section 12, Theoreme 12.1]. Nous considérons un multientrelacs
fibré de fibre F' et nous notons h : Hy(F) — H;(F) la monodromie.

Proposition 3.7. [EN, Théoréme 12.1] Le polynéme d’Alezander de
la monodromie est

Aso(t) = (t = 1) [T (" = 1)%~2

veY

Cette proposition découle aussi du théoréme (1.1), de la proposition
(3.5) et du dictionnaire entre les diagrammes d’Eisenbud-Neumann et
les graphes de plombage, voir [EN, chap 5] et [AC].

Proposition 3.8. [EN, chap 3, section 11, Proposition 11.4] La valeur
propre 1 n’a que des blocs de Jordan d’ordre 1 et elle apparait dans le
polynéme d’Alezander avec la multiplicité r — 1, ot r est le nombre de
composantes du multientrelacs.

Remarque. Il est par contre possible de trouver des blocs de Jordan
de taille 2 pour la valeur propre 1 pour la monodromie autour des fibres
spéciales [ACD].

Proposition 3.9. [EN, chap 3, section 13, Théoréme 13.6] Il eziste un
entier q tel que la monodromie h vérifie (h? — 1) = 0.

2?7 REVISTA MATEMATICA COMPLUTENSE
(2000} vel. X111, num. 2, 267-285



E. ARTAL BARTOLO, P. CASSOU-NOGUES REMARKS ON THE POWERS OF ...

Nous pouvons aussi décrire les blocs de Jordan d’ordre 2. Pour cela
nous devons introduire de nouvelles notations. On note C ’ensemble des
arétes du diagramme qui joignent deux sommets v € V. Pour C € C
et w € F, on note oc,y le chemin qui contient C' et qui relie C' & w.
On note lc,y le produit des entiers adjacents & o¢ qui ne sont pas sur
ocw- On note wy,...,w; les fleches qui se trouvent a gauche de C et
Wil ..., Wn celles qui se trouvent & droite de C. On définit

me = mylow, + ..« + Mulcaw,
mfc' = mt+1{0,wg+; + .ot mn‘.C,wn
et dg = pged(me, mg).

Siv € V, on note d, le pged des de pour C € C et C contenant v et
des m,, pour w € F, adjacent a v. Soit d le pged des my, w € F.

Proposition 3.10. [EN, chap 4, section 14, Théoréeme 14.1]Le polynéme
caractéristique de la restriction hypa_1)(H,(F)) €st €gale a

p(t) = (¢* = 1) [[ ¢% - 1)/ [ ¢* - 1).

CecC veV

Le diagramme d’Eisenbud et Neumann associé a ’entrelacs Ky s’obti-
ent a partir du diagramme de Eisenbud et Neumann de I’entrelacs généri-
que de f en supprimant tous les sommets tels que [, = 0 et en remplagant
v par une fléche avec 'unique multiplicité qui laisse I;, inchangé pour tous
les autres sommets v’ € V de I’entrelacs. On retrouve le fait que si f est
bon, le diagramme de Ky est celui de la fibre générique et de toutes les
fibres de f.

On remarque que le nombre de composantes de K est égal au nom-
bre de dicritiques §(f). On retrouve donc le résultat de [D].

Corollaire 3.11. La valeur propre 1 apparait avec des blocs de Jor-
dan d’ordre 1 et la multiplicité 5(f) — 1 ou 6(f) désigne le nombre de
dicritiques,

On a aussi

Corollaire 3.12. Si la courbe f = 0 n’a qu’une seule place da l'infini,
alors la monodromie a l'infini est semi-simple.

Si f est non dégénéré pour son polygone de Newton a I'infini , on peut
détecter aisément les valeurs propres de la monodromie qui apparaissent
avec des blocs de Jordan d’ordre 2 [C].
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4 Exemples et remarques

Nous donnons dans les exemples suivants le diagramme de Eisenbud et
Neumann des fibres génériques et le graphe Go avec les attachements
de dicritiques.

Example 4.13. Le polynéme d’A’Campo:
fi= (@ +y?) (@ +9°)
Le diagramme de Eisenbud et Neumann de f = ¢ est, pour tout t.

15y 5 , (9
iy

3 3

(5) (5)

Le polynéme est bon puisque les I; sont tous strictement positifs.
Donc le multientrelacs de Neumann est I’entrelacs & l'infini de f = t.

On a
(15 —1)2

t)=0t—1)——F
Boolt) = (¢~ 1) (5=
La multiplicité de 1 est 1. On a
p(t) =t +t+1

On a donc deux blocs de Jordan d’ordre 2. Remarquons que I’entrelacs a
Iinfini ne coincide pas avec ’entrelacs de la singularité locale a l'origine,
bien que les graphes soient trés semblables.

Example 4.14. Cet exemple est ’exemple de polynéme de plus petit
degré dont toutes les fibres sont lisses, irréductibles et non isomorphes
a C (voir [ACL] pour des familles infinies de tels polynémes).

On pose

p=xy®+16/9y°+1/2y+1; s1 = (p—1)/y; s= (s1—1/2)/y; u=ss1+x

f=pu—41/36s; +1/3s +
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Le diagramme de Eisenbud et Neumann de la fibre générique est

o 3) )
\E’j}) ¥ O . | i '7,-\
/ 3 2
() (2
Le diagramme de Ky est
3) O 1~ s
3 2

Le diagramme de la résolution est:

-1
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Les poids positifs réprésentent la multiplicité dans Do et les poids
négatifs les nombres d’Euler. Les sommets étoilés représentent les com-
posantes dicritiques. Celle qui est & droite est associée a un dicritique
D; de multiplicité 1 et celle qui est & gauche & un dicritique Dy de mul-
tiplicité 3 (ayant deux valeurs critiques en dehors de I'infini). On trouve
que la monodromie a l'infini est semi simple et:

Dgo=i(* = 1 +1).

Ce polyndme a deux fibres spéciales qui correspondent aux valeurs
critiques tg = 325/216 et t; = —539/216 de &J|Dz. La fibre pour tg
rencontre D2 en un point cuspidal (transverse & D;) et un point lisse et
transverse. Nous éclatons le point de contact trois fois pour rendre
la réunion de cette fibre et les dicritiques un diviseur & croisements
normaux; le graphe dual de la tranformée totale de la fibre est:

3 6 2

1
Les fleches indiquent les intersections avec les dicritiques et la com-
pactifiée de la fibre affine est associée au sommet de multiplicité 1.
La monodromie est semisimple et le polynéme d’Alexander de la mon-

odromie est:
Ay = (B +1)(t—1)%

La fibre spéciale pour ¢; rencontre D en un point lisse et en un point
double ordinaire (tous les deux transverses & D). Nous éclatons comme
pour la fibre précédente et le graphe dual de la transformée totale de la

fibre est:
i
NS T

On a

Ay = (£~ 1)(t - 1)°
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et un bloc de jordan d’ordre 2 pour la valeur propre 1.
Example 4.15. [AC] Soit
s(z,y) =1+ 2y, p(z,y) = z5(z,y) + 1, u(z,y) = s*(z,9) +y
On considere
f(z,y) = p'(z,y)u?(z,y) - (p(z,y)s(z,y) +1)?

C’est un exemple de polynéme rationel qui admet plus d’un dicritique
de multiplicité supérieure & un. On a un polynéme de degré 20 dont la
fibre générique admet le diagramme d’Eisenbud et Neumann suivant:

4 2
© ~ L@ @
LS
2 2 2
3
(2) ©)

Le multientrelacs de Neumann a pour diagramme

8) < = % 8

2
On a
Aco(t) = (t-1)(t* - 1)(t2 - 1)
La monodromie est semisimple.

Remarke. Dans ce dernier cas, comme la fibre générique est rationelle,
on peut appliquer les résultats de [D] pour calculer la monodromie.

Remarque finale. La monodromie & I'infini est triviale si et seulement
si le diagramme de K est
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On en déduit donc que la fibre générique de f est rationnelle.

Si de plus f a toutes ses fibres irréductibles, alors d’apres Kaliman,
on a un seul dicritique, et f est une forme linéaire & automorphisme
pres. On retrouve ainsi le résultat de [D].
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