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LIMITE DE LA SOLUTION DE
u; — Au™ + divF(u) = 0 LORSQUE m — o

Ph. BENILAN* and N. IGBIDA*

Résumé

Dans cette article, on étudie la limite, lorsque m — oo, de
la solution du probléeme de Cauchy ny — Au™ + divF(u) = 0 sur
un ouvert (2 avec des conditions aux bords de type Dirichlet et
une donnée initiale ug > 0. On démontre que u,, — u ou u est
l'unique solution entropique de n; + divF(u) = 0 avec u(0) = u,
la “mesa” de ug qui est la limite, lorsque m — co, de la solution
qui correspond au cas F' = 0. Cette étude concerne aussi bien le
cas diin ouvert 2 borné que le cas 2 = RV.

1 Introduction

On considére la limite, lorsque m — oo, de la solution du probléme de
Cauchy

(PCyn) u — Au™ +divF(u) =0 sur Q= (0,00) x RV
™ uw(0,) = u sur RV

ou F' : R — R est supposée ici pour simplifier localement lipchitzienne
et ug € LY(RY) N L®°(RY), ug > 0.

Pour tout m > 1, il existe une unique solution faible u,, de (PCy,) :
um € C ([0,00); LY(RY)) N L®(Q) , um 20, Vun,™ € L*(Q) (cf. [14],
[10], [11], [12]). Nous prouvons ici que

Um — u dans C ((0,00); L' (R"))
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ol u est I'unique solution entropique (au sens de Kruzhkov, cf. [16]) de

ug +divF(u) =0 sur @
(FE) { u(0,.) = yy sur RN
avec ug, la “mesa” de ug (cf. [13], [3]), i.e. wy = UoX[w=0] + X[w>0] OU W
est 'unique solution de

we HYRY), w>0, 0< Aw+ug <1, (1)
et w(Aw+ug—1) =0 p.p. RV,

Lorsque F' = 0, ceci a été prouvé dans [3] (cf. aussi [13], [9]). Notons
qu’un résultat similaire a été prouvé pour ’équation

up — Au™ + g(u) = 0 sur (0,00) x R"

(cf. [15] et aussi [6], [5]). Nous utilisons ici la méme idée consistant
a considérer I'équation comme une perturbation continue de ’équation
u; — Au™ = 0. La continuité doit étre considérée pour la topologie d’un
espace de Banach X, dans lequel le semi-groupe associé a u; — Au™ =0
est de contraction. Dans le cas u; — Au™ + g(u) = 0 nous avions pris
X = L' ; pour I'équation u;— Au™+divF (u) = 0 il est naturel de prendre
X = H™!. Mais pour cela nous avons besoin de nous restreindre au cas
d’un ouvert borné €2 et considérer le probleme de Dirichlet

ug — Au™ + divF(u) =0 sur (0,00) x Q
(PDp){ u™ =0 sur (0,00) x 09
u(0,.) = up sur §2.

Dans la section 2, nous étudions la limite, lorsque m — oo, du
probleme (PD,,). Et, dans la section 3, nous étudions la limite, lorsque
m — 00, du probleme (PCp,).

2 Cas du probleme de Dirichlet sur un ouvert
borné

Dans cette section, on se donne {2 un ouvert borné a bord lipchitzien
et on pose Q = (0,00) x 2. On se donne d’autre part, FF : R — RN
continue avec F(0) = 0 et ug € L*(Q2), ug > 0. D’apres [10] (Théoréme
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4.10) (voir aussi [11]), pour tout m > 0, il existe une unique solution
faible u de (PD,,) au sens

{ u € C([0,00); L'(D) N L™(Q), u 20, u™ € L*(0,00 HY()
u; — Au™ + divF(u) = 0 dans D'(Q), u(0) = ug p.p. 0.

De plus u vérifie les inégalités entropiques
/Qsigna'(u —8) {(F(u) — F(s)).V& — Vu™.V¢ (3)
+ (u — 8)&;} dzdt — /(ug —5)*t¢(0)dz >0
S :
et
/Q signd (=5 — u) {(F(u) — F(—s)).V€ — Vu™ V¢ (4)

i oY el = / (—uo — 8)*(0)dz > 0
0

pour tout (s,£) € Rx (L?(0, 00; H(2))NW (0, 00; L=()) tel que s >
0, £ > 0 et pour tout (s,£) € R x (L2(0, 00; Hp () N W1(0, 00; L())
tel que & > 0.

On définit le semi-groupe Sp,(t) : L®(Q)* — L®(Q)* par S, (t)ug =
um(t). On sait de plus que S, (t) est une T-contraction dans LY(Q) ; ie.

f(Sm(t)U.(} — Sm(t)ig)t < /{ug —dg)" Vug, @ € L), t>0
et que S, (t) laisse invariant

BV(Q) = {u € L'(Q) ; Vu est une mesure de Radon bornée sur Q}

avec
|Sm(t)uollav < |luollpy V¥ uo € BV(R), ¢ >0,

o e =/ |uf+/ Val.
0 0
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D’autre part, on notera Tp,(t) le semi-groupe associé a ’équation
ug — Au™ = 0, c’est & dire associé a (PC),) avec F' = 0. En plus des pro-
priétées précédentes, Ty, (t) est une contraction dans 1'espace de Hilbert
H~'() muni du produit scalaire

(1, 0) -1 =< 1, (=A) 0 > o = / V(=A)1u.V(-A) v
0

olt (—A)~! est I'isomorphisme réciproque de
—A : u€ H)Q) = -Aue H ().

En fait (cf. [8]) pour vo € L®(Q)7, v(t) T (t)vo est 'unique solution
forte du probléme d’évolution dans H ()
dv(t)
dt
ol ¢, est la fonction s.c.i. sur H~'(2) définie par

+ 0¢m(v(t)) 30, v(0) =wvo (5)

m(u =m+1/| ™ s we LmH(Q) N H-LQ)
Fm(u) = + si u€ HYQ)\ L™H(Q).

Rappelons (cf. [3]) que pour ug € L®(Q2)*, on a

Ty (t)ug — uy dans L(S2), lorsque m — oo, pour t > 0 (6)
oll Uy = UpX[w=0] T X[w>0]; W €tant I'unique solution de

we HX Q) NH}(Q), w>0, 0< Aw+up <1, )
et w(Aw+uo—1) =0 p.p. .

Notons d’ailleurs que u, est la projection orthogonal dans H Q) de
ug sur {u € L®(Q) ; |u| < 1}, convexe fermé de H™'(Q).

Enfin (cf. [10], [11]), il existe une unique solution entropique du
probleme

u=0 sur (, )XBQ (8)

ug +divF(u) =0 sur (0,00
u(0,.) = uo sur ,
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au sens
/;signg' (u—8){(F(u) — F(s)).V& + (u — s)&} dzdt (9)
—s)t der >0
+ [ﬂ (uo — 8)*£(0)dz >
et
| sieni (=5 = ) {(F(w) - F(=5)). 96 + (u-+ s)gcbdodt (10)
Q
+ [ (=0 — 8} €(0)dz > 0
193

pour tout (s,€) € Rx (L?(0,00; H (Q))NWh 1(0 o0; L®(R2)) tel que s >
0, £ > 0 et pour tout (s,&) € R x (L2(0, o0; Hi () N W11(0, 00; L% (R2))
tel que € > 0.

Nous notons S(t) le semi-groupe de L*(Q)* défini par S(t)ug = u(t).

Théoréme 1. Lorsque m — 00, on a
Sm(t)ug = S(t)uy dans L' (Q), pour tout t >0 (11)

ou uy est donnée par uy = UoX[w=0] + X[w>0), W €tant l'unique solution
de (7).

Preuve. D’aprés la propriété de contraction dans L'(£2), on peut tou-
jours supposer que ug € BV () et donc

|Sm (t)uollBy < |luollBy- (12)

lére étape. On suppose d’abord que
0<uyy<l.

Il est clair qu’alors uy = ug et que |Sy(t)ug| < 1. La fonction u,(t) =
Sim(t)ugp est solution de

6um

2 = Au,™ — divF (u,) dans D'(Q)
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avec 0 < u,,™ <1 et |F(um)| < sup |F(r)|.
0<r<1
Puisque, pour tout § > 0,

[um(t,z + h) — um(t, z)|dz < hlluollsy  pour |h| <6
25

avec Q5 = {z € ; dist(z,09Q) > ¢ }, on déduit du Théoréme 2 de
[17], en utilisant les théorémes d’Ascoli et de Riesz-Fisher-Kolmogorov,
que uy, est relativement compact dans C ([0, 00); L' (2)) .

D’autre part, on a

1 12
V m = m+1<
IVum™ll22(@) maila®  Tmal

et donc
Vu,™ — 0 dans (L% (Q))", lorsque m — oo.

En considérant une suite extraite my telle que
Um, = u dans C ([0, oo);Ll(Q)) ,

et en passant a la limite dans (3) et (4), on obtient les inégalités en-
tropiques (9) et (10) pour u. D’aprés 'unicité de la solution entropique,
on déduit que lorsque m — oo, on a

Sm(t)ug — S(t)ug dans L'(Q) uniformément en ¢ > borné.

2éme étape. On suppose maintenant
lluolloo > 1.

La fonction 4y, (t) = Sm(t)uo est la solution forte (cf. [8]) du probleme
d’évolution dans H™ () :

6ugt(t) + 9¢mum(t) 3 hm(t)  sur (0, 00)
um(0) = up

otl A (t) = —divF (um(t)) € L=(0,00; H'()) et vérifie

[hm ()l -1 = [|F (um ()l L2(0) < Cr(I€; [luolleo) =: Ch-
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Pour 7 > 0, on a 'estimation suivante

T m+1 1 /T/ m+l _ /T
m+1-/;EUm (T) < _m_+_1 A Qum . qu(um(t))dt

< [ (im0 hon(®) = in(®) -4
< gl -+ (uolg-s + [ Im(@lln-1ct)
hm =
< [ (Ol
donc,
5 [0 < 4 (13)

avec Cz = C2(|Q, [|uolloo)-
D’autre part, d’apres (12) et le Théoréeme de Riesz-Ficher-Kolmogorov,
um(7) est relativement compact dans L' (). Si my est une suite extraite
telle que up, (7) — u(7), alors d’aprés (13) et le Lemme de Fatou on a
0 < u(7) < 1. Donc, d’apres la lere étape et compte tenu de la propriété
de contraction dans L'(Q2) de S,,(t), on a

U, (t) = u(t) = S(t — T)u(r) dans L'(Q)

uniformément pour ¢ > 7 borné.
Par un procédé diagonal, on déduit que u,, est relativement compact
dans C ((0,00); ' (Q)) et que si my, est une suite extraite telle que u,,, —
u dans C ((0,00); L' () , alors u est solution entropique de

us +divF(u(t)) =0 sur (0,00) x Q

u=0 sur  (0,00) x 9.

Il reste & démontrer la condition initiale u(0) = wuy.

Pour cela, notons que pour 7 > 0, on a

et (t) = T (Euoll -1 < /0 (&)1 < Cur.

Et alors,
lu(r) — wollg-r = Jim_llum, (7) — goll
< Cr+ lim ||Th(m)uo —ullg-» = Ci7
M —00
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Par conséquent, u est une solution entropique de (8), et par unicité de
la solution entropique, on déduit que, lorsque m — oo, on a

uUm(t) = S(t)uy dans L'(Q) uniformément pour ¢ € [t, to]

pour tout 0 < t; < i3 < oo.

3 Cas du probléme de Cauchy sur R"

On se donne F : R — R continue et ug € L}(RY) N L®(RY), ug > 0.
Pour simplifier, on suppose que F' est localement lipchitzienne. On sait
(cf. [16]) qu’il existe une unique solution entropique du probléme de
Cauchy

us + divF(u) =0 sur (0,00) x RN = Q
(2¢) { ui(]) = up sur RV,

Il résulte aussi immédiatement de [10], que pour tout m > 0, il existe
une unique solution du probléme (PCy,).
Enfin, on sait que dans le cas F' = 0, I'unique solution v,, du probléme
de Cauchy
vp— A" =0 sur Q@
{ v(0) = up sur RV (14)

satisfait

vm(t) = uy dans LY(RM), lorsque m — oo, pour tout t >0 (15)
oll Uy = UoX[w=0] + X[w>0]» W €tant 'unique solution du probléme

wEHz(RN), w>0 0<Aw+uyy <1,

et w(Aw +up—1) =0 p.p. RV, {1

Théoréme 2. Lorsque m — 00, on a

Um(t) = u(t) dans L'(RY), pour toutt >0

ot u est 'unique solution entropique de (PC') avec la donnée initiale
u(0) = uy.
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Remarque. On a supposé F localement lipchitzienne, ce qui assure
'unicité d’une solution entropique de (PC). Le Théoréme s’étend di-
rectement a tout flux continue F pour lequel il y a une telle unicité (cf.

(1], (21, [7] et [18]).

Preuve. : Premiérement, notons qu’en utilisant la propriété de con-
traction dans L'(R"™) des semi-groupes associés & (PCy,) et (PC), on
peut supposer que ug est & support compact. Alors (cf. [4]), ug est aussi
3 support compact. Soit rg > 0 tel que B(0,7p) contienne les supports
de ug et de u,. Notons un, la solution de (PCy,).

Pour 7 > 0 fixée, on sait que

llem (7)1 < lluollr

et
lwm (7, + h) = um(7, )l < lluo(- + k) —uo( )1 5

donc il existe une suite extraite my telle que
Um, (T) = u(r) dans L},.(9) lorsque my — oo (17)

avec u(r) € L1(Q).
D’autre part, on sait que, pour tout m > 1, on a

/RNum(T)=/]RNuo=ANQO=/R~g(T), (18)

ot u est, rappelons-le, la solution entropique de (PC) avec u(0) = ug.
11 suffit donc de montrer que

u(r) < u(7)
pour déduire que uny, (1) = u(r) dans L*(R"Y).
Pour cela, on se restreint & la boule B(0,r), avec 7 > ry et on considére

la solution au sens de (2) du probléme (PD,,) en prenant 2 = B(0,r).
On note up, le prolongement par 0 de cette derniére sur RY \ B(0,r).

Notons d’abord, que pour tout m > 1, on a

Urmn (7) T um(7), lorsque r 1 oo. (19)
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En effet, d'une part, on voit que r — u,,, est croissante, par exem-
ple en approchant la fonction ¢(z) = [z|™ par des fonctions ¢, € C*®
avec ], > 0 pour se ramener & des solutions classiques. D’autre part,
1_11}121J Urm est solution de (PCy,) et donc égal & u,,, par unicité.

Ensuite, pour tout r > rp, on appliquant le Théoréme 1, on a
Urm(T) = u,(7)  dans L'(R"), lorsque m — oo (20)

ol1 u, est le prolongement par 0 sur RV \ B(0, r) de la solution entropique
du probleéme (8), avec 2 = B(0,r) et u,(0) = u, sur €.

L’application r — u, est donc croissante et lim u, est une solution
T—00

entropique de (PC) et donc, d’aprés I'unicité,
u,(7) T u(r), lorsque r 1 co.

Dapres (17), (19) et (20), u,(7) = klim tipm (T) X klim U, (7) = u(7).
—00 —00

Et donc, u(7) < u(7), ce qu'il fallait démontrer.
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