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El infinito!

por

Thomas Jech

Hasta el siglo XIX el estudio del infinito era dominio exclusivo de filésofos y
tedlogos. Para los matematicos, aunque el concepto de infinito era crucial en las
aplicaciones del calculo y las series infinitas, el infinito mismo era (parafrasean-
do a Gauss) simplemente “una forma de hablar”. De hecho, los matematicos
del siglo XVIII, a pesar del uso frecuente de sucesiones infinitas y de infinitesi-
males, no tuvieron una necesidad verdadera de estudiar el concepto de infinito
en si.

El uso creciente de funciones abstractas de variable real o compleja y la
emergente teoria de los ntimeros reales en el trabajo de Cauchy, Weierstrass
y Dedekind, condujo a la necesidad de utilizar el infinito no solo como “una
forma de hablar” sino que hubo que introducir en el quehacer matematico el
concepto de conjunto infinito.

El primer matematico que estudié los conjuntos como objetos de una teoria
matematica fue Bernhard Bolzano en la década de 1840. Di6é un argumento
filoséfico convincente para la existencia de conjuntos infinitos y también fue el
primero en formular de forma explicita el concepto de correspondencia uno a
uno entre conjuntos. Parece que Bolzano no estaba al tanto de la posibilidad de
que existiesen conjuntos infinitos de distintos tamanos y que (como algunos
historiadores creen) se imaginaba un universo matemdtico donde todos los
conjuntos infinitos eran numerables. Aunque algunas de sus ideas estaban
claramente por delante de su tiempo, él consideraba paradéjico el hecho de
que el conjunto de los enteros positivos se pueda poner en correspondencia
uno a uno con un “subconjunto mas pequeno”, un hecho que ya habia sido
senalado por Galileo siglos antes.

Fue Georg Cantor en la década de 1870 quien se dio cuenta de la im-
portancia de las correspondencias uno a uno y quien se embarcé en un es-
tudio sistemdtico de los conjuntos abstractos y de los nimeros cardinales y
ordinales. También es suya la primera aplicacién de los métodos tedrico con-
juntistas. Concretamente, su demostracién “no constructiva” de la existencia
de nimeros trascendentes. La importancia de la demostracion de Cantor ra-
dica en el hecho de que emplea, para su prueba de la no numerabilidad de

'Este articulo es la traduccién al espafiol de: T. Jech, “The infinite”, Jahrbuch der Kurt
Godel Gesellschaft, (Wien, 1991) 36-44. Queremos expresar nuestro sincero agradecimiento
no sélo a la Sociedad Kurt Gédel sino al autor, T. Jech, por habernos concedido su permiso
para la traduccién, que ha sido realizada por J. M. Almira. También agradecemos al Prof.
T. Jech que nos haya concedido la posibilidad de incluir algunas referencias bibliograficas al
final del articulo.
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R, la idea de que toda sucesion acotada creciente de niimeros reales posee
una cota superior minima. Esta asuncién estd ligada a la concepcién de los
numeros reales como cortes de Dedekind en @, o como limites de sucesiones de
Cauchy de numeros racionales, o como expansiones decimales infinitas. Estos
tres posibles enfoques son (en cierto sentido) equivalentes y todos requieren la
existencia de conjutos infinitos arbitrarios de enteros.

Muy pocos matematicos ponen objeciones a la idea de un conjunto ar-
bitrario de nimeros enteros. Argumentaremos posteriormente que la idea de
la existencia de “grandes cardinales”, que algunos matematicos encuentran
discutible (la “tierra de nunca-jamds” en palabras de un detractor) no es con-
ceptualmente distinta de la idea de Cantor, que es inherente a su demostracion.

Una pregunta natural que surge de la teoria de ntmeros cardinales de
Cantor es la siguiente: ;jExisten conjuntos de ntimeros reales que son no nu-
merables y tampoco son equivalentes en cardinalidad al conjunto de todos los
nimeros reales? La conjetura de que tales conjuntos no existen ha llegado a
conocerse como la Hipdtesis del Continuo. Hilbert le concedié tal importancia
a esta cuestién que la colocd en lo més alto de su famosa lista de problemas
de 1900.

El problema del continuo ha sido eventualmente resuelto de una forma no
tradicional. Se demostré que la hipdtesis del continuo no es demostrable ni
refutable, siendo por tanto independiente.

Para demostrar que un enunciado matematico es independiente uno debe
especificar un sistema de postulados, los axiomas de la teoria, que luego de-
muestra son insuficientes para refutar el enunciado. Por ejemplo, el postulado
de las paralelas es independiente del resto de los postulados de Euclides. La
demostracién de consistencia se realiza exhibiendo modelos (como el modelo
de Bolyai-Lobachevsky de Geometria no Euclidea). Es por tanto claro que
la afirmacion de que la hipdtesis del continuo es independiente requiere que
especifiquemos el sistema axiomatico.

Existe una razén de mayor peso para la axiomatizacion de la teoria de
conjuntos. Excepto unas pocas excepciones sin importancia, todos los argu-
mentos y conceptos matematicos se pueden, en principio, reducir a conceptos
y enunciados formalizados en el lenguaje de la teoria de conjuntos. Asi, un sis-
tema axiomatico para la teoria de conjuntos es de hecho un sistema axiomatico
para todas las matematicas.

La axiomatizacion de la teoria de conjuntos basada en la “definicién” de
Cantor de conjunto resulta ser inconsistente por razones bastante triviales.
(La idea es considerar como conjuntos todos los objetos que verifican una
“propiedad” arbitraria. Este enfoque es claramente insostenible, como queda
ejemplificado por el “conjunto”

{a:ada),

cuya existencia implica una contradiccién l6gica).
Desde la década de 1920, el sistema axiomatico para la teoria de conjuntos
que ha sido ampliamente aceptado es la teoria axiomética de Zermelo-Fraenkel
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(ZF). Consta de varios axiomas (y esquemas axiomédticos) que abarcan todos
los usos de los conjuntos en matematicas. Esta teoria axiomatica es aceptada
casi universalmente como el fundamento légico de las matematicas actuales.

La mayoria de los axiomas de Zermelo-Fraenkel son principios construc-
tivos que simplemente formalizan ciertas manipulaciones con conjuntos. Las
dos excepciones notables son el axioma del infinito y el axioma de eleccion.

El axioma del infinito postula la existencia de un conjunto infinito o, lo
que es equivalente, la existencia del conjunto N de los niimeros naturales. Este
axioma es, por supuesto, la esencia de la teoria de conjuntos. Si reemplazamos
el axioma del infinito por su negacién, obtenemos una teoria equivalente a la
aritmética de Peano, la teoria axiomatica de la teoria elemental de nimeros.

Historicamente, el axioma mas importante de ZF es el axioma de eleccién.
A diferencia de los otros axiomas, es altamente no constructivo, ya que postu-
la la existencia de funciones de eleccién sin proporcionar ninguna descripcion
concreta de tales funciones. Fue introducido por Zermelo en su demostracion
de la buena ordenacion, y es equivalente al principio que garantiza que todo
conjunto puede ser bien ordenado. Como parece imposible definir un buen or-
den para el conjunto R, entre otros, este principio sufrié una violenta oposicion
por algunos mateméticos de la primera mitad de este siglo?.

Algunas de las objeciones son bastante comprensibles a la luz de conse-
cuencias del axioma de eleccién como la descomposicién paradojica de Banach-
Tarski de la bola unidad. Deberia observarse que el axioma de eleccion es in-
dependiente del resto de axiomas de ZF (gracias al trabajo de Goédel y Cohen),
lo que coloca la teoria de conjuntos en una situaciéon bastante similar a la de
la Geometria, Euclidea versus No-Eunclidea. Desde el punto de vista forma-
lista, no hay diferencia entre aceptar o no el axioma de eleccién. A la vista de
su utilidad para el dlgebra y el andlisis, la opinién que prevalece es en favor
del axioma. (Me gustaria hacer notar que incluso una afirmacién tan inocua
como que “la unién de un conjunto numerable de conjuntos numerables es
numerable” requiere utilizar el axioma de eleccién).

Es de estos axiomas de Zermelo-Fraenkel de los que se ha probado la in-
dependencia de la hipdtesis de continuo. Primero, en 1938, Kurt Godel cons-
truyé un modelo de la teoria de conjuntos (el “universo construible”) en el
que la hipédtesis del continuo se satisface. El modelo de Godel es canénico. Es
el menor modelo posible, al cual debe contener cualquier otro modelo (que
contenga todos los ordinales). En 1963, Paul Cohen descubrié un método
para construir “extensiones genéricas” de los modelos de teoria de conjun-
tos, incluyendo modelos en los que la hipotesis del continuo no se satisface. El
método de Cohen resultd ser bastante general y derivé en cierto niimero de
demostraciones de independencia. Sucede que varias conjeturas en diferentes
areas de las matematicas no se pueden decidir sobre la base de los axiomas de

2El autor se refiere, por supuesto, al S. XX, ya que el articulo fue publicado originalmente
en 1991. (N. del Traductor).
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Zermelo-Fraenkel, y han sido demostradas independientes mediante el método
de Cohen. (Ademsds de la hipétesis del continuo, mencionamos el Problema de
Suslin, la Conjetura de Borel, el Problema de Whitehead, y la Conjetura de
Kaplansky).

A la vista de la aparente incompletitud de los axiomas de Zermelo-Fraenkel,
una sugerencia razonable surge por si misma, la de encontrar un sistema com-
pleto de axiomas, en el que todo enunciado de las matematicas se pueda decidir
formalmente. Este era el llamado Programa de Hilbert. Los dos Teoremas de
Incompletitud de Godel fueron un disparo mortal contra este programa.

El Primer Teorema de Incompletitud demuestra, efectivamente, que no
hay esperanza para una axiomatizacién completa de las matemadticas. Es-
tablece que toda teoria axiomatica que incluya la aritmética basica es in-
completa (si es consistente). En particular, tanto la aritmética de Peano como
la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel son incompletas y permaneceran
incompletas incluso si anadimos maés axiomas.

La demostracion de Godel del Teorema de Incompletitud proporciona una
afirmacion indecidible pero, a diferencia de lo que sucede con la Hipotesis del
Continuo en teoria de conjuntos, el enunciado de Gdédel no es particularmente
significativo. Proporciona el punto de partida para la busqueda de enunciados
sencillos de comprender en el lenguaje de la aritmética que sean independientes
de la aritmética de Peano. Tales enunciados se han encontrado, por Harrington
y Paris. Sus ejemplos son principios combinatorios, expresables en el lenguaje
de la aritmética, y verdaderos (i.e., demostrables en teoria de conjuntos) pero
indemostrables en la aritmética de Peano. Queda por ver si alguna de las con-
jeturas que aun estdn por demostrar en teoria elemental de niimeros podrian
quizas ser ejemplos de enunciados indecidibles.

El Segundo Teorema de Incompletitud ensombrece todas las esperanzas
de que el axioma del infinito se pueda justificar jaméas por medios elementales.
El teorema establece que en toda teoria axiomatica que incluya la aritmé-
tica de Peano, la afirmacién de que la misma teorfa es consistente?, es in-
demostrable (si la teoria es consistente). Por tanto, la aritmética de Peano no
puede demostrar su propia consistencia, y tampoco puede hacerlo la teoria de
Zermelo-Fraenkel. Por otra parte, el axioma del infinito proporciona, en teoria
de conjuntos, una forma para demostrar la consistencia de la Aritmética (o,
de la teoria de conjuntos, excluyendo el axioma del infinito).

Utilizando el conjunto infinito N uno puede definir las operaciones usuales
+ y -, obteniendo un modelo de la aritmética de Peano y, por tanto, demostran-
do su consistencia. Como la aritmética de Peano (o la teoria de los conjuntos
finitos, a la que es equivalente) no puede demostrar su propia consistencia, y
la teoria de conjuntos lo hace, es consecuencia del Segundo Teorema de Godel
que el axioma del infinito no puede ser demostrado consistente respecto a los

3Esto se puede enunciar aproximadamente del siguiente modo: No existe una sucesién
finita de afirmaciones que constituyan una demostraciéon formal de una contradiccion.
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otros axiomas de Zermelo-Fraenkel. Por tanto, nuestra aceptacion de la exis-
tencia de conjuntos infinitos, incluso de conjuntos infinitos de enteros, es un
acto de fe. Fe en que la teoria de conjuntos no es contradictoria.

La teoria de ntimeros cardinales iniciada por Cantor hace aproximada-
mente 100 anos, demostré ser inusualmente rica y profunda. Mientras las
operaciones bésicas de la aritmética de cardinales, adicién y multiplicacion,
siguen reglas muy sencillas, la exponenciacién de cardinales es una teoria
matematica interesante. Ya la Hipotesis del Continuo es un problema sobre
exponenciacién de cardinales. Como el cardinal de R es 280, donde X es el
cardinal de N, la Hipétesis del Continuo puede enunciarse como 280 = Xy,
donde N; es el menor cardinal no numerable que existe.

Un problema central de la moderna teoria de conjuntos es describir el de-
sarrollo de la funcién cardinal 2%« . Una consecuencia del trabajo que siguié
al descubrimiento de Cohen fue la solucién de este problema para cardinales
requlares X, (Teorema de Easton): el resultado dice que, sujetos a ciertas res-
tricciones triviales, el valor de 2%« para R, regular, es bastante arbitrario. En
contraste al Teorema de Easton, el problema del calculo de 2% para X, singu-
lar (el Problema de los Cardinales Singulares), estd muy lejos de ser resuelto,
a pesar de algunos espectaculares resultados (Silver, Magidor, Shelah).

El nimero cardinal de un conjunto A se dice singular si A es unién de un
nimero menor de conjuntos menores, i.e., A = J;c; A; donde tanto I como
cada A; tienen cardinalidad menor que A. Los cardinales que no son singulares
se llaman regulares. Por ejemplo, Ry es regular: el conjunto N no es union finita
de conjuntos finitos. Por otra parte, el cardinal X, = {X,, : n =0,1,2,--- } es
singular, ya que es limite de una sucesiéon numerable de cardinales menores.

Esto nos lleva al tema mas importante de la teoria de conjuntos actual:
los grandes cardinales. Cuando consideramos un cardinal limite tipico, i.e.,
un cardinal N,, cuyo indice o es un ordinal limite, como R, R, , R, 1, etc.,
observamos que dicho cardinal es singular. Sin embargo, como ya observé
Hausdorff hace unos 70 anos, no es inconcebible que un cardinal limite sea
regular. Hausdorff llamo inaccesibles a estos cardinales. Los cardinales inacce-
sibles, si existen, tienen que ser extremadamente grandes, mucho mayores que
los cardinales que aparecen en la practica mateméatica ordinaria. Ademds su
existencia es indemostrable en Zermelo-Fraenkel.

El hecho de que no se pueda demostrar la existencia de los cardinales in-
accesibles es una manifestacién del Segundo Teorema de Incompletitud de
Godel. Si suponemos que existe un cardinal inaccesible entonces podemos
demostrar que la teoria de conjuntos es consistente. La situacién es andloga a
la demostracion de la consistencia de la teoria de conjuntos finitos a partir del
axioma del infinito. Asi pues, aceptar los cardinales inaccesibles constituye un
acto de fe similar a aceptar los conjuntos infinitos.

El argumento mas frecuente contra el estudio de los grandes cardinales pre-
sentado por los no especialistas es que los conjuntos en cuestion son tan grandes
que no tienen importancia en los problemas que surgen en las matematicas
“dominantes”. (De ahi la etiqueta de “la tierra de nunca-jamds”). Este argu-
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mento no es convincente si consideramos los numerosos descubrimientos que
han probado una amplia evidencia de una estrecha relacién entre los grandes
cardinales y varios problemas matematicos. Un caso importante es el proble-
ma de la medida. Concretamente, consideremos la cuestién de si la medida
de Lebesgue se puede extender a una medida o-aditiva definida sobre todos
los subconjuntos de la recta real. Gracias al trabajo de Ulam y Solovay, esta
cuestién es equiconsistente con la existencia de cierto gran cardinal, llamado
medible. Y todo cardinal medible es inaccesible y, de hecho, su existencia es
un postulado considerablemente mas fuerte que la existencia de inaccesibles.

La relacién entre los cardinales medibles versus inaccesibles es prototipica
en el bestiario de los grandes cardinales. Para empezar, todo cardinal medible
es inaccesible. En segundo lugar, el menor cardinal inaccesible no es medible y,
de hecho, todo cardinal medible tiene por debajo un conjunto cofinal de inac-
cesibles. Y en tercer lugar (apelando al Segundo Teorema de Incompletitud de
Godel), la consistencia de la existencia de un cardinal medible es indemostra-
ble en la teoria que postula la existencia de cardinales inaccesibles. La teoria
de los grandes cardinales nos conduce a una plétora de grandes cardinales que
estan mas o menos dispuestos en cierta jerarquia para la cual podemos afirmar
que la relacion entre dos tipos distintos de grandes cardinales es andloga a la
relacion descrita anteriomente entre los cardinales medibles e inaccesibles.

Los grandes cardinales investigados en teoria de conjuntos surgen, bien
generalizando propiedades de otros grandes cardinales o analizando problemas
en otras areas de las matematicas, fundamentalmente la teoria de la medida,
la teoria de modelos o la combinatoria. La evidencia més convincente para
[la existencia de| los grandes cardinales proviene, sin embargo, de la teoria
descriptiva de conjuntos, el estudio de conjuntos de niimeros reales con buenas
propiedades.

Cuando investigamos diferentes propiedades de los conjuntos de ntimeros
reales, como la medibilidad de Lebesgue, es ttil distinguir entre conjuntos
arbitrarios y aquellos conjuntos que son definibles. Los conjuntos definibles
se pueden ordenar en una jerarquia natural: conjuntos de Borel, analiticos,
proyectivos, etc. (Notemos, de paso, que la hipétesis de que los conjuntos
proyectivos son medibles de Lebesgue es equiconsistente con la existencia de
cardinales inaccesibles). La herramienta principal de los tedricos de conjuntos
descriptivos es la determinacion de los juegos infinitos. Uno de los éxitos de
la teoria de conjuntos moderna fue la demostracion de que la jerarquia de los
axiomas que surgen de la determinacién (variando la complejidad del conjun-
to de beneficios) se corresponde muy estrechamente con la jerarquia de los
axiomas de los grandes cardinales. Estos resultados han vinculado de forma
muy intrincada los grandes cardinales con las propiedades de los conjuntos de
numeros reales.

Como consecuencia del Teorema de Godel, nunca serd posible demostrar
la consistencia de los grandes cardinales. Y no podemos, por supuesto, excluir
la posibilidad de que [la existencia de| alguno de los grandes cardinales pueda
resultar ser inconsistente. Ante el apremio por generalizar varias propiedades
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de los grandes cardinales, en los anos 70 fue propuesto cierto axioma y pos-
teriormente fue refutado (un resultado de Kunen). No parece, sin embargo,
que un destino similar aguarde a otros axiomas de [la teoria de los| grandes
cardinales. Para empezar, estos axiomas han sido estudiados durante anos sin
llegar a contradicciones. Ademads, la teorfa nos conduce a una elegante teoria
de la estructura del universo conjuntista que, a diferencia del modelo de Godel
de los conjuntos constructibles, admite modelos para los grandes cardinales.
En segundo lugar, las propiedades de los grandes cardinales aparecen en areas
que aparentemente no estdan relacionadas. Ya mencionamos la teoria descripti-
va de conjuntos. Deberia observarse también que el Problema de los Cardinales
Singulares estd muy ligado a la teoria de grandes cardinales.

Para concluir este discurso me gustaria resaltar lo siguiente. La afirmacién
de que la existencia de algiin gran cardinal (digamos, medible o supercom-
pacto o cualquier otro) es consistente, se puede expresar en el lenguaje de la
aritmética. Por tanto, tenemos una sentencia aritmética que es indemostrable
en la teoria de conjuntos incluso bajo la suposicion de que el gran cardi-
nal en cuestién existe, aunque es demostrable bajo la hipétesis de que exista
algin gran cardinal mayor. Por supuesto, esta sentencia aritmética no posee
un significado transparente, pero no es inconcebible que en el futuro se pueda
descubrir una afirmacién de este tipo con un significado claro (en analogia
al resultado de Harrington-Paris para la aritmética de Peano). Por tanto, se
puede concebir que uno pueda formular una conjetura de la teoria elemental de
numeros o de las matematicas finitas, que seria demostrable bajo la hipotesis
de [la existencia de] algin cardinal muy grande, pero no sin ella.

Aunque todo esto es muy especulativo, deseo mencionar un resultado re-
ciente de Richard Laver. Utilizando la hipétesis de un gran cardinal justo un
poco maés débil que la refutada por Kunen, Laver da un procedimiento para
decidir el problema de las palabras para el dlgebra libre con un generador y
una operacién binaria distributiva por la izquierda. De modo que aqui tenemos
un problema de las matematicas finitas para el cual la tinica solucién conocida
utiliza uno de los mayores grandes cardinales que los tedricos de conjuntos han
inventado.
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