
“Arnold7” — 2005/6/29 — 13:25 — page 335 — #1

LA GACETA DE LA RSME, Vol. 8.2 (2005), Págs. 335–360 335
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RESUMEN: Complejos diferenciales como el de de Rham desempeñan un
papel cada vez más importante en el diseño y en el análisis de métodos
numéricos para ecuaciones en derivadas parciales. El diseño de discretiza-
ciones estables de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales a menudo
se basa en capturar sutiles aspectos de la estructura del sistema a dis-
cretizar. Con frecuencia la estructura geométrico-diferencial capturada
por un complejo diferencial ha resultado ser un elemento clave, y un
complejo diferencial discreto relacionado con el complejo anterior ha si-
do esencial. Este nuevo enfoque geométrico está suponiendo una unifi-
cación en la forma de entender una variedad de métodos numéricos inno-
vadores que se han ido desarrollando en las últimas décadas y ha abierto
el camino para obtener discretizaciones estables de problemas para los
que no dispońıamos de ellas; parece probable que en el futuro este en-
foque nos permita abordar algunos problemas, hoy por hoy intratables,
en ecuaciones en derivadas parciales numéricas.

1. INTRODUCCIÓN

A lo largo del siglo XX, las cadenas de complejos, sus propiedades de exac-
titud y sus diagramas conmutativos han impregnado muchas y diversas ramas
de las Matemáticas, principalmente, la Topoloǵıa Algebraica y la Geometŕıa
Diferencial. Recientemente, estas técnicas homológicas han comenzado a de-
sempeñar un importante papel en un área de las Matemáticas con la que en
principio no pensaŕıamos que tuviera relación: el Análisis Numérico. Las apli-
caciones más significativas se han dado en el diseño y en el análisis de métodos
numéricos para la solución de ecuaciones en derivadas parciales.
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Como punto de partida de nuestra presentación, planteamos una cuestión
general como es el problema de valores de frontera de la ecuaciones en derivadas
parciales en forma de ecuación de operadores. Dado un dato f en un de-
terminado espacio Y , nos interesa hallar la solución u perteneciente a algún
espacio X del problema Lu = f . Un método numérico se enfrenta a esta
cuestión discretizando el problema mediante la construcción de un operador
Lh : Xh �→ Yh y de datos fh ∈ Yh, para a continuación definir una solución
aproximada uh ∈ Xh mediante la ecuación Lhuh = fh. Claro está que este
método numérico no tendrá el más mı́nimo interés a no ser que sea consis-
tente, lo que significa que Lh y fh han de ser aproximaciones, en algún sentido
adecuado, de L y f , respectivamente.

Antes de que nos pongamos a hablar de cómo resolver el problema origi-
nal Lu = f , bien mediante métodos numéricos bien con cualquier otro pro-
cedimiento, es preciso dilucidar primero si se trata de un problema bien
propuesto. Esto es, dado f ∈ Y , ¿existe una única u ∈ X? y, si es aśı, ¿es
cierto que pequeñas variaciones de f inducen cambios pequeños en u?. La
cuestión análoga para el método numérico, es decir, si dado fh ∈ Yh, la
ecuación Lhuh = fh determina una única uh, y si pequeñas variaciones de
fh inducen pequeños cambios en uh, es la cuestión de estabilidad del método
numérico. Un paradigma habitual, que puede formalizarse en muchas situa-
ciones concretas, es que un método que es a la vez consistente y estable ha de
ser convergente.

El asunto de qué problemas están bien propuestos ocupa un lugar cen-
tral en la teoŕıa de las ecuaciones en derivadas parciales. Por supuesto, no
todos los problemas están bien propuestos, y las razones que hacen que uno
en concreto lo esté suelen descansar en detalles delicados, y de dif́ıcil apre-
hensión, que afectan a la propia estructura de la ecuación. Aśı, cambios que a
primera vista consideraŕıamos superficiales, como, por ejemplo, en el signo de
un coeficiente o en el tipo de condiciones de contorno, pueden transformar un
problema bien propuesto en uno que no lo está. Lo mismo le ocurre a la esta-
bilidad de los métodos numéricos, que suele depender de propiedades sutiles
y elusivas del esquema numérico. A menudo, la estabilidad es reflejo de algu-
na porción de la estructura del problema original capturada por el esquema
numérico. Sin embargo, ocurre con frecuencia que, para que herede estabili-
dad, no basta con que el esquema numérico sea cuantitativamente próximo al
problema original; es decir, puede muy bien ocurrir que un método consistente
para un problema bien propuesto sea inestable. En este art́ıculo nos encon-
traremos varios ejemplos en los que las propiedades de exactitud de complejos
diferenciales discretos y su relación con los complejos diferenciales asociados a
las ecuaciones en derivadas parciales constituyen herramientas cruciales para
establecer la estabilidad de métodos numéricos. En algunos casos los argumen-
tos homológicos han servido para elucidar o validar métodos que hab́ıan sido
desarrollados en las últimas décadas, mientras que en otros casos han abierto el
camino a discretizaciones estables de problemas para los cuales no se conoćıan
anteriormente métodos útiles. Es muy probable que los métodos homológicos
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desempeñen un papel similar en la solución definitiva de algunos formidables
problemas abiertos en las ecuaciones en derivadas parciales numéricas, espe-
cialmente en problemas de profundo contenido geométrico como, por ejemplo,
la relatividad general numérica. Como en otras ramas de las Matemáticas, en
el Análisis Numérico los complejos diferenciales sirven a la vez para codificar
de manera concisa ciertas estructuras clave y para unificar argumentos que
provienen de contextos muy distintos.

En este art́ıculo sólo vamos a discutir métodos de elementos finitos, puesto
que son, de entre la amplia bateŕıa de métodos numéricos para la solución de
las ecuaciones en derivadas parciales, los más accesibles al análisis riguroso
y donde más uso han tenido los complejos. Aunque conviene señalar que los
complejos también han aparecido recientemente en el estudio de diferencias
finitas, volúmenes finitos y en métodos espectrales.

2. ESPACIOS DE ELEMENTOS FINITOS

Un espacio de elementos finitos sobre un dominio Ω es un espacio de fun-
ciones que se define a trozos mediante un procedimiento de ensamblaje que
procedemos a recordar; consúltese [7]. Para simplificar, nos vamos a restringir
aqúı a espacios de funciones que a trozos son polinomios determinados a través
de una triangulación de un dominio n-dimensional Ω con n-śımplices, siendo
n = 2 ó 3 (de manera que, impĺıcitamente, estamos suponiendo que Ω ⊂ R

2

es poligonal o que Ω ⊂ R
3 es poliédrico). Requerimos que a cada śımplex T

se le haya asignado un espacio de funciones WT de funciones de forma y un
conjunto de grados de libertad, es decir, un conjunto de funcionales lineales en
WT que constituyen una base del espacio dual. Se supone además que cada
grado de libertad está asociado a alguno de los subśımplices, sin restricción
en la dimensión, esto es, en dimensión 3, puede tratarse de un vértice, de una
arista, de una cara, o del propio tetraedro. Para un subśımplex compartido
por dos śımplices en la triangulación, requerimos que haya una corresponden-
cia biuńıvoca entre los funcionales correspondientes. El espacio de elementos
finitos Wh se define ahora como la colección de aquellas funciones definidas en
Ω cuya restricción a cada śımplex T de la triangulación pertenece a WT y para
la que los grados de libertad correspondientes coinciden cuando dos śımplices
comparten un subśımplex.

El ejemplo más sencillo de espacio de elementos finitos es el que se obtiene
eligiendo como WT a las funciones constantes y tomando como único grado de
libertad en T al momento de orden cero: φ �→ ∫

T φ(x) dx (que está asociado
al propio T ). El espacio de elementos finitos que aśı resulta es simplemente el
espacio de las funciones constantes a trozos respecto de la triangulación dada.

De forma similar pod́ıamos haber escogido WT = P1(T ) (donde por Pp(T )
denotamos el espacio de las funciones polinómicas de grado a lo sumo p) y
haber seleccionado como grados de libertad los momentos de grado cero y
también los de grado 1, φ �→ ∫

T φ(x)xidx. Aqúı, de nuevo, todos los grados
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de libertad se asocian al propio T . En esta ocasión, el espacio de elementos
finitos consta de todas las funciones lineales a trozos. Por supuesto, estas
construcciones se extienden a grados superiores.

Un espacio de elementos finitos constituido por funciones lineales a tro-
zos, pero más habitual que el anterior, es aquel en que de nuevo escogemos
WT = P1(T ), pero en el que ahora tomamos como grados de libertad a las
evaluaciones en vértices, es decir, a las aplicaciones φ �→ φ(v), una por cada
vértice v. En este caso, tras el ensamblaje, el espacio de elementos finitos que
resulta consta de todas las funciones continuas lineales a trozos. En general,
podemos escoger WT = Pp(T ), con un p ≥ 1, y asociar a cada vértice el grado
de libertad mediante evaluación que acabamos de mencionar, a cada arista
los momentos (integrando sobre la arista) de orden a lo sumo p − 2, a cada
cara los momentos (integrando sobre la cara) de orden a lo sumo p − 3 y a
cada tetraedro los momentos de orden a lo sumo p−4. El espacio de elementos
finitos que aśı resulta se denomina espacio de elementos finitos de Lagrange de
grado p y consta de todas las funciones continuas que a trozos son polinomios
de grado a lo sumo p. La figura 1 nos muestra una malla en un dominio de
dimensión 2 y una función t́ıpica entre las del espacio de elementos finitos de
Lagrange con respecto a esta malla.

Es costumbre asociar a estos espacios de elementos finitos diagramas
mnemotécnicos en los que se representa a un único elemento de T con un
śımbolo para cada grado de libertad.

Figura 1: Una malla en la que se ha marcado la ubicación de los grados de libertad
para los elementos finitos de Lagrange de grado 2 y una función elemento finito t́ıpica.
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Figura 2: Diagramas de elementos. En la primera fila: elementos discontinuos de grados
0, 1 y 2 en dos dimensiones. En la segunda fila: elementos de Lagrange de grados 1,
2, y 3 en dos dimensiones. En la tercera y cuarta filas: los correspondientes elementos
en tres dimensiones.

A continuación vamos a describir algunos espacios de elementos finitos
que pueden usarse para aproximar funciones con valores vectoriales. Por ra-
zones de brevedad nos vamos a limitar a describir el caso de tres dimensiones,
pero al mismo tiempo proporcionaremos los correspondientes diagramas para
dimensiones 2 y 3. Podŕıamos, por supuesto, tomar productos cartesianos de
3 copias de uno de los espacios que hemos considerado más arriba, por ejem-
plo, los diagramas de elementos que se muestran en la parte izquierda de la
figura 3 hacen referencia a campos vectoriales lineales a trozos en 2 y 3 di-
mensiones. Los espacios más interesantes son los espacios de elementos cara
y de elementos arista, que, en sus aspectos esenciales, fueron concebidos por
Raviart y Thomas [12] para dos dimensiones y por Nedelec [10] para 3 di-
mensiones. Para el orden inferior, los elementos cara toman como funciones
de forma a los campos vectoriales del tipo p(x) = a + bx donde a ∈ R

3, b ∈ R

y x = (x1, x2, x3), que constituyen un espacio de dimensión 4 del espacio de
12 dimensiones P1(T, R3) de los campos vectoriales polinómicos de grado a lo
sumo 1. Como grados de libertad se toman los momentos de orden 0 de las com-
ponentes normales a lo largo de las caras de codimensión 1, p �→ ∫

c p(x) ·nc dx
donde c es una cara y nc es unitario y normal a la cara c. Los correspondientes
diagramas de elementos se muestran en la columna intermedia de la figura
3. En este caso de orden inferior, las funciones de forma de los elementos de
arista son los campos vectoriales polinómicos de la forma p(x) = a + b × x
donde a, b ∈ R

3, que constituyen un espacio de dimensión 6 de P1(T, R3). Los
grados de libertad son los momentos de orden 0 a lo largo de la arista de la
componente tangente a la arista, p �→ ∫

a p(x) · ta dx, como se indica en la parte
derecha de la figura 3.
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Figura 3: Diagramas de elementos finitos con campos vectoriales de 2 y 3 dimensiones.
Los puntos múltiples se usan como marcadores para indicar la evaluación de todas las
componentes de un campo vectorial. Las flechas se usan para momentos normales en
subśımplices de codimensión 1 y para componentes tangentes sobre las aristas. A la
izquierda: campos continuos lineales a trozos. En el centro: elementos cara de orden
inferior. A la derecha: elementos arista de orden inferior.

Cada uno de estos espacios puede generalizarse a cualquier orden superior.
Para el siguiente espacio de caras de orden superior, las funciones de forma
son del tipo p(x) = a(x) + b(x)x donde a ∈ P1(T, R3) y b ∈ P1(T ), que es un
polinomio lineal a valores escalares. Esto nos da un subespacio de P2(T, R3) de
dimensión 15, y los grados de libertad son los momentos de grado a lo sumo
1 de la componente normal a lo largo de las caras y los momentos de orden
0 a lo largo de todas las componentes del tetraedro. Este elemento se indica
en la parte izquierda de la figura 4. Para el segundo espacio de aristas de
orden inferior, las funciones de forma son del tipo p(x) = a(x) + b(x) × x con
a, b ∈ P1(T, R3), que constituyen un espacio de dimensión 20. Los grados de
libertad son los momentos tangenciales de grado a lo sumo 1 sobre las aristas
(dos por cada arista) y los momentos tangenciales de grado 0 sobre las caras
(dos por cara). Este elemento se representa en la parte derecha de la figura 4.

La elección de las funciones de forma y los grados de libertad determinan
la diferenciabilidad de las funciones que pertenecen al espacio ensamblado de
elementos finitos. Por ejemplo, los elementos finitos de Lagrange de cualquier
grado pertenecen al espacio de Sobolev H1(Ω) de funciones de L2(Ω) que
tienen derivadas parciales distribucionales que también pertenecen a L2(Ω)
(e incluso a L∞(Ω)). De hecho, la primera derivada parcial distribucional de
una función continua y derivable a trozos coincide con su derivada calculada
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a trozos y por tanto pertenece a L2. Por consiguiente, los grados de libertad
que hemos impuesto al construir los elementos finitos de Lagrange bastan
para garantizar que el espacio ensamblado de elementos finitos cumple Wh ⊂
H1(Ω). De hecho, aún más es cierto: para los elementos finitos de Lagrange
con funciones de forma WT = Pp(T ), se tiene que

Wh =
{

u ∈ H1(Ω)
∣∣∣ u|T ∈ WT para todos los śımplices T de la triangulación

}

Esto significa, en cierto sentido, que los grados de libertad imponen exacta-
mente la continuidad que se precisa para pertenecer a H1, ni más ni menos.

Figura 4: Elementos cara (a la izquierda) y arista (a la derecha) del segundo orden
más bajo en dos y tres dimensiones.

Por otro lado, y como contraste, los espacios de funciones discontinuas
polinómicas a trozos son subconjuntos de L2(Ω), pero no de H1(Ω), puesto
que en sus primeras derivadas distribucionales intervienen distribuciones con
soporte en las fronteras entre elementos, y, por tanto, no pertenecen a L2(Ω).

Para los elementos finitos con valores vectoriales hay más posibilidades.
Los espacios de caras y aristas contienen funciones discontinuas, y, por tanto,
no están contenidos en H1(Ω, R3). Sin embargo, en los campos vectoriales
que pertenecen a uno de los espacios de caras, la componente normal del
campo vectorial no salta cuando cruzamos una frontera entre elementos, y esto
implica, a través de la integración por partes, que la divergencia distribucional
de la función coincide con la divergencia calculada a trozos. De manera que el
espacio de caras pertenece a H(div,Ω), el espacio de campos vectoriales en L2

sobre Ω cuya divergencia pertenece a L2. De hecho, en estos espacios los grados
de libertad imponen exactamente la continuidad de H(div), ni más ni menos.
Se puede demostrar que en los espacios de aristas las componentes tangenciales
de un campo vectorial no saltan cuando cruzamos fronteras entre elementos,
y esto implica que las funciones arista pertenecen a H(rot,Ω), el espacio de
campos vectoriales en L2 cuyo rotacional pertenecen a L2. De nuevo, los grados
de libertad imponen exactamente la continuidad que se necesita para incluirlos
en H(rot).
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3. COMPLEJOS DIFERENCIALES DISCRETOS

En cualquier variedad diferenciable Ω se puede definir el complejo de de
Rham

R ↪→ ∧0(Ω) d−→ ∧1(Ω) d−→ · · · d−→ ∧n(Ω) → 0 .

En la expresión anterior, ∧k(Ω) denota el espacio de las k-formas en Ω, esto
es, para cada ω ∈ ∧k(Ω) y x ∈ Ω, ω(x) es una forma k-lineal alternante
definida sobre el espacio tangente TxΩ. Los operadores d : ∧k(Ω) −→ ∧k+1(Ω)
denotan diferenciación exterior. Este es un complejo porque la composición
de dos diferenciaciones siempre se anula, y si la variedad es topológicamente
trivial, entonces el complejo es exacto.

Si Ω es un dominio en R
3, podemos identificar el espacio tangente a

cualquiera de sus puntos con R
3. A través del producto escalar eucĺıdeo,

podemos identificar el espacio de las aplicaciones lineales sobre R
3 con el pro-

pio R
3, lo que a su vez permite identificar a ∧1(Ω) con el espacio C∞(Ω, R3)

de los campos vectoriales diferenciables definidos sobre Ω. Además, el espacio
de las formas bilineales alternantes sobre R

3 se puede identificar con R
3 aso-

ciándole a cada vector u la aplicación bilineal alternante (v,w) �→ det(u|v|w),
que supone aśı una identificación de ∧2(Ω) con R

3. Finalmente, las únicas
aplicaciones trilineales alternantes sobre R

3 son los múltiplos de la aplicación
determinante (u, v,w) �→ cdet(u|v|w), de forma que podemos identificar ∧3(Ω)
con C∞(Ω). En términos de estos campos proxy, el complejo de de Rham se
expresa en la forma:

R ↪→ C∞(Ω)
grad−→ C∞(Ω, R3) rot−→ C∞(Ω, R3) div−→ C∞(Ω, R) → 0 . (3.1)

Alternativamente, podemos considerar formas en L2 y la sucesión queda

R ↪→ H1(Ω)
grad−→ H(rot,Ω) rot−→ H(div,Ω) div−→ L2(Ω, R) → 0

Los espacios de elementos finitos que hemos construido más arriba nos
permiten formar análogos discretos del complejo de de Rham. Dada una trian-
gulación cualquiera del dominio Ω ⊂ R

3, denotemos por Wh el espacio de
elementos finitos continuos lineales a trozos, por Qh el espacio de elementos
arista de orden inferior, por Sh el espacio de elementos cara de orden inferior, y
por Vh el espacio de las funciones constantes a trozos. Entonces grad(Wh) ⊂ Qh

(puesto que Qh contiene todos los campos vectoriales constantes a trozos que
pertenecen a H(rot) y el gradiente de un campo continuo lineal a trozos es
una tal función), rot (Qh) ⊂ Sh (puesto que Sh contiene todos los campos
vectoriales constantes a trozos que pertenecen a H(rot)), y div(Sh) ⊂ Vh. De
manera que tenemos un complejo diferencial discreto

R ↪→ Wh
grad−→ Qh

rot−→ Sh
div−→ Vh → 0 (3.2)
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Este complejo diferencial es capaz de capturar la topoloǵıa del dominio Ω tan
eficazmente como lo hace el propio complejo de de Rham. En particular, si el
dominio es topológicamente trivial, la sucesión es exacta.

Conviene abreviar el enunciado anterior usando los diagramas de elemen-
tos que hemos introducido más arriba. Aśı por ejemplo diremos que la sucesión
que sigue es exacta

R ↪→ grad−→ rot−→ div−→ → 0

Lo que quiere decir que si ensamblamos los espacios de elementos finitos
Wh, Qh, Sh, y Vh usando los elementos finitos que se indican y una triangu-
lación de un dominio topológicamente trivial, entonces el complejo diferencial
discreto (3.2) es exacto.

Hay otra relación importante entre el complejo de de Rham (3.1) y el
complejo discreto (3.2). Los grados de libertad definitorios determinan proyec-
ciones ΠW

h : C∞(Ω) −→ Wh, ΠQ
h : C∞(Ω, R3) −→ Qh, y aśı sucesivamente.

De hecho, ΠW
h es el operador usual de interpolación, ΠV

h es la proyección L2

sobre el espacio de las funciones constantes a trozos y las proyecciones ΠQ
h

y ΠS
h sobre los elementos arista y cara quedan determinadas al exigir que se

mantengan los momentos apropiados. Se puede comprobar, usando el teorema
de Stokes, que el siguiente diagrama conmuta.

R ↪→ C∞(Ω, R)
grad−−−−→ C∞(Ω, R3) rot−−−−→ C∞(Ω, R3) div−−−−→ C∞(Ω, R3) → 0⏐⏐�ΠW

h

⏐⏐�ΠQ
h

⏐⏐�ΠS
h

⏐⏐�ΠV
h

R ↪→ Wh
grad−−−−→ Qh

rot−−−−→ Sh
div−−−−→ Vh → 0

(3.3)

Los elementos finitos que aparecen en ese diagrama, con un grado de li-
bertad por cada vértice para Wh, por cada arista para Qh, por cada cara para
Sh y por cada śımplex para cada Vh son muy geométricos. De hecho, si recor-
damos las identificaciones entre campos y formas diferenciables, podemos ver
estos espacios como espacios de formas diferenciables a trozos. A decir verdad,
Whitney [13] construyó por primera vez estos espacios en este contexto, sin
tener en mente relación alguna con elementos finitos o métodos numéricos.
Los espacios se fueron reinventando uno a uno como espacios de elementos
finitos para ir respondiendo a las necesidades que iban surgiendo en diversos
problemas numéricos, y las propiedades que quedan recogidas en el diagrama



“Arnold7” — 2005/6/29 — 13:25 — page 344 — #10

344 COMPLEJOS DIFERENCIALES Y ESTABILIDAD NUMÉRICA

conmutativo de más arriba se fueron redescubriendo lentamente según se iban
necesitando para analizar los métodos numéricos resultantes. Bossavit [5] es-
tableció por primera vez la conexión entre elementos finitos de aristas y caras
de orden bajo y formas de Whitney.

Hay enunciados análogos válidos para elementos finitos de Lagrange de
orden superior, de caras, de aristas, o discontinuos. Por ejemplo, el siguiente
diagrama conmuta y tiene filas exactas:

R ↪→ C∞(Ω, R)
grad−→ C∞(Ω, R3) rot−→ C∞(Ω, R3) div−→ C∞(Ω, R) → 0

� � � �

R ↪→ grad−→ rot−→ div−→ → 0

Veremos muchos otros complejos diferenciales discretos a lo largo de este
art́ıculo.

4. ESTABILIDAD DE LOS MÉTODOS DE GALERKIN

Consideremos primero la solución del problema de Dirichlet para la ecua-
ción de Poisson en un dominio Ω de R

n:

−∆u = f en Ω, u = 0 sobre ∂Ω

La solución se puede caracterizar como minimizador del funcional de enerǵıa

E(u) :=
1
2

∫
Ω
|grad u(x)|2 dx −

∫
Ω

f(x)u(x) dx

sobre el espacio de Sobolev
◦

H1(Ω) (que consta de todas las funciones de H1(Ω)
que se anulan en la frontera ∂Ω), o como solución del siguiente problema débil:

∫
Ω

grad u(x) · grad v(x) dx =
∫

Ω
f(x)v(x) dx , para todas las v ∈

◦
H1(Ω) .

Podemos definir una solución aproximada uh a través de la minimización de la

integral de Dirichlet sobre un espacio de dimensión finita Wh de
◦

H1(Ω); este
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es el método clásico de Ritz. Equivalentemente, podemos usar el método de
Galerkin, en el que uh ∈ Wh queda determinada por las ecuaciones

∫
Ω

grad uh(x) · grad v(x) dx =
∫

Ω
f(x)v(x) dx , para todas las v ∈ Wh .

Tras elegir una base en Wh, este planteamiento nos conduce a un sistema de
ecuaciones algebraicas lineales que permiten computar uh.

Denotemos por Th el operador de solución discreta f �→ uh. Se puede com-
probar sin dificultad que Th es un operador lineal acotado (por una constante

que depende sólo del dominio Ω) del espacio H−1(Ω) :=
◦

H1(Ω)∗ al espacio
◦

H1(Ω) (y, en particular, no se incrementa si se enriquece el espacio Wh). Esto
significa que el método de Galerkin es estable. Como consecuencia se obtiene
la llamada estimación de cuasioptimalidad

‖u − uh‖H1 ≤ c inf
v∈Wh

‖u − uh‖H1 (4.4)

para una cierta constante c que depende sólo del dominio Ω. Nótese como no es
necesario imponer ninguna restricción sobre el espacio Wh para que se cumpla
la desigualdad anterior. Para un problema eĺıptico coercitivo el método de
Galerkin es siempre estable y la convergencia depende sólo de las propiedades
de aproximación del subespacio. Como elección natural de Wh podemos tomar
el espacio de elementos finitos de Lagrange de un cierto grado p definido con
respecto a una malla simplicial regular en el que sus elementos tienen un
tamaño máximo h; en este caso el método de Galerkin no es más que un
método estándar de elementos finitos, en el que la cota del lado derecho de la
acotación (4.4) es O(hp) siempre y cuando u sea suficientemente diferenciable.

Consideremos a continuación el correspondiente problema de autovalores
que se origina cuando se pretende determinar las frecuencias fundamentales
de un tambor. Es decir, buscamos ondas estacionarias w(x, t) que sean solu-
ción de la ecuación de ondas en un cierto dominio Ω ⊂ R

2 que se anulan en
la frontera. Si suponemos que tanto la tensión como la densidad de la mem-
brana del tambor son la unidad, estas soluciones tienen la forma w(x, t) =
α cos(t

√
λ)u(x) + β sen(t

√
λ)u(x) donde α y β son constantes y u y λ satis-

facen el problema de autovalores

−∆u = λu en Ω, u = 0 sobre ∂Ω .

Los autovalores λ forman una sucesión de números positivos que tienden a
infinito. Los números

√
λ/(2π) son las frecuencias fundamentales del tambor

y las funciones u dan los modos fundamentales correspondientes.
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Los autovalores y las autofunciones se caracterizan en términos varia-
cionales como los valores cŕıticos y los puntos cŕıticos del cociente de Rayleigh

R(u) =

∫
Ω
|grad u(x)|2 dx∫
Ω
|u(x)|2 dx

que está definido para u no nulas pertenecientes al espacio de Sobolev
◦

H1(Ω).
El método clásico de Rayleigh-Ritz para aproximar las soluciones de problemas
de autovalores determina autovalores λh y autofunciones uh como valores y
puntos cŕıticos de la restricción de R a los elementos no nulos de algún subespa-

cio de dimensión finita Wh de
◦

H1(Ω). De forma equivalente, podemos escribir

el problema de autovalores en forma débil: hállese λ ∈ R y una u ∈
◦

H1(Ω) no
nula, tal que∫

Ω
grad u(x) · grad v(x) dx = λ

∫
Ω

u(x) v(x) dx para todas las v ∈ H1(Ω) .

(4.5)

La aproximación de Galerkin del problema de autovalores, que es equivalente
al método de Rayleigh-Ritz, busca un λh ∈ R y una uh ∈ Wh no nula tal que∫

Ω
grad uh(x) · grad v(x) dx = λh

∫
Ω

uh(x) v(x) dx para todas las v ∈ Wh .

(4.6)

A continuación vamos a discutir la convergencia de este método. Denote-
mos por λ el j-ésimo autovalor del problema (4.5). Para no complicar la dis-
cusión vamos a suponer que λ es un autovalor simple, de manera que la au-
tofunción correspondiente u queda completamente determinada, salvo por el
signo, si imponemos la normalización ‖u‖H1 = 1. De forma similar, denotamos
por λh y uh el j-ésimo autovalor de (4.6). Se puede demostrar (para resulta-
dos más generales, recomendamos el lector que consulte, por ejemplo, [3]) que
existe una constante c tal que

‖u − uh‖H1 ≤ c inf
v∈Wh

‖u − v‖H1 , |λ − λh| ≤ c ‖u − uh‖2
H1 . (4.7)

Resumiendo, la aproximación de la autofunción es cuasióptima y el error en el
autovalor está acotado por el cuadrado. Una vez más no hay restricción alguna
sobre el espacio Wh.

La figura 5 describe los resultados obtenidos en la computación de los
autovalores del laplaciano en un dominio eĺıptico de excentricidad 3 mediante
elementos finitos de Lagrange de grado 1.
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Figura 5: La gráfica de puntos nos muestra los primeros 40 autovalores computado
con elementos finitos lineales a trozos con respecto a la triangulación (•) en contra-
posición con los autovalores exactos (+). La superficie nos muestra las autofunciones
computadas asociadas al cuarto autovalor. La malla tiene 737 vértices, de los cuales
641 son interiores, y 1376 triángulos.

Vamos ahora a considerar el problema análogo de la computación de las
frecuencias resonantes de una cavidad electromagnética que ocupa una región
Ω ⊂ R

3. En este caso queremos hallar la onda estacionaria que es solución
de las ecuaciones de Maxwell. Si tomamos a 1 como valor de la permitividad
eléctrica y de la permeabilidad magnética y suponemos una cavidad sin pérdida
y de conductividad perfecta en su frontera, nos resulta el siguiente problema
de autovalores para el campo eléctrico: hállese un campo no nulo E : Ω → R

3,
λ ∈ R tal que

rot rot E = λE, div E = 0 en Ω, E × n = 0 sobre ∂Ω . (4.8)

De nuevo tenemos un problema eĺıptico de autovalores y los autovalores forman
una sucesión de números positivos que tiende a infinito. La condición sobre
la divergencia es casi redundante en este problema de autovalores, porque
si rot rot E = λE para un λ > 0 , entonces div E = λ−1div rot rot E =
0, puesto que la divergencia de un rotacional se anula. Por consiguiente, el
problema de autovalores

rot rot E = λE en Ω, E × n = 0 sobre ∂Ω , (4.9)

tiene los mismos autovalores y autofunciones que (4.8), salvo que (4.8) ad-
mite además a λ = 0 como autovalor, y el autoespacio correspondiente a ese
autovalor es de dimensión infinita (pues contiene los gradientes de todas las
funciones diferenciables en la frontera de Ω). Los autovalores y autofunciones
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son ahora los puntos y valores cŕıticos del cociente de Rayleigh

R(E) =

∫
Ω
|rot E(x)|2 dx∫
Ω
|E(x)|2 dx

sobre el espacio de todos los campos no nulos E en
◦
H(rot ,Ω), que se define

como el espacio de todas aquellos campos para los que las dos integrales an-
teriores existen y son finitas y cuyas componentes tangenciales se anulan en
toda la frontera (esto es, E × n = 0 en ∂Ω).

En la figura 6 se muestran los resultados de aproximar una versión de
dimensión 2 del problema de autovalores usando el método de Rayleigh-Ritz
o, equivalentemente, el método de Galerkin con campos vectoriales continuos
y lineales a trozos sobre Ω cuyas componentes tangenciales se anulan en la
frontera (el primer elemento se representa en la figura 3). Como dominio Ω
hemos tomado un cuadrado de lado π, caso en el que sabemos que los auto-
valores no nulos son de la forma λ = m2 + n2 con 0 ≤ m,n ∈ Z, con m o n no
nulo, y que las correspondientes autofunciones son E = (sen(my), sen(nx)).
En la malla dibujada, el espacio de elementos finitos tiene dimensión 290, y
hemos hallado que 73 de los 290 autovalores computados se encuentran entre
0 y 10 y que no muestran tendencia a acumularse en los enteros 1, 1, 2, 4, 4,
5, 5, 8, 9, 9 que son los verdaderos autovalores entre 0 y 10. La conclusión es
que este método es inútil: ¡los autovalores computados no se parecen en nada
a los verdaderos autovalores! Ciertamente, el análogo de (4.7) no se cumple.

Figura 6: La gráfica muestra los primeros 73 autovalores computados con elementos
finitos lineales a trozos para el problema de la cavidad resonante con respecto a la
mala que se acompaña. No tienen nada que ver con los autovalores exactos 1, 1, 2, 4,
4, . . . que se indican con las ĺıneas horizontales.
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Si, por el contrario, elegimos como espacio de elementos finitos a los ele-
mentos de aristas de orden inferior (figura 3, ángulo superior derecho), obtene-
mos resultados muy diferentes. Usando la misma malla, el espacio de elementos
finitos de aristas tiene dimensión 472. Resulta entonces que 145 de los auto-
valores computados son 0 (tras redondeo), y que los autovalores siguientes son
0.9998, 0.9999, 3.9968, 4.0013, . . . , lo que supone una excelente aproximación
de los verdaderos autovalores. Consúltese la figura 7.

Figura 7: El primer gráfico nos muestra los primeros 100 autovalores positivos para la
cavidad resonante en el cuadrado computados con elementos arista de orden inferior
usando la malla de la figura 6. El error en los primeros 54 autovalores no supera el
2%. El recorte que se incluye se centra en los 10 primeros autovalores en los que el
error es inferior al 0,25%. El segundo gráfico nos muestra el campo vectorial asociado
al tercer autovalor positivo.

Esta sorprendente diferencia entre el comportamiento de los elementos
finitos continuos lineales a trozos y los elementos aristas en el problema de
la cavidad resonante es una cuestión de estabilidad. Volveremos a este asunto
más adelante, una vez que hayamos examinado la cuestión de la estabilidad
en un contexto más sencillo.

5. ESTABILIDAD DE PLANTEAMIENTOS MIXTOS

Vamos a considerar ahora el problema de Dirichlet

−div C grad u = f en Ω, u = 0 sobre ∂Ω ,

donde Ω es un dominio de R
3 y el coeficiente C es una matriz simétrica definida

positiva en cada punto de Ω. Podemos, de nuevo, caracterizar u como un
minimizador del funcional de enerǵıa

u �→ 1
2

∫
C grad u · grad u dx −

∫
fu dx
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para luego usar el método de Ritz. Este procedimiento siempre es estable.
Sin embargo, para ciertos propósitos es preferible trabajar con el sistema

de primer orden equivalente

σ = Cgradu, −div σ = f . (5.10)

El par (σ, u) queda caracterizado en términos variacionales como el único punto
cŕıtico del funcional

L(σ, u) =
∫

Ω

(
1
2
C−1σ · σ + udiv σ

)
dx −

∫
Ω

fu dx (5.11)

sobre H(div ,Ω) × L2(Ω). Obsérvese que (σ, u) es un punto de silla de L,
no un extremo. A las discretizaciones numéricas que se basan en principios
variacionales de punto de silla se les denomina métodos mixtos.

Vale la pena interpretar el sistema (5.10) en el lenguaje de las formas
diferenciales, porque nos va a aportar nuevas perspectivas. La función u es
una 0-forma, y la operación u �→ grad u es simplemente la diferenciación exte-
rior. El campo vectorial σ representa a una 2-forma y la operación σ �→ div σ
es, de nuevo, la diferenciación exterior. La carga f representa una 3-forma. Co-
mo grad u se identifica con una 1-forma, la operación sobre formas diferenciales
que corresponde a la operación de multiplicación por C debe llevar 1-formas
en 2-formas. De hecho, si desentrañamos las identificaciones, nos damos cuen-
ta de que la multiplicación por C corresponde a una operación estrella de
Hodge. Una operación estrella de Hodge define un isomorfismo de ∧k(Ω) sobre
∧3−k(Ω). Para poder determinar uno de esos operadores en concreto, hemos
de definir un producto interior sobre el espacio tangente de R

3 de cada punto
de Ω. Ese es precisamente el papel de la matriz definida positiva C. Una gran
parte de las ecuaciones en derivadas parciales de la F́ısica Matemática admiten
interpretaciones similares en términos de formas diferenciales. Consúltese la
referencia [9] para una discusión de estas interpretaciones en un contexto de
discretización.

Una aproximación natural a la discretización del principio variacional mix-
to comienza por elegir los subespacios Sh ⊂ H(div ,Ω), Vh ⊂ L2(Ω) para luego
buscar un punto cŕıtico (σh, uh) ∈ Sh × Vh. Este enfoque es, por supuesto,
equivalente a un método de Galerkin y conduce a un sistema de ecuaciones
lineales algebraicas. Sin embargo, en este caso, la estabilidad no es automática.
Puede ocurrir que el sistema discreto sea singular, o con mayor frecuencia, que
la norma del operador de solución discreta crezca sin cota según se va refinando
la malla.

En un art́ıculo fundamental, Brezzi [6] estableció dos condiciones que con-
juntamente resultan suficientes (y también esencialmente necesarias) para la
estabilidad. El teorema de Brezzi vale para una amplia clase de problemas
de punto de silla, pero, por simplicidad, vamos a enunciar las condiciones de
estabilidad para el problema de punto de silla asociado al funcional (5.11).
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(S1) Existe γ1 > 0 tal que
∫

Ω
C−1τ · τ dx ≥ γ1‖τ‖2

H(div ) .

para todas las τ ∈ Sh tales que
∫

div τ v dx = 0 para todos los v ∈ Vh.

(S2) Existe γ2 > 0 tal que para todo v ∈ Vh hay un τ ∈ Sh no nulo que
cumple ∫

Ω
v div τ dx ≥ γ2‖v‖L2(Ω)‖τ‖H(div ) .

TEOREMA (BREZZI) Si se satisfacen las condiciones de estabilidad (S1) y (S2),
entonces el operador L admite en Sh × Vh un único punto cŕıtico, el operador
de solución f �→ (σh, uh) está acotado L2(Ω) −→ H(div ,Ω)×L2(Ω), y además
se cumple la acotación cuasióptima

‖σ − σh‖H(div ) + ‖u − uh‖L2 ≤ c inf
(τ,v)∈Sh×Vh

(
‖σ − τ‖H( div ) + ‖u − v‖L2

)

con una constante c que depende de γ1 y γ2.
Las condiciones de estabilidad de Brezzi restringen severamente la elección

de los espacios de elementos finitos mixtos Sh y Vh. La condición (S1) se cumple
si las funciones τ ∈ Sh, que como se ha indicado tienen divergencia ortogonal
a Vh, son de divergencia cero. (De hecho, en la práctica, sólo se consigue
divergencia ortogonal a Vh si se tiene divergencia cero). Esta condición se
cumple ciertamente si div Sh ⊂ Vh, y por eso esa inclusión se adopta como
principio de diseño de los espacios de elementos finitos mixtos. Por otro lado,
para garantizar la condición (S2) lo más sencillo es que se cumpla que div Sh ⊃
Vh, porque en este caso, dada v ∈ Vh, podemos elegir τ ∈ Sh con div τ = v,
de manera que

∫
Ω v div τ dx = ‖v‖2

L2 , y la segunda condición se cumple en
cuanto aseguremos que ‖τ‖H(div ) ≤ γ2

−1‖v‖L2 . En suma, necesitamos saber
que div lleva Sh sobre Vh y que div|Sh

admite una inversa a un lado acotada.
Los elementos cara de Raviart-Thomas y Nedelec se diseñaron para que se

cumplieran ambas condiciones. Para ser más espećıficos, denotemos de nuevo
por Sh el espacio de los elementos cara de orden más bajo (cuyo diagrama de
elementos mostramos en el centro de la segunda fila de la figura 3), y sea Vh

el espacio de las funciones que son constantes a trozos.1 Sabemos que Sh ⊂
H(div ,Ω) y que por tanto estos elementos son admisibles para el principio

1Puede quizás sorprender que busquemos uh en Vh, un espacio de 3-formas discretas, y
no en un espacio de 0-formas, habida cuenta de que u es una 0-forma. La resolución es a
través de un operador estrella de Hodge, esta vez formado con respecto al producto interior
eucĺıdeo de R3. En el método mixto, uh es una 3-forma discreta que aproxima la imagen de
u bajo este operador estrella.
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variacional mixto. Además tenemos que div Sh ⊂ Vh, de manera que se cumple
la condición (S1).

Para comprobar que se cumple la condición (S2), hacemos referencia al
diagrama conmutativo (3.3). Dada v ∈ Vh, podemos resolver la ecuación de
Poisson ∆φ = v y tomamos σ = gradφ para aśı obtener una función con
div σ = v y ‖σ‖H1 ≤ C‖v‖L2 . Sea ahora τ = ΠS

hσ ∈ Sh. Entonces

div τ = div ΠS
hσ = ΠV

h div σ = ΠV
h v = v ,

donde hemos usado la conmutatividad y que v ∈ Vh. Además, ‖τ‖H(div ) ≤
c‖σ‖H1 ≤ c′‖v‖L2 , donde hemos usado la acotación de ΠS

h sobre H1(Ω, R3).
Esto nos muestra que div Vh = Sh y establece una cota de la inversa a un lado,
y por tanto se verifica (S2). Desde luego, este mismo argumento demuestra
también la estabilidad de un método mixto que se base en elementos cara de
orden superior.

Vemos aśı que la estabilidad del método mixto de elementos finitos de-
pende de las propiedades de los espacios Vh y Sh que se codifica en la esquina
superior derecha del diagrama conmutativo (3.3).

Regresemos al problema de autovalores de la cavidad resonante (4.9) para
explorar el método de Galerkin: hállese λh ∈ R, 0 �= Eh ∈ Qh tal que

∫
Ω

rot Eh · rot F dx = λh

∫
Ω

Eh · F dx, para todo F ∈ Qh (5.12)

Hemos visto que si Qh ⊂ ◦H(rot ,Ω) se toma como el espacio de elementos
aristas, este método da buenos resultados en el sentido de que los autovalores
positivos del problema discreto son buenas aproximaciones de los autovalores
positivos del problema continuo. Sin embargo, la elección sencilla de elementos
finitos de Lagrange no da buenos resultados. Pasamos ahora a explicar por
qué funcionan tan bien los elementos arista basados en cuadrado medio del
diagrama conmutativo (3.3). Siguiendo a Boffi y otros [4], ponemos Ph =
rot Qh e introducimos el siguiente problema de autovalores mixto y discreto:
hállase λh ∈ R, 0 �= (Eh, ph) ∈ Qh × Ph tal que

∫
Ω

Eh · Fdx +
∫

Ω
rot F · ph dx para toda F ∈ Qh , (5.13)

∫
Ω

rot Eh · qdx = −λ

∫
Ω

ph · q dx para toda q ∈ Ph . (5.14)

Resulta entonces sencillo verificar que si λh, Eh es una solución de (5.12)
con λh > 0, entonces λh, (Eh, λh

−1rot Eh) es una solución de (5.13), y si
λh, (Eh, ph) es una solución de (5.13) entonces λh > 0 y λh, Eh es una solución
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de (5.12). En resumen, los dos problemas son equivalentes excepto en que el
primero admite un autovalor nulo que la formulación mixta elimina. Como se
explica en [4], la precisión del problema mixto de autovalores descansa en la
estabilidad del correspondiente problema mixto original. Este es un problema
de punto de silla del tipo estudiado por Brezzi, de manera que la estabilidad
también depende de condiciones análogas a (S1) y (S2). La demostración de
estas condiciones en el caso de que Qh sea el espacio de elementos cara se
desprende, como en la verificación anterior de estabilidad, de las propiedades
de sobreyectividad y conmutatividad codificadas en el diagrama (3.3).

El diagrama puede también utilizarse para explicar el autoespacio nulo
que se computa con elementos arista. Recuérdese que en el caso de la malla
que se muestra en la figura 6, este espacio tiene dimensión 145. De hecho,
este autoespacio es simplemente el espacio nulo del operador rot cuando se
restringe a Qh. Refiriendo de nuevo al diagrama conmutativo (3.3), este es el
gradiente del espacio Wh de elementos de Lagrange lineales que se anulan en la
frontera. Su dimensión es, por consiguiente, exactamente el número de nodos
interiores de la malla.

6. EL COMPLEJO DE ELASTICIDAD

Sea S el espacio de matrices simétricas 3× 3. Dada una densidad de carga
volumétrica f : Ω −→ R

3, el sistema de elasticidad linealizada determina el
campo de desplazamiento u : Ω −→ R

3 y el campo de tensión σ : Ω −→ S

inducido en el dominio elástico Ω mediante las ecuaciones

σ = Cεu, −div σ = f ,

junto con condiciones de frontera como u = 0 sobre ∂Ω. Aqúı εu es la parte
simétrica de la matriz gradu, y el tensor de elasticidad C : S −→ S es un
operador lineal simétrico definido positivo que describe el particular material
elástico a estudio y que, posiblemente, vaŕıe de punto a punto.

La solución (σ, u) puede caracterizarse en términos variacionales como un
punto de silla del funcional de Hellinger-Reissner

L(σ, u) =
∫

Ω

(
1
2
C−1σ : σ + u · div σ

)
dx −

∫
Ω

f · udx (6.15)

sobre H(div ,Ω, S) × L2(Ω, R2) (en otros términos, se busca σ en el espacio
de funciones que tiene cuadrado integrable, toman como valores a matrices
simétricas y cuya divergencia por filas también tiene cuadrado integrable y se
busca u entre todas los campos integrales de cuadrado integrable).

En los métodos mixto de elementos finitos es necesario especificar subespa-
cios de elementos finitos Sh ⊂ H(div ,Ω, S) y Vh ⊂ L2(Ω, R2 y restringir el do-
minio del problema variacional. Por supuesto, si queremos que el método mixto
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sea estable debemos diseñar cuidadosamente los espacios: se deben cumplir los
análogos de las condiciones de estabilidad (S1) y (S2). Como el funcional (6.15)
es bastante parecido a (5.11) podŕıa esperarse que se pudieran adaptar al caso
de elasticidad los elementos finitos mixtos desarrollados para este último (es
decir, los elementos cara para σ y los elementos discontinuos para u). Pero,
en realidad, el requisito de simetŕıa del tensor de tensión y el que hallamos
reemplazado el gradiente por el gradiente simétrico han alterado significativa-
mente la estructura. Durante cuarenta años, comenzando en los años sesenta,
la búsqueda de elementos finitos mixtos para la elasticidad no produjo resul-
tado alguno con elementos finitos estables formado con funciones de forma
polinomiales.

Usando complejos discretos diferenciales, R. Winther y el autor han de-
sarrollado recientemente los primeros elementos de ese tipo para problemas de
elasticidad en dos dimensiones [1]. (El caso de dimensión 3 permanece abier-
to). En elasticidad, no se pueden interpretar de manera natural los campos de
desplazamiento y de tensión como formas diferenciales, y por tanto, el com-
plejo relevante no es el complejo de de Rham. De hecho, en 3 dimensiones, el
complejo relevante es el complejo de elasticidad :

T ↪→ C∞(Ω, R3) ε−→ C∞(Ω, S) J−→ C∞(Ω, S) div−→ C∞(Ω, R3) → 0 .

El operador J es un operador diferencial de segundo orden que actúa sobre
un campo matricial simétrico reemplazando primero cada fila por su rota-
cional para, a continuación, substituir cada columna por su rotacional para
aśı obtener otro campo matricial simétrico. El espacio solución T es el espacio
de dimensión 6 de los movimientos ŕıgidos, el mismo espacio de polinomios
lineales a + b× x que apareció como el espacio de funciones de forma para los
elementos arista de orden inferior. Si el dominio Ω es topológicamente trivial,
este complejo es exacto. Aunque en él interviene un operador de segundo or-
den, y parece bien distinto del complejo de de Rham, Eastwood [8] ha señalado
recientemente cómo se puede derivar del complejo de de Rham mediante una
construcción general que se conoce como la resolución de Bernstein-Gelfand-
Gelfand.

En dos dimensiones, el complejo de elasticidad tiene la forma

P1 ↪→ C∞(Ω) J−→ C∞(Ω, S) div−→ C∞(Ω, R2) → 0 .

donde ahora el operador diferencial de segundo orden es

J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

∂2

∂x2
2

− ∂2

∂x1∂x2

− ∂2

∂x1∂x2

∂2

∂x2
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
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Figura 8: Diagrama de elementos para los nuevos elementos finitos mixtos para elas-
ticidad, caso de orden inferior.

En el caso de orden inferior, los elementos finitos que se introdujeron en
[1], y cuyos diagrama de elementos se muestran en la figura 8, usan campos
vectoriales discontinuos lineales a trozos para el campo de desplazamiento
y un espacio de funciones polinómicas a trozos para el campo de tensión y
que describiremos a continuación. Las funciones de forma sobre un triángulo
arbitrario T viene dadas por

ST =
{
τ ∈ P3(T, S)

∣∣div τ ∈ P1(T, R2)
}

que es un espacio de 24 dimensiones que consta de todos los campos de matrices
cuadráticas simétricas junto con los campos cúbicos de divergencia cero. Las
grados de libertad son

• los valores de las 3 componentes de τ(x) en cada vértice x de T (9 grados
de libertad)

• los valores de los momentos de grado 0 y 1 de las dos componentes de
τn sobre cada arista A de T (12 grados de libertad)

• el valor de las tres componentes del momento de grado 0 de τ sobre T
(3 grados de libertad)

Obsérvese que estos grados de libertad son suficientes para asegurar la
continuidad de τn a través de elementos cara y constituye, por tanto, un sub-
espacio de H(div ,Ω, S) de elementos finitos. La continuidad no es suficiente,
sin embargo, para la inclusión en H( div ). Los grados de libertad fuerzan
además la continuidad en los vértices, que no se requiere para ser miembro
de H(div ). Por diversas razones, será útil disponer de un método mixto de
elementos finitos para elasticidad que no use grados de libertad en los vértices.
Pero, como señalaremos más adelante, esto no es posible si nos restringimos a
funciones de forma polinomiales.

Para tener elementos finitos bien definidos, debemos verificar que los 24
grados de libertad forman una base del espacio dual de ST . Incluimos a con-
tinuación esta comprobación porque nos permite ilustrar un aspecto del papel
que desempeña el complejo de elasticidad. Puesto que dimST = 24, sólo nece-
sitamos demostrar que si para un τ todos los grados de libertad se anulan,
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entonces ese τ = 0. Ahora bien τn vaŕıa cúbicamente a lo largo de cada arista,
se anula en los puntos extremos, y tiene momentos nulos de grado 0 y 1. Por
consiguiente τn ≡ 0. Si ponemos v = div τ , un campo vectorial lineal sobre
T , al integrar por partes obtenemos

∫
T

v2 dx = −
∫

T
τ : εv dx +

∫
∂T

τn · v ds = 0

puesto que las integrales tanto de τ como de τn se anulan. Por consiguiente,
τ tiene divergencia nula. Como el complejo de elasticidad es exacto, se tiene
que τ = Jq para alguna función diferenciable q. Además q ∈ P5(T ), puesto
que todas las segundas derivadas parciales de q pertenecen a P3(T ). Si ahora
ajustamos con un elementos de P1(T ) (el espacio nulo de J), podemos suponer

que q se anula en los vértices. Ahora bien
∂2q

∂s2 = τn · n = 0 en cada arista

y, consecuentemente, q se ha de anular sobre todo ∂T . Esto implica que el
gradiente de q también se anula en los vértices. Como ∂2q/∂s∂n = −τn · t = 0
sobre cada arista (donde t es un vector unitario tangente a la arista), podemos
concluir que ∂q/∂n se anula idénticamente sobre ∂T también. Puesto que q
tiene grado a lo sumo 5, se debe anular idénticamente.

Denotemos por ΠS
h : C∞(Ω, S) → Sh la proyección ortogonal asociada a los

grados de libertad suministrados, y por ΠV
h : C∞(Ω, R2) → Vh la proyección

L2. Para cualesquiera triángulo T , τ ∈ C∞(Ω, S), y v ∈ P1(Ω, R2), tenemos
∫

T
div (τ − ΠS

hτ) · v dx = −
∫

T
(τ − ΠS

hτ) : εv dx +
∫

T
(τ − ΠS

hτ)n · v ds .

Los grados de libertad que intervienen en la definición de ΠS
h aseguran que

el lado derecho se anula, y como consecuencia se deduce la conmutatividad
div ΠS

hτ = ΠV
h div τ que es esencial para la estabilidad. (A decir verdad, aqúı

aparece una dificultad técnica y es que, tal y como se ha definido, ΠS
h no está

acotado en H1(Ω, S), Consúltese [1] para ver como se resuelve esta dificultad).
Obsérvese que por sus mismas definiciones, div Sh ⊂ Vh y, usando la con-
mutatividad, tenemos que div Sh = Vh, es decir, Sh

div−→ Vh → 0 es exacta.
Para completar este enfoque en un análogo discreto del complejo de elastici-
dad, definimos Yh como la imagen inversa de SH bajo J , para que aśı Yh sea
exactamente el espacio de los polinomios de grado 5 que son C1 a trozos y
que, además, son C2 en los vértices de la malla. De hecho, este es un espacio
de elementos finitos bien conocido y al que se denomina espacio de Hermite
o de Argyris de quinto grado, que se desarrolló para resolver ecuaciones en
derivadas parciales de cuarto orden (para los que se requiere la inclusión en
H2(Ω) y, por consiguiente, la continuidad C1). Las funciones de forma son de
P5(T ) y los 21 grados de libertad son los valores de la funciones y de todas sus
primeras y segundas derivadas parciales en los vértices y las integrales de las
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derivadas normales a lo largo de las aristas. Tenemos entonces un complejo de
elasticidad discreto

P1 ↪→ Yh
J−→ Sh

div−→ Vh → 0.

o, en diagrama,

P1 ↪→ J−→ div−→ → 0

Además, esta sucesión es exacta y se empareja con la sucesión de elastici-
dad bidimensional a través de un diagrama conmutativo:

P1 ↪→ C∞(Ω) J−−−→ C∞(Ω, S) div−−−→ C∞(Ω, R3) → 0⏐⏐�ΠY
h

⏐⏐�ΠS
h

⏐⏐�ΠV
h

P1 ↪→ Yh
J−−−→ Sh

div−−−→ Vh → 0
La parte derecha de este diagrama codifica toda la información necesaria para
establecer la estabilidad de nuestro método mixto de elementos finitos.

Los elementos finitos de Hermite de quinto orden aparecen de manera na-
tural a partir de nuestros elementos finitos mixtos para completar el diagrama
conmutativo. Si no se hubieran conocido estos elementos finitos desde hace
tiempo, pod́ıamos haber usado el procedimiento descrito para pergeñar un es-
pacio de elementos finitos contenido en H2(Ω). De hecho, tras un cuidadoso
análisis podemos darnos cuenta de que cualquier esquema estable de elementos
finitos mixto para elasticidad dará lugar a un espacio de elementos finitos con
funciones de forma polinomiales contenidas en H2(Ω). Sin embargo, es bien
sabido que esos espacios son complicados y dif́ıciles de construir. De hecho,
se puede demostrar que un espacio de elementos finitos en H2 debe utilizar
funciones de forma de grado al menos 5 y las evaluaciones de las primeras y
segundas derivadas parciales en los vértices deben encontrarse entre los gra-
dos de libertad [14]. Esto ayuda a explicar porque ha sido tan dif́ıcil diseñar
elementos finitos mixtos para elasticidad. En particular, se puede establecer
de manera rigurosa que los elementos de tensión deben involucrar polinomios
de grado 3, y que las evaluaciones en los vértices son grados de libertad in-
evitables.

Además de los elementos que acabamos de describir, en [1] se introducen
también elementos de orden superior. Podemos entender los elementos de or-
den superior como los dos últimos elementos en el siguiente complejo de elas-
ticidad discreto

P1 ↪→ J−→ div−→ → 0
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También podemos simplificar ligeramente los elementos de orden inferior.
Para ello se reduce el espacio de desplazamiento de campos vectoriales lineales
a trozos a movimientos ŕıgidos a trozos, y se reemplaza el espacio de tensión con
la imagen inversa por la operación de divergencia del espacio de desplazamiento
reducido. Esto nos conduce a los elementos estables que se muestran en la
siguiente sucesión exacta:

P1 ↪→ J−→ div−→ → 0

La ineludible complejidad de los elementos finitos de H2 lleva con frecuen-
cia a los interesados en resolver ecuaciones de orden 4 a recurrir a elementos
finitos disconformes aproximando H2. Esto significa que el espacio de elemen-
tos finitos no pertenece a H2, en el sentido de que las funciones o las derivadas
normales pueden tener saltos al cruzar fronteras de elementos, pero los espacios
se diseñan para que los saltos sean suficientemente pequeños en algún sentido
(por ejemplo, en media). El análisis de error es más complicado para elementos
disconformes porque, además de propiedades de estabilidad y aproximación de
los elementos finitos, se ha de estudiar el error de consistencia que generan
los saltos en los elementos finitos. En [2], Winther y el autor investigaron la
posibilidad de elementos finitos mixtos disconformes para la elasticidad, que,
sin embargo, son estables y convergentes, y desarrollaron dos de estos elemen-
tos, que se relacionan con elementos H2 disconformes a través de complejos
de elasticidad discretos disconformes, y que se representan esquemáticamente
a continuación:

P1 ↪→ J−→ div−→ → 0

P1 ↪→ J−→ div−→ → 0
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En ambos casos, el espacio de funciones de forma para la tensión se ubica
entre P1(T, S) y P2(T, S). Los elementos finitos disconformes H2 que se repre-
sentan en estos diagramas se desarrollaron en [11] para ciertos problemas de
cuarto orden. Obsérvese que los elementos mixtos disconformes para elastici-
dad son significativamente más simples que los ortodoxos (y, en particular, no
precisan grados de libertad asociados a sus vértices).
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