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La pertinencia de la ensenanza de la Didactica de la Matematica (DM)
como disciplina cientifica en la formacion de profesores de secundaria se
apoya esencialmente en: la necesidad de ubicar el drea de conocimiento
DM en el contexto universitario; la incapacidad de muchos profesores de
controlar el sistema diddctico (por aplicacién irreflexiva de técnicas de
ensenianza) y de anticipar las realizaciones efectivas de los estudiantes.
Los momentos fundamentales que una ensenanza en DM en un contexto
universitario debiera tener: tedrico (la DM como instrumento de iden-
tificacion, formalizacion y sistematizacion de concepciones, expectativas
y modelos de ensefianza y aprendizaje), prdctico (andlisis de situaciones
reales, vividas u observadas) y de innovacién educativa (elaboracion fun-
damentada de propuestas de mejora de la ensenanza y el aprendizaje de
un contenido matemadtico). El discurso se estructura en torno a una in-
novacién educativa (obtencién de razones trigonométricas de un dngulo
cualquiera) elaborada a partir de dicha formacién.

INTRODUCCION

Brousseau (2004) senala que la mayor parte de los programas de inves-
tigacién sobre la ensenanza de las matematicas, a pesar del grado de sofisti-
cacién y complejidad que han alcanzado, separan los dominios del saber y
de la ensenanza, confiando, junto a Comenius (1592-1670), en la mayoria
de los casos de forma implicita, en la existencia de un unico método valido
para la ensenanza de todas las materias (en particular, de las matematicas).
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Este planteamiento simplifica el trabajo y la formacién de los profesores; en
particular, se minimiza el problema de las transformaciones adaptativas del
saber necesarias para su ensenanza; llegandose a eludir totalmente en ciertos
planteamientos los procesos de transposicion diddctica (Chevallard, 1991).

En este contexto, se acepta que una buena formacién matematica y
unos conocimientos bésicos en pedagogia y psicologia (educativa y cognitiva)
son suficientes para abordar con garantias la ensenanza de las matemaéticas
en secundaria y bachillerato (12-18 afios)!. Este planteamiento presupone un
modelo espontdneo de profesor (la ensefianza como un arte producto de la
experiencia y de las capacidades innatas) o un modelo de profesor centrado
en el producto, segun el cual “aprender a ser profesor equivale a la adquisicion
de un ‘saber hacer’ que se puede reproducir a voluntad segin cada ocasién”
(Oliveras, 1996, p.95).

Por otro lado, Rico (1997, p.186) describe el perfil promedio del estu-
diante de Wltimo curso de la Licenciatura de Matematicas?. En particular, el
estudiante considera que su formacién matematica es més que suficiente para
ser “profesor de matematicas” y que lo inico que necesita es una colecciéon de
reglas, trucos, recomendaciones, esquemas, etc., que le permitan elaborar un
“arquetipo de profesor a reproducir”. Este planteamiento se refuerza debido
al desconocimiento por parte de los estudiantes de la existencia de un campo
de investigacién denominado Didéactica de las Matematicas, con sus propios
objetivos y métodos, que ha surgido “del interés principal que tienen, no ya
los elementos del triangulo didactico (profesor, matematicas, alumno), sino
esencialmente las condiciones (especificas) que presiden la construccién y la

La politica educativa en Espafia ha reforzado esta situacién. El Curso de Adaptacién
Pedagégica (CAP), requisito hasta la fecha para acceder a una plaza de funcionario en la
educacién secundaria y bachillerato, establece que unicamente un 15% (aprox.) de la for-
macion profesional para profesores de secundaria sea dedicada a las didacticas especificas;
incluso, en ciertas universidades, en la aplicacién del curso CAP no se contempla ninguna
formacién didactica especifica, de tal forma que los mdédulos tedricos se reducen a una for-
macién psicopedagdgica. Otra cuestion muy distinta, y de igual manera preocupante, es la
evidente desconexién entre los médulos tedricos y las practicas de ensenanza en los centros
de ensenanza media y en los institutos. Prueba de estas y otras deficiencias de la formacién
CAP es la puesta en marcha por el Ministerio de Educaciéon del TED, que “se organiza en
torno a procesos concebidos en dimensiones complementarias: la fundamentacién disciplinar
cientifica y su correspondiente dimensién didactica; la cualificacién académica y la dimension
profesionalizadora” (MECD, 2004, p.4716).

2En la actualidad, en el contexto espafiol, los profesores de secundaria y bachillerato
de matemadticas son licenciados en Matemdticas en su mayoria (y, en menor porcentaje,
licenciados en Fisica, Quimica, Biologia, Arquitectura, Econdémicas o Ingenierfa), que reciben
un “reciclaje” en psicopedagogia y didactica (via curso CAP vy, en el mejor de los casos, en
alguna asignatura dentro de la propia Licenciatura). La LOCE “establece (Art. 58.1) la
exigencia del TED, ademds de las titulaciones académicas correspondientes, para impartir
docencia en la Educacién Secundaria” (MECD, 2004, p.4716).



LA GACETA 161

difusién de los conocimientos matematicos ttiles para los hombres y para sus
sociedades” (Brousseau, 2004).

Cémo aunar las necesidades (y las expectativas) de los estudiantes en
formacion y la ensenanza de la DM como disciplina? “La situaciéon actual im-
plica tener que pensar en diferentes transposiciones didacticas del ‘conocimien-
to’ de Didactica de las Matematicas en funcion del perfil profesionalizador del
titulo en el que se va tener carga docente. Intentar explicitar las caracteristicas
propias de este proceso requeridas en los diferentes titulos universitarios puede

ser una tarea compleja y un reto para los profesores adscritos al Area de
conocimiento Didéctica de las Matemadticas de cara al futuro [...] El inten-
tar dar respuesta a estas cuestiones estd poniendo de relieve que no existen
planteamientos monoliticos detras de la etiqueta Didéactica de las Matematicas
y, por consiguiente, en la forma de entender y realizar el paso del conocimiento
cientifico en contenido curricular para la docencia”. (Llinares, 1997, p. 27).
En la actualidad, en los cursos de pregrado en la mayoria de las uni-
versidades, la transposicion del conocimiento DM se ha centrado en ciertos
aspectos (por orden de importancia): primero, un saber técnico (practica pro-
fesional: preparacién de clases, seleccion de material, métodos de evaluacion,
etc.); segundo, en una reflexién sobre la figura “profesor de matematicas”
(competencias que garantizan la gestiéon de conocimiento matemadtico antes,
durante y después de la instruccién); y, por ultimo, en la utilidad de ciertos
tépicos tedricos de la disciplina DM para el andlisis del sistema diddctico®. En
este contexto, se ha relegado la ensenanza de la DM como disciplina cientifica,
en un sentido fiel y extenso, a los cursos de postgrado (maestria y doctorado)?.
Aceptando la legitimidad de esta postura, defenderemos la tesis segun
la cual es pertinente la ensenanza de la DM como disciplina cientifica en el
nivel de pregrado, esto es, como una disciplina que busca producir nociones

3 Sistema diddctico: conjunto ordenado de conocimientos, situaciones y agentes (v de las
relaciones que se establecen entre ellos) con relacién a un determinado saber; en este contexto,
el orden viene dado por el contrato diddctico. “Se forma un sistema diddctico cada vez que
algunas personas se enfrentan a una cuestiéon cuya respuesta no es evidente y deciden hacer
algo para resolverla. En este caso, las personas se convierten en estudiantes de la cuestion
[...] que pueden pedir ayuda a un director de estudio: se constituye de esta forma un sistema
diddctico, formado [...] por las cuestiones matemdticas [...], los estudiantes y el director de
estudio” (Chevallard et al., 196-197). En este contexto, estudiante no es necesariamente
sinénimo de alumno, ni director de estudios sinénimo de profesor; los estudiantes pueden ser
investigadores y el director de estudio el investigador principal.

4Una justificacién de este hecho es el intento por minimizar la distancia que existe entre
aprender a ensenar en la universidad y aprender a ensenar “en la practica”. Como lo senala
Llinares (2002), en la universidad los estudiantes para profesores aprenden un conocimiento
profesional 1til para la practica de la ensefianza en un contexto (universitario) diferente de
dénde serd usado (escuela) para resolver problemas y crear nuevos conocimientos. Entonces,
los programas de formacién intentan involucrar a los estudiantes en la negociacién de las
metas de ensenanza, de tal forma que los “programas de formacién” y la “formacién de los
estudiantes” tengan un desarrollo paralelo y cooperativo.
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unificadoras (cognitivas, epistemoldgicas y didécticas); reagrupar saberes, pro-
blemas, comportamientos de alumnos; describir clases de situaciones; etc.; de
manera que se pueda obtener formas de intervencion genérica segun los tipos
de saberes, problemas, etc., obtenidos®.

“La existencia de una técnica se apoya al menos sobre la identi-
ficacién y el reconocimiento de unas practicas y de sus resultados
canénicos. Una ingenieria soporta las técnicas que propone en un
campo cientifico. La comunicacion, la utilizacion y la reproduccién
de situaciones producidas precisan del concurso de conocimientos y
saberes especificos. De esta manera, la didactica es el inico medio
de discriminar un problema no resuelto de ingenieria didactica, de
identificar y de clasificar un trabajo original en un dominio, de
precisar sus condiciones de uso y de reproduccion, y, por lo tanto,
de reconocer y de hacer reconocer las creaciones, las invenciones
y los procesos de investigacion y de produccion cientifica de los
profesores”. (Brousseau, 1998, pp. 335-336).

Por otro lado, la aceptacién de que la DM sea parte de la formacion
inicial del profesorado tiene su respaldo en la politica educativa actual (MECD,
2004). El Titulo de Especializacién Didactica (TED) contempla un “periodo
académico” que puede quedar vinculado directamente a la formacién superior.

“Es preciso destacar la necesidad de fomentar la configuracién del
perfil docente en el alumnado durante los estudios de su titulacion
universitaria; por ello, se hace necesario prestigiar la especializacion
didéctica, introduciendo factores de mayor rigor académico, ade-
cuacién a la realidad social y evaluacion sistematizada, tanto en la
teorfa como en las practicas docentes” (MECD, 2004, p. 4716).

De esta forma, la DM como disciplina cientifica constituye un instru-
mento privilegiado para llevar a cabo la reforma educativa propuesta en la
Ley Orgénica de Calidad de la Educacién (LOCE), que determina como una
funcién especifica de los profesores “la investigacion, la experimentacion y la
m%jora continua de los procesos de ensenanza” (MECD, 2002, Art.56, punto
h)®.

5Es necesario puntualizar que los repertorios genéricos de situaciones, problemas y com-
portamientos en general no tienen aplicacion directa en la ensenanza.

5Las reformas educativas futuras modificardn, con toda probabilidad, los intrumentos de
aplicacién y desarrollo del principio basico de “investigacién, experimentacién y mejora”; sin
embargo, el principio en si mismo prevalecera.
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DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS COMO DISCIPLINA CIENTIFICA

La DM es comprendida desde el programa epistemoldgico (Gascon, 1999)
como un campo de investigacién que ha tomado cierta distancia con respecto
a la accién sobre el sistema educativo”; en concreto, no es necesariamente una
didactica normativa, sino mas bien una disciplina explicativa de las relaciones
dentro del sistema didactico. Esto choca con el punto de vista clasico, que
considera a la DM como un saber técnico de aplicaciéon en la ensenianza, esto
es, como una coleccién de recursos (fisicos y metodoldgicos) al alcance del
profesor que le permitan realizar una instrucciéon “satisfactoria”.

La diferencia esencial entre la perspectiva clasica en DM y el progra-
ma epistemoldgico es la problematizacion explicita del saber matematico; el
saber matematico pasa de ser transparente, no cuestionado, a ser un objeto
de estudio. Con otras palabras, no es suficiente seleccionar, secuenciar y tem-
poralizar los contenidos matematicos que han de ser ensenados, sino que se
precisa una modelizacién expresa del saber matematico, “dado que los mode-
los epistemoldgicos usuales no se han construido para responder a los mismos
problemas que se plantea la didactica” (Chevallard et al., 1997, p. 75).

Como formadores, debemos contestar a una pregunta compleja: jes per-
tinente la ensenanza de la DM como disciplina cientifica, tal y como se com-
prende en el seno del programa epistemoldgico, en la formacién de profesores
de matematicas de secundaria? No es facil dar un respuesta convincente. El es-
tudiante en formacién, futuro profesor, se ve necesitado de soluciones practicas
inmediatas, relacionadas con la utilizacién de recursos humanos y materiales,
el dominio de aula, conocimientos complementarios de matematicas, técnicas
de analisis de comportamientos (psicoldgicos y sociales), restricciones institu-
cionales, etc. Por su parte, la DM aporta un conocimiento del funcionamiento
del sistema didactico, pero, “favorece mas la critica de la ensenanza tradicional
que soluciones inmediatas” (Artigue, 1995, p. 18). ;Significa esto que se debe
renunciar a la DM como disciplina cientifica en la formacién de los futuros
profesores de secundaria en favor de una ensenanza normativa de la misma?
Tres razones para la ensenianza de la DM como disciplina cientifica:

1. Contexto universitario. La universidad cumple dos funciones: docencia e
investigacion. Esta ultima faceta impone la necesidad de establecer un espacio
para la construccién de nuevos conocimientos en DM y para la contribucion a la
estabilidad de los ya contrastados. Los estudiantes universitarios tienen que ser
conscientes de esta necesidad y participar, en la medida de sus posibilidades,
en la producciéon de nuevos conocimientos.

2. Ensenanza por ostension. La restriccién de la DM a una coleccion estereoti-
pada de estrategias metodolégicas suele conllevar una ensenanza por osten-

"La distancia que toma la DM respecto a la accién dentro del sistema educativo deter-
mina una ruptura radical con la metodologia investigacién-accion: “La investigacion-acciéon
proporciona un medio para trabajar que vincula la teoria y la practica en un todo tnico:
ideas en accién” (Kemmis et al., 1987, p. 10).
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sién: el profesor novel aplicard, con més o menos fidelidad, dichas estrategias,
pero, en general, serd incapaz de tener un control semiético®, epistemolégico
y didactico de la gestion de la clase. En este contexto, la DM constituye un
instrumento de desarrollo de la figura profesor de matemdticas, esto es, agente
del sistema didactico capaz de explicitar concepciones de los alumnos; obsta-
culos; restricciones epistemoldgicas, cognitivas y didacticas; orientaciones para
la construccion de curriculos; etc.

3. Anticipacion de realizaciones efectivas. El caracter explicativo de la DM
permite la anticipacién de realizaciones efectivas y el control de la validez,
pertinencia, adecuacion, etc., de experimentaciones de ciertas innovaciones
pedagégicas’, confeccionadas por el profesor, por un equipo de trabajo de la
institucién a la que éste pertenece o por el Ministerio de Educacion.

,Como ponderar las necesidades inmediatas de los futuros profesores y la
ensenanza de la DM como disciplina cientifica? En primer lugar, creemos nece-
sario renunciar a una ensefianza normativa de la DM como disciplina cientifica,
en pro de una diddctica en accion (Artigue, 1995), esto es, las nociones funda-
mentales de la DM y sus aplicaciones deben surgir en tension con y al ritmo
de las necesidades concretas que los estudiantes en formacién tengan.

No hay que confundir la idea de “didéctica en accién” con la metodologia
“investigacidén-accion”. La primera presupone el reconocimiento de un cam-
po de conocimiento cientifico que ha identificado y descrito ciertas nociones
(contrato didéctico, variable didactica, situacién, obstaculo, saber, funcién se-
midtica, etc.), utiliza ciertos métodos de obtencién de datos (entrevistas, test,
etc.) y de andlisis de estos datos (factorial de correspondencias, implicativo
segin Gras, etc.), evoluciona por medio de una metodologia de investigacion
(ingenierfa didactica), establece resultados que se someten a la critica de una
comunidad y se desarrolla ordenada y sistematicamente. Por su parte, la inves-
tigacién-accién se caracteriza por el trabajo cooperativo de colectivos (decision
de grupo) que comparten una misma preocupacion temética y se comprometen
en la mejora de la efectividad y de la comprensién de sus practicas (compro-
miso con la mejora). Establece un método de trabajo (trazar un plan, llevarlo
a cabo, observar sus consecuencias, reflexionar, reformular el plan; continuan-
do el proceso ciclicamente), pero no explicita la referencia a teoria alguna en
el proceso. Como método, la investigacién-accién no precisa establecer a pri-
ori un campo de saber especifico de aplicacién (es universal en el sentido de

8 Semidtica: teorfa general de los signos. Por control semidtico entendemos la capacidad
de articular las ideas matemaéticas con los sistemas de signos en la resolucién de problemas.

9En general, no se puede decir que las innovaciones sean diddcticas (esto es, especificas
del contenido matemdtico a ensenar); en muchas ocasiones, conllevan simplemente pautas
generales para el control de aula, fomento de la participacién y comunicacién horizontal
profesor-alumno, estrategias de trabajo en grupo, etc. En definitiva, cambios metodolégicos
aplicables a la practica docente independientemente del contenido a ensenar; en estos casos,
el andlisis didactico exigird discutir la pertinencia de dichas innovaciones con relacién al
saber que se desea ensenar.
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Comenius) ni colectivo al que se refiere (profesores, estudiantes, directores de
instituciones educativas, padres, etc.)lo y, por lo tanto, no existe necesaria-
mente un referente explicativo y justificativo del plan trazado, de las conse-
cuencias que de él se derivan y de las decisiones que el colectivo adopta en la
reformulacién del plan.

La didéctica en accién se concreta en la ensenanza de la DM como dis-
ciplina cientifica en un contexto universitario (formacién de profesores de se-
cundaria) en los siguientes tres momentos:

1. Teorico. A partir de conversaciones informales, se va construyendo un
esquema que intenta responder a la pregunta qué significa ser profesor de
matemadticas. La DM es un instrumento de formalizacién de ciertas concep-
ciones, expectativas y modelos que los estudiantes tienen, heredados de su
cultura general, de su formacién en psicologia (general, evolutiva y educativa)
y de su experiencia personal.

2. Prdactico. Los estudiantes se ven involucrados en una situacion con intencién
didéctica; se comportan como “alumnos”, no como “estudiantes de DM” (el
profesor de DM es entonces un “profesor de matematicas”). Luego, ya nue-
vamente como estudiantes de DM, realizan una descripcién de la situacion:
identifican el papel del profesor y del “alumno”; determinan los conocimientos
matematicos involucrados y los saberes institucionalizados'!; discriminan los
procedimientos, técnicas y teorias matematicas utilizadas; aislan las variables
diddcticas'?; destacan las restricciones y rupturas del contrato diddctico™; des-
criben y evalian el medio (milieu)'® implementado; etcétera.

9Fsto no significa que la Investigacién-Accién sea incompatible con la especificacién de
un saber y de un colectivo sobre el cual se quiere intervenir. Por ejemplo, cuando un grupo
de profesores decide involucrarse en un proyecto colaborativo (Climent y Carrillo, 2003) es-
pecifican ciertos objetos de saber del curriculo que consideran “problemaéticos” y, sobre los
cuales, van a focalizar su accion, reflexion y comunicacion, con la intencién de desarrollar
un trabajo autdénomo mas eficaz.

Y Institucionalizacion del saber: proceso por el cual las producciones (estrategias,
conocimientos, procesos, etc.) de los alumnos adquieren un estado cultural y social. Jun-
to a la devolucidn, en Teorfa de Situaciones (Brousseau, 1998), uno de los principales papeles
del profesor. Devolucién: Acto por el cual el profesor transfiere al alumno la responsabilidad
matematica de una situacién de aprendizaje y acepta las consecuencias de esta transferencia.

2 Variable diddctica: Valor que el profesor puede manipular (cambiar o fijar) y que deter-
mina un cambio en la estrategia de resolucién de los alumnos.

13 Contrato diddctico: Conjunto de reglas, generalmente implicitas, que determinan la res-
ponsabilidad matematica de profesor y estudiantes con relaciéon a un determinado saber.

M\ edio (milieu): Conjunto de técnicas, procedimientos, tecnologias y significados de ob-
jetos matemédticos que pertenecen al bagaje matemético de una sociedad (clase o comunidad
cientifica) y que, por lo tanto, son utilizados de manera rutinaria (eficaz, no problemadtica)
y conjunto de instrumentos materiales o humanos (situaciones, calculadoras, libros de texto,
clases, etc.) disponibles para la adaptacién de los objetos conocidos a nuevos contextos, la
comunicacion de resultados matematicos y la construccion de nuevos objetos matematicos.
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3. Innovacion educativa. Los estudiantes escogen un tema de su interés del
curriculo oficial y realizan, con diferentes grados de profundidad: un analisis
curricular del mismo; consultas criticas de libros de texto; determinacién de
aspectos de la ensenanza tradicional no pertinentes en funcién de ciertos pre-
supuestos; determinacién de la existencia de un obstdculo (didéctico, cogni-
tivo o epistemoldgico); establecimiento de directrices generales de actuacién
en situaciones concretas de ensenanza y bases de control de significado en el
aprendizaje de los alumnos; y, por ultimo, elaboracién de una propuesta edu-
cativa viable. Todo ello constituye las bases fundamentales de una innovacion
educativa®®.

El proyecto global que se persigue consiste en discriminar, describir y
utilizar dispositivos de ensenanza de una nocién, proceso o significado mate-
maticos, especificos tanto de estos objetos mateméaticos como de su ensenanza
y aprendizaje. Esto no implica renunciar a la bisqueda de métodos generales
de control, y de intervencién en el sistema diddctico. De hecho, “la ambicion de
estudiar especificamente las condiciones particulares de la comprensién y de
la adquisicién de cada conocimiento en cada una de las circunstancias donde
puede presentarse resulta totalmente extravagante. Esta ambicion va en el
sentido inverso de toda actividad cientifica que tiende a abstraer de sus condi-
ciones particulares las relaciones més generales. Asi, la actividad cientifica va
al encuentro de la didactica, que tiende a hacer emerger los métodos comunes
en un campo lo mas vasto posible de los contenidos a ensenar, con el fin de
proyectar la complejidad sobre dos o tres componentes y de esta manera per-
mitir una formacién econémica de los profesores” (Brousseau, 2004).

A continuacién, mostraremos cémo un conjunto reducido de nociones
didéacticas generales permiten describir algunos problemas de construccion y
comunicacion del saber “razones trigonométricas de angulos notables”, deter-
minando pautas para la elaboracién de un sistema de prdacticas institucionales
(Godino, 2003) que permita la introduccién y desarrollo de las nociones y pro-
cesos fundamentales de la trigonometria que se ensena en el nivel secundario.
La descripcién no es exhaustiva, se ajusta a la puesta en marcha del plan de
formacién en DM como disciplina cientifica en un contexto universitario; en
concreto, en la construccién de la innovacion educativa motivo de discusion
en las siguientes secciones han participado un grupo de estudiantes del cuarto
ano (19-21 anos) de la carrera profesional de Ciencias de la Educacién de la
Universidad de Piura (Pert).

5Esta formacién de base, que culmina con la elaboracién de proyectos educativos viables
y de innovacién, es coherente con las medidas de apoyo al profesorado que propone la LOCE
(MECD, 2002); en particular con “el reconocimiento de la labor del profesorado atendiendo
[...] ala implantacién de planes que supongan innovacién educativa” (Art. 62, punto ¢) y a
la posibilidad de que los profesores disfruten “de licencias retribuidas con el fin de estimular
la realizacién de actividades de formacién y de investigacién e innovacién educativas” (Art.
62, punto d).
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Antes de ello, es preciso contestar a una cuestion fundamental: jes per-
tinente plantear un andlisis en un contexto espanol y ejemplificarlo con una
experimentacién en un contexto peruano, teniendo en cuenta las diferencias
culturales, sociales y universitarias de estos dos contextos? El sistema educa-
tivo peruano contempla la formacion especifica de profesores de matematicas
para secundaria. Esta formacién abarca la ensenanza de nociones, procesos
y significados de Andlisis Matemaético, Geometria Proyectiva, Algebra Lineal,
etc. en un nivel equiparable a los primeros cursos universitarios de una licen-
ciatura de ciencias en Espana. Este contexto matematico posibilita abordar el
objetivo esencial de la formacion profesional que hemos apuntado: propiciar
espacios de reflexion sobre los objetos matematicos y sobre los significados per-
sonales e institucionales atribuidos a dichos objetos de cara a la ensenanza y
aprendizaje de los mismos. De esta forma, el grupo de estudiantes seleccionado
es representativo de un colectivo interesado en problematizar su conocimien-
to de y sobre (Climent y Carrillo, 2003) las matematicas y, por lo tanto, de
abordar el objetivo de desarrollo profesional que deseamos ejemplificar.

BREVE ANALISIS DE LA ENSENANZA ACTUAL DE “RAZONES TRIGONOMETRI-
COS DE ANGULOS NOTABLES” Y SUS CONSECUENCIAS

Esquematicamente, la aplicacion de las propuestas educativas actuales
(MEC, 1992; DINESST, 2003; NCTM, 1989, 2001) para la ensenanza de la
trigonometria en la secundaria obligatoria sigue las siguientes pautas: se in-
troducen las razones trigonométricas (seno, coseno, tangente); se determinan
dichas razones para una serie de angulos notables (0°, 30°, 45°, 60°, 90°,
180°, 270° y 360°); se calculan las razones trigonométricas de otros dngulos
y se demuestran relaciones trigonométricas complejas a partir de relaciones
trigonométricas (seno y coseno de un dngulo suma, de un dngulo doble o mi-
tad, leyes de senos y de cosenos, etc.); se determinan tridngulos rectangulos
conocida la longitud de alguno de sus lados y la amplitud de alguno de sus
angulos; y, por ultimo, se resuelven problemas donde sea mecesario utilizar
triangulos.

Una vez que los estudiantes han descrito este esquema de ensenanza, se
apoyan en ciertas nociones generales identificadas a priori en el andlisis tedrico
(primer momento de la didactica en accién) para describir de forma técnica
(no totalmente empirica) dicha ensenanza. De esta forma, las nociones teéricas
se particularizan al proceso de ensenanza y aprendizaje del saber “razones
trigonométricas de angulos notables”. Algunos aspectos resaltados por los es-
tudiantes son:

1. Dicotomia “valores aproximados - valores exactos”. Los instrumentos tec-
nolégicos que es preciso conocer para determinar las razones trigonométricas de
un angulo cualquiera son complejos. En muchos casos, para ampliar el conjun-
to dado de angulos notables, el profesor introduce magistralmente las razones
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trigonométricas de otros angulos; por ejemplo, las razones trigonométricas
(aproximadas) de los dngulos de 37° y de 53° se obtienen a partir de un
tridngulo rectangulo de lados 3, 4 y 5. Sin embargo, no se especifica el origen
de este triangulo ni el hecho de que los valores para las razones trigonométricas
que asi se obtienen sean aproximados.

2. Desplazamiento del foco de atencion en la ensenanza. Una justificacién
para la introduccién ostensiva de razones trigonométricas de nuevos dngulos
notables (por ejemplo, 37° y 53°), es la incapacidad del sistema educativo
de producir medios de ensenanza pertinentes para la introduccion de las no-
ciones fundamentales de la trigonometria plana; entonces, como no es posible
preservar el fundamento epistemoldgico, se tramita a la baja el proyecto de
ensenanza: se limita el ndmero de técnicas a ensenar y las justificaciones de
éstas se reducen a la minima expresién. Para completar el espacio vacio, se
sustituye el objeto original de estudio por el aprendizaje de una coleccion
mayor de angulos notables y listas de ejercicios donde es preciso determinar
razones trigonométricas de angulos complejos.

3. Atomizacion. La reduccién de las tecnologias (justificaciones de las técnicas)
lleva consigo un aprendizaje por repeticion: los alumnos reproducen gestos
rituales que no pueden justificar ni enmarcar dentro de una teoria; en este
contexto, el buen estudiante es aquel que mimetiza dichos gestos en el tiempo
destinado a ello. La consecuencia de este tipo de ensenanza es el aislamiento
de las técnicas, de tal forma que los alumnos no son capaces de utilizarlas
en contextos diferentes a los que las originaron. Casi irremediablemente, el
destino final de las técnicas es el olvido. Asi, por ejemplo, el procedimiento
de obtencion de las formulas del angulo doble y del dngulo mitad a partir de
las férmulas de las razones trigonométricas del angulo suma es olvidada, asi
como las relaciones entre las diferentes razones trigonométricas; de hecho, en
la ensenanza desde un punto analitico de las funciones trigonométricas, que
es posterior en el curriculo, suele ser necesaria nuevamente la introduccién de
nociones y procedimientos de la trigonometria plana elemental.

4. Responsabilidad matemdtica de los alumnos. Se postula que el trabajo del
alumno consiste en reproducir las técnicas que el profesor le ensena; un alum-
no aprende si practica bastante: memoriza las razones trigonométricas de los
angulos notables y utiliza eficazmente las férmulas (dngulo suma, doble, mi-
tad, etc.), identifica el seno y el coseno en un tridngulo, demuestra identidades
trigonométricas, etc. Sin embargo, en paralelo a estas técnicas, no se ensenan
medios de control de la actividad: los estudiantes producen resultados de los
cuales no se hacen responsables: “profe, jestd bien?”.

5. Algebrizacion. La ensenanza de la trigonometria plana ha focalizado su aten-
cién en las manipulaciones simbélico-formales de relaciones trigonométricas; el
algebra es el aparato tecnolégico privilegiado. De hecho, no hay un trabajo pre-
vio de estimacién de resultados o un estudio numérico de comportamiento de
las razones trigonométricas (que, eventualmente, podria realizarse con el uso
de una calculadora cientifica); tampoco se estudian las razones seno, coseno y
tangente funcionalmente y el analisis geométrico se centra en una coleccién de
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ideogramas supuestos transparentes'® y algunos conocimientos bésicos (teore-
ma de Pitagoras, perpendicular a una recta pasando por un punto, altura de
un tridngulo, etc.); no se realizan aproximaciones explicitas al seno o a la tan-
gente para dngulos pequenos (sen(x) ~ z y tan(z) =~ z, si  ~ 0), justificadas
por medio de la Teoria de limites; etc.

A partir de este tipo de analisis, en el momento préactico, se plantea la
necesidad de construccién de una transposicion diddctica en torno al problema
dangulos motables, esto es, aislar las técnicas y justificaciones de aquellas que
permitan determinar para un conjunto de dngulos (1°, 2°, 3°, etc.) sus razones
trigonométricas, seleccionar cudles tendran que ser ensenadas y realizar el
conjunto de transposiciones adaptativas necesarias para que se conviertan en
objeto de ensenanza:

Objeto de saber — Objeto a enseniar — Objeto de ensenanza

Este proceso viene marcado por la explicitacion de una cuestion genera-
triz (Chevallard, 1999), que determina la “direccién” que tomard el proceso
de estudio y cuya respuesta se presume crucial para la construcciéon y comu-
nicacién de un sistema de practicas institucionales; de hecho, se acepta que
dicha cuestién representa la formalizacién de la razon de ser del estudio que
se pretende abordar. La cuestién generatriz en la que se involucran los estu-
diantes y el profesor es el cdlculo de las razones trigonométricas de cualquier
angulo k° (k € N).

En la siguiente seccién se muestra el producto del proceso de estudio
seguido. Los pasos que se indican no se alcanzan de una vez por todas: ciertos
gestos, tareas y técnicas son “descubiertas” varias veces en el seno del grupo.
La respuesta de la cuestion generatriz es el resultado de reflexiones persona-
les (demostrar para interpretar o contrastar una conjetura), de discusiones
matemdticas (demostrar para convencer a un companero) y de un continuo
proceso de descontextualizacion y despersonalizacion de los conocimientos que
se van incorporando al universo matematico del grupo. Los estudiantes tienen
a su cargo la formulacién y validacion de proposiciones; el profesor actia de
director de estudio (en una posicién similar a la de un investigador principal
en una comunidad de matematicos).

Fregona (1995) ha estudiado las figuras planas como “medio” en la ensefianza de la
geometria. Su estudio tedrico muestra cémo se produce la ilusién de la transparencia: el
profesor “ve” en un objeto lo que desea ensenar y, entonces, el alumno “sentado ahi, ve la
misma cosa”. Lacasta (1995) ha constatado este fendmeno cuando el “medio material” es el
gréfico cartesiano de funciones.
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CALCULO DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS DE CUALQUIER ANGULO k°

(k e N)

Para responder a la cuestion generatriz, los estudiantes reducen, en primera
instancia, el universo de estudio, delimitando un conjunto suficiente de datos
que es preciso obtener. Para determinar las razones trigonométricas (seno,
coseno y tangente) de cualquier angulo k° (k € N), es suficiente conocer los
cosenos de los dngulos entre 1° y 15°. En primer lugar, es facil justificar!” que
el estudio puede reducirse al cdlculo de las razones trigonométricas del seno o
del coseno entre 0° y 45°. En segundo lugar, utilizando un tridngulo equilétero,
se determinan las razones trigonométricas del angulo de 30° y, por la férmula
del angulo mitad, se determina el d&ngulo de 15°.

Teniendo en cuenta estas restricciones, si se determina el angulo de 1°,
por las férmulas del angulo doble, triple, suma, etc., se pueden determinar
todos los dngulos de la forma k° (k € N). De esta forma, la cuestién generatriz
se reformula: determinacion de las razones trigonométricas del angulo de 1°.
Esta reduccién permite afinar las acciones; el proceso de estudio se focaliza en
una cuestién minima. La respuesta a esta cuestion minima, enmarcada en el
conjunto de restricciones debidamente fundamentadas, representa la obtencion
de una respuesta a la cuestién generatriz (no reducida) planteada. El progreso
en el proceso de estudio obedece a leyes econdémicas que se manifiestan al
estudiante mismo y no a criterios escolares o autoritarios impuestos por el
profesor. Los estudiantes obtienen las razones trigonométricas de 1° de forma
exacta y aproximada:

"Los pasos que hay que dar son:

e A partir de la férmula fundamental de la trigonometria (cos?(x) + sen®(z) = 1),
es suficiente determinar el seno o el coseno, para tener determinada la otra razén
trigonométrica.

e La funcién coseno es periédica de periodo 2p (360° en sistema sexagesimal), por lo
que es suficiente determinar las razones trigonométricas entre 0° y 360°.

e Por la relacién entre las razones trigonométricas entre dngulos suplementarios (x+y =
180°) y complementarios (z +y = 90°), el universo de estudio se reduce a los dngulos
entre 0° y 45°.
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- Aprozimada. La longitud de arco de circunfer-
encia s se determina mediante la formula s = © - r.
Si © es pequeiio se puede aproximar s por x y, por
lo tanto, se puede asumir que sen(©) = s/r. De
esta manera, en la circunferencia unidad, se tiene

(7 ~ 3,1415922654) (véase nota a pie de pagina'®):
. v
5 1°) & — =~ 0,017453292
il sen(1°) & = ~ 0, 0174532925

cos(1°) ~ 4 /1 — (%)2 ~ 0,9998476797

- Ezacta. Para calcular las razones trigonométricas del angulo de 1° es
necesario seguir los siguientes pasos:

1. Se determina las razones trigonométricas del angulo de 18°, teniendo en
cuenta que los dngulos (2 x 18)° = 36° y (3-18)° = 54° son complemen-
tarios:

cos(2 - 18°) = sen(3 - 18°) = 4sen?(18°) + 2sen(18°) — 1 =0 =

sen(18°) = —\/54*1
- oy 104+2v5
cos(18°) = *——

2. Se determinan las razones trigonométricas del angulo de 3°:

cos(3°) = cos(18° —15°)

V10 = 5v3 — /2 — /3 + /20 + 45 + 103 + 2V/15
8

3. El coseno de 1° se determina como una solucién de (z = cos(1°),¢ =
cos(3°)):
4o =3z —c=0

'8Es posible obtener mejores aproximaciones al seno y coseno del dngulo de 1°. De hecho,
en la transposicién didactica realizada, se ha mostrado también que las férmulas:

Tk 401 Tk
tan(k®) & —; cos(k°) # ———=;sen(k°) * ——
401 V4012 4 49k2 /4012 + 49k2
permiten obtener aproximaciones suficientemente buenas, para los dngulos 0° < k° < 15°,
k € N. La obtencién de estas formulas se basa, de igual manera, en el hecho de que si © es
pequeno se puede aproximar s por x.
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Que se obtiene a partir del desarrollo de cos(3°) = cos(2-1° +1°) o, mds
en general, a partir de la férmula general del coseno del dngulo triple.
La ecuacion de tercer grado se resuelve algebraicamente por la férmula
general de ecuaciones polinémicas de tercer grado', obteniéndose:

sen(1°) & 0, 0174524064

cos(1°) ~ 0,9998476952

A partir del breve analisis de la ensenanza actual de la trigonometria
plana (seccién 3) y del estudio sobre el cédlculo de las razones trigonométri-
cas que acabamos de mostrar, los estudiantes fueron capaces de explicitar
un proyecto de innovacion educativa. No podemos hablar de investigacion, a
pesar de que la innovacién se ha puesto parcialmente en practica (en el marco
de la préctica profesional y en grupos de trabajo auténomos) validdndose los
supuestos enunciados, puesto que queda pendiente enclavar el estudio dentro
de un marco tedrico concreto que permita analizarlo y relacionarlo con otras
investigaciones sobre el mismo tema; en definitiva, contribuir a la construccion
de un cuerpo de conocimientos ordenado y sistemético (objetivo general de
toda investigacién). Este trabajo no puede ser realizado por los estudiantes,
pues no disponen de la suficiente formacién matematica y didactica.

INNOVACION EDUCATIVA Y ENSENANZA: EL CASO DE LAS RAZONES TRIGO-
NOMETRICAS DE LOS ANGULOS NOTABLES

Una vez elaborada la organizacién matemética en torno al calculo de las ra-
zones trigonométricas de un angulo k° cualquiera (k € N), los estudiantes
estan en disposién de: por un lado, explicitar la pertinencia de un proyecto de
innovacién basado en dicha organizacién; por otro lado, establecer las tareas,
técnicas, tecnologias y teorfas que pueden ser abordadas (teniendo en cuenta

19Se conocen férmulas para la resolucién de una ecuacién de primer y segundo grado;
por factorizacién, método de Ruffini, etc., es posible resolver algunas ecuaciones polinémicas
de grado superior a 3. Ademds, se conocen férmulas de resolucién de ecuaciones de 3 y 4
grado (del estilo de la conocida para las ecuaciones de segundo grado). En concreto, se puede
demostrar que toda ecuacién cibica de la forma az® + bz? + cx + d = 0 puede ser reducida
a la forma z + px 4+ ¢ = 0, cuyas soluciones se obtienen mediante la férmula de Cardano
(1501-1576) - Tartaglia (14997-1557):

3 3
Y el R L G s —a_ je P
”’\/2+ T +\/2 T

Para una discusion detallada de este tépico puede consultarse un manual de algebra; por
ejemplo, el cldsico Elementos de andlisis algebraico, de J. Rey Pastor (1961).




LA GACETA 173

las restricciones cognitivas de los alumnos); y, por ultimo, determinar a priori
pautas generales de gestion del proceso de estudio que se llevara a cabo.

En el caso que nos ocupa, el andlisis sobre la ensenianza actual de la
trigonometria y sus consecuencias permite a los estudiantes fundamentar la
pertinencia del proyecto de innovacién esbozado, puesto que les posibilita ex-
plicitar una ensenanza que: 1) equilibre el peso atribuido a las técnicas de re-
solucién de problemas y el peso atribuido al proceso discursivo de construccion
de objetos matemaéticos; 2) favorezca la conexién matemética trigonometria-
andlisis (en particular, nocién de equivalencia de funciones en torno a un pun-
to); y 3) destaque la importancia de la comparacién y de la aproximacién
en los procesos matematicos. De esta forma la innovacién educativa modifi-
ca el modo de introducir y desarrollar las nociones y procesos basicos de la
trigonometria plana en la educacién secundaria obligatoria (claro estd, con el
objetivo de lograr una mejora en el aprendizaje del tépico).

Por otro lado, en la practica, el proceso de calculo de las razones trigono-
métricas no puede ser ensenado en secundaria tal y como ha sido construido,
teniendo en cuenta las restricciones cognitivas de los alumnos a los que iria
dirigido el proyecto de innovacién. Su implementacién seria demasiado costosa
0, incluso, inviable. De esta forma, los estudiantes determinan que un camino
de actuacion en la ensenanza de la trigonometria plana, teniendo en cuenta
las restricciones institucionales y el proyecto global de ensenianza, podria ser:

1. Se determina una aproximacion de las razones trigonométricas del angulo
de 1° (no es pertinente la ensenanza de la férmula general de ecuaciones
polinémicas de tercer grado en el nivel secundario).

2. Se determinan los dngulos de 2° (1°41°), 3° (valor exacto), 4° (3°+1°),
etc. De esta forma, utilizando valores aproximados y exactos, segin el
caso, se construye una tabla (ver anexo) para las razones trigonométricas
de los dngulos 0° — 15°, junto con angulos notables (30°, 45°, 60°, 90°,
180°, 270°, 360°).

Este trabajo implica, en particular la puesta en marcha de las formulas
elementales de la trigonometria plana y es un campo para su rutinizacién
y dominio.

3. Una vez construida la tabla, ésta podra ser utilizada en la resolucién
de problemas; de tal forma que se focalice la atencién no en el manejo
técnico sino en la capacidad de adaptacion de los conocimientos a con-
textos diferentes y en el significado de las nociones introducidas (toman-
do distancia de la manipulacién exclusivamente simbélica de relaciones
trigonométricas)?’. Por ejemplo, construccién punto a punto de las fun-
ciones trigonométricas (y descripcién de su comportamiento), anélisis del

20 Antes de la utilizacién de la tabla como instrumento de trabajo, serd necesario evaluar
los conocimientos de los alumnos con relacién a la construccién de la misma (pasos 1y 2
del proceso descrito). De hecho, la construccién de la tabla implica la puesta en marcha de



174 EDUCACION

comportamiento de las funciones trigonométricas en torno a 0 (sen(z) ~
x; cos(z) ~ 1 — 22/2; tan(z) ~ x), modelizacién de situaciones reales
(medicién del dngulo de incidencia del sol a una determinada hora, al-
tura de un poste de luz a partir de la longitud de su sombra, etc.).

De hecho, la tabla puede ser comprendida como una calculadora: las
férmulas juegan el papel de “teclas”; los valores numéricos del coseno,
seno y tangente, de “botones numéricos”. La utilizaciéon de la tabla per-
mite una reflexién sobre el uso de los instrumentos de célculo en la
ensenianza y el aprendizaje de las matemadticas; en particular, valorar su
pertinencia en un determinado contexto matematico de uso. La nocién
de pertinencia es central (Garcia et al., 1995), puesto que en la actual-
idad hay una ilusion de transparencia respecto a lo que los programas
pueden hacer y a lo que los estudiantes pueden aprender con ellos.

Por ltimo, como hemos senalado, la actuacién en el sistema didéctico
no se controla inicamente mediante la seleccion y secuencia de contenidos, es
necesario ademas determinar condiciones de viabilidad para llevar a cabo el
proceso de ensenanza y aprendizaje: explicitar el contrato didédctico hipotético
(que determine la responsabilidad del profesor y de los estudiantes) y construir
un medio didactico (atendiendo a las limitaciones temporales y de recursos,
humanos y materiales), que, en particular, posibilite la evolucién de dicho
contrato didactico.

Asi, por ejemplo, en la situacion de las razones trigonométricas, los estu-
diantes se plantean determinar: si la calculadora es o no un medio material
pertinente para comprobar los resultados que se obtengan o si se establecen
otros instrumentos de control; si el medio implementado contempla situaciones
de formulacion y validacion que permitan aceptar o rechazar los resultados que
se obtengan; si, en el andlisis local de las funciones trigonométricas, se utilizara
el medio material “grafico cartesiano de funciones” o se tabularan las funciones
en torno a 0; jcémo se introduce el valor aproximado de 7 (con el uso de una
calculadora, se ha calculado con anterioridad —por un método empirico, geo-
métrico o probabilistico— y se admite como dato, lo introduce el profesor, se
calcula, ...)7; ;quién es el principal agente en cada una de las fases descritas con
anterioridad?; jbajo qué condiciones es factible que el profesor pueda ejercer
la devolucion?; ;qué técnicas y procedimientos se institucionalizaran y cémo
gestionara el profesor la construccion y el uso de la tabla de valores?; jes el
parametro “dngulo” susceptible de ser utilizado como variable didactica?; etc.

los saberes a ensenar; ain maés, es un vehiculo muy bien adaptado para la ensenanza de los
contenidos fundamentales de la trigonometria plana en la secundaria obligatoria.
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SINTESIS, COMENTARIOS FINALES E IMPLICACIONES

Hemos razonado la pertinencia de la ensefianza de la DM como disciplina
cientifica en la formacién inicial de profesores de secundaria, explicitando lin-
eamientos generales para dicha asignatura. El objetivo no ha sido describir la
asignatura, sino aportar un punto de vista cientifico a su ensenanza; en parti-
cular, mostrar el interés de una ensenanza no exclusivamente normativa, cuyo
unico fin es la préctica profesional. La DM tiene interés por si misma dentro
de la formacién de profesores.

Reclamamos entonces un espacio en el programa de formacion de profe-
sores de secundaria para la DM equiparable al que gozan el Analisis Matematico
o el Algebra Lineal, por ejemplo. El reconocimiento de la DM como &area de
conocimiento en Espana (desde 1984) y otros lugares del mundo ha equipara-
do administrativamente dicha disciplina con el resto de dreas de matemaéticas,
lo cual no ha supuesto una nivelacién ni cultural ni social (en el d&mbito
matemédtico?! y fuera de él); en particular, no se ha concedido un papel
equiparable al resto de areas de conocimiento al area Didactica de la Matema-
tica en la construccién de los nuevos planes de la licenciatura de matematicas
en las distintas universidades. De hecho, “muchos responsables de politica
cientifica de nuestro pais no han tomado nota todavia de que la Didactica de
la Matematica no es una recién llegada al panorama cientifico, y tampoco es,
ni mucho menos, una invencién administrativa” (Recio et al., 2003).

La ensenanza de DM como disciplina didactica nos ha permitido introducir
a los estudiantes en esta nueva area de conocimiento. La didactica en accién
que hemos planteado nos ha permitido introducir de manera contextualizada
un conjunto de nociones fundamentales en DM, que posibilitan un discurso
coherente y comprensible en la clase y fuera de ella (en todas las innovaciones
que se van abordando), lo cual supone un paso necesario para la adscripcién
a una ciencia: ser participe de su vocabulario. En particular, el uso pertinente
de este vocabulario ha permitido la organizacién de la experiencia personal y
grupal en torno a él, asi como un referente tedrico para la fundamentacién de
instrumentos para la mejora de la ensenanza y del aprendizaje y su valoracion
critica. Sin embargo, el manejo de vocabulario no es suficiente para el desa-
rrollo de una investigacién. Las limitaciones de conocimientos matematicos y
didécticos de los estudiantes han difuminado la frontera entre una innovacién
y una investigacién. No era el propdsito formar investigadores en DM, sino
destacar el interés y la utilidad de la DM en la formacién de profesores de
secundaria.

2L«Quiero lanzar una stplica a aquellos de entre nosotros que tienen el poder de impulsar
la investigacién en didéctica: no disuaddis a todos los jovenes matematicos con talento que
estan preparados para pagar el precio de una orientacién hacia la didéactica. Y cuando ellos
han hecho los esfuerzos considerables exigidos por una segunda adaptacién a problemas muy
variados y dificiles [aquellos de la did4ctica], no les retiréis su pertenencia al mundo de los
matemadticos”. (Brousseau, 2004).
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Como resultado de un curso de DM como disciplina cientifica, se ha
mostrado un proyecto de innovacién educativa en torno a la introduccion de
las nociones y procesos basicos de la trigonometria plana en la educacion se-
cundaria, que ha incluido la construcciéon de una tabla de valores numéricos de
las funciones trigonométricas (ver anexo). Esta innovacién educativa nos ha
permitido ejemplificar un trabajo sistematico dentro del marco la ensenanza
en DM que hemos propuesto: los estudiantes han realizado diversos traba-
jos monograficos, todos estructurados de manera similar. Estos trabajos han
cumplido una triple funcién: una, instrumento de evaluacién de la evolucién
del conocimiento DM en la clase; otra, instrumento de evaluacion de los estu-
diantes; y, por ultimo, determinaciéon de pautas para la introduccién de nuevos
medios materiales (calculadoras, programas de ordenador, juegos, etc.) y ma-
terial bibliogréfico adicional (articulos, libros de didactica y de texto, paginas
de Internet, etc.), segin la propuesta de innovacién y la profundidad de los
trabajos realizados por los distintos grupos de estudiantes.

Por otro lado, la ensenanza de DM como disciplina cientifica ha tenido
algunas implicaciones indirectas en la concepcién que los estudiantes tenian
sobre las mateméticas y sobre la DM. Respecto a las matematicas, los es-
tudiantes hacen evolucionar un planteamiento realista (estatico) hacia uno
pragmatico (dindmico); el ser y el hacer son comprendidos como proyecciones
de “lo factible” y “lo construible”; la verdad objetiva se transforma en “certeza
fundamentada”; etc. Hay, en resumen, una tendencia clara a relativizar las no-
ciones y procesos matematicos a contextos de uso y a estados de conocimiento
matematicos.

Respecto a la DM, se abandona la identificaciéon de la DM con un saber
normativo y técnico para la docencia. Se separa claramente el dominio de
conocimiento de la DM respecto del dominio de conocimiento de la pedagogia,
de la psicologia cognitiva y educativa, de la teoria del curriculum, de la progra-
macién y evaluacion. Los estudiantes aceptan entonces como ntcleo firme de
la DM la problematizacién del saber matematico: las necesarias adaptaciones
que es preciso realizar para su ensenanza y la importancia de la descontextu-
alizacion del saber en la fase final del proceso de estudio.
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ANEXO: TABLA DE VALORES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Angulo Célculo Seno Coseno Tangente
0° exacto 0 1 0
1° aproximado 0,0174532925 | 0,9998476797 | 0,0174559514
2° 1°+1° 0,0349012681 | 0,9993907652 | 0,0349225441
3° exacto (18° — 15°) | 0,0523359562 | 0,9986295348 | 0,0524077792
4° 3°4+1° 0,0697573578 | 0,9975639884 | 0,0699277025
5° 6° —1° 0,0871548599 | 0,9961947753 | 0,0874877705
6° exacto (2 x 3°) | 0,1045284633 | 0,9945218954 | 0,1051042353
7° 6° 4+ 1° 0, 1218702230 | 0,9925460436 | 0, 1227854605
8° 9° —1° 0,1391722234 | 0,9902681921 | 0, 1405399310
9° exacto (18°/2) | 0,1564344650 | 0,9876883406 | 0, 1583844403
10° 9° 4 1° 0, 1736490504 | 0,9848075991 | 0, 1763278945
11° 12° —1° 0, 1908081254 | 0,9816273525 | 0, 1943793894
12° exacto (2 x 6°) |0,2079116908 | 0,9781476007 | 0,2125565617
13° 12° 4+ 1° 0,2249519178 | 0,9743698654 | 0,2308691246
14° 15° —1° 0,2419210357 | 0,9702959407 | 0,2493270615
15° exacto (30°/2) | 0,2588190451 | 0,9659258263 | 0,2679491924
18° exacto 0,3090169944 | 0,9510565163 | 0, 3249196962
30° exacto 1/2 V3/2 V3/3
45° exacto V2/2 V2/2 1
60° exacto V3/2 1/2 V3
90° exacto 1 0 no existe
180° exacto 0 -1 0
270° exacto -1 0 no existe
360° exacto 0 1 0

Formula fundamental:
cos?(x) +sen®(z) = 1

Seno y coseno de una suma*:

sen(x + y) = sen(x)cos(y) + cos(x)sen(y), cos(x + y) = cos(x)cos(y) — sen(x)sen(y)

Angulo doble:

sen(2z) = 2sen(x)cos(x), cos(2x) = cos2(x) — sen2(x)

* Para obtener el seno y el coseno de una resta suficiente tener en cuenta que —y =
+(—y), esto es, restar “y” es equivalente a sumar “—y” (sumar el opuesto de y).
Es conveniente seguir este razonamiento y no utilizar las escrituras tradicionales:

sen(z + y) = sen(z)cos(y) + cos(x)sen(y); cos(x £+ y) = cos(z)cos(y) =+ sen(z)sen(y).
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