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LAsS MEDALLAS FIELDS
Seccion a cargo de

Adolfo Quirds Gracian

En la jornada inagural de cada Congreso Internacional de Matematicas
(ICM), desde el de Oslo en 1936, se hace entrega de las Medallas Fields, el
mas alto galarddn de nuestra ciencia, que, en mimero que varia de dos a
cuatro, reconoce “logros sobresalientes en Mateméticas” [F]. Es una norma
no escrita, pero ya tradicional, que los distinguidos con la Medalla Fields
no hayan cumplido cuarenta anos en el momento de la concesion.

Es ésta una de las circunstancias que distinguen a las Medallas Fields,
definidas con frecuencia como los Nobel de Matematicas, de los premios que
concede la Academia Sueca. Pero hay algunas coineidencias entre ambos,
ademas del hecho obvio de que los dos sirvan como reconocimiento de una
actividad cientifica de la maxima calidad y relevancia internacional.

John Charles Fields (1863-1932)
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La primera es que tanto los Nobel como las Fields deben su existencia
a los legados de los cientificos que les dan nombre.

John Charles Fields fue un mateméatico canadiense nacido en Hamilton,
Ontario, el 14 de mayo de 1863. Se licencid en matematicas en la Universi-
dad de Toronto en 1884 y obtuvo el doctorado en la Universidad Johns Hop-
kins en 1887. Tras un breve periodo como profesor en el Allegheny College,
Fields pasé diez afios en Europa, donde se relaciond con matematicos de la
talla de Fuchs, Frobenius, Hensel, Mittag-Lefler, Max Planck v Schwarz.
En 1902 regresé a la Universidad de Toronto, donde permanecié hasta su
muerte el Y de agosto 1932, El principal campo de interés de J.C. Fields
fueron las funciones algebraicas. El Fields Institute for Research in Mathe-
matical Sciences, radicado en la Universidad de Toronto, fue bautizado en
su honor.

Fields fue presidente del ICM de Toronto en 1924. Al término de este
Congreso, el Comité Organizador se encontré con un pequeno superavit,
y Fields propuso dedicarlo a financiar un premio en matematicas. Pero la
idea de Fields no pudo hacerse realidad hasta su muerte, cuando él mismo
lego la mayor parte de su herencia para este fin.

Probablemente impresionado por la tragedia que supuso la Primera
Guerra Mundial, y por las divisiones que causé en la comunidad matematica
(a los matematicos de los paises perdedores no se les permitié formar parte
de la International Mathematical Union, creada en 1923, y como consecuen-
cia no fueron invitados a asistir al Congreso de Toronto, como tampoco lo
habian sido al de Estrasburgo en 1920; y la misma cleccién de la ciudad
alsaciana como sede del primer Congreso después de la guerra va indica que
no todas las decisiones se tomaban con criterios estrictamente cientificos),
Fields sugirio que las medallas debian “ser de un caricter tan puramente
internacional e impersonal como sea posible. No deben vincularse en modo
alguno al nombre de ningin pais, persona o institucion” [F]. Es por tanto
seguro que Fields se habria opuesto a que la medalla fuese universalmente
conocida por su nombre, aunque su denominacion oficial sea “Medalla In-
ternacional para Descubrimientos Sobresalientes en Matematicas”.

Fields también sefialé que “aunque la concesién del premio debe basarse
en trabajo ya realizado, debe al mismo tiempo servir para animar futuros
logros de los galardonados y como estimulo para el esfuerzo renovado de
otros” [F]. Este es el origen de la tradicion de premiar solo a menores de
cuarenta anos.

El ICM de Zurich en 1932 aceptd el legado de Fields, fallecido unos
meses antes, y, de acuerdo con sus planes, nombré un comité presidido por
Constantin Carathéodory que, en el ICM de Oslo en 1936, otorgé las dos
primeras medallas Fields a Lars Valerian Ahlfors y Jesse Douglas. Desde
entonces se han concedido un total de 38 Medallas.
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Una segunda similitud de las Medallas Fields con los premios Nobel es
que, si bien no estan todos los que son, ciertamente son todos los que estan:
la lista de los galardonados con la Medalla Fields que incluimos al final de
esta breve introduccién, reune a muchos de los mas brillantes creadores de
las Matematicas de nuestro siglo,

El objetivo de esta seccion es ayudar a los lectores de La Gaceta a
conocer las aportaciones de estos insignes matemdticos. Por supuesto se
pueden encontrar otras muchas buenas presentaciones, por ejemplo en los
Libros de Actas de los correspondientes Congresos. Pero, aparte de las
dificultades de idioma y de localizacién, confiamos en que los articulos que
aparezcan en esta seccion de la Gaceta aporten un punto de vista que
permita entender cual ha sido la influencia de los medallistas Fields en el
desarrollo reciente de las Matematicas en Fspana.

Por supuesto no podemos predecir cuanto tardard una matematica o
matematico espanol en recibir una Medalla Fields, pero creemos que es un
sintoma de la buena salud de las matematicas en nuestro pais el que muchos
de ellos puedan glosar los trabajos de estos gigantes de las Matematicas des-
de el conocimiento directo que da el haberlos estudiado y haberlos utilizado
en su propia investigacién, e incluso en algunos casos, como el que inaugura
la seccidn, el haber colaborado personalmente con ellos.

Referencias

[F] Texto de un documento sin fecha firmado por J.C. Fields en que se sentaban las
bases para la creacién de la medalla que hoy lleva su nombre, Figura como anexo
al acta de la reunidn del 12 de enero de 1932 del Comité Organizador del ICM de
1924,

Galardonados con la Medalla Fields

1936: Lars V. Ahlfors, Jesse Douglas.

1950: Laurent Schwartz, Alte Selberg.

1964: Kunihike Kodaira, Jean-Pierre Serre.

1958: Klaus F. Roth, René Thom.

1962: Lars V. Hormander, John W. Milnor.

1966: Michael F. Atiyah, Paul J. Cohen, Alexander Grothendieck, Stephen Smale.
1970: Alan Baker, Heisuke Hironaka, Serge P. Novikov, John G. Thompson.

1974: Enrico Bombieri, David B. Mumford.

1978: Pierre R. Deligne, Charles L. Fefferman, Gregori A. Margulis, Daniel G. Quillen.
1982: Alain Connes, William P. Thurston, Shing-Tung Yau.

1986: Simon Donaldson, Gerd Faltings, Michael Freedman.

1990: Viadimir Drinfeld, Vaughan Jones, Shigefumi Mori, Edward Witten.

1994: Pierre-Louis Lions, Jean-Christophe Yoccoz, Jean Bourgain, Efim Zelmanov.
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Paises de Nacimiento de los Galar-
donados con la Medalla Fields

Paises de Residencia de los Galar-
donados con la Medalla Fields en el
Momento de la Coneesion

Alemania; 3
Bélgica: 2
Estados Unidos: 10
Finlandia: 1
Francia: 6

Hong - Kong: 1
Itaha: 1

Japdn: 3

Nueva Zelanda: 1
Noruega: 1
Reino Unido: 4
Rusia: 3

Suecia: 1

Ucrania: 1

Estados Unidos: 20
Francia: B

[talia: 1

Japon: 1

Reino Unido: 4
Rusia: 2

Suecia: 1

Uecrania: 1
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1 clmanov, medadaiia iclds
Efim Zel lalla Field
por

Santos Gonzilez Jiménez

La Real Sociedad Matematiea Espanola me solicita un artieulo sobre
Efim Zelmanov (Medalla Fields en el 1dltimo Congreso Internacional de
Matematicas, Zurich 1994), recogiendo tanto nuestra relacion personal v
cientifica con tan insigne matematico como su contribucion a la solucion
del Problema Restringido de Burnside y las consecuencias v trabajos pos
teriores realizados en torno a tan apasionante tema.

E. Zelmanov junto a miembros del equipo de investigacion que coordina S. Gonazilez en
su primera visita a la Universidad de Oviedo tras la concesion de ln Medalla Fields

DaTos BIOGRAFICOS

Efim Zelmanov, de 42 anos de edad, es natural de Novosibirsk (Rusia) v
s Licenciado v Doctor en Matematicas por dicha Universidad. Fue miembro
del Instituto de Investigacion de Novosibirsk hasta 1991 v desde entonces
ha sido profesor en las Universidades de Oxford, Wisconsin, Chicago v,
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desde 1995, Yale. Ha sido conferenciante en los mas importantes centros
matematicos del mundo y es Editor de revistas del mayor prestigio. Ademis
de la medalla Fields recibida en 1994 por la brillante solucion del centenario
Problema de Burnside, recibié en 1992 1a medalla del College de France,
galarddén de gran prestigio en dicho pais.

ASPECTOS DE NUESTRA VINCULACION PERSONAL

Conoci personalmente al Prof. Zélmanov en agosto de 1988 en el Insti-
tuto de Matemdticas de Obherwolfach, lugar en el que le realicé la invitacién
para visitar la Universidad de Zaragoza, donde entonces realizaba mis ta-
reas académicas. Dicha visita se llevé a cabo en abril de 1989 v en la misma
se dedicaron tres dias a unas Jornadas sobre Modelos Algebraicos No Aso-
ciativos y Sus Aplicaciones, a las que asistieron matematicos especialistas
del tema de las Universidades de Granada, Malaga, Madrid, Rabat vy Mont-
pellier. En dichas Jornadas, Zelmanov expuso por primera vez su solucién
al Problema Restringido de Burnside que, como se ha indicado, le valié la
concesion de la Medalla Fields. Previamente, durante nuestra correspon-
dencia preparatoria de la visita, recibi una carta de la que, de su propia
letra, resalto las siguientes lineas:

“T'wo weeks ago I solved the Restricted Burnside'’s Problem for groups
of exponent p*, p # 2, 3. It was my nightmare of the last year. The theorem
sounds as follows:

Theorem. For any integers m > 1, k > 1 and prime p # 2,3 there are
only finitely many finite m-generated groups of exponent p*.

To say the truth I have never done such complicated proof before and
have never born it with such tortures”.

iSin duda un gran logro matemadtico que su visita a Espana nos dié la
oportunidad de conocer casi en primicia matematica!

Dias después de su visita, el domingo 29 de abril de 1989, el Heraldo
de Aragon publicaba un articulo del que suscribe en el que literalmente se
recogia:

“Durante los dias 13, 14 y 15 de abril, en la Facultad de Ciencias Ma-
temdticas de nuestra Universidad, se han celebrado unas jornadas sobre
modelos algebraicos no asociativos y sus aplicaciones. A las mismas han
asistido profesores de diferentes universidades de nuestro pais y de fuera de
él, destacando la participacion del profesor ruso Efim Zelmanov. El profesor
Zelmanov, catedratico de Matemiiticas de la Universidad de Novosibirsk, es
considerado el primer especialista mundial en la materia habiendo resuelto
recientemente un importante e histérico problema de las matematicas, al
que ha dado solucién con los modelos algebraicos objeto de la reunidn.
De esta solucion, ain sin publicar, ha dado cuenta en primicia mundial a
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los participantes en las jornadas. La solucion de tal conjetura matem:itica
le convierte, sin duda, en uno de los mas firmes aspirantes a la Medalla
Fields (el equivalente al Premio Nobel, que no existe para esta disciplina),
que otorga el Congreso Internacional de Matematicas y que requiere como
condicién necesaria el no haber superado los cuarenta anos de edad”.

Esta afortunada premonicion, al cumplirse, nos llend de orgullo y sa-
tisfaccion a los que conociamos la valia cientifica y humana del Dr. Efim
Zelmanov. .

Mi traslado, el curso 91-92, a la Universidad de Oviedo hace que, desde
entonces, las frecuentes visitas a Espana del Dr. Zelmanov se realicen a esta
Universidad, excepto una visita realizada en enero de 1995 a la Universidad
de Granada para formar parte del tribunal de una tesis doctoral dirigida
por el Dr. Rodriguez Palacios y a la Universidad de Milaga en junio de
1997 para una reunion organizada por el area de Algebra de dicha Uni-
versidad. En 1993 se celebra en Oviedo la “Third International Conference
in Non associative Algebra and its Applications” reuniendo a mas de 300
matematicos de todo el mundo y en ella el Dr. Zelmanov fue miembro de
su Comité Cientifico y pronuncié una conferencia plenaria. Oviedo tiene
tambien el honor de ser la primera Universidad que visita en septiembre
de 1994, recién concedida la medalla Fields, siendo recibido por las méis
altas autoridades regionales. También en su visita de diciembre de 1997
fue recibido por la Excma. Sra. Ministra de Educaciéon, Dina. Esperanza
Aguirre. Las frecuentes visitas que, como se ha indicado, realiza el Prof,
Zelmanov a Oviedo desde 1992 estan motivadas por el trabajo que desde
entonces viene realizando con la Dra. Consuelo Martinez Lopez. La Dra.
Martinez de la Universidad de Oviedo (miembro del equipo que yo coordi-
no y del que forman parte algebristas de las Universidades de Zaragoza,
La Rioja, Leén y Oviedo) habia realizado su tesis doctoral en Zaragoza,
en teoria de grupos, incorporandose posteriormente al equipo de dlgebras
no-asociativas (que yo dirigia), por lo que era la persona iddnea para rea-
lizar tareas de investigacion con el Dr. Zelmanov en el marco de la teoria
de grupos y con la utilizacion de herramientas del algebra no asociativa,
que habian llevado, como se indicard posteriormente, a feliz término el Pro-
blema Restringido de Burnside. El trabajo de la Dra. Martinez y el Prof.
Zelmanov en estos 1iltimos anos, reflejado en numerosas publicaciones con-
juntas v en plena actividad en estos momentos, se presentara brevemente
en la parte final del articulo.

EL ProBLEMA RESTRINGIDO DE BURNSIDE

Quiero reflejar aqui, textualmente, la resena que el Congreso Interna-
cional de Matematicas, celebrado del 3 al 14 de Agosto de 1994, entrego a
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los asistentes y donde se indicaba el motivo por el que los cuatro medallistas
recibian el preciado galardén. Referente al Dr. Zelmanov decia:

“Efim Zelmanov has received the Fields Medal for his brilliant solution
of a long-standing mathematical problem, known as the Burnside problem.
This is a problem from group theory, the mathematical study of symme-
try. It asks for a bound on the number of symmetries of an object when
each particular symmetry has bounded order. As with all important math-
ematical results, this one has many consequences, including some which
were not even known to be related to the Burnside problem and had been
independently conjectured”.

Presentar aqui, en esta breve nota, la historia y el desarrollo de este
celebrado problema de teoria de grupos es tarea harto dificil, por no decir
imposible, y desde luego escapa a mis intenciones. El problema tiene su
origen en 1902 euando el matematico inglés W. Burnside plantea el conocido
Problema General de Burnside:

(Es finito un grupo con un nimero finito de generadores y cuyos ele-
mentos tienen todos orden finito?

La respuesta, negativa, fue dada por Golod en 1964. No obstante existe
respuesta positiva para familias importantes de grupos, como los grupos
periddicos lineales y los grupos periddicos resolubles. Burnside conside-
ré asimismo el llamado Problema Ordinario de Burnside, incorporando la
hipotesis adicional de existencia de cota de los 6rdenes de los elementos del
grupo, que se denomina exponente del grupo. Si el exponente es 2, entonces
todos los elementos del grupo son reflexiones, pues al componerlos consigo
mismos deben dar la identidad y en este caso es muy ficil comprobar que
el grupo en cuestion es finito y de hecho el mimero de elementos del grupo
es a lo sumo 2 elevado al nimero de generadores. Para exponente 3 las
cosas son mucho mas dificiles y el mismo Burnside publicé en 1902 una de-
mostracion del resultado positivo para ese caso. Hay pruebas del resultado
positivo para exponente 4, debida a Sanov en 1940, y para exponente 6, por
M. Hall en 1958, pero hasta la fecha no se conoce ningiin otro exponente
para el que el Problema Ordinario de Burnside tenga respuesta positiva.

En 1968 Novikov y Adian fueron capaces de construir para cada nimero
impar n mayor que 4.381 un grupo infinito de exponente n con un nimero
finito de generadores. Asi que, en general, la respuesta al Problema Or-
dinario de Burnside es, al igual que para el Problema General, negativa.
Posteriormente Adian mejoro la cota probando la existencia de tales grupos
para exponentes impares mayores que 665.

En 1992 Ivanov probd el mismo resultado para grupos de exponente
una potencia de 2 suficientemente grande. Por tanto podemos afirmar que
existen grupos infinitos de exponente, par o impar, suficientemente grande
y con un nimero finito de generadores.
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Es por todo ello por lo que, desde la década de los anos veinte, se inicia
el tratamiento de la parte finita de esta conjetura y que se conoce como el
Problema Restringido de Burnside.

La pregunta es la siguiente: dadas cotas n y m, jes cierto que sélo hay un
nimero finito de grupos finitos que puedan ser generados por n elementos
y cuyo exponente sea a lo sumo m?

Entre 1956 v 1979 Kostrikin fue capaz de resolver el Problema Restringi-
do para grupos cuyo exponente es un niimero primo.

Finalmente, el proceso culmina en 1990 cuando Zelmanov resuelve afir-
mativamente este problema. Su demostracion se apoya en tres aportaciones
previas centrales:

1. Los resultados de Kostrikin.
2. El teorema de reduccion de Hall y Higman de 1956.

3. La clasificacion de los grupos simples finitos, hito historico de las
matemédticas del siglo XX.

Con los comentarios precedentes, y no pudiendo resaltar los cientos de
contribuciones en esta direccion, podemos concluir que la genial solucion de
Zelmanov es fruto de una maravillosa combinacion de métodos y técnicas de
la Teoria de Grupos y de la Teoria de Algebras, lo que pone de manifiesto,
una vez mas la grandeza y universalidad de las Matemdticas.

RELACION cON GRUPOS PROFINITOS

Un grupo residualmente finito G es un grupo que puede ser aproximado
por grupos finitos. Es decir, G posee un a familia de subgrupos normales
(; tales que NG; = 1 y cada cociente G/G5 es un grupo finito.

Si (7 es residualmente finito, el sistema de subgrupos de indice finito se
puede tomar como base de entornos de la unidad, transformando G en un
grupo topologico. Si G es completo en tal topologia GG es un grupo profinito.
Equivalentemente G es un limite inverso de grupos finitos.

Todo grupo residualmente finito se puede incrustar en su complecion
profinita. Para un grupo arbitrario G, el grupo G/ N {H| |G : H| < o}
es residualmente finito. Su complecién profinita G se llama“complecién
profinita” de G.

Es ficil ver que el Problema Restringido de Burnside es equivalente al
Problema Ordinario de Burnside para grupos residuamente finitos y asi mis-
mo al Problema Ordinario de Burnside para grupos profinitos.

Platonov conjeturé que los grupos periédicos (Hausdorff) son local-
mente finitos. Wilson probé que (bajo la hipdtesis de existencia de un
niimero finito de grupos simples esporadicos) basta probar la conjetura para
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pro-p-grupos. Zelmanov tambien probd este resultado, del que se sigue la
existencia de un subgrupo abeliano infinito en todo grupo compacto infi-
nito.

En el contexto de grupos profinitos, cuando decimos que el grupo G
estd finitamente generado por elementos gy, g9,. .., yn, entendemos que el
grupo H engendrado por dichos elementos es un subgrupo denso en @,

Serre planted la siguiente

Conjetura. Todo subgrupo de indice finito de un grupo G profinito y
finitamente generado es cerrado (6 equivalentemente abierto).

El propio Serre lo probo para la clase de los pro-p-grupos, donde si C es
una clase de grupos finitos un pro-C-grupo es un limite inverso de grupos
en la clase C. Anderson lo probé para la clase de pro-C-grupos cuando C
es la clase de los grupos finitos abelianos por nilpotentes, Oltikar y Ribes
para C la clase de los grupos finitos supersolubles y Hartley para la clase
de grupos finitos resolubles con una altura de Fitting [, es decir, grupos
que poseen una serie normal de longitud 1 en que cada [actor es un grupo
nilpotente.

Shalev conjeturd que para cada n el subgrupo " generado por las
potencias n-simas de elementos de G es cerrado. Una respuesta afirmativa a
la conjetura de Shalev implicaria, via el Problema Restringido de Burnside,
una respuesta afirmativa a la conjetura de Serre,

Ademas la conjetura anterior puede ser reformulada en términos de
grupos finitos. En efecto, para probar que si ¢ es un pro-C-grupo cualquier
subgrupo potencia G" es cerrado basta probar que para cada par de enteros
positivos m y n existe un entero N = N(n,m) tal que en un grupo m-
generado de C cualquier elemento del subgrupo G" se puede representar
como un producto de N potencias de elementos de G.

En dos trabajos sucesivos C. Martinez probo dicho resultado para la
clase de los prupos nilpotentes primero y para la clase considerada por
Hartley después. Posteriormente, en un trabajo conjunto con Zelmanov,
probaron el mismo resultado para la clase de los grupos simples finitos. El
problema sigue abierto para la clase de los grupos finitos resolubles (sin
acotar la altura de Fitting).

El problema anterior estd relacionado con un problema planteado, in-
dependientemente, por (Olshanski y Rips:

jExiste una funcién F(n,m) tal que si (7 es grupo finito m-generado
y sus elementos de longitud k < F(m,n) en los generadores tienen orden
divisor de n entonces el exponente del grupo es un divisor de n?

El interés de dicha cuestion se debe a que una respuesta afirmativa per-
mitiria, gracias a una construccion de Adian y Lysenok, mostrar un ejemplo
de grupo hiperbdlico no residualmente finito y, andlogamente, un ejemplo
de grupo hiperbdélico no virtualmente libre de tarsién, habiendo sido su exis-
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tencia conjeturada desde la introducién de dichos grupos por Gromov sin
que se disponga hasta el momento de ninguno de los mencionados ejemplos.

C. Martinez ha probado la existencia de tal funcién para todo grupo
hinito resoluble, reduciendo la existencia para un grupo finito cualquiera a
la existencia de la funcion para los grupos simples finitos.

OTRrROS PROBLEMAS RELACIONADOS

Algunos problemas relacionados con el Problema Restringido de Burn-
side dependen de la respuesta a la siguiente pregunta:

JQué ocurre si se impone la perindicidad no sobre todos los elementos
del grupo, sino sobre algunos de ellos?

Cuestiones interesantes aparecen cuando se consideran elementos pri-
mitivos, es decir, elementos que se pueden incluir en un sistema de m ge-
neradores libres del grupo libre de rango m. Respuestas positivas a proble-
mas planteados en este contexto permitirian la construceion de ejemplos
de superficies complejas proyectivas con grupos fundamentales “salvajes”.
Bogomolov y Katzarkov han probado que si la conjetura de Shafarevich (la
cubierta universal de una variedad proyectiva compleja lisa es holomorfica-
mente cmwexa.] es cierta, entonces la existencia para un n > | yunm > 2
de un grupo finito rm-generado de exponente n implica la existencia de un
grupo infinito de exponente n generado por cualquier nimero arbitrario
de elementos. Asi, si para algiin exponente n se supiera que todo grupo
2-generado de exponente n es finito, mientras que existe un grupo de ex-
ponente n generado por un mimero mayor de generadores que es infinito,
se habria dado una respuesta negativa a la conjetura de Shafarevich,

Los pro-p-grupos de coclase finita han sido ampliamente estudiados.
Estos grupos estdin relacionados con dlgebras de Lie que tienen dimension
de Gelfand-Kirillov 1, enya clasificacion no se conoce. Con el objetivo inicial
de acercarse a estas estructuras C. Martinez y Zelmanov han estudiado
algebras de Jordan de GK-dimension 1, aplicando los resultado obtenidos
a la clasificacion de dlgebra y super dlgebras de Jordan con condiciones de
finitud en su crecimiento,



