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Un método combinatorio para la obtencién de polinomios
dificiles de evaluar y series trascendentes

por

Mikel Aldaz Zaragiicta

INTRODUCCION

La regla de Horner muestra que todo polinomio univariado de grado d, F =
agX4ag_ 1 X414 .. fap, puede ser evaluado en un valor numérico cualquiera
r empleando para ello no mds de d sumas v o productos. El cdleulo de F(x)
estd basado en la formula

F(z)=(...(((ae- z+a4-1) -z +a4-2)-z+aq-3)...)-c+ao ,
v se desarrolla en o + 1 pasos de la signiente manera:

o paso inicial: up := ag,
s paso de iteracion: u; 1= w1 - T+ g4, con 1 < § < d,

Sin embargo, existen polinomios familias de polinomios— para los que es
posible encontrar esquemas de evaluacion que empleen un mimero de sumas y
productos sustancialmente menor al requerido por la regla de Horner, El ejem-
plo mis sencillo que se nos ocurre es el del polinomio X? para cuya evaluacién
son necesarios a lo sumo 2[log, d] — 1 productos y ninguna suma,/sustraceién®.
Otros ejemplos de polinomios cuya evaluacian requiere un nimero de opera-
ciones considerablemente menor que el empleado por la regla de Horner son

los de la familia _
( E XJ)JEN ;

n<i<d

(Z f'iXJ)dFN !

0=j<d

o los de la familia

2El procedimiento se basa en la idea signiente:

X% = (X2 g d es par,
X=X -X%"'" sides pnpir.

Empleando un algoritmo recursivo que proceda segin lo anterior es facil ver que el niimero
de multiplicaciones necesarias para caleular X" es exnctamente la parte entera del logaritmo
en base 2 del grado d mas el namero de digitos no nulos que aparecen en la representacion
binaria de d, todo elle menes 1.



LA GACETA 163

donde f; representa el j-ésimo término de la sucesion de Fibonacei. En ambos
casos, si se tienen en cuenta las identidades

y le+|_1
x.} e
Z: N1

D

z fo X_fdxd+1+.fff+1xd_l
0= <d ’ X2+ X -1

I

la evaluacion de tales polinomios se consigue empleando una division, mas un
mimero de sumas/sustracciones constante, mas un mimero de productos del
orden® de O(log, d).

Las evaluaciones anteriores se pueden considerar dptimas, puesto que el
llamado Teorema del Gradeo establece que el logaritmo en base 2 del grado de
un polinumio es una cota inferior universal, vilida para todo polinomio, para
el niimero de productos necesarios para evaluar el polinomio. Por esta razdn,
a las familias de polinomios anteriores las llamaremos faciles de computar,
ya que la evaluacion del polinomio de grado d de una de esas familias se
puede hacer con un mimero total de operaciones del orden de (log, d)”'V. Por
contra, llamaremos dificiles de computar a aquellas familias para las que la
evaluacién del polinomio de grado d requiera, independientemente del esquema
de evaluacion que se emplee, un mimero total de operaciones de orden al menos
d) cercano, por lo tanto, a la cota superior universal proporcionada por la
regla de Horner—.

Encontrar ejemplos de familias de polinomios faciles de computar no resul-
ta complicado ~basta, por ejemplo, que los coeficientes del polinomio pertence-
can a una progresion linealmente recurrente de orden positivo v estén dis-
puestos en el orden en el que aparecen en la progresion, como ocurre en los
ejemplos mostrados—. Mayor interés tiene presentar familias de polinomios
dificiles de computar, tanto por lo arduas que resultan las demostraciones co-
rrespondientes como por las consecuencias tedricas que conllevaria conseguir
tales demostraciones para ciertas familias,

Un gjemplo de este tipo de consecuencias lo da un teorema de [, J. Lipton
(véase [Li92]) que afirma que si la familia de polinomios de Pochhammer

(II&x-9),. -

0= jeld

*A lo largo de esta exposicidn se empleard notacidn asintGtica para dar idea del crecimiento
de ciertas funciones enteras. En el caso de querer acotar por arriba este crecimiento se
empleara notacion 0, y se dird que una funcion £ es a lo sumo de orden Ofg), con g otra
funcidn, cuando existan una constante ¢ > 0 ¥ un valor ry tales que para todo @ mayor gue
oo se verifica fo) < e gle). En el caso de gue lo gue interesse resaltar sea un crecimiento
minimo s¢ empleard notacion 2, v se dird que la funcidn [ es al menos de orden (8 ), con b
una funcidn, si existen una constante ¢ > 0 y un valor =) tales que para todo @ mavor que
T se verifica f{x) = o - hir).
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es fAcil de computar, entonees existe un algoritmo que factoriza completamente
enalquier mimero entero nen tiempo (log, n)“. Recuérdese que, por ejemplo,
ciertos codigos criptogrificos empleados para salvaguardar el secreto en la
comunicacion de datos el popular sistema RSA de clave piblica es uno de
ellos basan su seguridad en la hipdtesis de que la factorizaciéon de enteros es
un problema computacionalmente dificil, es decir, que en gﬂlu-.'rul s necesita
tiempo n**Y) para factorizar completamente un entero 7.

Otro ejemplo, debido a J. Heintz y J. Morgenstern ([HeMo93]), muestra
la importancia que esta misma familia tiene en la resolucidn de sistemas de
ecuaciones polinomiales. Si consideramos el siguiente sistema de ecuaciones en
las variables Yo, ..., ¥u—1, At

Yl;z_FH=UT...,YHE_]_YH_1—{J1 Z E’Yl:x =

O<i<n

II x-i=0

< j<2n

entonces la formula

expresa una condicidn necesaria y suficiente para que el sistema tenga solu-
cion. Si se demostrara que el polinomio de Pochhammer de grado d requiere
del orden de d"™V) operaciones para ser evaluado, entonees al menos un proble-
ma -bastante natural- de la resolucion de sistemas de ecnaciones polinomiales
requeriria un nimero de operaciones exponencial con respecto al tamano del
sistema, En consecuencia, la teoria de la eliminacion podria considerarse com-
putacionalmente intratable.

En este articulo se va a presentar una nueva técnica para obtener cotas in-
feriores de complejidad en problemas de evaluacion de polinomios y funciones
racionales. En la seccidn siguiente se comienza por definir un modelo tedrico
de computacién que nos permita analizar y discutir cuestiones de compleji-
dad computacional en un contexto algebraico. A continuacion, se describe la
naturaleza combinatoria de la nueva téenica y se muestran dos ejemplos de fa-
milias de polinomios para los que esta téenica consigue dar cotas inferiores de
complejidad significativas. Para terminar, v como una evidencia mis de que
todos los campos de la matemdtica estin en relacion, se mosirard la forma
de emplear ¢l método expuesto como un noevo eriterio de brascendencia para
series de potencias formales,

En lo que sigue, K representard un cuerpo algebraicamente cerrado de
caracteristica cero v X una indeterminada sobre el cuerpo K. Ademis, se
utilizara la denominacion escalar para referirse a los elementos del cuerpo K
v no escalar para referirse a los elementos de K(X)\ K.

ESQUEMAS DE EVALUACION

El modelo de computacidn mis extensamente empleado en la biisqueda de
cotas inferiores de complejidad para problemas de evaluacion de polinomios y
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funciones racionales es el modelo llamado esquema de evaluacian —straight-line
program es su expresion en idioma inglés—.

En su forma mas general, un esquema de evaluacion de longitud L oes
una secuencia 7 1= (wug,...,ur) en la cual el primer elemento es igonal a la
indeterminada X y cada uno de los restantes elementos es el resultado de
aplicar una operacién de las del conjunto {+,—,-,+} bien a dos elementos
cualquiera de los que le preceden en la secuencia, bien a uno de los elementos
precedentes y a un escalar del cuerpo K.

Se dice que un esquema de evaluacion de longitud L computa la funcidn
racional F de K(X) si el iltimo elemento up de la secuencia es igual a .

El siguiente s un ejemplo de esquema de evaluacion en el que se computa
el polinomio X4 —4X3 +5X? — 12X + 17 de acuerdo a la regla de Horner:

up = X, upi=up—4, wr:i=up-ug, Uz:=uz+5,
g = g+ g, 5 i=1wg — 12, g :=ts5 g, wy =g+ 17.

Para cada clemento F' del cuerpo de funciones racionales K{X ) se deline
la complejidad total de evaluacidn de F, y se representa por L(F), como el
minimo de las longitudes de los esquemas de evaluacion que computan I,
esto es,

L{F):= min-{lungitud de /7 : 3 computa F} ;

Definamos una operacidn como no escalar si es, o hien un producto de ele-
mentos no escalares, o bien un cociente con denominador no escalar —excluimos
de la definicion las operaciones de adicion y sustraceion aun cuando sus operan-
dos no sean escalares .

Entonces, como cota inferior de la complejidad total sirve la complejidad
no escalar, que del total de operaciones necesarias para evaluar un polinomio o
funcién racional sélo tiene en cuenta las operaciones no escalares. En la defini-
cion del modelo de computacion correspondiente a este tipo de complejidad,
Ins operaciones aditivas v los productos por escalares se condensan formando
combinaciones lineales de resultados no escalares tal como se deseribe en Ia
siguiente definicion,

Definicion 1 Un esquema de evaluacion de longitud no esealar L oes una
secuencia (1, 73 := (Q 1. Co, ..., Qr, Ry), de elementos tomados del modo si-
quicnte:
e () =1
o (Jy:= X.
s Para cada paso no escalar p, con | < p < L, el correspondiente resultado
intermedio (J, tiene la forma

2 :=( Z “p,_rQ_:)'("f.r!( Z F’;-.;Q;)"‘“ _‘f.rr}( Z h.r"JQJ) l) 1
I<j<p 1<j<p 1<j<p

dornde :Ij,. € {0,1}, y los a,;, by;, con —1 < j < p, son escalares del

cuerpo K
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o El resultado final Ry es de la forma Ry := ) .0 @i, donde los ¢
son escalares tomados del cuerpo K. o

Diremos que un esquema de evaluacionm de longitud no escalar L computa
un elemento F de K(X) si se verifica que el resultado final Ry es igual a F.

La complejidad ne escalor de una funcion racional F se define como el
minimo de las longitudes no escalares de esquemas de evaluacidn que computan
F. esto es,

Lins(F) = min{lungitud no escalar de 1: A computa F } ;

Si los escalares apj, bpjydp yoycon =1 <j<p 1 <p<Ly-1<I<L,
se consideran como pardmetros del esquema de evaluacion, se consigue que el
esepiema de evaluacion de la Definicidn 1 represente una computacion gendrica
dependiente sdlo de la longitud no esealar Lo En particular, cada parametro
d, nos permite elegir la operacion aritmética —no escalar— a realizar en el paso
p correspondiente: el valor asignado al pardmetro d, serd 1 si queremos que
la operacion a realizar sea una multiplicacion y 0 si queremos que sea una
division. El mimero total de parimetros del esquema de evaluacion genérico
de longitud no escalar L estd acotado superiormente por el valor (L+1)(L+1).

El resultado final Ry —también los resultados intermedios 4, ....0Q0
del esquema de evaluacion genérico es una funcion racional sobre K de los
parametros del esquema y de la indeterminada X, Para poder obtener una
cota inferior de la complejidad no escalar de 17, interesa cnantificar la forma
de tal dependencia. Con este fin, se utiliza una idea que se debe a V. Strassen
([St74]) ¥ que se plasma en la siguniente herramienta téenica llamada Teorema
de Represendacion de funciones racionales.

Se recuerda que la allure de un polinomio P eon coelicientes enteros de
define como el miaximo del valor absoluto de sus coeficientes, y su peso se define
como la suma de los valores absolutos de esos mismos coeficientes, Obsérvese
que el peso de un polinomio es subaditive y submultiplicativo.

Teorema 2 Sex L un niimero natural g definese N o= (L + 1)L+ 4). Eriste
una familia de polinomios (Pp;);en, Pry € ElZy,. ... Zn], con colas de grado

grado Ppj < j(2L — 1) + 2

Y s
" adij+1)E =1
peso P ; < 2 (L+1) ) .

tales que, para cada o del cuerpo Ky para cada funcion racional F de K(X)
definida en o que se pueda computar mediante un esquema de coalueeion
de longitud no escalar L, existe un punto z, del espacio afin K tal que
el desarrollo de Taylor de F alrededor del punto «, 1,(F') en notacién, verifica

in(F) =) _ Prj{(za) (X —a).

JEN
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El espacio afin KV que aparece en el Teorema de Representacién es el
espacio afin de los parametros del esquema de evaluacion genérico de longitud
no escalar L,y el punto z, perteneciente a tal espacio afin es un conjunto de
escalares del cuerpo K tales que, al sustitnirlos en los pardmetros del esquema
de evaluacion gendrico, la computacion resultante produce como resultado final
la funcion racional F.

J. Heintz y M. Sieveking (|HeSi80]) hacen la signiente interpretacion geo-
métrica del Teorema de Representacion. Los polinomios del Teorema de Re-

presentacion permiten deflinir una familia de morfismos: para o v L nimeros
naturales, sea

Pgp, : KY — KO

el morfismo de espacios afines definido para cada punto z del espacio afin de
pardametros KV de la forma siguiente:

Denotemos por Wy g, 1a variedad de K4 obtenida como clausura Zariski sobre
Q de la imagen del morfismo $4. 1, esto es,

Wap i=1m Dy .

Si ahora identificamos cada polinomio 3., f; X7 de grado d del anillo KX
com su vector de coelicientes (fy. ..., fa) v consideramos a éste como un punto
del espacio alin K resulta que, de actnerdo al Teorema de Representacion,
a la variedad Wy, pertenecen los puntos formados por los coeficientes de los
segmentos iniciales de grado d de los desarrollos de Taylor de aquellas funciones
racionales de K({X) que se pueden evaluar con un nimero de operaciones no
escalares menor o igual a L.

METODO COMBINATORIO

Sea A un anillo arbitrario, Para cada subconjunto finito I' del anillo A
representemos por [J(1') el econjunto de todos los valores que se obtienen como
producto de elementos distintos de 17

1) = {E; .S C 1'} .

Mediante sumas, se define del mismo modo el conjunto 3 (I') para todo sub-
conjunto finito I de elementos del anillo A:

()= {Z; .8 C 1'}

fes
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Definamos p(I'), para cada subconjunto finito T' del anillo A, como el
cardinal del conjunto formado por todas las sumas de todos los productos de
elementos de I'. En términos de la notacidn introducida,

u(ry = #Yy_ (TTm)-

Ahora tomemos como A el anillo de polinomios en las NV indeterminadas
Zyy... Zn con coeficientes enteros, esto es, hagamos A = Z[Z,,...,Zx].
con N un mimero natural mayor que cero. Asimismo, tomemos como ™ un
subconjunto de d + 1 elementos de Z[Z,,..., Zx], con d un mimero natural
mayor que cero. Si se conocen cotas para el grado v el peso de los polinomios
que forman I' no resulta dificil obtener una cota superior del valor p(I'). Sean
D v W tales cotas de grado v peso:

max{gmduP: P e l‘} <D,
lIlHJC{'ZIHHIJ P:Pe T} < W,

Entonces las signientes designaldades nos dan cotas vilidas para el grado v la
altura de los polinomios del conjunto 3 ([](I')):

||mx{p;r:ulnF :Pe Z{H[F}]} < (d+4+ 11D,
rnax{alt.urap : P e E{H{T]}} < (2w,

El mimero de monomios de un polinomio de grado menor o ignal que (d+1)D
en N variables estd acotado superiormente por

({d+ 1)D + N

N ) < ((d+1)D + 1)~

5i cada uno de estos monomios va acompanado por un coeficiente entero cuyo
valor absoluto estd acotado por (2W)H | resulta que el niimero total de poli-

nomios del conjunto $([T(T)) es menor o ignal que (2(2W )4+ 14 1)(d+ D40
esto 0s,

p(T) < (2(2W)I+ 4 1)EH1DDHDY

Para cada punto z del espacio afin KV, representemos mediante I'. el sub-
conjunto de K formado por los valores de la evaluacion en z de los polinomios
de I',

Dy {Fl[z] .Pe r}.

Entonces, dado que el cardinal del conjunto I' es cota superior para el cardinal
del conjunto I',, se concluye

p(T:) < p(T) < (2(EW)H! 4 )(drnDEOY
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Apliquemos ahora, para d y L niimeros naturales dados, la acotacidn an-
terior al conjunto formado por los d + 1 primeros polinomios del Teorema de
Representacion. Bastard con hacer N := (L + 1)(L +4), D := 2(Ld + 1) y

W i= 24d+D" hara obtener de manera casi inmediata el resultado siguiente?.

Lema 3 FEriste una constante universal ¢ > 0 tal que para eada par de nidmeros
naturales d y L, y para cada polinomio F de grado d de K[ X| perteneciente a
la variedad algebraica Wy ., es vdlida la siguiente desigualdad

u(F) < Eld-i-l]""ﬂ

El Lema 3 permite obtener facilmente una condicion suficiente para decir
si un polinomio con coeficientes enteros es dificil de computar. Para ello, basta
con ver que para todo conjunto finito I" de nimeros enteros y para todo nimero
primo p se verifica que el cardinal de I' es siempre mayor o igual que ¢l cardinal
del conjunto {p(f) : f € T'}, donde w,(f) denota la multiplicidad del primo p
en la descomposicion en factores primos del niimero entero f. De lo anterior
no es dificil concluir que #5°(I') > 2%, con con b = #{w,(f) : f € I'}, lo que
nos lleva al siguiente resultado.

Teorema 4 Eriste una constante universal ¢ > 0 con la propiedad siguiente.
Sean d y L niumeros enteros. Sea F = Eu,_: j<d £ X7 un polinomio de grado
d con coeficientes enteros tal que el vector de coeficientes de F pertencee a la
variedad algebraica Wy p. Entonces para todo mimero primeo p se tiene

!oﬁz(#{vp{f} :f€ IIEF}})

- G
e log, d

E1emrLos DE Faminias pE PoLivosios DiriciLes pE CoMPuUTAR

Los signientes son dos ejemplos de familias de polinomios con coeficientes
enteros para las que el Teorema 4 permite afirmar que son dificiles de com-
putar. En estos ejemplos, L representa la complejidad no esealar de evaluacion
del polinomio correspondiente: los polinomios de las familias

Ty Y eVl

0 g < <

o L] %
verifican la cota de complejidad no escalar L* = H( ﬁ‘%). para todo mimero

natural n > 1.

TEn lo sucesiva, ol aperador e se aplicari sobre elementos del espacio afin K'Y En este
caso, ¢l sentido gque habrid de darse o la expresion p(F), siendo F oo punto del espacio afin
Ko sora el de cardinal del conjunto formado por todas las sumas de todos los productos
de coordenadas del punto F.
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El lector interesado en obtener la cota inferior dada para el polinomio
Z 22' Y3 X7 9410 habra de observar

0<j<d
A2l 331N _ ol ¥3l .
#{w(ﬂg ),Sg{u,.,,,d}} #{j;g il.8c{o d}}
> #{X2:5cqo,...,1¥a)}}
jes
= 9l Vid|+1 >

¥ a continuacion aplicar el Teorema 4 con p = 2 para obtener

12 .lugz(#{u_g(njESEH wl)?SE{ﬂ.,....d}})

= (‘~l¢lﬁl+1 .

log., d

=

La cota de complejidad para el otro polinomio se obtiene de forma similar.

El ejemplo anterior evidencia la limitacion de la que adolece el método

expuesto, Para que la desigualdad p(F) < 2@+ 4ol Lema 3 produzea
una cota inferior significativa para la complejidad no escalar L del polinomio
F de grado d es necesario que g F) sea un valor de orden mayor que una
exponencial en d”!!). Esto sélo es posible si los coeficientes del polinomio F
tienen un crecimiento doblemente exponencial, como los dados en el ejemplo,
o cercano a ese orden. Polinomios covos coeficientes tienen un crecimiento

menar, como es el caso del polinomio de Pochhammer, quedan a la espera de
nuevas ideas,

NUEVAS SERIES TRASCENDENTES

El método de complejidad algebraica descrito puede ser aplicado a cues-
tiones clasicas de trascendencia en geometria y teoria de nimeros, actuando
los resultados de convergencia del algoritmo de Newton-Hensel como conexion
entre la teoria de la trascendencia v la complejidad alpebraica.

En esta seccion, cuando o designe una serie de potencias formales e
K[| X]] se denotara por &, para cada elemento o del cuerpo K, el desarrollo
formal de Taylor de & en el punto a, esto es,

M
jEN &

o% = Z UU}-{“}{X a)l.

También se empleara la notacion o, con k un mimero natural cualquiera, para
designar el polinomio formado por los 2% primeros términos del desarrollo o™,
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esto es,

ayp = Z JFH}{X a) .

U<j<2k

El segmento inicial de grado 2% — 1 de la propia serie @ se denotari como ay,.

Teorema 5 Sea o una serie de potencias formales del amillo K[| X|]. Si exste
un valor ¢ > 0 tal que para todo nimero natural k la complepidad no escalar
del polinomio oy, es mayor que k'Y esto es. siose verifica

Ty 'E‘ 1'1;2*4.1.-”- )
eritonces la seric o es trascendente sobre K{X).

La demostracion del teorema se basa en los conocidos resultados de con-
vergencia del algoritmo de Newton-Hensel. Sea o € K[[X]] una serie algebraica
rafz del polinomio irreducible PP € K[X||Y], ¥ sea & un escalar del euerpo K
tal que o(a) es una raiz simple del polinomio Pla,Y) € K[Y|. Entonces al
comenzar la iteracion de Newton-Hensel en el punto o) v tras realizar &
iteraciones, la funcion racional oblenida es una npruximm*ifm de orden .E"'
la serie @ en el anillo K[[X — a]], esto es, los 2% primeros términos de a® y
del desarrollo de Taylor en o de la funcién racional obtenida coinciden®, D o
que ¢l mimero de operaciones no esealares a realizar en cada iteracion es cons-
tante, el algoritmo de Newton-Hensel permite obtener una aproximacion de
orden 2% al desarrollo #” empleando un nimero de operaciones no escalares
proporeional a k.

De acuerdo con lo anterior, si la serie o es algebraica existe una constante
e tal que, para infinitos valores o del cuerpo K, la condicion Zariski cerrada

of € Was_y

es vilida para todo natural k. Esto es incompatible, por razones de continuidad
en la topologia del espacio afin K2 que contiene al cerrado Zariski Woe ) 4,
con ln condicion expresada en el enunciado del Teorema 5, lo que permite
concluir que toda serie que verifique tal condicion serd trascendente,

Combinando los resultados del Lema 3 y del Teorema 5 se obtiene cotno
corolario el siguiente criterio de trascendencia.

SEl algoritmo de Newton-Hensel procede de la siguiente manera:

s paso inicial; & = ofa),

; ; P{X. &)

& paso de iteracion: £ea = L — "”'{}L ‘. }
El mimero de operaciones no esealares que se realizan en cada paso de iteracion os igual al
nimero de operaciones necesarias para evaluar en ¥ la funcion racional ¥ — 5 v esto silo

depende del polinomio M v no de la iteracion a realizar. En el contexto algebraico en el que
se presenta, el algoritmo de Newton-Hensel siempre converge.



172 La CoLuMmna DE MATEMATICA COMPUTACIONAL

Corolario 6 Sea o una serie de potencias formales del anillo K[| X]]. Si existe
un valor € = 0 tal que para todo nimero netlural b se verifica

2k3+|
plog) > 2
entonces ln serie o es rascendente sobre K{X).

Los siguientes son ejemplos de series de potencias formales cuyva trascen-
dencia sobre C(X) se puede probar mediante el eriterio del Corolario 6.

1 |
1. Z ‘Fl—,‘m}{) ¥ Z WXJ . para todo nimero natural n > 1.
JEN jEN

1 1
2. Z 229“}){1 ¥ Z WXJ , con ¢ la funcién de Euler.

JEN JEN

1 | . , .
3. Z 5270 X'y Z EM”I,XJ, con 7(j) el mimero de primos menores o
JEN JeN

iguales que j.

| .
4, ZET,XJ‘YE

JeN JjEN

X7 con f; el j3-ésimo niimero de Fibonacei.

1 ;
E T P B ; y
5. SATTowG 7] XT | para todo mimero patural n > 4,
JEN

NoTAS BIBLIOGRAFICAS

La teoria de la complejidad algebraica, en lo concerniente a la obtencidn
de cotas inferiores para problemas del dlgebra numérica, es una de las ramas
mis antiguas de la Informatica Tedrica.

Los estudios actuales tienen su origen en un trabajo ([OsHhd]) que A.
M. Ostrowski publica en el ano 1954 tras haberse interesado por la opti-
malidad de la regla de Horper para la evaluacion de polinomios. Ostrowski
conjeturd que todo esquema de evaluacidn general —que sirva para cualquier
polinomio, sin aprovecharse de la particular forma de éste  necesita realizar
d productos/divisiones escalares y no esealares para evaluar un polinomio
univariado de grado o, independientemente del nimero de adiciones o sustrac-
ciones usadas. Su conjetura fue probada doce anos después por V. Ya. Pan
([Pan6t]), demostrando con ello que la regla de Horner es el inico algoritmo
aptimao para el problema de evaluacion de polinomios,

Los estudios en complejidad algebraica continuaron durante toda la década
de los sesenta v a comienzos de la siguiente se disponia va de un coherente
cucrpo de resultados tedricos el Teorema del Grado es uno de ellos . Sin
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embargo, no fue hasta el ano 1974 cuando V. Strassen (|St74]) presenté los
primeras familias de polinomios dificiles de computar en un trabajo en ¢l
que también nos legd la principal herramienta usada hasta el momento en la
biisqueda de cotas inferiores de complejidad para problemas de evaluacion de
polinomios, el Teorema de Representacién. Siguiendo la linea del anterior, C.
P. Schnorr ([Sc78]} simplificé las técnicas usadas por Strassen y mejord sus
resultados. J. Heintz y M. Sieveking ([HeSi80]) fueron pioneros en realizar
una interpretacion geometrica del Teorema de Representacion para después
introducir un método nuevo, y mis adaptable, que hace uso del concepto de
grado de una variedad y de la desigualdad de Bézout. En [HeMo93], J. Heintz v
J. Morgenstern adaptan el método anterior al caso de polinomios dados por sus
raices. El método combinatorio explicado en estas paginas puede encontrarse
en [AlHeMaMoPa98].

La relacion entre la complejidad no escalar de evaluacion del polinomio
de Pochhammer y la factorizacion de enteros aparece en [Li92]. En [HeMo93] se
puede encontrar también la comentada relaciin entre el polinomio de Pochham-
mer y la complejidad de la resolucion de sistemas de ecuaciones polinomiales.
Para comprender el efecto que en la teoria de la eliminacion ticnen tanto la
complejidad de evaluacion de polinomios como la complejidad de codificacidn
de mimeros enteros, puede consultarse el survey [Par95] de L. M. Pardo sobre
este particular.

Por iltimo, el articulo [KuTr78] de H. T. Kung y J. F. Traub es un comple-
to estudio de la convergencia de diferentes métodos numéricos de aproximacion
empleados en un contexto puramente algebraico. Sus resultados, v las sugeren-
cias de L. M. Pardo, inspiraron los que aparecen agui en la parte dedicada a
trascendencia de series formales.
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