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Por el giro de una aguja

Antonio Cérdoba

Para ella

MANIOBRAS EN AMBITOS ESTRECHOS

Un tema clasico de la teoria de la medida surgié alrededor del curioso
problema formulado por Kakeya [9]: Hallar un conjunto plano de drea minima,
dentro del cudl sea posible mover conbinuamente un segmento hasta invertir
Su posicion.

Supongamaos, para fijar la disension, que tenemos un

e . segmento AB de longitud unidad (figura de la izquierda).
\ Es obvio que un giro de 180° alrededor de su punto medio
{ / | realiza la tarea encomendada. La aguja barre un circulo de
A% 4 drea igual a m/4.

Sin embargo, por muy natural que nos parezca, no
hemos obtenido la solucién al problema planteado por
Kakeya. Un triangulo equilatero de altura unidad también permite invertir
la posicion de la aguja, deslizandola dentro de él por medio de la sucesion de
movimientos ilustrada en la siguiente figura:

\ By
X
7\
A,/ < B\ L X
Traslacion Traslacion

El area del triangulo es menor que la del circulo, pero tampoco es la respuesta.
En realidad la solucién no existe, como demostro Besicoviteh, que es uno de
los creadores de la teoria geométrica de la medida.

En términos mids precisos: Besicoviteh ided un método que permite, por
pequeno que sea el mimero positivo e, construir un conjunio de drea menor que
¢ donde es posible invertir continuamente la posicion de la aguja. La construe-
ciom asemeja el crecimiento de un drbol, desde su semilla, un tridingulo de drea
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pequena, hasta su ramaje adulto, formado por muchos tridngulos delgados que
se corlan en partes comunes, de manera que la aguja puede moverse de rama
en rama hasta girar su posicion inicial, mientras que el direa total del drbol se
mantiene pequena.

Existe una pelicula filmada, que
es una interesante experiencia de
didactica de las Matematicas, en la
que Besicovitch explica el crecimien-
to de estos arboles. Varios autores,
entre los que cabe citar a M. de
Guzman [8] y E.M. Stein [10], los
han incluido también en sus mono-
grafias. En el limite de la construc-
cion se obtiene un conjunto de me-
dida cero y que, sin embargo, contiene a un segmento de longitud unidad (de
hecho puede conseguirse toda una linea recta) en cualquier direccion del plano.
A cvomienzos de los anos setenta, C. Fefferman encontrd diversas aplicaciones
analiticas de las propiedades “paraddjicas”de estos conjuntos. Fspecialmente
celebrada fue su refutacion de la conjetura acerea de la acotacion del multi-
plicador del disco (7).

semilla 1° brote 2° brote

EL CASO DE UNA AGUJA GRUESA

En la discusidén anterior se trataba de una agnja idealizada, sin grosor,
para la que hemos tomado como modelo a un segmento rectilineo orientado.

Consideremos ahora una aguja gruesa
que podemos modelar por un rectangulo de
dimensiones 1 % e: ;Cuanto debe medir un
conjunto que contenga agujas en todas las
direcciones del plano? Es claro que el drea
debe ser, por lo menos e, pero seguramente
sera algo mayor. El teorema que enunciamos
a continuacion, da una respuesta precisa de
hasta donde podemos llegar en este caso.

Teorema 1 Eriste una constante C' > 0 tal que si un subconjunto del plano
contiene un rectangule de dimensiones | x € en cada direccion, entonces su
drea debe ser mayor o igual que C'/[1 + |loge|]

(De la demostracion del teorema podemos estimar una cota para la constante
C; por ejemplo, C' = @ /4 sirve, pero éso serda irrelevante en nuestra discusion. )

Prueba.
Sea P un subconjunto medible del plano que verifique las hipotesis del
teorema. Para cada mimero natural 7, 0 < j < ¢!, designemos por I; a un
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rectingulo de dimensiones 1 x ¢ contenido en el conjunto P, euya direccidn,
L.
el
Obtenemos un total de [¢7'] + 1 rectdngulos, donde hemos usado la no-
tacion habitual [t] para designar a la parte entera del niimero real ¢.
Sea ¢; la funcion indicadora del rectangulo Rj, es decir, ¢;(z,y) = 1 si
(z,y) es un punto de RJ. mientras que ¢;(xr, y) = 0 en caso contrario.

Tenemos que € = area(R;) = [ [ ¢;(z, y) drdy. Luego:

< drea(R;) = di(z,y) drdy
ot~ [ [

es decir, el dngulo que forma su lado mayor con la horizontal, sea w; —

1
2

2
Slﬁrea,{uﬂj)]% ff Y dilxy)| dady
J

para lo que hemos usado la desigualdad de Hélder en el tltimo paso.
A continuacién, observemos que:

2
// > oi(zy)| dedy = Z[f dj(x, y)dn(x, y)dzdy
i ik
=) drea(R; N Ry).
ik
Un sencillo cdlenlo trigonométrico (véase la figura siguiente) nos da:
area(R; N Ry) < -

t
i @ |k — j
estimacion:

cuando |k — j| > 1. Por lo tanto obtenemos la

o

1 < [drea(UR;)) E Z [J [e71] +1

1
< [drea(UR)IE (1 + log [e))].

o " m 1 ”
Es decir: area(P) > area(UR;) > — ————, uniformemente en 0 < ¢ < 1.
11+ |loge|
R,
_——’ﬁf—*" it me Ikl
er 2
Ry
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VARIEDAD DE ARBOLES

Mostrar que el teorema anterior es de lo mejor posible, implica construir,
para cada € > 0, un conjunto I’ que contenga rectangulos de dimensiones 1 x ¢
en cada direccién del plano y de area menor que C'/|loge|. Donde €' < oo
sea una constante absoluta, es decir, independiente de € > 0. En este empeno
indicaremos también los detalles que son precisos para resolver el problema de
la aguja delgada.

Consideremos un triangulo Ty de altura
ho(> 1) y base by en el que podemos girar un
dngulo 3, un segmento de longitud unidad.

El mismo efecto puede conseguirse en el
conjunto P, obtenido al dividir en dos partes
el tridngulo Ty por la mediana de su base y
trasladar después los tridngulos resultantes para
que se solapen un poco. El solapamiento lo con- : :
trolamos por medio del parametro o, % <a<l. by

El conjunto obtenido al que hemos designado por P (pimpollo), consta de
un tronco, que es un triangulo T} semejante a Ty con razon «, y dos ramas
R). Unas sencillas consideraciones basadas en la semejanza nos producen la
identidad:

area( P) = area(1}) + drea(R;) = [a® + 2(1 — a)?|area(Tp).

Cantidad que podemos hacer estrictamente menor que drea(T) sin mas
que escoger el niimero o convenientemente.

(i {
T, \ﬂ'z _ P ; A
hy

ol |
E’t‘h’r2 E?ll-r\-2 ) bi= abp ’

hi= u hy

hy Rl

Si 1, B2 son los dngulos opuestos a la base by/2, de los tridngulos de la
subdivision de Ty, es claro que By = 81 + 32 y que la aguja puede ser girada
un angulo B; en T (respectivamente, 35 en T7).
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Ohservemos también que Ty, T3 tienen dos lados paralelos y que es posi-
ble trasladar la agnja a una posicién paralela, siempre que dispongamos de
una porcion de drea por gastar, por pequena que ésta sea, como muestra la

F . i y .
figura: area(ABD’)+ area(A” B"AY) < =, y el angulo v puede ser tomado

arbitrariamente pequeno con tal de alargar la figura a una distancia suficien-
temente grande. Obsérvese que la aguja describe drea cero cuando se mueve
en las lineas rectas AB" y B" AV,

La combinacion de las dos observaciones an-
teriores permite usar el conjunto P para girar
la aguja un dngulo total Ay dentro de un darea
estrictamente menor que la de Ty, La idea de
Besicovitch consistio en iterar esta construceion
muchas veces.

Dado un entero positivo n, dividimos la base
de un triangulo equilitero Tpy, de altura hg, en 2"
segmentos de idéntica longitud. A partir de ellos
obtenemos la descomposicién en triangulos:

A

we)

arl g2 2t
?—h= IU UI” U....f”,
Con cada pareja T{?r“_l u T['f"', donde
k=1,...,2"! construimos el pimpollo

PF=TtUR:

de la manera deserita anteriormente y usando
un pardmetro % < < 1.

Observemos que los distintos triangulos T,
k= 1,...,2"" tienen, cada dos consecutivos,
un lado comin. Por tanto, pueden ser traslada-
dos hasta posiciones adyacentes y formar un
nuevo triangulo 71 que es semejante a Ty con
razon oy,

Trasladamos también las ramas R'{' a las posi- 4
ciones correspondientes /25, obtenemos como unién
un conjunto Ay, el primer arbol, que verifica: e

A| .—...Tl l_l!‘i’}L_lfI‘fU...Uf?.f"_l, Pl an
T: TE-': 4 II . A i Ty
drea(A;) < [af +2(1 — ay)?]drea(Tp) _ Sl

Observemos que ¢l triangulo T es, a su vez, una unién de 2™ ! triangulos de
igual base (ayby2 ™1) y altura (h; = ayhy). Podemos repetir el mismo proceso
con otro parametro ag, 5 < ag < 1, v asi sucesivamente un total de n veces, con

o=

-

k
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pardmetros respectivos o, o, ..., ay,. (Las monografias [8] y [10] contienen
esta construccién con todos los detalles, en el caso ay=az=...=a,.)
Al final obtenemos un arbol

A, =T, U {ramas}
de manera que

drea(An) < {ofad---0f +2[(1 — ay)? + af(1 — ad)+

+ ot ajed ol (1 - al)]}drea(Ty).

Fijamos ahora los valores

1
vw=1-—-k=12...,
ok n+2—-%k u
que nos dan las estimaciones
1 1
mn
D IO e T 1 - =
" " k=’( n+2—k) n+1
(1;-_“. — rxk,,.l) =1 — XL

Por tanto:

{. KA 1 V¢ 2
ir < area(Ty) < —drea(Th).
area(A,) < (n T 1) + 2n (u = 2) } wea(Ty) < udud{?g)

Finalmente observemos que los 2" triangulos de la subdivision original pueden
ser trasladados hasta encajar dentro de A,. Por tanto, si hemos partido de
ho = 2, entonces cualquier rectangulo de dimensiones 1 x 27", que forme un
angulo menor de 30" con la altura del triangulo equilatero inicial Ty, puede
ser trasladado también dentro de A,,. Uniendo los seis conjuntos obtenidos
al rotar A, con los angulos ja /6 radianes, j = 0,1,2,3,4,5, obtenemos el
conjunto pedido para e = 27", Il caso general, € > 0, se reduce a éste con
suma facilidad.

COROLARIOS, VARIACIONES Y PROBLEMAS ABIERTOS

Llevando al limite el método de Besicovitch obtenemos un conjunto de
medida cero y que, sin embargo, contiene segmentos de longitud unidad en
enalquier direccion del plano (remitimos de nuevo a [8] donde pueden en-
contrarse los detalles). Este econjunto, al que designaremos K, es ciertamente
pequeno, de medida nula. Sin embargo, su dimension fractal o de Minkowski
es grande, la mayor posible:

dimpy(K) =2,
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Recordemos que la dimension es el valor del limite siguiente:

dim g (K) = lim |2 - w]

log e

siendo K, = {x : dist(z, K') < €}. Observemos que K, contiene a un rectangulo
de dimensiones 1 x € en cualquier direccién del plano segiin el teorema

(JT
area(K,) > —.
(Ke) 2 |[loge| + 1

Por tanto,
log(drea(K,))
loge

log | log €]

-0, ¢ = 0.
[log €|

Las propiedades de estos conjuntos estin intimamente relacionadas con
las sumas parciales esféricas de series de Fourier miiltiples. En particular, hay
una funcién maximal y un lema de recubrimiento asociados a los rectangulos
de excentricidad ¢! (cociente entre el lado mayor y el lado menor).

Las referencias (3], [4] v [5] contienen algunos resultados del autor de este
articulo sobre esos objetos.

(Qué ocurre en dimensiones mayores?

Problema 1 EnR? (en general en R" ) lenemos también agujas (cilindros)
de altura unidad y radio € > 0:

4Cual es el volumen menor que puede contener a una e-aguja en cada
direccion del espacio?

Se trata de un problema interesante, con aplicaciones diversas, y del que
desconocemos la solucion. T. Wolff ha obtenido algunos resultados parciales
en el caso i > 3, Su trabajo [11] ha sido distinguido en la concesion del premio

Bocher de la AM.S.

Problema 2 Tomemos coordenadas carlesianas en el plano. Supongamos
que por cada punto del eje OX de coordenadas (ﬁr,ﬁ), donde k=1,2,....N,
pasa una recta distinta del eje OX.

Sea j un entero positivo y designemos con Fyn(7) el nimero total de puntos
distintos obtenidos al intersecar estas rectas con las lineas paralelas de ecua-
ciones; y = L,y = 2;...;y = 7.(En otras palabras: el nimero total de puntos
de las rectas trazadas, cuyas ordenadas son enteros posilivos no mayores gue
j.) Es claro que Fx(1) > 1 y no resulta dificil probar que Fy(2) > N'/2.

;Es cierto que Fy(3) > CN2/3¢

1
iEs cierto, en general, que Fy(j) > CN'~7% (Para alguna constante
absoluta C > 0.)
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Supongamoes que a través de cada inlervalo

(¢5) (5} oo

pasa una franja que no sea paralela al eye OX.

Designemos con My (k) la medida lineal de la interseccion de la union de
estas frangas con las lineas horzontales y =1, y =2,...,y = k.

iEs cierto que My (k) > CN-Vk?
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