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INTRODUCCION

Las variedades aproximadamente Kahler son en cierto sentido las mas
interesante dentro de las 16 clase de variedades casi Hermitianas. Son intere-
santes por su estructura, por cierta semejanza que tienen con otras variedades
mas ampliamente estudiadas, como variedades con holonomia SU(n) vy como
veremos mas adelante, por ciertas construcciones que se pueden hacer a par-
tir de ellas. El estudio extensivo de estas variedades se iniciéd en la década
de los setenta con los trabajos de Alfred Gray [Gra70], [Gra76] y otros. Re-
cientemente ha resurgido el interés en ellas; principalmente en relacién a la
existencia de estructuras complejas en la esfera de dimensién seis.

De particular interés es el easo de dimensidn seis, que tiene una relacion
cercana con el estudio de grupos de holonomia; en particular con los grupos
de Lie excepcionales Gy y Spin(7). Cabe destacar que en dimensién seis las
variedades aproximadamente Kihler son de Einstein y poseen curvatura es-
calar positiva. Ademss, al considerar una proyeccion natural de la conexién de
Levi-Civita obtenemos un ejemplo natural de un instantén generalizado sobre
el fibrado tangente. Es por eslo que haremos especial énfasis en las propiedades
de las variedades aproximadamente Kahler en dimension seis.

DEFINICIONES

Las variedades aproximadamente Kihler son una clase de variedades casi
complejas. Cuando uno quiere introducir la herramienta de la variable com-
pleja al estudio de las variedades diferenciables; el primer paso natural es
considerar variedades complejas donde el espacio sobre el que modelamos la
variedad es C™ y los cambios de coordenadas son holomorfos. Sin embargo,
puede uno ser menos ambicioso y considerar variedades casi complejas donde
la estructura compleja la tenemos solo a nivel del espacio tangente; es deeir,
cada espacio tangente tiene una estructura de espacio vectorial complejo. Esto
se logra con la existencia de un endomorfismo del haz tangente J: TM — TM,
con la propiedad de que J? = JoJ — —Idpp. La existencia de dicho endo-
morfismo nos restringe en particular a variedades de dimension par n = 2m.
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Dada una variedad con una estructura casi compleja siempre es posible
encontrar una métrica Riemaniana para la cual J es una isometria; de este
modo una variedad casi Hermitiana es una variedad con toda esta estructura
¥ la denotamos por (M, g, J). Una estructura casi Hermitiana en una variedad
representa una reduccion del grupo de estructura del fibrado de referencias al
grupo unitario y como tal se puede remontar su estudio a fines de los anos
cuarenta. Es interesante notar como, historicamente, la esfera de dimension
seis S% ha jugado un papel importante en relacion con el estudio de las es-
tructuras no integrables y ademas es el ejemplo candnico de una variedad
aproximadamente Kihler. Podemos encontrar una resena historica del estudio
de estas estructuras en [Gra83)].

En una variedad casi Hermitiana se define la dos-forma fundamental o
forma de Kiahler nsando la métrica y la estructura casi compleja mediante:

w(X,Y) = g(JX,Y),

v es el estudio de ésta lo que permite hacer una clasificacion de los dife-
rentes tipos de variedades casi Hermitianas. Mas precisamente, encontramos en
[GHBU] que, cuando consideramos la conexion de Levi-Civita ¥V asociada con la
métrica Riemaniana v descomponemos el espacio de tensores que presentan las
mismas simetrias que la derivada covariante de la forma de Kihler Vw bajo la
accién del grupo unitario, existen en general cuatro componentes irreducibles,
lo cual nos da 16 = 24 subespacios invariantes. Cada subespacio invariante da
Ingar a una clase de variedades casi Hermitianas.

Veremos varias formas equivalentes de caraeterizar las variedades aproxi-
madamente Kihler. La forma mas comnin de verlas definidas es:

Definicién 1 Una variedad casi Hermitiana M es aproximadamente Kihler,
st la estructura casi compleja J satisface (VxJ)X = 0 para todo campo vee-

tortal X sobre M.

Estamos particularmente interesados en variedades que son aproximadamente
Kiihler, pero no Kihler; es decir, en aquellas para las cuales Vw # 0, pues
en su estudio se hace uso de este tensor. A estas variedades las llamaremos
estrictamente aprorvimadamente Kahler.

En una variedad casi compleja podemos descomponer la complejificacion
del fibrado tangente en vectores de tipo (1,0) y (0, 1) comao los fibrados donde
(In extension de) J achia como @ y —i, respectiviamente:

TMRC=T"g 1",

Cuando consideramos los duales correspondientes v sus potencias exteriores,
esta descomposicion nos da:

Aii,“ - A}j(}t-l_ll}:
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A = AT(TOT)

AP — APD ®c AO9
(NTM)2xC = B AP
prg=r

Abusando un poco de la notacién, usaremos los mismos simbolos para espacios
vectoriales sobre un punto o fibrados vectoriales, los cudles se distinguen segiin
el contexto. También denotamos (siguiendo [Sal89]) por [AP?] para p # q v
[AP?] los fibrados reales, tales que

[A"]@rC = API@ AP
[AP*] &g, C APP

Las diferentes caracterizaciones de variedades aproximadamente Kahler,
las podemos ver en la siguiente

Proposicién 1 [RC93] Pare una variedad casi Hermitiana (M*",g,J), las
siguientes afirraciones son equivalentes:

1. M es aprozimadamente Kahler,
2. Vw € [A39],
2. dw = 3Vw,

4. Para cualesquiera campos e, f € TV M, tenemos que
a) Vgf eT!O
b) V.f+Vye e TP

EJjempLoOs

El ejemplo candnico es la esfera de dimension seis S%(A), con curvatura
escalar constante A. Como espacio homogéneo ésta puede ser descrita como
el cociente G2/ SU(3). Es ademas un ejemplo de un espacio 3-simétrico de los
cuales hablaremos mas adelante. Sin embargo, hay una manera muy intere-
sante de describir la estructura casi compleja utilizando el producto vectorial
que existe en R7 con propiedades similares al de B? (ver [Gra69]). Si de-
notamos por N el eampo vectorial normal unitario a S§%(A) inducido por el
embebimiento estandar en BT, la estructura casi compleja en la esfera esta
dada por JX = N x X para X un campo vectorial tangente sobre la esfera.
No es dificil caleular la derivada covariante de la forma de Kihler indoeida v
convencerse de que la esfera, con esta estructura, es una variedad aproximada-
mente Kihler.

Esta estructura en la seis esfera tiene propiedades muy interesantes. Por
ejemplo, no hay funciones localmente holomorfas [Her56] y no existen sub-
variedades casi complejas de dimension cuatro, ni siguiera localmente, Una
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pregunta natural que sigue abierta es si S° admite una estructura comple-
ja. Avances en esta direccion los podemos encontrar en [LeB87|, [Gra97],
[BH], [HKP]. Cabe notar que cualquier variedad Riemaniana, simplemente
conexa, simétrica, irreducible que sea estrictamente aproximadamente Kihler,
es isométrica a §° (ver [Sek84]). Ademads se sigue de una clasificacién que vere-
mos mas adelante que, las variedades estrictamente aproximadamente Kahler
de curvatura seccional holomorfa constante son localmente isométricas a S%

Esta construccion tiene una generalizacién interesante que permite definir
una estructura casi compleja en cualquier subvariedad de dimensidn seis de [R®
usando un tres-producto vectorial (ver [Gra69]). De hecho esta estructura en
R® esta definida por la accién de Spin(7) [Bry82]. En particular Alfred Gray
hace un estudio de las propiedades que tienen algunas clases de variedades
casi Hermitianas definidas de esta manera.

ESPACIOS 3-SIMETRICOS

Los espacios 3-simétricos estan cercanamente relacionados con las varie-
dades aproximadamente Kéhler. A grandes rasgos, un espacio 3-simétrico, es
una variedad Riemaniana, tal que para cada punto p en M tenemos una
isometria (local) #,: M —» M, que tiene a p como punto fijo aislado, y tal
que #; — Id. Esta teoria la desarrollan en detalle Wolf y Gray en [WGE8] y
|GraT2|. La idea central para relacionar un espacio 3-simétrico con una estruc-
tura casi compleja es la signiente: si tenemos una estructura casi compleja y
buscamos un automorfismo #, tal que, #* = Id, en el plano complejo tenemos
el que nos da la multiplicacion por una raiz cubica de la unidad,

De hecho los resultados son locales y puede verse en [Gra72| como, la
existencia de una estructura casi compleja es equivalente a la existencia de
una “famila de difeomorfismos cibicos locales™; es decir, que para cada punto
de la variedad tenemos una vecindad y un difeomorfismo de esa vecindad en
si misma, tal que, el difeomorfismo al cubo nos da la identidad en la vecindad
y tiene como unico punto fijo al punto en cuestion. La caracterizacion de
los espacios 3-simétricos que son aproximadamente Kahler esta dada por los
espacios homogeneos M — G/K que son naturalmente reductivos; es decir,
que son reductivos (tenemos una descomposicion g = m & ¥ que es Ad(K)-
invariante) y satisfacen:

(X, ¥Y]m2Z) = (X, [¥, 2] ) para todo X, Y, Zem

Proposicion 2 [Gra72] Sea M — G/K un espacio pseudo-Riemaniano 3-
simétrico. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

e M es naturalmente reductivo.
e La estructura casi compleja asoctada a M es aprovimadamente Kihler.

Ya hablamos de la esfera S% que es un espacio aproximadamente Kihler
naturalmente reductivo. Otro ejemplo se obtiene de la signiente manera: con-
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sideremos un grupo de Lie (¢ compacto, simple, simplemente conexo. Al pro-
ducto (¢ x 7 le damos una estructura de espacio 3-simétrico considerando

M=GxGxG/G~GxG,

donde G C G x G x G es la diagonal y (g1.92,93) — (g3.91.92) induce un
automorfismo de orden 3 en M. La métrica en G x G no es la métrica pro-
ducto, pero hace a M un espacio homogéneo naturalmente reductivo y por lo
tanto aproximadamente Kahler. En particular, si tomamos G = SU(2) ~ S,
concluimos que S? x S* tiene una estructura aproximadamente Kahler.

ESrAaclos DE TWISTOR

Dada una variedad Riemaniana M | orientable de dimensidn par, el espacio
de twistor Z(M) es el fibrado sobre A, con proyeceién «, euva fibra sobre
cada punto p consiste del espacio de todas las estructuras casi complejas en
el espacio tangente a la variedad en ¢l punto p compatibles con la métrica.
En el easo particular euando la variedad M es de dimensiéon enatro, tenemos
una manera geométrica mas explicita de trabajar en el espacio de twistor,
pues la fibra sobre cada punto es una dos-estera dentro de A< (las dos-formas
anti-auto-duales).

Esto nos permite definir de manera natural dos estructuras casi comple-
Jas, JJy y Ja, en Z(M) de la siguiente manera: Dado un punto z € Z(M), el
espacio tangente a Z(M) en este punto se descompone en la suma directa de
un subespacio tangente a la fibra y otro isomorfo al espacio tangente a M en
p = w(z). Mas ain, z determina una estructura casi compleja en T, M, la cual,
junto con alguna de las dos (por la orientacion) estructuras casi complejas de
la fibra (una dos-esfera) nos da la estructura casi compleja de T.Z(M ). Estas
dos estructuras casi complejas que solo difieren por un signo en la distribu-
ciém vertical, tienen propiedades muy diferentes. Por ejemplo. J; permanece
invariente bajo cambios conformes de la métrica de M. lo cual no sucede para
Ju. La fibracion (Z(N),J,) — N es una generalizacion natural de la conocida
fibracion CP? 3 8% de Penrose; sin embargo, la que es de interés en el contex-
to que estamos considerando, es la estruetura Jo. El espacio total (Z(N), 1)
pertenece a alguna clase de variedades easi Hermitianas dependiendo de econdi-
ciones en la variedad M (ver [E‘vluis}ﬁ?]}. Mientras que Jo nunca es integrable
[Sal85], Ativah, Hitchin y Singer [AHSTS8] encontraron que Jy es integrable si
v solo si M es una variedad anti-auto-dual.

Para nuestro andlisis, lo que hace importante a la estructura Js s la
siguiente proposicion que se desprende de [Sal89]

Proposicion 3 5 M es anti-outo-dunl, de Finstein y con curvatura escalar
positiva, entonces (Z(M)..Jy) puede ser dotada de wna métrica que la haee
aprorimadamnente Kahler.

Observemos que segiin Hitchin ha demostrado [Bes87], las tnicas variedades
compactas (0 completas) que satisfacen las hipétesis son §1 v CP°, a partir
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de las cuales obtenemos estructuras aproximadamente Kihler en el espacio
proyectivo complejo de dimensién tres CP* y 1a variedad de banderas F3 re-
spectivamente.

Estos dos ejemplos de espacios de twistor que son variedades aproximada-
mente Kihler, CP* y I, con la estructura casi compleja Jo, pueden ser vistos
también como espacios 3-simétricos cuando consideramos o = }(v3.J; — 1),
que se extiende a un antomorfismo del dlgebra de Lie correspondiente (so (5)
en el primer caso v su (3) en ¢l segundo).

CLASIFICACION

En la literatura encontramos una clasificacién de las posibles variedades
aproximadamente Kihler con curvatura seceional holomorfa constante en cada
punto. Este estudio resulta de buscar andlogos (casi) complejos de los espacios
de curvatura constante.

La curvatura seccional holomorfa esta definida como la curvatura seceional
restringida a secciones holomorfas. Un subespacio TT bidimensional del espacio
tangente a M en un punto p, I1 © T, M es holomorfo siempre y cuando exista
una base de la forma {x, Jr}.

La clasificacién de variedades aproximadamente Kithler con eurvatura sec-
cional holomorfa constante en cada punto de dimensién por lo menos enatro
esta dada por la siguiente:

Proposicion 4 [Gra74] Sea M una variedad aprorimadamente Kdhler con
curvatura secctonal holomorfa H constante en cada punto. Suponer que la
dimension de M es mayor o igual que cuatro. Entonces, cristen dnicamente
las siguientes cuatro posibilidades.

(i) M es localmente isométrica a C", si H = 0;
(ii) M es localmente isométrica al plano proyectivo complejo CPF";
(iii) M es localmente isométrica a S%;

(iv) M es localmente isomélrica al espacio hiperbolico complejo CH", si H
es negativa.

Un corolario inmediato os que en este caso la curvatura seccional holomorfa
es constanie globalmente, Es interesante observar como, las clases Kihler y
aproximadamente Kahler, son las \inicas para las cuales se han encontrado
clasificaciones de este tipo.

PROPIEDADES EN DIMENSION SEIS

Para variedades aproximadamente Kibhler de dimension seis se tiene nna
caracterizacion en términos de formas diferenciales. Ademis, como veremos
mas adelante, la conexiom unitaria natural derivada de la conexion de Levi-
Civita tiene propiedades muy interesantes.
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Proposicion 5 [RC93| Sea M una variedad easi Hermitiana de dimension
seis. entonces M es aprovimadamente Kdihler, si y solo si, existe una tres
forma ® = ¢ + iy € A*C y una constante p tales que valen las condiciones

(i) de=12u¢ y
(i) dy = pw A w.

Un punto importante que resalta esta proposicion es eémo la estructura
aproximadamente Kahler queda determinada por un sistema diferencial exte-
rior. Esto permite, usando la herramienta que proporciona la teoria de Cartan-
Kihler, hacer un estudio local de la ecuaciones que determinan esta estruc-
tura. De hecho, estudios andlogos los ha realizado Bryant para variedades con
holonomia Gz y Spin(7) en [Bry87]. Otro aspecto importante que se puede
apreciar de esta proposicion es el hecho de que cuando p = 0 estas ecuaciones
son precisamente las que definen una estructura con holonomia SU(3), lo cual
revela la relacion tan estrecha que existe entre las variedades aproximadamente
Kiihler y las variedades con holonomia SU(3).

LA CONEXION CANONICA

En toda variedad casi Hermitiana M?™ de cualquier dimension podemos,
dada la conexién de Levi-Civita ¥ extendida a la complejificacion del fibrado
tangente T Mg, considerar:

VXY = S(Vx¥ = J(Vx(IV))).

Esta conexion definida en T Mg, es una proyeccidn natural de V que preserva
la descomposicion en tipos. De hecho, esta conexion se estudia en [FI55] para el
caso de la esfera §% Ahi se prueba que esta es la inica conexién invariante ba-
jo Gz que hace paralelas a la métrica y a la estructura casi compleja. También
podemos ver méds propiedades de esta conexidn para variedades aproximada-
mente Kihler en [Gra76], donde ademds de otros resultados importantes en
la teorin de variedades aproximadamente Kihler, encontramos varias identi-
dades de curvatura que generalizan las conocidas identidades para variedades
Kiihler.

Dada cualquier G-estructura sobre una variedad Riemaniana M| para un
grupo de Lie & € SO(n), tenemos asociada una torsion intrinseca T con-
siderada en [Bry87| que, a groso modo, mide qué tan lejos estamos de que
la conexion V de Levi-civita se reduzca a . También tenemos asociada una
tinica G-conexion afin que tiene como torsion a 7. A esta conexion la llamamos
la conexrion candnica y se estudia en detalle en [RC93]; ahi se prueba que para
el caso de variedades aproximadamente Kihler se trata precisamente de la
conexion V definida arriba. Ademas, tanto la métrica g, como la estructura
casi compleja .J, son V-paralelas.

Para variedades estrictamente aproximadamente Kihler de dimension seis
tenemos propiedades més interesantes. En particular, la tres-forma ® de la
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proposicion 5 es también V-paralela, por lo cual V preserva la SU(3)-estructu-
ra. Es interesante notar como, en particular para las variedades aproximada-
mente Kihler que son espacios de twistor, la holonomia de la conexion candnica
se reduce ain mds: a U(2) € SU(3). Una pregunta natural que parece que no
se ha respondido, es si esta condicién caracteriza a los espacios de twistor
dentro de las variedades aproximadamente Kiahler. Concluimos esta seccién
mencionando el interesante problema de encontrar nuevos ejemplos de varie-
dades aproximadamente Kahler compactas, esto es, que fuera de los cuatro
ejemplos mencionados, 88 CIP°, 83 x 83 y 3, todavia no se conocen mas
CASOS.

INSTANTONES GENERALIZADOS

Un instanton auto-dual sobre una variedad M de dimension cuatro, es una
conexion en un G-fibrado principal, tal que, las dos-formas It} componentes

de la curvatura pertenecen a Ai. Estos instantones han sido ampliamente
estudiados por varios autores (ver, por ejemplo [DK90]). Para generalizar esta
nocidn de instanton a una variedad M de dimension n, un camino a seguir es
considerar que las componentes de la curvatura pertenezcan a algin subespacio
V © AT M. Dada una G-estructura en la variedad M una opcién inmediata
es considerar el G-submédulo g € A*T*M inducido por el algebra de Lie de
(i. Es decir, hacer uso de la descomposicion SO(n)-ortogonal

AMM=gag".

De esta manera se generaliza el concepto de instantén en [RC98| de la
signiente manera: Sea G un subgrupo de SO(n) con algebra de Lie g, tal que
el normalizador N(G) es conexo, y sea P una N(G)-estructura en M. Sea A
una conexion en algin fibrado principal @@ sobre M con grupo de estructura
K. Asi, la curvatura R4 de A es una seccion de adQ @ A“.

Definicién 2 Con la notacidn anterior, A es un instanton para la pareja
(P,g) si Ry es una seccion del subfibrado ad@Q & g de adQ & A”,

Equivalentemente, A es un instantén si las dos-formas R, componentes de la
curvatura, toman valores en el algebra de Lie de G. .

Si consideramos en particular la conexién candnica V, en [RCY8] se prueba
que es un instantoén para la U(3)-estructura. En la demostracién podemos ver
ademas que una variedad estrictamente aproximadamente Kihler debe ser de
Einstein y la curvatura escalar es un miltiplo positivo del cuadrado de la
constante p que aparece en la proposicién 5. Estas conclusiones también se
deducen del trabajo de Gray en [GraT76).

Estos conceptos de instantones generalizados parceen apuntar en la di
reccién correcta, pues han dado lugar a interesantes resultados, como los que
encontramos en [DTI8].
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COMENTARIOS FINALES

Uno de los intereses en estudiar variedades aproximadamente Kihler en
dimensidn seis, estd relacionado con la nisqueda de variedades con holonomia
(52, v la relacién que hay entre éstas se puede ver al estudiar detenidamente la
construeeién de espacio de twistor Z(M?1) y recordar que uno de los primeros
ejemplos de métricas completas con holonomia (73 se obliene precisamente
(ver [BS89]) en el espacio total de A% M para ciertas cuatro variedades M. Es
asi que obtenemos el siguiente resultado probado independientemente y con
métodos distintos en [Bar93] y [RCY3]

Proposicion 6 Sea M una variedad estrictamente aprozimadamente Kahler
de dimension seis. Entonces el cono M x RY puede ser dotado de una G-
estructura y una métrica con holonomia contenida en Go,
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