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LA COLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL
Seccién a cargo de

Tomas Recio

El objetivo de esta columna es presentar de manera sucinta, en
cada uno de los nimeros de La Gaceta, alguna cuestion matemdtica
en la que los caleulos, en un sentido muy amplio, tengan un papel
destacado. Para cumplir este objetivo el editor de la columna (sin
otros mérilos que su interés y sin otros recursos que su mejor vo-
luntad) quisiera contar con la colaboracion de los lectores, a los que
anima a remitirle (a la direccion que se indica al pie de prigmrxl) los
trabajos y sugerencias que consideren oportunos.

EN ESTE NUMERO . ..

presentamos unas reflexiones magistrales y unos ejemplos clarificadores
en torno a la Geometria Algoritmica o Computacional. Se trata de una joven
linea de investigacién matematica, a la que nuestro pais empieza a contribuir
de modo destacado. Los Encuentros Espanoles de Geometria Computacional
(EGC), con una década de existencia, son el lugar de puesta en comiin del
trabajo de los pocos, pero entusiastas, grupos de investigacion en este area.
Tal vez uno de los mas reputados por su proyeccién internacional sea el que
lidera el profesor Ferran Hurtado, de la Universitat Politecnica de Catalunya.
La madurez y maestria de Ferran para la divulgaciéon son palpables en las
paginas que siguen, en las que dibuja una instantinea muy atractiva de esa
nueva forma de ver la Geometria.

'Tomas Recio. Departamento de Matematicas. Facultad de Ciencias.
Universidad de Cantabria. 39071 Santander. recio@matesco.unican.es
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Geometria computacional: una instantianea

por

Ferran Hurtado

INTRODUCCION

Sea K = {Kj,..., K, } una familia de conjuntos convexos compactos de
R?, disjuntos dos a dos. Si existe una recta que corte a todos estos conjuntos, se
dice que es una transversal de la familia. Hallar condiciones para la existencia
de tal transversal es un problema clasico de la geometria discreta, y fue de
hecho la primera gran generalizacion del Teorema de Helly. La nocién de trans-
versalidad se generaliza naturalmente a las k-variedades afines.

Una recta transversal induce una permutacion de los conjuntos de la fa-
milia, dos si orientamos las rectas. Como puede verse en la Figura la, existen
familias que admiten transversales que inducen distintos pares de permuta-
ciones. Cada uno de estos pares recibe el nombre de permutacion geométrica.
Un problema tipico de geometria combinatoria consiste en estudiar, cuando se
consideran todas las familias K de cardinal n, cudl es el maximo nimero de
permutaciones geométricas que se puede obtener. En el plano el problema se
ha resuelto completamente ([KLZ, ES]) y la respuesta es 2n — 2, mientras que
esta abierto en dimension general. Si se trata de esferas, el orden asintotico es
n4=1, como se ha probado muy recientemente ([KLL, SMS]).

Desarrollar un algoritino eficiente que permita, para cada familia especifica
dada, decidir si existe o no una recta transversal y, en caso afirmativo, encon-
trar una, es un problema que entra plenamente en el campo de la geometria
computacional. En la version mas general lo que se quiere es especificar todas
las variedades transversales de dimension k dando una descripeion finita de su
realizacion en la correspondiente grassmaniana.

Sin duda que el lector ya se ha dado cuenta de que la tarea computacional
que se quiere emprender es impensable sin una comprension y resolucién ca-
bales de las condiciones discretas de existencia, y de que la complejidad de
la solucién depende de algin modo del problema combinatorio que hemos
mencionado. La investigacion en geometria computacional esta siempre amal-
gamada con la investigacion en los otros dos campos, y serfa a menudo dificil
(ademas de absurdo) decir qué partes de un trabajo corresponden a cada una
de las tres geometrias.

La ejecucion posterior del algoritmo correra a cargo de un ordenador,
previa transeripeion a un programa, pero sin duda que el lector también ve
la diferencia entre el desarrollo del algoritmo, actividad decididamente tedrica
en el caso que nos ocupa, y la actividad ulterior de programarlo.
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FIGURA 1: (a) Tres convezros con 6 permutaciones transversales.
(b) Multiplicacion de dos naturales: 51 x 23 = 1173

Los problemas sobre cuerpos convexos, particularmente los relativos a la
transversalidad, los recubrimientos, los empaquetamientos y las teselaciones,
eran los temas centrales de la geometria discreta del segundo tercio de siglo.
Helly, Fejes-T6th, Hadwiger, Levi, Coxeter, Klee, Griinbaum, Yaglom y Bolt-
janski figuran entre los investigadores relevantes del drea. En los anos seten-
ta (y aqui es obligatorio citar los nombres de P. Erdos y de D. Knuth) la
matematica discreta empezé a experimentar una transformacion y expansion
muy aceleradas, por ser la disciplina parte crucial de los fundamentos teéri-
cos de la informética, y desde entonces su desarrollo ha corrido en paralelo
al incremento en disponibilidad y potencia de los ordenadores. Muchos temas
de combinatoria y de computaciéon han entrado a formar parte del drea vy,
correlativamente, la geometria discreta se ha ido fusionando progresivamente
con la geometria combinatoria y también con la geometria computacional, que
es la subdisciplina méas reciente y mas centrada en los aspectos algoritmicos
de los problemas geométricos. Como es muy frecuente que los fundamentos
tedricos no estén disponibles y tengan que generarse, la geometria computa-
cional, también llamada geometria algoritmica, es la fuente actual en que se
generan la mayoria de problemas nuevos, ya que tiene una fuerte demanda
de resultados desde sus campos de aplicacién, casi todos relacionados con las
nuevas tecnologias, como la informatica grafica, la robética, el diseno y la fa-
bricacién asistidos por ordenador (CAD/CAM), el reconocimiento automatico
de formas, los sistemas de informacion geogrifica, el diseno de VLSI y la vi-
sualizacién cientifica.

Como el problema de transversalidad con el que hemos empezado esta ex-
posicion requiere elementos avanzados, tanto en lo algoritmico como en cuanto
a los fundamentos correspondientes, en este articulo describiremos la solucion
de otro problema, éste de naturaleza elemental, con la esperanza de que la in-
teraccidn disciplinar a que aludiamos pueda ser entendida por una audiencia lo
méas amplia posible. Antes de ello, nos detendremos unos instantes para aclarar
brevemente, en la préxima seccidn, a qué nos referimos cuando insistimos en
que los algoritmos que queremos obtener han de ser eficientes.
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COMPLEJIDAD ALGORITMICA

Cuando se dispone de mds de un algoritmo para resolver un problema,
es natural preguntarse cudl es el mejor, pero la respuesta puede variar segin
qué criterio de calidad se use, como pueden ser la elegancia, la simplicidad,
la comprensibilidad, la robustez... Un bien conocido ejemplo lo da el siguiente
algoritmo para multiplicar dos naturales (Figura 1b): empecemos una columna
con uno de ellos y anotemos en ella los resultados de dividirlo sucesivamente
por dos, tomando la parte entera, hasta alcanzar la unidad, mientras que en
otra columna vamos duplicando el otro natural el mismo mimero de veces;
sumamos los nimeros de la segunda columna que corresponden a niimeros
impares en la primera, el resultado es el producto que buscdbamos. Obsérvese
que para ejecutar este algoritmo basta con saberse la tabla del 2. Dejamos al
lector la prueba de correccion y los considerandos sobre si este algoritmo es
mejor o peor que el que se ensena en nuestras escuelas.

Cuando el algoritmo ha de ser utilizado por una maquina, un criterio fun-
damental es la rapidez de ejecucion. En determinadas disciplinas y situaciones
practicas es corriente implementar los algoritmos (es decir, programarlos), y
contrastar empiricamente su comportamiento en una misma maquina contra
diversas muestras de datos. Pero en matematica computacional la aspiracion
es poder demostrar de manera estrictamente formal que cierto algoritmo es
superior a los restantes.

Para ello se utiliza un modelo tedrico de maquina en el que ciertos procesos
tienen asignado un coste (=tiempo) unidad. El modelo mds usado en geometria
computacional es el RAM real, en el que se acepta que un mimero real se
puede almacenar en una unidad de memoria, y las operaciones siguientes se
consideran primitivas, pudiéndose realizar con coste unitario:

(1) acceso a la memoria;

(2) operaciones aritméticas basicas (+, —, x, /);

(3) comparacién de dos niimeros reales (<, <, =, #, >, >);

(4) (ocasionalmente) raices enésimas, funciones trigonométricas, la exponen-

cial y el logaritmo.

El comportamiento de un algoritmo depende del conjunto especifico de
datos sobre el cual se ejecuta cada vez. El andlisis en el peor caso, el tinico
que describiremos aqui, consiste en calcular el coste total de ejecutar el algo-
ritmo (=numero de operaciones primitivas) en la situacidn mds desfavorable.
La cantidad de datos recibidos por el algoritmo se mide en funcién de algiin
parametro n, y el coste sera una funcién T'(n). Como los algoritmos se disenan
para grandes valores de n, no se calcula T'(n) “exactamente’, sino en or-
den asintético de magnitud, ignorando los coeficientes constantes. Escribimos
T'(n) € O(f(n)) para acotar superiormente el tiempo de ejecucién T'(n) de un
algoritmo. Mas formalmente:

T(n) € O(f(n)) < Ing € N, Ja € R*, tales que T(n) < a-f(n) Vn > ny.
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Asf, si hemos de calcular la distancia entre dos puntos del plano, tardaremos
O(1) (jo sea, tiempo constante!), y si hemos de leer una matriz 2n x 300n
tardaremos O(n?). Con este modelo, la comparacién de la eficiencia de dos
algoritmos ha quedado, pues, reducida a la comparacién asintética de las fun-
ciones de coste correspondientes.

Vale la pena detenerse a valorar la enorme importancia de que se tenga
un coste u otro. Por ejemplo, hay una diferencia abismal entre disponer, para
resolver cierto problema, de un algoritmo de orden O(nlogn) o bien de uno
O(n?). Si la unidad de medida es el milisegundo y hay 10000 datos, el primero
tardaria del orden de 10000 x 4 milisegundos = 40 segundos, mientras que el se-
gundo tardaria unos 10000 x 10000 milisegundos, jcasi 28 horas!; haga el lector
las cuentas si lo que se tiene es un algoritmo O(n?) o O(2"). De hecho, mu-
chos avances espectaculares en la rapidez de los ordenadores que los profanos
atribuyen siempre a las innovaciones en el hardware son en realidad mejoras
en los algoritmos (que se traducen en el software), las cuales, como acabamos
de ver, incrementan mucho més dréasticamente la rapidez de ejecucion.

La complejidad de un problema P se define como el minimo de los costes
de los algoritmos que lo resuelven. Por lo tanto, el coste de cada algoritmo
que solucione P es una cota superior de la complejidad de P. Si se dispone
de una cota inferior, es decir un valor por debajo del cual no puedan existir
algoritmos que resuelvan P, y de un algoritmo que tenga como coste esa cota,
se dice que tal algoritmo es dptimo. Ese es el estado idilico de un problema,
aunque desgraciadamente en muchos casos no se sabe la cota inferior, o no se
conocen algoritmos, o las mejores cotas disponibles estan separadas.

La obtencién de cotas inferiores para la complejidad de problemas es un
4rea muy interesante, que no podemos abordar en este articulo, en la que
la geometria computacional se solapa con la topologia y con la geometria
semialgebraica, ya que varios resultados relacionan la dificultad de obtener una
solucién con la estructura topologica (por ejemplo el mimero de componentes
conexas o los niimeros de Betti) del subconjunto semialgebraico cuyos puntos
corresponden a las soluciones del problema, dentro de un espacio de fases
adecuado. El lector interesado puede consultar, por ejemplo, [Re, Sal.

UN PROBLEMA SENCILLO DE GEOMETRIA COMPUTACIONAL

Empezaremos con algunas definiciones. Sea K un conjunto convexo com-
pacto del plano; se dice que una recta r es de soporte de K en un punto P si
P € (KNr) y K yace enteramente en uno de los semiplanos cerrados definidos
por r. Un poligono simple de n lados es la curva cerrada de Jordan definida por
la concatenacién de n segmentos que comparten extremos con sus adyacentes,
y se especifica dando las coordenadas de sus vértices en el orden circular en
que éstos aparecen antihorariamente en la frontera.

Disponer de un rectangulo que contenga un objeto es 1itil en varias situa-
ciones, como en el tratamiento de imagenes, en problemas de empaquetamien-
to o en la planificacién de trayectorias (si dos cajas englobantes no colisionan
tampoco lo hacen los objetos contenidos). Naturalmente, el problema intere-
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sante consiste en optimizar dicho rectdngulo. Aqui resolveremos una version
muy especifica.

Problema 1. Hallar un algoritmo que permita calcular, para cada poligono
convexo () de n lados que reciba, el rectangulo de drea minima que
contiene a Q (“rectangulo contenedor minimo”).

Decimos que un rectangulo que contenga a @ es éptimo en una direccion
dada, si dos de sus lados son paralelos a esa direccion y los cuatro lados
extendidos son rectas de soporte de (). Obviamente el rectangulo contenedor
minimo de Q es 6ptimo en alguna direccién.

Si una recta r es de soporte de @ a lo largo de todo un lado, consideramos
punto propio de soporte al que se obtiene girando r infinitesimalmente en
el sentido antihorario. A cada rectangulo éptimo R le asociamos el conjunto
formado por los cuatro vértices del poligono en que los lados de R soportan
propiamente () (son cuatro en general, podrian ser tres o incluso dos). Decimos
que dos rectangulos 6ptimos son de la misma clase si tienen el mismo conjunto
de puntos propios de soporte.

Es obvio que para los de una misma clase podemos hallar en tiempo cons-
tante el rango de variacion angular y averiguar (con herramientas de calculo
elemental) qué representante tiene drea minima . Esto sugiere que podemos
resolver el Problema 1 considerando sucesivamente todas las (") cuaternas de
vértices y para cada una, en tiempo constante, ver si admite alguna cuaterna
de rectas de soporte que formen rectangulo y, en caso afirmativo, seleccionar
el mejor rectangulo de la clase, comparandolo con la mejor solucién obtenida
hasta ese momento. Puesto que () € O(n'), queda demostrada la proposicién
siguiente.

Proposicién 1. El rectangulo de area minima que contiene a un poligono
convexo de n lados puede calcularse en tiempo O(nt).

El algoritmo anterior, que en la jerga del oficio se llama de fuerza bruta, es
aceptable cuando el poligono tiene una docena de puntos, pero si tiene 12000 es
absolutamente imitil. En geometria computacional hay que imaginarse siempre
que n es un nimero muy grande, no sélo porque para poligonos de juguete no
hacen falta sofisticaciones algoritmicas, sino porque son esos los niimeros que
se barajan en las aplicaciones: una imagen de animacién tridimensional de una
pelicula contiene cientos de miles de poligonos, y una red geodésica contiene
millones de puntos. El poligono con el que estamos tratando seguramente
pareceria a la vista un convexo suave de frontera curvilinea.

Parece muy dificil que cada una de las (;‘) cuaternas de vértices sean
capaces de dar soporte a un rectangulo. Ello sugiere el problema siguiente, de
naturaleza combinatoria.

Problema 2. ;Cudl es el mimero de cuaternas distintas en que un poligono
convexo Q de n lados puede ser tocado por los cuatro lados de un
rectangulo contenedor?
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Obsérvese que la respuesta puede ser la misma para todos los n-gonos con-
vexos, o depender del particular @Q; de ser asi, habremos de preocuparnos del
peor caso posible. En cualquier caso, si conseguimos demostrar, por ejemplo,
que el niimero de cuaternas posibles es O(n?), tendremos esperanza de obtener
un algoritmo de eficiencia mejor que la que da la Proposicion 1. Sin embargo,
aunque lo consiguiéramos, todavia quedarfa el problema de detectarlas, pues
hemos de evitar examinarlas todas para hacer el descarte.

Un teorema de geometria discreta, en el sentido mds clisico, es lo que
permite romper la dificultad. Se trata, en este caso, de una condicién necesaria
que ha de cumplir el rectangulo contenedor minimo.

Teorema 1. El rectangulo de drea minima que contiene a un poligono con-
vexo () tiene uno de sus lados contenido en la recta determinada por
extension de un lado de ().

Dejamos al lector la demostracion, que aparecié en [FS|. Ahora disponemos
de un algoritmo mucho mejor, pues basta considerar por turno cada uno de
los n lados de @, extenderlo a una recta y hallar en tiempo O(n) la paralela
y las dos perpendiculares que completan el rectangulo éptimo asociado a la
direccion. Puesto que esta etapa tiene coste lineal y se repite n veces, tenemos:

Proposicién 2. El rectingulo de drea minima que contiene a un poligono
convexo de n lados puede calcularse en tiempo O(n?).

La solucién anterior es la que aparecia en [FS]. Pero ademis ahora nos
damos cuenta de que era facil resolver el Problema 2, ya que cada clase de
equivalencia de cuaternas contiene exactamente un representante en que una
de las rectas sea extension de un lado del poligono: basta girar horariamente
un representante que no esté en tal situacion. Por lo tanto tenemos:

Teorema 2. El mimero de cuaternas distintas en que un poligono convexo
() de n lados puede ser tocado por los cuatro lados de un rectangulo
contenedor es O(n), y es exactamente n si (Q no tiene pares de lados
paralelos ni perpendiculares.

Como ya se imagina el lector, este resultado abre el interrogante de si es
posible hallar un algoritmo mas eficiente que el de la Proposicion 2. Pues si|
es posible, como se demostré en [Tol:

Teorema 3. El rectangulo de drea minima que contiene a un poligono con-
vexo de n lados puede calcularse en tiempo O(n).

Demostracion. Tomemos un lado arbitrario de @, extendamoslo a una recta,
y completemos en tiempo O(n) el rectangulo éptimo asociado a esa direccion.
Cada una de las cuatro rectas tiene cierto punto de apoyo P, y determina un
angulo posible de giro antihorario en torno a P hasta que se apoya en el lado
siguiente (Figura 2). Tomemos el menor de esos cuatro angulos y hagamos
girar solidariamente las cuatro rectas. De ese modo se determina en tiempo
constante un nuevo rectangulo contenedor cuya area calcularemos. Iteremos
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esta operacion, y observemos que en cada paso al menos uno de los lados
del cuadrildtero avanza un vértice sobre la frontera. Tras girar 7/2, se han
avanzado n vértices (colectivamente) y se han dado O(n) pasos, volviendo a la
situacion inicial tras haber pasado por cada uno de los rectangulos apoyados
en un lado de @, lo que, en virtud del Teorema 1, prueba el resultado. O

El método empleado en este algoritmo es el llamado de los calibres gira-
torios, porque simula el giro de una herramienta amordazando el poligono, y
tiene muchas otras aplicaciones que se describen en [To|. Por otra parte, la
complejidad del problema que nos ocupa tiene una cota inferior lineal que es
trivial, pues cualquier algoritmo que resuelva el Problema 1 tiene que leer las
coordenadas de los vértices del poligono, lo que ya requiere tiempo lineal en n.
Por lo tanto el algoritmo del Teorema 3 es dptimo: jpor fin podemos descansar!

FIGURA 2. Cdlculo del menor rectangulo contenedor por calibres giratorios
EXTENSIONES DEL PROBLEMA

El Problema 1 se ha generalizado en direcciones muy diversas. Por ejemplo,
puede considerarse perimetro en vez de area, circulos o triangulos equilateros
en vez de rectangulos, o incluso figuras contenedoras semejantes a una dada y
que se conoce como dato al propio tiempo que el poligono que se quiere circun-
scribir [OAMB, We]. Otra direccion natural es el problema correspondiente en
tres dimensiones: encontrar el ortoedro de volumen minimo que contiene a un
politopo (véase [OR]).

Otra linea de investigacion es la siguiente: en vez de tener un solo poligono,
supongamos que tenemos varios, y que queremos desplazarlos superponiéndo-
los de forma que se pueda obtener el menor rectangulo que los contenga si-
multdneamente a todos. La misma cuestion puede plantearse en términos de
empaquetamiento, es decir, sin permitir solapamientos. Estos problemas se
resuelven en [AH], de donde reproducimos un resultado a modo de ejemplo.

Teorema. Sean P y Q dos poligonos convexos del plano con un total de n
vértices entre ambos. En tiempo O(nlogn) puede obtenerse el minimo
rectangulo que puede contener simultancamente copias isométricas sola-

padas de P y de Q.
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Nos limitaremos aqui a esbozar la solucién. Consideremos un plano auxi-
liar F', dotado de un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares, y aso-
ciemos al rectangulo de base z y altura y el punto (z,y) de F. De este modo,
tenemos una biyeccion entre todos los rectdngulos posibles y el primer cua-
drante de F', sin los semiejes.

Dado un poligono @ de n lados consideremos todos los rectangulos que
contienen a @ tocandole en sus cuatro lados. El lugar geométrico de los puntos
que les corresponden en F' es una curva cerrada C(Q), en general no simple,
formada por la concatenacion de n arcos de elipse.

Se dice que un punto (o un vector) (aj,b;) domina a otro (ay, by) cuando
ay; > az y by > by. La dominacién induce un orden parcial D en el plano. Un
punto (z,y) € F corresponderd a un rectangulo capaz de contener a Q si y
sblo si domina a un punto de C(Q), por lo que el lugar de dichos puntos es
una region R(Q) como la que aparece sombreada en la Figura 3a, donde la
linea zigzagueante son los puntos de C(()) minimales con respecto al orden
D. Los rectangulos que pueden contener copias isométricas de P y de Q se
corresponderan con los puntos de la region R(P) N R(Q).

Finalmente, los puntos de F' que corresponden -a rectangulos de area k
forman la rama positiva de la hipérbola xy = k. Al variar k, consideremos el
menor valor que da interseccién no vacia con la region R(P) N R(Q): el punto
de contacto nos da las coordenadas del rectangulo buscado (Figura 3b). En
[AH] se demuestra que la construccién de la regiéon R(P) N R(Q) y del punto
de contacto pueden hacerse dentro de la complejidad citada en el Teorema 3.

(a) (®)

FIGURA 3. (a) Puntos asociados a rectdngulos contenedores. (b) Punto de contacto para la
circunscripeion simultanea optima.

LECTURAS ADICIONALES

Esperamos que esta breve exposicion haya dejado al lector con ganas de
saber mas del tema. Si es asi, de entre las numerosas referencias interesantes
existentes, sugerimos [BY] para una introduccién a la geometria computa-
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cional, [PA] para los temas méds centrados en la geometria discreto-combinato-
ria, y [CLR] para acceder al mundo tedrico del analisis y diseno de algoritmos.
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