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PrROGRAMAS INFORMATICOS EN MATEMATICAS

Seceidn a cargo de

Emilio Bujalance

La seceion en este mimero estd dedicada al programa Mathematiea™, que
junto con Maple son los dos programas de matematica simbolica mas extendi-
dos. Ambos son andlogos en contenidos v en las respectivas nuevas versiones
las mejoras que olrece uno son establecidas por el otro en la siguiente version.

La seccion esta compuesta por tres articulos. El primero de los articulos
“Mathematica™ en la Ensenanza Secundaria™ ha sido eserito por los Profesores
munerarios César Beade y Camilo Martinez del 1ES “Fernando Blanco™ de Cee
(La Coruna), que llevan trabajando desde hace algunos anos en las aplicaciones
de Mathematica® a la ensenanza secundaria.

El segundo de los articulos “Mathematica® en la Ensenanza Universitaria”
es de la Profesora Marisa Fernandez, Catedritica de la Universidad del Pais
Vasco. Lleva trabajando desde hace anos en las aplicaciones de Mathematica®
a la ensenanza universitaria. Es autora de un libro sobre Geometria Diferencial
utilizando Mathematica®™.

El tercero de los articulos “Investigando en nudos vy variedades con la
ayuda de Mathematica®” de la Profesora Maria Teresa Lozano, Catedritica
de la Universidad de Zaragoza, que lleva utilizando el programa Mathematica®
en parte de la investigacion que ha realizado en los altimos anos.

Mathematica® en la Ensenanza Secundaria
ll”r

César Beade Franco y Camilo Martinez Ronquete

1. [N POCO DE HISTORIA

Stephen Wolfram es ¢l creador de Mathematica® vy es ampliamente re-
conocido como uno de los mayores renovadores de la informidtica cientifiea y
técnica de hoy en dia. Nacid en Londres en 1959 v estudié en Oxford v en el
Caltech (donde se doctord a los 20 anos).
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Habiendo empezado a utilizar ordenadores en 1973, en 1979 empezo la
construceion del “SMP” el primer sistema de dlgebra informatiea moderna, que
s¢ comercializo en 1981, Luego, después de una brillante carrera académica en
el Caltech, Princeton e Hlinois, puso en marcha “Investigation Wolfram Ine.”.

El mismo empezé el desarrollo de Mathematica® a finales de 1986. La
primera version aparecio en Junio de 1988 y su popularidad erecié rdapida-
mente. La version 2 aparecio en 1991 v la 3 en 1996.

El concepto visionario de Mathematica® fue crear de una vez un sistema
simple que pudiese englobar todos los aspectos variados de la informatica téeni-
ca de una forma coherente y unificada. La clave del avance intelectual que hizo
posible esto fue la invencidn de un lenguaje simbélico que pudo por primera vez
manipular la amplisima gama de objetos que conlleva la informitica téenica
usando s6lo un mimero bastante pequeno de conceptos primitivos basicos.

2. CARACTERISTICAS GENERALES Y FUNCIONAMIENTO

Mathematica® requiere:

+ Procesador tipo. Intel 80386 o mayor.,

+ Sistema operativo. Windows 95 0 Windows NT 3.51.

# Memoria en el disco duro. Minima de 30 MB y 116 MB recomendada.
* Memoria RAM. Minima de 8 MB y 16 MB recomendada.

Segiin el uso que se haga del programa éste puede parecer diferentes cosas,
asi no es facil dar una delinicion del mismo. Podemos considerarlo comao:

e Calculador de tipo numérico, incluyendo cilculos que usualmente re-
quieren la utilizacion de funciones, subrutinas o procedimientos espe-
ciales. De hecho, la integracidn numérica, programacidn lineal, ete. estdan
va implementadas v no hay mas que usarlas directamente.

e Caleulador simbdlico.

e Lenguaje de programacién de alto nivel.

e Procesador de textos, en especial la iltima versién.

Cuando se inicia el trabajo con Mathematica® nos encontramos con una pan-
talla asi dispuesta (ver Figura 1):

A la izquierda vemos un meni desplegado. A la derecha una paleta con
simbolos. Hay en total 7 grupos de paletas que contienen unos 800 simbolos,
que facilitan y mejoran la presentacion del texto.
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En la figura 2 se observan ejemplos de cileulo numérico v simbdlico. Pode-
mos comprobar que la sintaxis y la notacion son practicamente las mismas que
Ias usadas de forma habitual en matemiticas.
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FIGURA 4

Fs posible trazar graficos de forma sencilla, En este terreno el [uncionamien-
to del programa es espectacular tanto en la variedad de posibilidades como en
la calidad de sus resultados.

Los ejemplos anteriores dan una idea del funcionamiento a nivel elemental
del programa. Por supuesto el mimero de comandos es muy elevado y abar-
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can casi todos los campos de las matemdticas. Muchos son internos v otros
externos que deben cargarse previamente para que el comando actie,

Hay un detalle que facilita grandemente el manejo del programa. Es la
posibilidad de pedir ayuda y explicaciones al propio programa. La figura 4 es
elocuente.

Esta posibilidad se ve completada con Ia posibilidad de acceder directa
mente al propio v muy extenso manual, tanto general como de la libreria
(packages) que lleva incorporado. Ademds es posible copiar informacién de
este manual al documento (notebook) en que estamos trabajando,

3. APLICACIONES DE MATHEMATICA™ EN LA SECUNDARIA

3.1. Matematicas en la secundaria

La secundaria engloba en la actualidad 6 cursos, 4 de ESO y 2 mas de
Bachillerato con alumnos de edades comprendidas entre 11 anos, al comenzar,
y 18 0 mas, al terminar. Asi pues no es fiacil analizar la utilizacion del programa
en este nivel de ensenanza. Surgen ya varias preguntas:

iPodemos considerar establecido lo que ha de ensenarse en secundaria y
como?

. Es este programa utilizable en la practica?

JEstamos ante una herramienta mas (una supercalculadora) o por el con-
trario la ensenanza con este tipo de programa —no olvidemos que interactivo
cambia de manera radical?

Consideremos solamente algunos aspectos de los iltimos cursos. [ Qué en-
sefiar? ;,Coémo hacerlo? El Algebra Lineal parece indispensable.  También
la Geometria pues proporciona una vision del mundo en el espacio. No una
Geometria demasiado refinada pero si manipulaciones priacticas. Parcee mis
importante la competencia adqguirida que el saber almacenado. Y un equilibrio
entre rigor (de menos a mas, con la edad del alumno) e intuicion.

3.2. Incidencia del programa en la propia ensenanza

En un escenario como éste o parecido irrumpe un programa comao Mathe-
matica®  De pronto el alumno se encuentra con que puede caleularlo “todo”
resolver “todas” las ecuaciones v dibujar “todas” las grificas en cuestion de
segundos v con instruceiones sencillas. Pareee magia pero es asi y mucho mis.

Recordemos el proverbio chino: oigo, olvido: veo, recuerdo; hago, com
prendo.

JLlegaran, por fin, los alumnos al final del proverbio?
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En la figura siguiente podemos modificar las graficas cambiando solo dos
nimeros y obtener rapidamente docenas de ejemplos semejantes, pero con li-
geras modilicaciones que facilitan la comprension. Todas estas manipulaciones
estan al alcance del alumno, con lo que conseguimos llevar a la practica uno
de los principios de la buena docencia: repeticiones, pero no siempre idénticas:
presentar muchas veces unas mismas nociones desde distintos angulos.

' W athomatica « [E pinplos. nb ']

Fie Edt Cel Fomal [rpul Kemel Fipd Window Helo

1.3 Ejemplos.nb *

witt]« gl = Plot [Table[Sininx], (n, 1, 2, 1}] // Evaluate, (x, @, 47},
hmpectRat io -5 0.3]:

witsl= g2 - Plot[Table[Cos[nx], (R, 1, 2, 1}] // Evaluate, {x, 0, 4 n),

PlotStyle -» Hue[1], RspoctRatio —» 0.3]: ]‘
Ly - , |
N '-.. . [ A
- T r 2 | T
N b +a; P o |
iR ]

infin) = Short (g1, )

FIGURA 5
3.3. Practica

Se podria considerar una seria objecion la aparente complejidad del pro-
grama, fuera del alcance de los alumnos sin bastante experiencia previa en
informitica. Sin embargo el propio programa “pide” mis conocimientos ma-
tematicos a medida que se utiliza. El alumno comienza utilizando comandos
sencillos. Cuanto mas conoce el programa mas matemédticas ha de aprender y
reciprocamente a medida que aumentan sus conocimientos mayor rendimiento
obtiene del mismo.

Su uso podria seguir aproximadamente la siguniente pauta:

s Uso de comandos internos.

e Llamada a algunos comandos externos (p. ej. graficas de funciones
implicitas).
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e Modificacién de los anteriores comandos (p. ej. color en los graficos,
cambio de escala, ete,),

e Elaboracion de comandos nuevos y archivo de los mismos,

Esto es suficiente para abordar cualquier problema de seeundaria. Mis
anun, deberia poner al alumno en disposicion de efectuar mediante el programa
demostraciones que impliquen Cilculo Vectorial v Geometria Analitica.

En la siguiente figura se observa edmo definir nuevos comandos de edleulo
vectorial que no tiene implementados el programa, como guardarlos v como
cargarlos para volver a utilizarlos.
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Ficura 6

El programa permite otras cosas:
¢ Flaborar un texto con sintaxis tradicional v dentro del mismo insertar
las instrucciones y comandos que se desee.

e Ejecutar cada instruceion directamente vy modificar texto e imstrucciones
en cualquier momento para anadir informacion.

o Agruparlos dejando solo visible la parte que se desee.

e [laborar los propios comandos, guardarlos v llamarlos cuando se les
precise,
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Para terminar unas consideraciones sobre si es o no realista pensar en
utilizar Mathematica® en secundaria de forma no sélo aneeddética.

Se nos ocurren dos objecciones. En primer lugar una de indole mate-
rial pues el programa requiere ordenadores con bastante memoria v velocidad
para poder aprovechar bien sus posibilidades. Como las clases de secundaria
son bastante numerosas (25 a 35 alumnos) seria necesario disponer de una
buena aula de informédtica. Una vez solucionado este inconveniente, [ podran
los alumnos manejar un programa complejo? No estamos en condiciones de
responder convincentemente. Pudiendo adquirir experienca temprana en pro-
gramas técnicos se puede suponer que en los filtimos eursos (Bachillerato) lo
dominen con soltura encontrandose, tal como senalamos, en la necesidad de
aprender mas matemdticas para aprovechar todas las posibilidades que se les
ofrecen. Quien sabe si hasta encontrarian respuesta a la pregunta: jésto para
qué sirve?
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Mathematica® en la Ensenanza Universitaria
por

Marisa Fernandez

Desde hace mis de veinte anos, la utilizacidn de la informatica en la
ensenanza universitaria de las matematicas viene siendo habitual en la docen-
cia de determinadas materias, tales como el analisis numeérico o la estadistica,
En las demas disciplinas (por ejemplo, en ecuaciones diferenciales o en geome-
tria) su nso ha sido practicamente irrelevante hasta el comienzo de la presente
década, debido a la falta de software pedagégicamente adecuado. El software
hasta entonces disponible no facilitaba la visualizacion. Ademais, los lenguajes
de programaeién que se utilizaban eran tan complicados que el uso de los orde-
nadores desviaba la atencion del alumno del contenido matematico del tema,
en lugar de ayudarle a conseguir una pronta familiaridad y mejor comprension
del mismo.

Esta sitnacion ha comenzado a cambiar al poder disponer de potentes pro-
gramas de software matematico que realizan calculo simbolico, ealeulo numéri-
co y representaciones griaficas. De entre ellos, Mathematica® es uno de los mias
extendidos y de mayor reconocimiento por su utilidad, tanto en la docencia
como en la investigacion. No obstante, en la actualidad, se echa en falta
la existencia de un software que no precise de mucho estudio para conocer-
lo a fondo y que integre todas las posibilidades. Sin embargo, hardware v
software van evolucionando constantemente v no se sabe con certeza lo que
habra en el futuro. Por ejemplo, la version 3.5 de Mathematica® se cree que
estard disponible a finales del presente ano.

En general, los programas informaticos que realizan manipulacion simbali
ca tienen un lengnaje interno de programacién relativamente sencillo y una
extraordinaria capacidad de resolucién numérica. Estas prestaciones permiten
al usuario definir sin dificultad sus propios programas para realizar calculos
repetitivos y obtener con sorprendente facilidad resultados que manualimente
serian muy complicados o excesivamente tediosos.

Mathematica® también posee una elevada capacidad de resolucion grifica.
Utilizando este programa se pueden obtener con rapidez v gran precision re-
presentaciones graficas de curvas y superficies. Ademis, como se mostrard mds
adelante, este programa permite representar graficamente la solucion de un sis-
tema de ecuaciones diferenciales ordinarias sin necesidad de determinar previa-
mente la expresion explicita de la solucion [5]; es decir, resuelve graficamente
el sistema. Esta prestacién de Mathematica® resulta muy 1til especialmente
cuando la expresion de la solucion es complicada.
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Manejando convenientemente los comandos graficos de Mathematica™ se
pucde realizar Ia representacidn grifica de las curvas planas conocidas ela-
sicamente: cicloides, epicicloides, hipocicloides, cardioides, lemniscatas de
Bernoulli, cisoide de Diocles, clotoides, v un largo eteétera; se puede obtener
la grifica de las curvas y las superficies en el espacio enclideo B? ya conocidas
en el pasado, tales como las hélices, la curva de Viviani, la silla del mono,
el helicoide, la eatenoide ete., v de otras definidas recientemente como la su-
perficie de Costa [2.3]. Ademads, permite conocer grificamente las funeciones
geométricas estandar, tales como la curvatura o la torsion de una curva en el
espacio, la eurvatura de Ganss o la eurvatura media de una superficie [1.4]

En lo que sigue, se resaltara la capacidad gralica de Mathematica®™. En
primer lugar, se mostrara la ventaja de utilizar este programa al tratar de
visnalizar una superficie. Se debe recordar gque una superficie parametrizada
en B} es una aplicacion diferenciable z : U — R*, siendo U un subconjunto
abierto de R?: se reserva el nombre de superficie a la imagen S de U por la
aplicacion @, y se dice que @ es una parametrizacion de §. (Una superficie
puede admitir distintas parametrizaciones).

Se considera ahora una de las superficies minimales va conocida en el siglo
pasado; a saber, la superficie de Enneper definida por:

ut 5 o3 &
wlu,w) = | u— — 4+ uw, —w+ - e, ue —
3 3

Una representacion pralica de ella, cuando w y o recorren el intervalo

(—2,2), es:

Ficunra 1

A pesar de que la parametrizacion utilizada para definir la superficie de
Enneper es muy sencilla, dicha superficie es hastante complicada debido a que
tiene autointersecciones como se puede notar en la parte superior de la figura
1. Asimismo, en la parte superior de esta figura se aprecia la existencia de un
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posihle agujero v pareee asomarse un segundo agujero en la mitad de la super-
ficie. Se puede utilizar Mathematica®™ para observar la superficie de Enneper
desde distintos puntos del espacio para llegar a comprender su forma. Las tres
prilicas signientes que se oblienen al girar la higura 1 son muy ilustrativas:

Flounra 2 FIGURA 3

FiGURrA 4

Las figuras 2 v 4 muestran que la superficie de Enneper tiene exactamente
dos agujeros como ya se sospechaba a la vista de la lgura 1, aungue alli no
se advertian con tanta claridad. La siguiente grafica es la figura 1 vista desde
arriba (ver figura 5).

A continuacion, se utilizara Mathematica® en el tratamiento clisico de

CHTVAS I!l‘r'LI'I}L‘-L
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FIGURA 5

Sea (a,b) un intervalo abierto de K. Una aplicacion o : (a,b) — R?,
diferenciable en (a,b) y tal que su primera derivada o' : (a.b) — B? es
distinta de cero en cada punto de (a,b), define la curva plana C' hnagen del
intervalo (a,h) por a; esta curva no tiene picos (por ejemplo, una recta o una
circunferencia) y se dice que es regular. La aplicacion o se denomina eurva
parametrizada plana regular v se dice que es una parametrizacion regular de ',

No siempre es facil comprobar si dos eurvas parametrizadas planas definen
la misma curva a excepeion de su posicion en el plano. Surge pues la necesidad
de caracterizar una curva plana por alguna relacion que sea independiente de
la parametrizacion clegida. La funcidon que permite tal earacterizacion es la
curvatura de la curva.

Intuitivamente, la curvatura de una curva plana mide la variacion del vee-
tor tangente a lo largo de la curva. Esa funeidn es constante e igual a cero
para una recta. En general, sea o : (a,b) — R? una curva parametrizada
regular, siendo «t) = (x(1), y(t)) para eada punto t del intervalo (a.b). La
curvatura de a es la funcion w : (a,b) — R deflinida por:

' ()y" () — " (L)' (1)
(®'(1)2 + ' (1)2)3/2

K(t) =

para todo # en (a,b). Fsta es la formuola de la enrvatura que aparece en
la mayoria de los textos v se debe a Newton, Utilizando Mathematica® se
puede definir un programa que permite ealeular la curvatura de cualquier
curva parametrizada regular, asi como representarla grificamente [1.4]. En
particular, permite comprobar que la curvatura de una circunferencia de radio
r es constante v coincide con 1/r si la circunferencia se recorre (de acuerdo
con la parametrizacion que se utilice) en sentido contrario al de las agujas del
reloj: mientras que la curvatura de la circunferencia es —1/r si el sentido de
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recorrido es el de las agujas del reloj. Una interpretacidn geométrica similar
se puede hacer del hecho de que la curvatura de una curva plana sea positiva
0 negativa,

Se supone ahora que la curva parametrizada o tiene velocidad unitaria,
es decir, ||| = (22 + ()2 = 1. Entonces, si ty v #; son dos puntos del
intervalo (a, b), la longitud del arco con extremos a(ty) vy a(ly) coincide con la
longitud del intervalo (£g, £), esto es, el valor absoluto |t — ty]. En este caso,
se dice gque t es el pardmetro longitud de arco y se suele denotar por 5. De la
definicién dada de x se sigue que la funcion |k| valor absoluto de & coincide
con la funcion ||a”|| norma de a”. Esto explica la deseripeién intuitiva de la
curvatura realizada al comienzo del parrafo anterior,

También si a tiene velocidad unitaria, para cada s en (a,b). el vector o'(s)
se puede expresar por o (s) = (cos(0(s)), sen(f(s))) donde #(s) es el angulo gue
debe girar, en sentido contrario al de las agujas del reloj, el veetor unitario en
la direccion del eje horizontal para coincidir con el vector of(s). Si la curvatura
K oes continua a trozos, la funcion # = #(s) es derivable v de la férmnla dada
para & se obtiene que la curvatura es la variacion de la luncion ¢ = #(s), es
decir, k(s) = #'(s).

Ahora es facil comprender que la curvatura permite clasificar, salvo isome-
trias del plano, las enrvas parametrizadas planas con veloeidad unitaria. Por
tanto, distingue las curvas planas regulares salvo su imagen por una isometria.
En conereto, si & @ (a,h) — R es una funcion continua a trozos, el teore-
ma fundamental de la teoria local de curvas planas establece que una curva
parametrizada o : (a,b) — R2, con velocidad unitaria v curvatura s esta da-

da por:
afs) = ([{r{:s B(s)ds + r-.|.fz-ivllﬂ[~]rf.w 4 I"_)).

H(.ﬂ) — [f\‘{#]d.‘l + .,

donde ey, eo v 6 son constantes de integracion. Un cambio de la constante
ty representa una rotacion de la curva, v un cambio de e o e define una
traslacion de la curva. Ademas, si 3 : (a,b) — R? es otra curva parametriza-
da, con velocidad unitaria y eurvatura x, existe una isometria I del plano que
translorma o en [4: es decir, F es tal que F oa = 4. Este teorema explica
el hecho de que clasicamente se definiese una curva plana por medio de su
curvatura, también denominada ecuacion natural o intrinscea de la enrva,
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Para determinar una curva parametrizada « con curvatura x (al menos,
continua a trozos) basta resolver las dos ecuaciones anteriores o el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales:

a'(s) = (cosf(s),senf(s)),

0'(s) = ks). (1)

La elevada capacidad de resolucién grafica que tiene Mathematica® y que
se ha mencionado al principio se pone ahora de manifiesto. En efecto, se puede
definir un programa [1,4] que permite realizar la representacion grifica de una
curva parametrizada plana con curvatura s prefijada, sin necesidad de entrar
en los detalles de la solucion numeérica del sistema (1). En particular, permite
conocer graficamente la curva con curvatura s atin cuando la solucion de ese
sistema sea muy complicada. Por ejemplo, las curvas de Lehr [7] son las curvas
planas con curvatura.

&(8) = a + beos(es),

donde a, b y ¢ son nimeros reales. Por consiguiente, cada curva de Lehr
esta definida por tres constantes: a, b y c. Las curvas de Lehr en las que ¢ = 0
tienen curvatura constante & = a -+ b vy, por tanto, son rectas o circunferencias.
Para las curvas de Lehr en las que ¢ # 0, del sistema (1) se signe que la
funcién 8 = #(s), solucién de la segunda ecuacion, es

h
#(s) = as + —sen(es) +d,
[

siendo d una constante de integracion. Ahora es facil describir la primera
derivada o’ de una parametrizacién a de una curva de Lehr: de hecho, o debe
verificar la primera ecuacion de (1), esta es,

a'(s) = (cus{ua + gauu(t:ﬁ) + d),sen(as + gﬁcn(r:s] + d)) :

La integracion de esta funcion conduce a funciones muy complicadas; a saber,
las funciones de Lommel, las euales son generalizaciones de las funciones de
Bessel. Sin embargo, esas curvas se pueden representar graficamente. Por
ejemplo, salvo isometrias del plano, la curva de Lehr con curvatura s(s) —
10 — 25 cos s es:
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FIGURA G

La curva de Lehr con curvatura x(s) = 1 + 8 cos(10s) es:

-0.7%0.50.25

0.,25%0.50,75%

Ficura 7

y la curva de Lehr con curvatura x(s) =

1 4 15cos(Hs) es:

FIGURA 8

Las figuras 6, 7 y 8 ponen de manifiesto que segiin sean los valores de
los parametros a, b y ¢ que definen una curva de Lehr, esta curva puede ser
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cerrada 0 no. Recientemente en [6], han sido estudiadas las relaciones que
deben existir entre a, b y ¢ para que la curva de Lehr sea cerrada.

Las prestaciones de Mathematica® hacen que este programa se considere
una herramienta util en la docencia del algebra lineal, el cilculo en una y en
varias variables, las ecuaciones diferenciales ordinarias o la geometria diferen-
cial de curvas y superficies entre otras, asi como en ¢l estudio de materias
de otras ciencias. Existen varios libros de texto publicados en diferentes idio-
mas, los primeros datan de 1991-92) v desde esa época han aparecido un
significativo nimero. En ellos, se complementa la parte tedrica con ejercicios
pricticos resueltos con Mathematica® y se presentan programas para el estudio
de los diferentes temas. Se puede acceder a través de internet ala pagina web:
http://www.wolfram.com/bookstore en la que se encuentran listas de libros
que utilizan este programa.

Para el tratamiento de problemas de control, mercantiles, financieros, dpti-
ca, sistemas mecanicos, analisis de datos, senales y sistemas, e ingenieria
cléetrica se pnede consultar la siguiente pdgina: http://www.wolfram. com/
applications. Programas que han sido definidos utilizando Mathematica®
se encuentran disponibles en la pagina: http://www.mathsource.com.

Para profesores puede ser de interés la pigina: http://www . wolfram. com/
education, y para estudiantes la pagina: http: //www.integrals.com. Ade-
mas, existen algunas piginas web en las que se hallan ejemplos educativos e
ilustrativos; entre ellas destaca la de A, Gray: http://bianchi.umd.edu.
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Investigando en nudos y variedades
con la ayuda de Mathematica®

por

Maria Teresa Lozano

La existencia del ordenador, v en particular de programas que permiten
hacer cileulo simbolico y representaciones graficas, ha dado una nueva orien-
tacion a la manera de hacer investigacién en matématicas. Es evidente gque
la potencia, v veloeidad de cileulo de los ordenadores permite realizar ope-
raciones que una persona jamas podria concluir, y desde luego eliminan la
posibilidad de cometer pequenos errores aleatorios que pueden alterar sustan-
cialmente el resnltado. Por esta razén, hoy en dia es posible estudiar con
detalle muchos ejemplos concretos de una familia de objetos matematicos que
interese investigar. Fste estudio de easos particulares indiea el tipo de resul-
tados que se pueden esperar en un contexto general. Sin embargo, esto no
evita que ¢l investigador tenga que trabajar también en la forma tradicional
enunciando v demostrando teoremas. La diferencia esta en que ahora tiene a
su disposicion esta potente herramienta que aumenta su capacidad de caleu-
lo v visualizacién, v le permite presentar ademds aplicaciones imposibles de
realizar sin su ayuda.

En esta nota trataré de reflejar como hemos utilizado el programa Mathe-
matica® en parte de la investigacidn que he realizado en los iltimos anos, en
colaboracion con H. Hilden y J.M. Montesinos.

En primer lugar voy a situar nuestro tema de investigacion dentro del
panorama de las Matematicas.

Probablemente los espacios topoldgicos mas interesantes y con mayor can-
po de aplicacion son las variedades, Una variedad de dimension n es un espacio
topoldgico localmente homeomaorfo a B" . El prineipal problema en el estudio
de variedades es su elasificacion topoldgiea (a menos de homeomorlismo), Se
conoce la clasificacion completa de variedades de dimension 1 (lineas) v de
dimension 2 (superficies). El problema de la elasificacion de variedades de
dimension 3 es hoy en dia un activo campo de investigacion.

Otro problema importante en topologia es la clasificacion de encajes de
unas variedades en otras, por ejemplo la clasificacion de nudos v enlaces, que
son encajes de circunferencias en la esfera S°.

Ambos problemas estan relacionados. De hecho algunos de los procedi-
mientos que existen para construir todas las variedades de dimension 3 orien
tables v cerradas, involucran nudos v enlaces en S*, por ejemplo cirugia en
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un enlace de la esfera §%, o espacio reenbridor de §% ramificado sobre un
enlace. Estos procedimientos no resuelven todavia el problema de clasificacion
porque en todos ellos existen repeticiones, es decir distintas cirugias o distintos
espacios recubridores pueden dar Ingar a nna misma variedad.

Para avanzar en la resolucién de problemas de elasificacidn de nudos, en-
laces v variedades, se ntilizan invariantes. En la investigacion de nuevos inva-
riantes se ha de tener siempre en cuenta que son especialimente 1tiles aquellos
invariantes que sean calculables y que tengan suficiente capacidad de distin-
cidn. La Topologia Algebraica, que surgio de la necesidad de encontrar este
tipo de invariantes, proporciona algunos invarientes algebraicos interesantes,
aunque ninguno de ellos puede distingnir espacios del mismo tipo de homo-
topia. Recientemente, debido a los trabajos realizados en los 1ltimos veinte
anos por Thurston y otros geometras, ha tomado gran importancia la in-
vestigacion y el calculo de los llamados invariantes geométricos. Estos estan
asociados a las estructuras hiperbolicas existentes en el complemento de nudos
v enlaces (con cierta singularidad en el enlace) y por tanto en las variedades
hiperbélicas obtenidas a partir de ellos. Se deduee del Teorema de Rigidez
de Mostov, que asegura la unicidad de tales estructuras, que estos invarian-
tes son topoldgicos, es decir, son invariantes que distinguen variedades salvo
homeomorfismo.

Nosotros hemos utilizado Mathematica®, para investigar y calcular algunos
invariantes de este tipo. Hemos utilizado Mathematica® para realizar caleulo
simbdlico, cdleulo numérico, representaciones grificas en dimension 2 y 3, v
como lenguaje de programacion para implementar algoritmaos.

Concretamente: Sea K un nudo hiperbdlico en la esfera $*. Eso significa
que el exterior del nudo, Ny, es un variedad de dimension 3 con una tnica
estructura Riemanniana completa de curvatura constante negativa, es decir
una variedad hiperbdlica. Por tanto su espacio recubridor universal es el espa-
cio hiperbélico H?, y su grupo fundamental, G/(K), que es el grupo del nudo,
actua en H®, como un grupo discreto de isometrias, dando como cociente
Ny, Esta estructura corresponde a una representacion discreta de G(K) en
el grupo de matrices PSL(2,C) isomorfo al grupo de isometrias directas de
H?. Toda representacion de G(K) en PSL(2,C), que envien los meridianos
del nudo a giros de angulo «, para a entre 0 y cierto valor ay, corresponden a
una estructura hiperbalica en 5% que tiene al nudo como linea singular, puesto
que el dngulo alrededor de K mide & en lugar de 27, como sucede en cualguier
linea regular. Esta estructura se denomina variedad cdnica y la designamos
por (%, K,.).

Citaré a continuacion, a modo de ejemplo, como hemos utilizado el pro-
grama Mathematica® en tres tipos de resultados relativos a estas variedades
conicas.
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1.- Las representaciones correspondientes son puntos de una variedad alge-
braica conocida como la curva de trazas del nudo. Utilizando cdlculo simbéli-
co con Mathematica® hemos implementado un algoritmo que, entre otras
cosas, calcula un polinomio que define la curva de trazas de cualquier nudo o
enlace racional, p/q [1]. El grupo de un enlace o nudo racional tiene una pre-
sentacion con dos generadores (a.h) v una relacion, que se calenla algoritmiea-
mente a partir de los mimeros p y ¢. Hemos programado una formula recursiva
hasada esencialmente en la sipniente propiedad de las trazas de matrices de

SL(2,C):

trazal AB) = traza(Ajtraza(B) — traza(AB Ly

formula que se deduce facilmente de la conocida ecuacion de Hamilton:
A? —traza(A)A+1=0. Las variables utilizadas en la eurva de trazas han sido
las siguientes: = —traza(p(a®)), 2 —traza(p(ab)), donde p: G(K) = SL(2,C)
es la representacion asociada.

La curva de trazas del nudo p/q depende de la presentacion del grupo
elegida, pero su discriminante, que es un polinomio hix), es un invariante
polindmico del nudo ficilmente calculable con Mathematica®. El valor oy, es
una rafz del polinomio k(x), lo que prueba que e es un mimero algebraico, es
el llamado limite de hiperbolicidad. El invariante A(x) es un ejemplo de invari-
ante geométrico obtenido usando cdleulo simbdlico, uno de los aspectos que
ofrece el programa Mathematica®. Reproducimos aqui, a modo de ejemplo,
la parte (simplificada) del algoritmo que lo calcula.

Datos del nudo

n = (p-1)/2
Table[p-Mod[q*i,2p),{i,1,p-1}];

e = Table[%[[i]]/Abs[%[[i]]]. {i,1.p-1}]
t = Table[e[[n-i+1]]*e[[n-i+2]},{i,1,n}]

n-—.
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Férmula de recurrencia para calcular la curva de trazas
r{0] = 1;
r(1] = (z-1);
r[2] = 1-2%t[[2]]4x-t[[2]]*x-2*z+t[[2]]*2z-x*2 /24 t[[2]]*x*z/2+2%;

r[n ] := r[n] = Expand[(-t[[n]]*r[n-3] + (-t[[n]] + ((1-t[[n]])/2) x +
t[[n]] 2)*r[n-2] + (-1+42z-((1-t[[n]])/2) x)*r[n-1]) ]

Curva de trazas
n = (p-1)/2;
r = r(nj

Factor[r|

h-polinomio

hpol = Factor[Resultant[Expand[D][r],z]], r,z]]

2.~ Por otra parte, una variedad hiperbdlica cénica se obtiene a partir de
un poliedro del espacio hiperhdlico H?, identificando pares de earas mediente
isometrias de H®. Cuando se dispone de una familia de variedades conicas,
dependiente de un parametro, por ejemplo {(53. K, )|y > a > 0}, la visua-
lizacion de los poliedros hiperbdlicos correspondientes a los miembros de
la familia permite conocer algunos aspectos interesantes, como su tipo com-
binatorio, simetrias, situacidn en los valores limite del parametro. El estudio
realizado en [2] con el nudo racional 5/3, conocido como nudo de Saboya, nudo
lasca o nudo “ocho”, es un ejemplo de este tipo de investigacion., Partiendo
del poliedro euclideo para el valor ap se obtiene los correspondientes a to-
das las variedades cénicas del nudo de Saboya. Para el valor 0 del angulo, el
tipo combinatorio cambia. En este momento se obtiene un poliedro con dos
vertices ideales, PPy Q que da la estructura completa en el complementao del
nudo. Gracias a este estudio, que podemos calificar como grafico, observamos
que la familia continia mas alla del dngulo cero. Demostramos entonces con
rigor que se produce un fendmeno, denominado cirugia espontianea, tras el
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que los poliedros corresponden a una nueva familia de varidades hiperbolicas
conicas con soporte la variedad M, obtemda al hacer cirugia cero en el nmudo
de Sabova, en lugar de 5%,

La H‘!_"ll['.'-l minestra illll_l‘H]Iﬁ:\' |‘|n|'ll'ill‘u'_-€ de estas familias. Los 5 |||'i1||{'ru_-.

corresponden a estructuras conicas en 8% con singularidad el nudo de Saboya

Yy i'ITl:.’Jllllh: "; Tr e g ¥ Cero, los restantes corresponden a estructuras conicas

en la variedad A, con singularidad el danima de la cirngia, v dngalos:
3Ty casi 2. Se observa que en los cuatro primeros se trata de un policdro

.,
con 4 pentagonos v 8 triangulos, en los que las arista superior ¢ inferior (que
se provectan en la singularidad) disminuyen en longitud hasta redocirse cada
una de ellas a un punto (17 v @) en el poliedro que ocupa el quinto lugar, gque
tiene 4 cuadriliteros v B triangulos. Es el momento de la cirngia espontidnea
Despucs vuelven a aparecer otras dos aristas en lugar de Py 2, pero como
interseccion de las otras dos caras, que pasan de tridngulos a cuadriliateros.
Los dltimos cuatro poliedros bienen entonces 8 cuadrilateros v 4 triangnlos.
Mathematica®™ permite ver cada poliedro desde cualquier punto de vista [4], o

realizar una animacion donde se obscerva la transformacion de los poliedros al

variar el angulo.
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3. Dos importantes invariantes geométricos de las variedades hiperbélicas
son el volumen y el invariante de Chern-Simons, que se definen también para
variedades hiperbdlicas conicas. El volumen de la variedad es el volumen del
poliedro hiperbdlico del que procede, y el invariante Chern-Simons esta rela-
cionado con el giro que se produce en el pegado de las caras. La existencia
de férmulas que relacionan la diferencial de ambos invariantes con funciones
continuas asociadas a la singularidad, como son su longitud y giro, permite
utilizar calculo numérico para obtener su valor [3].

Estos ejemplos constituyen sélo una pequena muestra de la enorme canti-
dad de posibilidades que ofrece Mathematica®. Si algiin investigador decide
explorar entre sus funciones y paquetes, seguro que en poco tiempo encon-
trarda nna utilidad insospechada de este programa en su trabajo.
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