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Tomséas Recio

El objetivo de esta columna es presentar de manera sucinta, en
cada uno de los nimeros de La Gaceta, alguna cuestidn matemdtica
en la que los cdleulos, en un sentido muy amplio, tengan un papel
destacado. Para cumplir este objetiva el editor de la columna (sin
otros méritos que su interds y sin ofros recursos que su mejor vo-
luntad) quisiera contar con la colaboracidn de los lectores, a los que
anima a remitirle (a la direccion que se indica al pie de pdgina') los
trabajos y sugerencias que consideren opovtunos.

EN ESTE NUMERO. ..

Para este mimero de La Gaceta hemos solicitado la colaboracion del pro-
fesor de la Universidad de Sevilla, Pedro Real Jurado, que nos ha enviado un
interesante articulo, escrito junto con su alumna Rocio Gonzélez-Diaz, sobre la
simplificacién del calculo de la operacion cohomolégica denominada cuadrados
de Steenrod.

El articulo trata de presentar de modo sencillo, a través de algunos calculos
de tipo combinatorio y con un estilo divulgativo, una idea original de Gonzalez-
Diaz-Real (vease la referencia [2] del articulo anexo) que ha merecido encen-
didos elogios de varios especialistas en Topologia Algebraica (que incluimos a
continuacién por su acierto descriptivo, aunque respetando el anonimato de
los referees), animdndonos a requerir de los autores una versién adecuada al
tipo de lector de La Gaceta.

... The subject of the naper [2] is a method giving explicit formulas
for the Steenrod squares. The original definitions by Steenrod [4] were not
very convenient to study their properties, and it became soon clear that
the “abstract” structure properties of these operators are the main praoblem
about the subject. Fifty years later, the subject is still one of the major
subjects in Algebraic Topology, and this gives a good idea about the fantastic
insight of Steenrod’s vision....... the connection established in this paper
[2] between the now available formulas for the extended Alexander-Whitney
operators and the most ancient definition of the Steenrod squares [4] is quite
important. It should become an essential relationship between the theoretical
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informations known for a long time [or the Steenrod operations and conerete
works around effective algehraic topology.

... [2] provides an interesting view of the potential of computational
methods beyond areas that the computational algebra/algebraic geometry
community might traditionally think of ...

... The paper [2] provides an interesting, and potentially promising, [resh
approach to computing the action of Steenrod squares in the cohomology of
spaces. Until now, making combinatorial computations directly in the chain
complexes of simplicial sets has seemed prohibitively complicated in general,
but the author’s observation about how to simplify by eliminating many
degenerate terms should be interesting both to those interested in aspects
of computational complexity and feasibility, and to topologists interested in
computing the action of the Steenrod algebra on particular spaces,

1Ina curiosa combinacion de
Topologia, Algebra y Combinatoria:
los cuadrados de Steenrod

por

Rocio Gonzalez-Diaz y Pedro Real

UnN PROBLEMA DE INFORMATICA TEORICA

Comencemaos nestra exposicion con el planteamiento de un problema de
contar palabras en el alfabeto {01} para, mis adelante, relacionar este pro-
blema con otro de Topologia Algebraica.

Por convenio, contaremaos las letras de las palabras de izquierda a derecha
y supondremos que la letra mis a la izquierda es la que ocupa la posicidn cero.

Consideremos dos mimeros enteros my n, talesque 0 <n <myn =m
mod 2 y consideremos n + 1 enteros dg, 8y, ..., 0 tales que 0 < 9y < iy < - <
In—1 < in < . Elsimbolo (ig, 21, - -+, iy )i representard a la pareja de palabras
de m + 1 letras del alfabeto {0, 1} siguientes:

® sin oes par, la primera palabra de la pareja es aquella que presenta unos
en las posiciones {ig + 1,30 +2,...,4;1 — 1, da+ 1,ia +2,...43 — 1,...,
in—1 — Litn+1,....,m} y ceros en el resto, es decir,

0 1 i tn (1)

Qe 0 Towedl @ Quwalll 0 o 0 1---1
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y si n es impar, presenta unos en las posiciones {ig + 1,49 + 2,...,
=1 da+1i24+2,...i3—1,...,80-0— Lip_1+1,...,0 — 1} y ceros
en el resto.

e La segunda palabra de la pareja serd aquella de m + | letras con la
propiedad signiente: si la primera palabra de la pareja presenta un 1
en clerta posicion, la nueva palabra tendra un 0 y viceversa, salvo en
las posiciones ig, iy, ..., i,, donde la nueva palabra tendra siempre ceros.
Por ejemplo, en el caso n par, la nueva palabra seria:

i L | L n

Le«x1 0 0---0 0O 1---1 0O --0vv. 0 0---0 (2)

Es facil ver que dos simbolos diferentes de la forma {7 I 5, VO,
(J0s+ + v dn)m dan lugar siempre a parejas de palabras diferentes. Por ejemplo,
los simbolos (1, 2)3 y (2,3)3 representan las parejas (0000, 1001) v (0000, 1100)
respectivamente. Otro ejemplo, (1,2,4)g representa la pareja (0000011,
1L001000).

A partir de ahora, usaremos la notacion
. . . . Eiy 3 - + £ I. - -
(3“1 Flyweny &'FIJN’I = l:(lu-dl yaey Iﬂ:];n_'! “{]a L) DI !'u}m:]

para representar la pareja de palabras que acabamos de describir.

Es claro que el mimero de unos que aparecen en las palabras de una
pareja (o, i1,...,4n)m es en total m — n, por tanto, para que (ig, ... i,)% v
m—n

(105 ..+, in)m tengan el mismo mimero de unos, éste debe ser . El proble-

ma por el cudl nos interesamos es el siguiente: jCudntas parejas (ig, ..., 15 )m
hay con la propiedad de que cada una de sus palabras posea exactamente

n 2 . % P
unos? ;Cial es una manera eficiente de contarlas?

En el caso n =1y m = 3, tenemos las siguientes parejas de palabras

(fo,21)3 = ((20.#1)5, (20.201)5)
(0,)3 = (0000, 0011)
(0,2); = (0100, 0001)
(0.3)5 = (0110, 0000)
(1,2)3 = (0000, 1001)
(1,3)3 = (0010, 1000)
(2,3)3 = (0000, 1100)

Por tanto, de las 6 parejas posibles, hay dos, la (0,2)3 v la (1,3);. que
presentan un sélo 1 en cada una de sus palabras componentes.

La solucién al problema general (ver [2]) la da la siguiente serie de de-
sigualdades que, esencialmente, nos proporcionan cotas inferiores para iy en
funecidn de gy, tpyn, .. g
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Sn) < i, < m
Sk) < i <tggr—-1, VYk=1,...,n-1
in = 5(0),

donde

. . . . L 1 k
S(k) = dgp41 — kg2 +---+ (_1}k+ﬂ_11n + (_1)’”— L%J o I.EJ‘

para todo 0 < k < n,

Notemos que estas desigualdades permiten contar exactamente el mimero
de simbolos (ip,...,in)m que dan parejas de palabras con el mismo mimero
de unos.

Por ejemplo, en el caso n = 1 y m — 3, las desigualdades anteriores se
reducen a

2<i1<3 (3)
i = @1—2,
que se corresponden con las soluciones encontradas anteriormente por simple
inspeccion de todos los casos,

ALGEBRA Y POLIEDROS

De un problema de Informatica Teodrica, pasamos a otro completamente
distinto, enmarcado dentro de la Topologia Algebraica. Comencemos definien-
do un tipo particular de conjunto graduado en el conjunto de los enteros no
negativos y dotado de dos tipos de operadores que hacen subir o bajar un nivel
en la graduacion,

Sea (V, <) un conjunto parcialmente ordenado. Un conjunto simplicial
poliedral I” es un conjunto graduado { %} indexado en los enteros no negativos.
tal que

Py € {<tpyeus iy =€ VIt g0 < oo < Yy}

de forma que cualquier proyeccion de cualquier elemento < vy,...,v, > de
P, pertenece a otro conjunto P. de P. Ademads, deben existir aplicaciones
8 : Py — Pq_ | (operadores cara) y 8, : P, — P,y (operadores de degene-
racion), 0 < i < q, definidas de la siguiente forma:

Qi< VgV ) = L UhyaiyBiyeoayVy By
si(<vo,..., vy >) = <vo,..., 0 Y,..., 0 >,

donde la notacién ¢ significa que omitimos el elemento v,

Los elementos de P, se llaman g-simplices. A los O-simplices, que se corres-
ponden con los elementos del conjunto V', se les llamara vértices. Un simplice
< 1g,...,0, > se dice que es degenerado si existe un indice i, con 0 < i < n,
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tal que v; = vy, En caso contrario, se dice que es no degenerado. Es decir,
un simplice es degenerado si pertenece al conjunto imagen de un operador de
degeneracion de P,

En resumen, un conjunio simplicial poliedral puede considerarse como una
version combinatoria de un poliedro geométrico. La rigida estructura combi-
natoria que presenta el primero con respecto al segundo estriba esencialmente
en el hecho de considerar los operadores de degeneracion s;. aplicaciones, en
principio, sin trasfondo geométrico. Estos operadores son fundamentales en
Topologia Simplicial o Combinatoria para poder definir aplicaciones que par-
tan de conjuntos esencialmente algebraicos v que desemboquen en conjuntos
algebro-geométricos. A partir de ahora, para facilitar la lectura, a los conjuntos
simpliciales poliedrales los llamaremos, abreviadamente, poliedros.

Supongamos que trabajamos con el anillo de los enteros como conjunto
parcialmente ordenado de base. Dado un poliedro P, construyamos la pareja
(C.(P),d) formada por ciertos conjuntos y aplicaciones graduados. Para cada
grado ¢ (siendo g un entero no negativo), C,(P) seri el grupo abeliano libre
generado por los g-simplices no degenerados de Py d, : Cy(P) = C,_(P)
serd el homomorfismo dy = Z?_J,(-l)*'rfj. Resaltemos el hecho de que la com-
posicion dy_yd, es el homomorfismo nulo. Esta propiedad nos permite definir
el grupo g-ésimo de homologia de P como el cociente Ker dg/Im dyy ;.

Andlogamente, deliniremos la pareja (C*(FP;Z2),4). En el grado g los
elementos de C9( P; Zy ), llamados g-cocadenas, seran homomorfismos de €, (F)
en el grupo abeliano aditivo Zp. Evidentemente una g-cocadena quedara de-
terminada por su accién sobre los g-simplices no degenerados de P. El ho-
momorfismo §7 : C1P;Zy) — CIYY(P;Zy) vendra definido por §7(¢)(x) =
c(dy+1 x), donde ¢ € CYP;Zp) y ¢ € Cyy1(P). El grupo g-ésimo de coho-
mologin HY(P;%,) ser el cociente Ker 49/Im 49!

Por no ser esencial en este trabajo, no incidiremos, en lo que sigue, en la
estructura diferencial que presentan los grupos graduados C,(P) y C*(P;Zy)
que acabamos de definir.

Establezcamos ahora, con un ejemplo, cierta operacién Sq' (de la que mads
adelante destacaremos su importancia) entre cocadenas. Sea ¢ una 2-cocadena
de un poliedro cua.lquterﬂ. P, con un mimero finito de vértices. En [3] se define
la 3-cocadena Sq'(¢) de la siguiente forma:

4 =
Sql(f-'](” - Z Z f-":g:'+l izl rdll-"a.,,.+ 1+m " Yay +mf.]m =2 'E)m+p—1 ” (4)
1=0
. r(aﬂ R f'}i—ls.’iq+m R +m3m—laﬂ—q+l e f}'{ ”-
donde £ =< vy, vy, v2,v3 > es un 3-simplice no degenerado, ¢ es el producto en

Za, m =4 — p— gy finalmente E es una suma sobre el conjunto de indices

(0¢<2,0<p<3-q- 1y (o,3) € {(p+1,q)— barajamientos}}.



462 La COLUMNA DE LA MATEMATICA COMPUTACIONAL

Notese que un (p, g)-barajamiento es una particién del conjunto {0,1,...,p+
g — 1} de enteros en dos subconjuntos disjuntos, ey <---<ap y i <--- <
3, de p y g enteros, respectivamente. Una particién tal describe una posible
forma de mezclar una baraja de p cartas con otra de g cartas, de manera
que dispongamos las cartas de la primera baraja en el orden primigenio pero
en las posiciones a,...,ap v las de la segunda baraja también en el orden
primigenio y en las posiciones 3, ..., /4.

Aplicando directamente la férmula anterior, la 3-cocadena Sg'(e) al eva-
lnarla en un 3-simplice no degenerado < vy, vy, w2, v3 >, nos devolveria

S‘?i(t’?} < vy, U1, e, Uz > =< ug >) ee(< vy, vy, v, 02,03 >) +

53 sumandos mids
+ (-'.{{ L)) ;‘) . C(': v, V1, U1, V2,03 >j+ it

Ademas, en [3] se demuestra que si tenemos una clase de cohomologia
[c] € H*(P:Z,) con 2-cocadena representativa ¢, entonces [Sq'(c)| pertenece
a H3(P;Z,).

UNA VERSION SIMPLIFICADA

Vamos ahora a tener en cuenta varios puntos que nos permitirdn redueir
considerablemente la complejidad de la formula de Sq'(¢). En primer lugar
vemos que si aplicamos una g-cocadena a un simplice de distinta dimension, el
resultado es siempre (0. Ademads, la imagen por ¢ de un 2-simplice degenerado
va a ser siempre cero, Por tanto, en la formula (4), podemos eliminar todos
aquellos sumandos donde aparczean simplices degenerados y considerar solo
aquellos sumandos e(...) ® ¢(...) donde el mimero de operadores cara que
aparezcan en ambos factores sea 1. Con estas simplificaciones (4) se reduce a
una suma con solo dos términos:

Sqt(e)(< vg, v, v2,v3 >) = (P (< vo, v1,v2, v3 >)) @ c(F3(< vy, v1,v2, U3 >))
+ C(Iﬂz(ﬂ‘( Un, V1. Ug, 1y :‘#):] @ .:(Bn{-:: iy, U1, Vg, Uy }:J)
=c(< vg,va, 13 >) ee(< vy, 1,00 >)
+o(< vy, v, v3 2> ) e o< vy, v9,v3 ).

(%)

Vemos, pues, que la primera definicién que hemos dado de S¢'(e) es sus-
ceptible de una mejora sustancial en su complejidad de cdlculo.

Asociando composiciones de operadores cara del poliedro con palabras en
el alfabeto {0, 1}, de modo que a la composicién Ok, dy, - - - O, aplicada a un
elemento de grado m le corresponda la palabra de longitud m + 1 siguiente:

ey ky ey k

Ginili 1 Boeoll T Vsl T smomvm 1 Gl (6)
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donde (0 < &y < ko < -+ < &y, < my, vemos que a la pareja (¢4, dy) del ejem-
plo anterior se le asociaria la pareja (0100, 0001), que no es mas, signiendo 1a
notacion de la seceion primera, que (0,2)3 v a la pareja (g, dy) le correspon-
deria el par de palabras (0010, 1000), que coustituye la pareja (1,3)3. Asf los
sumandos de la formula (5) quedarian relacionados con las soluciones (3) del
ejemplo concreto que trabajabamos en la seccion primera. Esta forma de sim-
plificacion de la formula de S¢' constituye una de las piezas clave que nos
permitio obtener en (2] formulas explicitas para las operaciones (en general)
Sg', cuya importancia describiremos en la proxima seccion.

UNA EXPLICACION MAS TECNICA

Intentaremos aqui engarzar de manera coherente las secciones anteriores,
usando comao hilo argumental distintos aspectos de caricter técnico e historico
en Topologia Algebraiea.

Un problema fundamental de la Topologia es determinar si dos espacios
son o no homeomorfos. Para demostrar que dos espacios son homeomorfos
hace falta eonstruir una funcidn que vaya de un espacio al otro, biyectiva,
continna y con inversa continua. Probar que no lo son es demostrar que tal
funcidn no existe, lo que suele ser muy dificil en la practica. Por ello, se sue-
len buscar propiedades que sean invariantes por homeomorfismo (invariantes
topoligicos). Por ejemplo, el niimero de agujeros en un espacio o el mimero
de componentes conexas son invariantes topoldgicos. Una apropiada genera-
lizacion de este dltimo concepto es el de grupos de homologia. Asimismao, es
posible asociar a un espacio topologico X otra serie de grupos abelianos, los
llamados grupes de cohomologin. Estos altimos grupos [ueron definidos mucho
mas tarde que los grupos de homologia. La razon no es dificil de compren-
der, ya que los grupos de cohomologia son., geométricamente hablando, mucho
menos naturales que los grupos de homologia. Sus origenes estan en el Alge-
bra m4s que en la Geometria; en un cierto sentido algebraico, ellos representan
un concepto “dual” al de los grupos de homologia. Es bien sabido que si los
grupos de homologia fallan para distinguir dos espacios, entonces los grupos
de cohomologia también fallardin. Entonees, ante la pregunta natural de por
qué trabajar con cohomologia y no simplemente con homologia aparecen varias
respuestas. Quizds la mais concluyente es que los grupos de eohomologia tienen
una estructura algebraica adicional -1a de anillo- v que este anillo permitirad dis-
tinguir espacios cuando los grupos no puedan. La operacion de multiplicaecion
en este anillo se denomina preducto cup y la descripeion de su formula a nivel
de cocadenas dada por Cech y Whitney en los anos treinta, produjo una total
sorpresa en los topdlogos de aquella época. Era bastante sorprendente que la
“dualidad” algebraica que presentaban homologia y cohomologia se rompiera
v que el anillo de cohomologia apareciera entonces como un invariante s
potente que la simple homologia para discriminar dos espacios no homeomor-
fos.

Incluso si nos encontramos con dos espacios con grupos de cohomologia
isomorfos y con un mismo comportamiento del producto cup en ambos anillos,
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tal vez la maquinaria de aperaciones cohomoldgicas, es decir, de operaciones
algebraicas sobre los grupos de cohomologia, pueda ayudarnos a distinguir
estos dos espacios. El concepto de operacion cohomoldgica aparecid con el tra-
bajo de Steenrod [4] en 1947, donde se resuelve el problema de clasificacion
de aplicaciones de un complejo de dimension n + 1 a la esfera 87, para n > 3.
Que este problema era de considerable complejidad lo evidenciaba el hecho de
que dos insignes matemsiticos de la época (Freudenthal y Pontrjagin) anuncia-
ran soluciones del mismo que. mas tarde, se descubrieron incorrectas. Pero la
mnportancia del articulo de Steenrod estribd fundamentalinente en el hecho de
gue ¢l introducia, trabajando con complejos simpliciales finitos, una familia
de nuevas operaciones Sq', llamadas posteriormente cuadrados de Steenrod,
a nivel de cocadenas. En su trabajo, las descripciones de estas operaciones
son extremadamente dificiles de manejar, como ya apunté el propio Steenrod.
En 1949, trabajando con la cohomologia de Alexander-Spanier de un espacio,
H. Cartan fue capaz de dar una presentacion mas simple de la construcciéon
de Steenrod. En el Congreso Internacional de Matemadticas de Cambridge de
1950, Steenrod anuncié el deseubrimiento de nuevas operaciones cohomologi-
cas, las ahora llamadas potencias reducidas de Steenrod. Un hecho esencial
para que se produjera este descubrimiento fue la introduceién de una nue-
va definicién de los enadrados de Steenrod, haciendo uso de la definicién de
Lefschetz de producto cup. En esta definicidn, la conmutatividad fuertemente
homotdpica -medida en términos de ciertas aplicaciones 1); (i € N U {0}) que
se definen entre cadenas— del producto cup juega un papel primordial. Pero no
fue dada ninguna formula explicita general de 1);: Steenrod recurrié a la teoria
de modelos aciclicos para garantizar la existencia de estas aplicaciones. En el
contexto de la Topologia Simplicial, este método puede considerarse, en cierta
medida, un proceso constructivo; pero se obtienen asi [ormulas extremada-
mente recursivas para las aplicaciones ;. Citemos también que Jean Pierre
Serre en 1952 establecié una estrechisima relacion entre los Sg' y los grupos
de cohomologia de los espacios de Eilenberg-Mac Lane (espacios “primos” en
la teoria de homotopia) y, en la misma época, José Adem dio un completo
conjunto de relaciones entre los cuadrados de Steenrod. Datos y referencias
mas explicitas se pueden encontrar en [1].

Tras situar en un contexto histdrico la importancia de las operaciones co-
homolégicas Sq' que hemos introducido —via ejemplos— en las secciones prece-
dentes, debemos senalar cual es el interés de nuestra aproximacion combina-
toria a las mismas. En [3] se concreta ann mis la definicion dada por Steenrod
en 1950 de las operaciones Sq', en el sentido que se dan, por primera vez,
férmulas no recursivas de las aplicaciones D; en funcion de las aplicaciones
que intervienen en el Teorema de Eilenberg-Zilber (un resultado de Topologia
Algebraica donde se garantiza la equivalencia homoldgica de un producto geo-
métrico de espacios y un producto algebraico). La férmula (4) es fiel reflejo
de este tratamiento. Finalmente, en [2] se obtiene una version simplificada
de la formulacién combinatoria de [3]. El modus operandi de esta simplifi-
cacion lo hemos intentado mostrar en la seccién de este articulo que incluye la
férmula (5), si bien no hemos considerado alli que toda composicién de opera-
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dores caras y degeneracion admite una reescritura “canonica”, hecho que nos
permite establecer, en el caso general de las Sq', una elegante formula para
estas operaciones (ver un nuevo ejemplo mas abajo). Grosso modo, el trabajo
realizado en [2] se puede considerar como una generalizacion de la primera
definicion de los cuadrados de Steenrod en [4] en el contexto combinatorio de
la Topologia Simplicial.

Veamos un ejemplo de estas formulas aplicadas al caso particular de los
poliedros. Dado un poliedro P y dada una j-cocadena de C'(P),si¢ < )y j—1
es impar entonces, dado t € C;y;(P), la formula que obtenemos para Sq' es:

m in =1 ig—1

Sq'(e)(t) = > Y, e ¥

in=58(n) in-_1=8(n-1) 1=5(1)

c(Fip+12+ 0510541 ¢+ < 059105, 141+ - Biy 1 )
o c(@y-- Byay41-00 8, 10,41 O t),

dondei+j=myj—i=n.

Nétese que aunque los cuadrados de Steenrod trasforman clases de co-
homologia en clases de cohomologia, en esta descripeion —al igual que en la
hecha en las secciones 2 y 3 para S¢'- hemos definido estas operaciones sim-
plemente a nivel de cocadenas. Hemos optado por no incidir en la naturaleza
cohomolégica de la operacidn Sq' para hacer mas comprensible la lectura.

Esta formula se puede representar, con la notacion utilizada en la seeciones
1 v 2, de la siguiente forma:

_:'_7_1“ j"—_-.,] :Ig;‘]
Sqi(e)(t) = L L e ¥
in=8(n) in_1=8S(n—1) i=5(1) (7)

c(“l‘h ih" e t'i'rl:l:r] t:’ *C {('i'l'.'h?:l- s 1i11};1 U-

donde las secuencias (ig,2y.---, i)} ¥ (20,21, -+ .in);, s€ entienden como una
composicion de operadores cara, como ya hemos ilusirado en la seccion 3.
Observemos que las acotaciones de los subindices son las del problema que
planteabamos en la primera seccion de este articulo.

Es facil ver que para una 3-cocadena c la definicion (7), para: = 1y j = 2,
coincide con la expresion dada en (5).

OBSERVACIONES SOBRE ESTA NUEVA FORMULACION

Discutamos algunos hechos sobre la computabilidad de estas férmulas.
Ante todo es claro que si el poliedro con el que estamos trabajando tiene un
numero finito de simplices no degenerados en cada dimension, estas férmulas
proporecionan un verdadero algoritmo de edleulo de los cuadrados de Steenrod.
En este caso, suponiendo que el mimero de simplices no degenerados en grado
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q es rq, v dado un entero positivo k, la complejidad del calculo de S¢'C
serd O(i**1rg; 1) v, por tanto, computacionalmente hablando, muy razonable
si k es pequeno.

Ahora bien, los ejemplos més interesantes que aparecen en la Topologia
Algebraica muestran, en general, una complejidad muy alta (exponencial)
en el nimero de simplices no degenerados. En estos casos nuestro algorit-
mo solo puede ser eficiente en dimensiones bajas. Aunque quizas combinando
apropiadamente nuestro resultado con las propiedades cldsicas que verifican
los cuadrados de Steenrod esta complejidad podria disminuir.

Desde el punto de vista didictico vemos que se ha pasado de una defini-
cion recursiva, compleja y dificil de comprender, a otra basada en una simple
formula y que ademas esta relacionada con una “generalizacién” de las férmu-
las del producto cup dadas por Cech y Whitney, ya que mantienen varios (en
lugar de uno) vértices comunes entre los dos factores del simplice considerado.

En cualquier caso creemos que estos resultados pueden considerarse co-
mo un avance importante en el campo de la Topologia Algebraica Computa-
cional. En este trabajo hemos intentado mostrar que no es dificil integrar
las herramientas del Algebra Computacional con las herramientas clasicas de
Topologia. La implementacidn eficiente de las formulas explicitas (7) en el con-
texto de conjuntos simpliciales poliedrales y clasificantes de grupos constituye
uno de nuestros principales objetivos a corto plazo.
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