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Rigidez de curvatura e incompletitud geodésica temporal
en la geometria del espacio-tiempo

por

Paul Ehrlich

ANTECEDENTES RIEMANNIANOS

Siguiendo un trabajo pionero de H. Rauch [30], M. Berger v W. Klingen-
berg obtuvieron independientemente, al final de los anos cincuenta y principios
de los sesenta, una serie de resultados que culminaron en el signiente impor-
tante teorema de pinzamiento:

Teorema topolégico de la esfera. Sea (M, g) una variedad Riemanniana,

n-dimensional, simplemente conera, completa y con curvatura seccional que
satisface la desigualdad

(<K< (1)

para todos los 2-planos a. Entonces M es homeomorfa a la n-esfera S™.

Por lo tanto, una informacion local sobre la geometria de una métrica
Riemanniana completa (la designaldad de curvatura (1)) en combinacion con el
requisito topoldgico global de que la variedad sea simplemente conexa, nos lleva
a la conclusion topoldgica de que la variedad dada es homeomorfa a la n-esfera.
Si se elimina la condicion de conexion simple, los espacios proyectivos reales
nos proporcionan ejemplos de variedades, que sin ser simplemente conexas,
admiten métricas Riemannianas completas de curvatura constante 1, y que por
consiguiente satisfacen la condicion de pinzamiento (1), sin ser homeomorfas
a esferas.

Resulta interesante observar que si la desigualdad de curvatura (1) se
debilita permitiendo li < K < |, entonces nos encontramos a los espacios
proyectivos complejos, CP (n), que con la métrica elasica de Fubini-Study son
varicdades Riemannianas completas, simplemente conexas, de dimension 2n,
y con la propiedad anadida de que la curvatura seecional varia en cada punto
entre Et y 1. Desde el punto de vista de la geometria diferencial, estos espacios
dotados de esa métrica clisica, son ejemplos de espacios simétricos. Tienen
la propiedad de que VR = 0, donde ¥V es la conexién de Levi-Civita v R es
¢l tensor de curvatura, una rigidez que no poseen las métricas Riemannianas
generales en la n-esfera con curvatura seccional variable proxima a uno.

Esta idltima clase de ejemplos de variedades Riemannianas encajan en
un resultado mds general e interesante obtenido por Berger [6] en el que la
desigualdad de curvatura (1) se substituye por la designaldad de curvatura (2):
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Teorema de rigidez de curvatura de Berger. Sea (M,g) una variedad
Riemanniana, n-dimensional, simplemente conexra, completa y que satisface la
desiqualdad de curvatura

1
-< K <
<K< (2)
Entonces, o bien
M es homeomorfa a S™ (3)
o bicn
M es isométrica a un espacio simétrico de rango 1. (4)

La razdn de llamar a este resultado “teorema de rigidez de curvatura”
es la siguiente. Hemos comenzado con un resultado en el que la conclusidn
topologica (3) se obtenia a partir de la desigualdad de curvatura estricta (1).
Luega, hemos supuesto una desigualdad mas débil en lugar de la desigualdad
estricta en la condicién de curvatura (2) v hemos obtenido que o bien se
sigue verificando la anterior conclusién topoldgica (3), o si ésta conclusidn (3)
falla, no sdlo obtenemos la nueva alternativa de que M s HOMEOMORFA a un
nuevo espacio, sino ademas la conclusion mas RiGina de que M es [SOMETRICA
a una nueva posibilidad. Estas dos alternativas diferentes, presentes en este
resultado de 1960 de Marcel Berger, nos dan la idea fundamental del fendémeno
de la rigidez de curvatura en la geometria diferencial global de variedades
Riemannianas completas.

Ha sido ésta un drea de la geometria Riemanniana en la que ha habido una
ingente actividad investigadora. Unas versiones mas recientes de los Teoremas
de la Esfera se pueden encontrar en el articulo [1).

La nocidn de rigidez de curvatura que estamos discutiendo atrajo la aten-
citn de la comunidad de pedmetras Riemannianos tras la aparicion del in-
fluyente libro de J. Cheeger y D. Ebin, 7], publicado en 1975, Desde entonces
esta nocion desempena un papel estelar y aparece en multitud de trabajos de
investigacion. Por eso no podemos resistirnos a la tentacion de copiar directa-
mente una parte del prefacio de este importante libro en el que el concepto de
rigidez de curvatura es piedra angular.

En este libro estudiamos variedades Riemannianas completas desarrollando
técnicas para comparar la geometria de una variedad general M con la de
un modelo de espacio My, simplemente conexo, de curvatura constante H.
Una primera conclusion es que M mantiene las propiedades geométricas
particulares del modelo de espacio si se verifica la hipdtesis de que su cur-
vatura seccional Ky, estd acotada entre determinadas constantes, Una vez
que esto se ha establecido, se puede llegar a la conclusion de que M conserva
también las propiedades topoldgicas de M.
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La distincion entre cotas de Ky estrictas vy débiles es importante, va que
puede reflejar la diferencia entre la geometria de la esfera v la del espa-
cio euclideo, Sin embargo, a menudo se da el caso de que una conclusion
gue resulta falsa cuando se relaja la condicion de desigualdad estricta a
designaldad débil, puede demostrarse que falla sélo en determinadas cireun-
stancias muy especiales. Resultados de este tipo, conocidos como teoremas
de rigidez, requieren generalmente un argumento global delicado.

Consideremos ahora un segundo ejemplo de rigidez de curvatura de mayor
relevancia en Relatividad General, en la que las variedades consideradas en
general no son compactas. En el camino hacia descubrimientos mas profundos
D. Gromoll y W. Meyer [24] obtuvieron el signiente resultado:

Teorema de los finales de Gromoll-Meyer.  Sea (M, g) una variedad
Riemanniana, no compacta, completa y que satisface la condicidn de curvatura

Ric (v, v) >0 para todow #0 en TM (5)
Entonces M tiene exactamente un final topoldgico.

i Cémo podriamos invocar aqui la rigidez de curvatura? Basta substituir la
designaldad estricta (5) por la desigualdad débil (6) en el siguiente resultado.

Teorema del final rigido. Sea (M, g) una variedad Riemanniana, no com-
pacta, completa y que satisface la condicién de curvatura

Ric(v,v) = 0 pam todo v en TM (6)
Entonces, o bien
M tiene exactamente un final topologico (7)
o bien

(M, g) es isométrica a una variedad producto (R x H,dt* & h)  (8)

De nuevo, si la conclusion topolégica anterior no se verifica, entonces falla
de manera rigida en el sentido de que (M, g) es isométrica a una variedad
diferenciable! con una métrica Riemanniana producto.

Las ideas principales de esta demostracion constituyen el tipo de argumen-
tos matemdticos presentes en las secciones de este articulo que estdn dedicadas
al espacio-tiempo y las presentamos a continuacién como ilustracién.

Sead: M x M - [0,00) la funcién distancia Riemanniana asociada a la
métrica Riemanniana g.

'A lo largo de este articulo diferenciable significara diferenciable de clase €,
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Supongamos que (M, g) no es conexa en el infinito. Entonces existe un
conjunto compacto K y dos sucesiones infinitas {p,} v {g.} contenidas en
M\ K tales que d(pn, qn) tiende a 400 cuando n — =0, y tal que cualquier
curva de p, a g, corta a K, para cada n. Por el teorema de Hopf-Rinow para
variedades Riemannianas completas, para cada n existe una geodésica minimal
{ parametrizada por la longitud de arco) o, @ |ag, by — (M, g) con a, < 0 <
bn v tal que ¢, (an) = Pny €n (bn) = gn. (En el transfondo, ¥ como consecuencia
de la hipdtesis de la distancia entre las dos sucesiones, tenemos que a,, tiende
a —o0 y que b, tiende a 400, cuando n — oo.) Por la hipitesis del final
topologico, reparametrizando las curvas si fuese necesario, podemos suponer
que ¢, (0) estd en K para cada n. Como K es compacto, una subsucesion
{en(j)(0)} debe converger a un punto m de K. Pero como el conjunto de
vectores tangentes unitarios sobre cualquier subconjunto compacto de M es
un compacto, podemos encontrar entonees un vector tangente unitario v en
TiM que es el limite de otra subsucesion del conjunto de vectores unitarios

r:’"m [ﬂ}}. Seac: R — (M, g) la geodésica ¢ (t) = exp,, (fv) con ¢(0) = m

y ¢ (0) = v. Como v es el limite de una subsucesion de {c’"m{ﬂ}} y cada

uno de los segmentos geodésicos ¢, es minimal en [ay, by (en el sentido de
que la longitud del tramo de curva entre cualesquiera dos de sus puntos es
justamente la distancia entre ellos) se puede establecer que la geodésica limite
¢ es también (globalmente) minimal. Estas geodésicas se llaman “lineas” en
geometria Riemanniana, En suma, si la variedad Riemanniana no compacta
(M, q) contiene mds de un final topoldgico, entonces M contiene una linea
geodésica. Pero ahora el famoso teorema de escicidn Riemanniana de Cheeger
y Gromoll [8], demuestra que se cumple la alternativa (8) de arriba:

Teorema de escisién de Cheeger-Gromoll. Sea (M, g) una variedad Rie-
manniana completa, no compacta, de dimensidn n > 2 y que satisface lo condi-
cion e curovelnr

Ric (v, v) =0 pare todo v en TM .

Supongamos ademds que (M, g) contiene una linea geodésica completa
¢c: R — (M,g). Entonces (M,g) es isométrica a una varicdad produc-
to l[N. xR hp _qm,l:} donde (Ny,h) no contiene ninguna linea y I:]FE.JF i)

esta dotado de la mélricn candnica lana gean.

En la demostracion se utiliza la funcion de Busemann asociada a la linea
dada vy sus conjuntos de nivel (“horosferas”™ H) para obtener una escision pre-
liminar como (]R x H,di? & h} donde a H se le ha dotado de la métrica induei-
da b que tiene como subvariedad de M. En el caso en que (H, h) contuviera
ain lineas, repetimos la escision de nuevo, de manera inductiva,

En el mismao libro de geometria de comparacion que se ha mencionado
antes, hay un interesante estudio sobre extensiones de este teorema de escisién
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y de las ideas de la rigidez de curvatura al contexto de los espacios limite de
Gromov-Hausdorff, ef. [9].

EL MARCO DEL ESPACIO-TIEMPO ¥ LAS SINGULARIDADES GEODESICAS

En la teoria de Relatividad Especial, A. Einstein describié aspectos de la
fisica basindose en el espacio de Minkowski, M, que como variedad diferen-
ciable es R? v estd dotado del tensor métrico ds* = —c*di? + dz? + dy* + d=2.

En esta formulacion se considera co-
mo postulado fundamental que la luz via-
ja a velocidad ¢ vy nada, en esta senci-
lla versidn del espacio-tiempo, puede via-
Jar a mayor velocidad. En la teoria de
Einstein de la Relatividad General, for-
mulada en 1912 (cf. [11], [12]), el espacio
y el tiempo se unifican como una varie-
dad 4-dimensional (M, g) equipada con un
tensor metrico diferenciable no depenera-
do g de signatura (=, 4+, 4+, +). De mane-
ra que podemos apelar al aparato usual
de la geometria diferencial, para caleular,
primerao, la conexion de Levi-Civita V aso-
ciada a (M, g) y, después, partiendo de g
y ¥V, el tensor de Ricei, Ric v la curvatu-

A EissTEIN ra escalar ;. Dado un campo tensorial 2-

covariante simétrico T sobre M que sea

“fisicamente razonable” | Einstein postuld una relacion entre T, el tensor meétri-

Co g, Su conexion y su curvatura asociadas. A saber, que tienen que satisfacer
el sistema de ecuaciones en derivadas parciales

1
Hic 2.’1’_{; b Ag = 8aT (9)

donde A es una constante a la que se conoce como la constante cosmoldgica.
A T se le llama el fensor energia-momento,

Por este motivo, los gedmetras diferenciales y los fisicos matematicos han
investigado de manera exhaustiva los espacio-tiempos generales,

Definicion.  Un espacio-tiempo (M, g) es una variedad diferenciable, para-
compacta, n-dimensional, equipada con una tensor métrico g de signatura
i S, t) que tambicn admite un campo vectorial diferenciable X que
cumple que g (X, X) <0 en todos los puntos de M {y por tanto no se anula
en nindgiin punto).
[ 4

Este campo vectorial X permite asegurar que se puede hacer una eleccion

consistente del tiempo futuro, tanto global como localmente. Con este convenio
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de signatura, un vector tangente v se dice que es nulo si glv,v) =0y v # 0,
temporal si glv,v) < 0, y espacial si g(v,v) > 0o v = 0 (es costumbre
considerar al vector cero como espacial). Al pasar de la Relatividad Especial
a la General, se postula que los rayos de luz viajan a lo largo de peodésicas
nulas y el hecho de que ninguna cantidad fisica pueda viajar a velocidad mayor
que la de la luz en la Relatividad Especial, se traduce en la afirmacion de que
si e(t) es una curva diferenciable que representa un suceso fisico, entonces
g (c(t),c(t)) < 0 para todo ¢t en el dominio de definicién de ¢.

La esfera n-dimensional 8" constituye un modelo natural para la geo-
metria diferencial de las variedades Riemannianas. Por la compacidad de esta
variedad y como consecuencia del teorema de Hopf-Rinow, todas las métri-
cas Riemannianas sobre esta variedad son de forma automitica peodésica-
mente completas. Es decir, si tomamos un punto cualquiera p en la variedad
y cualquier direccion tangente v € T, M, entonces la geodésicn maximalmente
extendida ¢ : (a,b) — (5", g) con c(0) = p y ¢/ (0) = v debe verificar que
= —oo vy b = 400, Consideremos ahora espacio-tiempos. En primer lugar,
todo espacio-tiempo compacto adolece del defecto de la rotura de causalidad,
al contener curvas temporales cerradas. Es, por lo tanto, habitual en fisica
matematica que los espacio-tiempos se tomen no compactos. En segundo lu-
gar, muchos de los modelos estandar para el universo, como, por ejemplo, los
modelos cosmoldgios del Big-Bang, tienen la propiedad de ser temporalmente
geodésicamente incompletos, es decir, existen geodésicas temporales maximal-
mente extendidas ¢ : (2, b) — (M, g) con a finito o b finito. Y no sdlo eso,
sino que ademds los famosos Teoremas de Singularidad de Geroch, Penrose,
Hawking v otros implican que perturbar la métrica dada no eliminara esta in-
completitud geodésica. En resumen, la incompletitud geodésica es un fendmeno
natural que debe esperarse cuando se estudia la geometria del espacio-tiempo.

Como definir adecuadamente un espacio-tiempo singular ha sido objeto de
intenso debate entre los relativistas generales. Muchas son las definiciones no
equivalentes que se han postulado, cada una de ellas con sus propias ventajas
e inconvenientes, En este articulo emplearemos una definicion relativamente
simple aunque no muay general.

Definicidon. Un espacio-tiernpo (M, g) se dice que es geodésicamente singular
si existe una geodésica inextendible nula o temporal ¢ = (a,b) — (M, g) tal
que o bien a > —oo o bien b < o0 0 bien ambos.

En un trabajo del principio de su carrera, Geroch [23] expresaba la idea
de que los universos cerrados inextendibles que satisfacen las ecuaciones de
Einstein han de ser, genéricamente, al considerarlos como espacio-tiempos,
temporalmente geodésicamente incompletos. Galloway y Horta resumieron en
(19], p. 288, el punto de vista que habia sido conjeturado por Geroch y el
problema correspondiente en la forma siguiente:

Séla en circunstancias muy especiales, los espacio-tiempos espacialmente
cerrados no son singulares,
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Puesto que, generalmente, no es sensato suponer completitud geodésica para
los espacio-tiempos, se suelen postular para ellos condiciones de otro tipo,
sugeridas a menudo por consideraciones fisicas subyacentes, y que se conocen
como “condiciones de causalidad”. Una nocidn débil que se suele imponer con
frecuencia es que el espacio-tiempo sea cronoldgico, es decir, que no contenga
curvas temporales cerradas. (Esto deja fuera los espacio-tiempos compactos, )
Una condicidn mucho mds restrictiva, que desempena el papel de substituto de
la completitud Riemanniana, es la de hiperbolicidad global, Definimos agui un
espacio-tiempo (M, g) como globalmente hiperbélico si (M, ) contiene un sub-
conjunto S tal que cada curva causal inextendible hacia el pasado v hacia el
futuro corta a S exactamente una vez. A este conjunto S se le denomina su-
perficie de Clanchy en la literatura fisica, annque al conjunto 8, que se obtiene
a partir de construcciones teoricas nsuales, no se le exija que sea diferenciable.

Para concluir esta seccién, vamos a ver un sencillo ejemplo de un teorema
de singularidad, (sin excedernos en detalles téenicos en lo que concierne al caso
de la geodésica nula de la condicion (11)).

Teorema Modelo de Singularidad. Sea (M, g) un espacio-tiempo, de di-
mension n = 3 que contiene una superficie de Cauchy compacta y satisface las
dos condiciones de curvatura siguientes:

Ric (v, v) = 0 para todo veclor temporal v (10}

cada geodésica no espacial inextendible ¢ : (a,b) — (M, g) satisface
la lamada condicion genérica: para algin t en (a,b) la curvatura (11)

seccional de algiin 2-plano que contenga al vector tangente ¢ (t) es
distinta de cero.

Entonces (M, g) contiene una geodésica incompleta nula o temporal, y por
lo tanto es geodésicamente singular.

En el texto [4], pp. 33-39, el lector puede encontrar una discusiéon mis precisa
de la condicién genérica para geodésicas nulas y temporales desde el punto de
vista de la geometria diferencial. La siguiente discusion acerca del significado
fisico de esta condicién se encuentra en el texto de Relatividad General de
Hawking y Ellis [25], pp. 99-101.

En una solucidn fisicamente realista (aungue no necesariamente ¢n una exac-
ta con un alto grado de simetria) se debe esperar gue cada geodésica tem-
poral encuentre algo de materia o algo de radiacidn gravitatoria v por lo
tanto contenga algin punto en el que Rp-qv"v" sea no nula. Seria razonable
suponer gque ¢n dicha solucidn, cada geodésica temporal contuviese pares de
puntos conjugados, siempre que pueda ser extendida suficientemente lejos
en ambas direcciones ...
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Como en el caso temporal, esta condicidn tendrd que ser satisfecha por una
geadésica nula que pase a través de cierta materia, sicmpre que la materia
no sea radiacion pura . ..y que se mueva en la direccion del vector tangente
de la geodésica K.

La condicién genérica se cumplird en e(t) si se satisface la condicidon mucho
mads restrictiva de que Ric (¢/ (1), ¢/ (1)) # 0.

De igual manera a como las geodésicas minimales aparccen en la de-
mostracion del Teorema del final rigido, los segmentos geodésicos no espa-
ciales maximales, y por lo tanto, la funcién distancia Lorentziana (o “tiem-
po propio”como se la llama en la Relatividad General) aparecen en la de-
mostracion del Teorema Modelo de Singularidad. Recordemos las diferencias
entre la funcién distancia Riemanniana y la funcién distancia espacio-tiempo.
En una variedad diferenciable H dotada de una métrica Riemanniana h ar-
bitraria, la distancia d (p,q) entre p,q en H se caleula como el infimo de las
longitudes de todas las curvas diferenciables a trozos que unen p con g. Con-
viene senalar que, independientemente de que la métrica Riemanniana sea
o no completa, este procedimiento nos da una verdadera funcion distancia
que dota a H de una estructura de espacio métrico y que la funcion distan-
cia Riemanniana toma, automdticamente, sélo valores finitos vy es continua.,
Ademads, la topologia métrica coincide con la topologia de variedad dada. Y
todo esto se verifica SinN la hipdtesis de completitud Riemanniana, Pero si
ahora ademis anadimos la condicion adicional de completitud, se tendra la
existencia de segmentos geodésicos minimales, es decir, que dados dos puntos
cualesquiera p,q en (H, h) existe un segmento geodésico ¢ : [0,1] — (H, k)
con ¢(0) =p, €(1) =gy L(c) = d(p q). Otra consecuencia del teorema
de Hopf-Rinow para variedades Riemannianas es la completitud de todas las
métricas Riemannianas de una variedad diferenciable compacta cualquiera,

Consideremos ahora un espacio-tiempo (M, g). El futuro cronolégico 1 (p)
se define como el conjunto de puntos g € M para los que existe una curva tem-
poral diferenciable a trozos y dirigida hacia el futuro desde p hasta g. El futuro
causal J* (p) se define como el conjunto de puntos ¢ € M para los que existe
una curva no espacial diferenciable a trozos y dirigida hacia el futuro desde p
hasta g; es decir, una curva ¢ que cumple que g(/'(t), ¢'(t)) < 0, en todos los t
en los que ¢ es diferenciable. El concepto de dirigido hacia el futuro se puede
expresar como la condicién de que g ((t), X(e(t))) < 0 donde X es el campo
vectorial temporal en (M, g) (que no se anula en ningiin punto) y cuya existen-
cia se postula como parte de la estructura de espacio-tiempo. Ahora podemos
definir la funcidn distancia espacio-tiempo d = d(g) : M x M — [0, 0c| de
la siguiente manera. Si g no estd en J (p), péngase d (p,q) = 0. Si g esta en
J* (p) calcilese d (p, g) como

e:[0,1] — (M, g)

es no espacial, diferenciable a trozos,
dirigida hacia el futuro, v

tal que, e(0) = 0y (1) = g

d(p,q) =supq L(ch (12)
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Aqui, la longitud de arco L(c) en el espacio-tiempo de un subsegmento
c:|a,b] — (M, g) en el que ¢ es diferenciable se calcula como

17
L(e) = f V=@ ,e®) dt (13)

Si (M, g) contuviera una curva temporal dirigida hacia el futuro y cerrada
e [0,1] — (M,g) con e¢(0) = ¢(1) = p (lo que podria veurrir si M fuera
compacta), entonces el recorrer ¢ un mimero arbitrario de veces fuerza a que
i (p,p) = +oc. Ademss, ciertos modelos de espacio-tiempo, que no contienen
curvas temporales cerradas, contienen pares de puntos p, g con d (p, q) = 400,
cf. [4]. p. 139. En estas circunstancias, al aproximarse a un punto frontera
ideal, un observador podria tardar un tiempo arbitrariamente largo en ir desde
p hasta g. La funcidn distancia espacio-tiempo es semicontinua inferiormente,
pero, en general, no tiene por qué ser semicontinna superiormente. El lector
puede encontrar un estudio exhaustivo de las propiedades de esta funcidn
distancia y sus relaciones con la estructura cansal del espacio-tiempo en [4],
que estd inspirado en los resultados de [25].

A la vista de la definicidn (12) deberfamos llamar a un segmento geodésico
no espacial y dirigido hacia el futuro ¢ : [0,1] — (M, g) segmento mazrimal si
cumple que L(e) = d(e(0),e(1)). Tales segmentos no tienen por qué existir
entre pares de puntos relacionados cansalmente en espacio-tiempos generales
(ni siquiera en espacio-tiempos compactos). Pero, afortunadamente, el que
(M, g) sea globalmente hiperbdlico nos garantiza tres propiedades maravillo-
sas. A saber,

1. d(p,q) es finita para todo p,g € M
2. d: M x M — [0,00) es continua

3. Dados p,qen M con g € J* (p), existe un segmento geodésico maximal
no espacial dirigido hacia el futuro ¢ : [0,1] — (M, g) con ¢(0) = p,
c(l) =gq.

Luego, a pesar de la falta de un teorema de tipo Hopl-Rinow para las
variedades pseudo-Riemannianas, la hiperbolicidad global puede servir en al-
gunos casos como un substituto de la completitud Riemanniana en el caso
Lorentziano. Por analogia con la terminologia Riemanniana, a una geodésica
no espacial inextendible hacia el pasado y hacia el futuro, ¢: (a,b) — (M, g)

con de(s),e(t)) = L(c“”l) para todo s, con a < § < t < b se le suele

denominar linea no espacial. (Observemos que, en constraste con el caso Rie-
manniano, no se exige ahora que a = —oo y que b = +00.) El articulo ex-
positivo [32] contiene una buena discusién de los avances més recientes sobre
conexion geodésica v completitud geodésica de los espacio-tiempos, incluyen-
do el caso compacto que, recientemente, ha suscitado renovado interés, véase

ademds [31].
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Con este bagaje de preliminares a mano, volvemos a la demostracion del
Teorema Modelo de Singularidad. Procederemos por reduccidn al absurdo.
Supongamos que ¢l espacio-ticmpo es no espacialmente geodésicamente com-
pleto. Sea K una superficie de Cauchy compacta de (M, g) y sea o : (a,b) —
{M,g) una curva temporal inextendible hacia el pasado vy hacia el futuro con
o (0) en K. (Recordemos que cada curva no espacial inextendible hacia el
pasado v hacia el futuro corta a K exactamente una vez). Consideremos dos
sucesiones {s,} y {{y}cona < 5, <0 < t, < bycons, —+a, t, — b Llaman-
do pp = 7 (8n) ¥ gn := @ (t, ), obsérvese que ¢, € J* (p,) para cada n. Por lo
tanto, como (M, g) es globalmente hiperbdlico, existen segmentos geodésicos
maximales temporales y dirigidos hacia el futuro e, @ [a,, b)) — (M, g) con
iy, < 0 < b, vy e,(0) en K. Si tomamos una subsucesion de {e, (0)} que
converja a un punto & € K, entonees la maguinaria de la eurva limite de la
Relatividad General (cf. [4], seccién 3.3, [14], |25], [28]) proporciona una curva
no espacial inextendible hacia el pasado vy hacia el futuro ¢ : (e, f) — (M. g)
con e < 0 < f y con rr{ﬂ} = k, que €5 una curva limite de los SegInen-
tos geodésicos maximales tempaorales {e, }. A partir de esta ilima afirmacidn
se obtiene que ¢ es una geodésica maximal nula o temporal. Como estamos
suponiendo completitud geodésica no espacial debe verificarse que ¢ = — 00
y que [ = +00. Por consiguiente, hemos obtenido una geodésica no espacial
c: R — (M,g) que maximiza (o alcanza) la distancia espacio-tiempo entre
cualguier par de sus puntos. En particular, ¢ no contiene ningin par de puntos
conjugados.

Por otra parte, para oltener la contradiceion requerida para asi coneluir la
singularidad geodésica no espacial del espacio-tiempo dado, invocamos ahora
el importante teorema siguiente, [25], seceidn 4.4, [4], seceion 12.2,

Teorema fundamental de conjugaciéon. Sea ¢ : B —+ (M, g) una
geodésica nula o temporal completa en una variedad de Lorentz arbitraria,
o una geodésica completa en una variedad Riemanniana.

Supangamos que ¢ salisfoce la siguiente condicidn de enrvatura de Riced:
Ric (¢ (t),c () = 0 para todo , y que también satisface la condicion genérica
de tener alguna curvatura seccional no cero en ty. Entonces enmsten s,t con
s < by < & lal gue ¢ |[,|,) tiene un par de puntos conjugados, y por lo tanto ne
realiza globalmente lo distaneio,

Es interesante observar que una forma de este resultado en el que ahora
se supone gue
Ric (¢’ (to) . ¢’ (tg)) > 0, (14)

en lugar de la mas sutil condicién genérica de la Relatividad General, fue
obtenida independientemente por Gromoll y Mever [24], en su estudio de va-
riedades Riemannianas completas no compactas. Justo al mismo tiempo, la
comunidad de expertos en Relatividad General andaba necesitada del resul-
tado mds fuerte que impone la condicién genérica para probar, siguiendo las
lineas argumentales que hemos dado mas arriba, los Teoremas de singularidad,
of. Hawking y Penrose [26], y también [25] que contiene mas referencias. En



300 RIGIDEZ DE CURVATURA E INCOMPLETITUD GEODESICA TEMPORAL...

particular, en Relatividad General, se querfa obtener resultados que pudieran
aplicarse al contexto de espacio-tiempos con tensor de Ricei idénticamente
cero, pero que no fuesen llanos y de ahi la necesidad de la condicién genérica
en lugar de la hipitesis de curvatura de Ricei (14) de los gedmetras Rieman-
nianos.

RIGIDEZ DE CURVATURA E INCOMPLETITUD GEODESICA TEMPORAL

En ¢l Teorema Modelo de Singularidad se apela a dos condiciones de
curvatura para obtener la incompletitud geodésica no espacial:

{i) La Condicién de Curvatura Temporal:
Ric(v,v) = 0
para todo veetor tempaoral 1,

(ii) La Condicién Genérica que, a grandes rasgos, requiere que cada geodésica
no espacial inextendible contenga un punto en el que alguna curvatura
seccional no sea cero,

Alrededor de 1980, 5.-T. Yau se di6 cuenta de que se podia utilizar en este con-
texto la idea de rigidez de eurvatura de geometria diferencial. Como la primera
condicion, (i), ya es una designaldad débil, la rigidez de curvatura aqui sig-
nificaria simplemente eliminar la segunda condicion, (i), de “no ser igual a
cero” de la hipotesis del Teorema Modelo de Singularidad. Yau sugirié que si
un espacio-ticmpo, fisicamente razonable, satisface la Condicién de Curvatura
Temporal v a pesar de eso No fuera geodésicamente temporalmente incompleto
(¥ por lo tanto, fuera geodésicamente temporalmente completo), ese espacio-
tiempo dado deberfa ser geodésicamente completo solo en circunstancias muy
especiales,

Esta idea fue formulada por primera vez en un articulo publicado por
Bartnik en 1988, [3]:

Conjetura de rigidez de curvatura bajo incompletitud geodésica
temporal. Supongamos que (M, g) es un espacio-tiempo que satisface:

(a) (M.g) contiene una superficie de Cauchy compacta y
(b) Ric(v,v) = 0 para todo vector temporal v,
Entonces, o bien
(i) (M,g) es geodésicamente temporalmente INcompleta o bien

(ii) (M,g) es gemlésicamente temporalmente completa y, ademds, es isomd-
trica a una variedad producto

(R x V,-dt* & h)

con (V. h) una variedad Riemanniana compacta.
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En términos generales, gran parte del trabajo que se ha hecho sobre esta
conjetura se ha llevado a cabo bajo el siguiente punto de vista, semejante al
de teorema del final rigido Riemanniano mencionado en este articulo. Supon-
pamos que (M, g) Tuese geadésicamente temporalmente completa, Entonces
podemos obtener una geodésica temporal completa ¢ : B — (M, g) tal que
la longitud de arco entre cualesquiera par de sus puntos sea la distancia entre
ellos, es decir, ¢ s una linea temporal completa, para asi concluir la deseada
escision de la parte (i) mediante el signiente resultado que fue obtenido por
distintos antores durante los anos 80 y 90 (cf. [5], [13], [16], [17], [21], [27]):

Teorema de escisién del espacio-tiempo. Supongamos que (M, g) es un
cspacio-tiempo, de dimension n > 3, tal que:

(i) (M.g) es globalmente hiperbilico, o geodésicamente temporalmente com-
pleto,

(ii) Ric(v,v) = 0 para tedo vector temporal v,

(iii) (M, g) contiene una linea temporal completa ¢ : B — (M, q).
Entonces (M, g) es isométrico a una variedad producto
(R x V., —dt* @ k)

donde (V, h) es una variedad Riemanmiana completa, dada como superficie de
nivel de la funcion de Busemann asociada a la linea dada ¢, y también una
superficie de Cauchy de (M, g).

Por lo tanto, incluso bajo la hipdtesis de completitud geodésica tempaoral
(M, q) resulta ser globalmente hiperbdlica. Ademds, aunque, en general, la
hiperbolicidad global no estd relacionada con la completitud geodésica, es el
caso que si en (i) se supone hiperbolicidad global, al obtener una eseisiin
métrica se fuerza a (M, g) a que sea geadésicamente completo por el Teorema
3.67 de [4], p. 103.

En Galloway [18] se puede encontrar el signiente resumen de los intentos
de probar la conjetura de rigidez de curvatura bajo incompletitud geodésica
temporal.

Bdsicamente se han intentado dos caminos para probar la conjetura. Uno,
considerado primero por Geroch [22], es establecer la existencia de una
hipersuperficie espacial maximal y compacta; es bien sabido que en este caso
la conjetura se verifica (véase, por ejemplo, [3], [15]). El otro camino, gene-
ralmente atribuido a Yau, consiste en establecer la existencia de una linea
temporal (es decir, una geodésica temporal inextendible globalmente maxi-
mal). La conjetura se obtendria como consecuencia del teorema Lorentziano
de escisidn ...
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La dificultad con este enfoque es que, aungue hay un procedimiento estandar
para construir una linea causal (temporal o nula) en un espacio-tiempo con
una superficie de Cauchy compacta, la linea no tiene por qué ser temporal
[10]. La conjetura se ha demostrado afiadiendo ciertas condiciones de tipo
“sin horizonte”, [16], [3], [14]. Mids adelante demostramos la conjetura bajo
una condicidon adicional meas débil.

Sea S una hipersuperficie espacial de clase C? en un espacio-tiempo (M, g).
Una geodésica temporal inextendible hacia el futuro v : [0,a) — (M, g} se
dice que es un S-rayo hacia el futuro si v(0) € § v v maximiza la distancia a
S, es decir, si

L (% o) = d(S,7 (1)) = sup {d (s,7(t)) ,s € S} .

Un S-rayo hacia el pasado se define por dualidad respecto al tiempo. Si S es
compacta, S siempre admite S-rayos hacia el pasado y hacia el futuro, cf. [14].
Daremos ahora la version de la conjetura de rigidez que aparece en [18].

Teorema. Supongamos que (M,g) es un espacio-tiernpo que contiene una
superficic de Cauchy compacta 8 y que verifica la condicion fuerte de energia.
Si (M. g) es geodésicamente temporalmente completo y contiene un S-rayo
hacia el future v y un S-rayo hacia el pasado n tal que I ()00 It () # 0,
entonces M se escinde como en la conjetura.

Veamos un eshozo de una de las demostraciones posibles de este resultado,
cf. [18]. Tomemos gy, := ¥ (tn), th —> +00, ¥ P 1= 71 (3g), 3, — +00, tal que
o € 17 (pa) para cada n. Dada la hiperbolicidad global, existen segmentos
geodésicos temporales maximales ¢, @ |ap, by| — (M, g) de g, a p, con e, (0)
en 5. Utilizando la maquinaria de la curva limite de la Relatividad General (cf,
[4], seccidn 3.3, [25], [28], [14]), se obtiene una geodésica limite ¢ : (a,b) —
(M., g) de la sucesion {e,}. Como ¢ es el limite de las peodésicas temporales
Cny ¢ €5 nula o temporal. Puesto que S es compacto, y las sucesiones {p,},
{4n} divergen al infinito, las versiones apropiadas de la maquinaria de curvas
limite implican que (a,b) = (—o00, o). Por lo tanto ¢ es una linea temporal
o nula. Para concluir el argumento tenemos que demostrar que ¢ tiene que ser
forzosamente temporal, y por tanto se puede aplicar el teorema Lorentziano de
escision y, finalmente, se obtiene la conjetura, en este caso particular. En [18]
esto se logra mediante una estimacion de la longitnd de las e,s v la funcién
distancia orientada a S definida en el desarrollo de Cauchy de §, que en este
caso es todo M, por la hiperbolicidad global.

Mediante técnicas diferentes, Petersen y Walshap [29] han obtenido resul-
tados sobre la rigidez de la completitud geodésica espacial. Un campo vectorial
X temporal unitario y dirigido hacia el futuro en (M, g) se dice que es rigido si
la derivada covariante VX actiia como una trasformacién anti-simétrica sobre
el complemento ortogonal de X, en todos los puntos de M. En el teorema 4.1
de [29], se senala que si cada 2-plano que contiene a X tiene curvatura seccional
no negativa, entonces o bien (M, g) es espacialmente incompleta, o bien (M, g)
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se escinde localmente e isométricamente en la direccion de X, Inspirados en
estos resultados de [29], Garefa-Rio y Kupeli en 20| han obtenido resulta-
dos similares para espacio-tiempos que poseen campos de vectores temporales
unitarios e irrotacionales.

También, Andersson ¥ Howard, en ['.E]1 han obtenido resultados intere-
santes relativos a la rigidez y a los productos torcidos con técnicas de funciones
de Busemann,
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