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Es bien sabido que el enfoque conjuntista ha tenido una gran importancia
en el siglo XX como elemento unificador y sistematizador de la matematica
moderna. Que esto serfa asi resultaba ya previsible a fines del XIX, como
consecuencia, entre otras cosas, de los esfuerzos de rigorizacion que se habian
llevado a cabo bajo la consigna de la lamada aritmetizacion del andlisis. En
¢l 11 Congreso Internacional de Matemitica (Paris, 1900), Poincaré afirmaba
que se habia logrado el rigor absoluto, v que a través de la aritmetizacion
la matematica pura habia sido reducida a mimeros naturales v conjuntos in-
finitos'. La obra monumental de Bourbaki, con su efecto orientador v uni-
formizador del trabajo matemiitico en el periodo 1950-1980, fue una clara
expresion de esa tendencia a un nivel mas sofisticado. En el Congreso de la
Assoviation for Symbolic Logic de 1948 decia Booarbaki:

como todos sabemos, todas las Leorias matematicas pueden ser constderadas
como extensiones de la teoria general de conjuntos. |Boorbaki 1949, 7]

Este principio se concretaba en la presentacion de un sistema formal de teoria
de conjuntos como fundamento para la matemiatica del investigador en activo,
v en la idea reguladora de las “estructuras madres”  algebraieas, topolégicas
v de orden  como elementos matrices de todo sistema |||.1l{'||mt|ru importante

[Bourbaki 1950].

'El trabajo se recoge, abreviado, en [Poineard 1E01).
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El desarrollo de la teoria de conjuntos ha sido bien estudiado, particu-
larmente en conexion con la obra pionera y sumamente original de Cantor®.
Pero esto no quiere decir que se conozea bien la historia del enfoque conjun-
tista de la matemitica. Quien piense lo contrario estard identificando exclu-
sivamente, como suele ser habitual, la nocién de conjunto con la teoria de
conjuntos cantoriana. Al menos desde el punto de vista historico, esto supone
una confusién: sin duda, la obra de Cantor esta en el origen de la teoria de
conjuntos en cuanto rama autdnoma e independiente de la matemdtica (o de
la logica malemditica); pero esto no quiere decir que haya originado fambién
la orientacion conjuntista de la matemaitica, la utilizacion del lenguaje con-
juntista como elemento clave para una reformulacion moderna y abstracta del
algebra, el andlisis, ete. El hecho es que varias propuestas de reorientacion con-
Juntista tuvieron lngar antes de que Cantor comenzara sus trabajos pioneros.
Dado que el desarrollo del enfoque conjuntista afecta a toda la matemsitica
moderna, esta cuestion tiene en principio mayor relevancia para el matemitico
en activo que la historia  sin duda interesantisima - de los trabajos de Cantor y
sus seguidores. Valga esto como justificacion de que dediquemos las siguientes
piaginas, no al gran matemdtico de Halle, sino al enfoque conjuntista,

Desde la perspectiva mas al uso, la nocion de conjunto habria surgido exae-
tamente en la forma que muestran los trabajos de Cantor. Sus raices estarian
en ¢l anilisis real, en la teoria de series trigonométricas v concretamente en
la cuestion de la representacion de funciones discontinnas mediante series de
Fourier, que llevé a Cantor a comenzar un estudio detallado de los conjuntos
de puntos de discontinuidad. El genial descubrimiento, en diciembre de 1873,
de que el conjunto de los reales no es numerable levo a Cantor a formular la
nocion de cardinalidad de un conjunto infinito, v le orientd a la investigacion
de problemas de teoria de conjuntos pura. En su trabajo, desarrollado hasta
1897, se fueron acunando otras importantes nociones como la de conjunto bien
ordenado, niimero transfinito, varias ideas clave de la teoria de conjuntos de
puntos, ete. Declaraciones como la gque hizo Poincaré en 1900 parecerian ser
simplemente una consecuencia de los trabajos pioneros de Cantor. La apli-
cacion exitosa de la nocién de conjunto en campos distintos del andlisis habria
sido un desarrollo ulterior, de principios del XX, un gran éxito a posterior: del
cantorismo {I'Il.ll':-;:.'llk{:lwski 1967].

Como el lector habra sospechado, voy a presentar aqui una alternativa
bastante radical a la perspectiva que acabo de esbozar!. Ya he dicho gue, si
queremos entender mejor el desarrollo real. conviene establecer una distineion
entre la teoria de conjuntos cantoriana v el enfoque conjuntista, distincidn
gue es muy bl a la hora de entender los acontecimientos que se sucedieron
en la segunda mitad del XIX. Esta es la época en la Que nos Cenbrarenos
principalmente, ya que es entonces cuando surge v se difunde el enfoque con-

*Pucde consultarse [Dauben 1979) y [Hallett 1954, o en aleman [Meschkowski 1967] v
[Purkert y llgauds 1987]. En castellano, [Grattan-Guinness 1980] o |[Ferreirds 1993,

*Las ideas expuestas a continuacidn se discuten ya en [Ferreirds 1993], v sobre todo en
[Ferreirds, en prensal, Remito a estas obras para mavores detalles v justifieacion.
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juntista. Se podria haber hablado con mas calma de su desarrollo en el siglo
XX (ver la tabla cronoldgica al final), pero se puede alirmar gue, tras la década
de 1900, se trataba va de la perspectiva dominante. Hermann Wevl, quizai el
mias importante discipulo de Hilbert, escribié que en su época de estudiante
(la década mencionada) habia sido “conlinado por tradicion” en el modo de
pensar conjuntista y abstracto, “que hoy ha aleanzado dominio ilimitado en
matemdtica”™, Por este motivo me ha parecido mds interesante centrarme en
analizar las razones de ese dominio, asi como los obsticulos que encontré,

LOS ORIGENES: 1854-1872

Retrospectivamente, y desde el punto de vista de la emergencia del enfoque
conjuntista de las diversas ramas de la matematica, el quinguenio 1868-1872 se
antoja una etapa de hiperactividad, Las prineipales contribuciones que hay que
resenar son obra de matemdaticos alemanes, lo que probablemente se debe al
peculiar ambiente intelectual que se vivia en aquella zona, sobre todo a la
orientacién generalizada hacia una matemaitica pura®. Y entre esos mate-
miticos destacan, por la impronta que dejaron, tres: Riemann, Dedekind v
Cantor.

Cronoldgicamente, la primera contribucién es la de Riemann, a través de
liss trabajos que realizd para su habilitacion como profesor | Privatdozent) en
1854, trabajos que Mueron publicados por su amigo Dedekind en 1868, Fstos
inéditos de Riemann, publicados dos anos después de su muerte, provocaron
inmediatamente reacciones en el mundo matematico. En la famosa leccidn
“Sobre las hipdtesis en que se basa la geometria”, que inspird a Helmholtz y
Klein, Riemann no se limita a hablar de geometria, sino que eshoza tambien
algo asi como un marco general para la matemdtica y en particular para la
naciente topologia. En este contexto presenta la nocidn de veriedad [Riemann
15868h]. En Riemann, esta palabra todavia no tiene el sentido muy téenico que
adquirid a principios del siglo XX; la definicidn que dio es algo oscura (ver
seccion 2), pero el caso es que admitia tanto variedades discretas, que rela-
cionaba con los mimeros naturales, como variedades continuas. Las variedades
continuas, segin Riemann, pueden estudiarse desde un punto de vista métri-
co, introduciendo los mimeros reales, pero tambicén desde el punto de vista del
analysis situs (esto es, topoldgico). Dando un paso mas, Riernann presentaba
en forma intuitiva la nocion de dimension de una variedad continua, v tam-
bi¢n admitia que las variedades continuas son “en general” diferenciables. Por
supuesto, este iltimo paso esconde una falta de rigor que no podia escaparse

'Weyl 1915], 35-36. Weyl habia resceionado frente a esa tradicidon dominante y proponia
en la obra un interesante enfoque constructivo {en particular, predicativista) del analisis v
la matemAtica.

"Quede para otra ocasion b cuestion de los origenes de la matemdatica pura, v de por gué
el purismo fue hahitnal ente los universitarios alemanes. Fs un tema complejo, sobre el que
puede leerse algo en [Ferreirds, en prensa, cap. 1]
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al propio Riemann, quien en sus lecciones dio ejemplos de funciones continuas
no diferenciables. Pero esos razonamientos llamados “generales” eran habitua-
les en su tiempo, y sin duda permitian avanzar rdapidamente sin tropezar en
graves dificultades téenicas, En este easo, Riemann pasaba a eshozar sofisti-
cadas teoriag de geometria diferencial, gracias a las cuales analizaba la nocion
de espacio geométrico y espacio fisico con una sofisticacion sin precedentes.

JComo llegd Riemann a la idea de variedad, es decir, de conjunto? De
acuecrdo con algunos manuseritos que han sido publicados por Scholz, parece
ser que fue antes de haber captado la posibilidad de imponer distintas métricas
a una misma variedad continua (con sus consecuencias para la geometria difi-
rencial). Riemann habia esbozado una nueva aproximacion a la teoria de fun-
ciones en su lesis doctoral de 1851, donde desarrollaba de forma muy original
laidea del plano complejo, introduciendo la nocidn de superficie de Ricmann.
Esto resultaba muy 1itil para analizar de forma abstracta las propicdades de
las funciones complejas multivaluadas: propiedades tales como los puntos de
ramificacion y el mimero de ramas quedaban recogidas al definir la superfi-
cie de Riemann correspondiente; un estudio topoldgico de la superficie levaba
al primer mimero de Betti, de nuevo relacionado con importantes resultados
de teoria de funciones, en especial el teorema de Riemann-Roch, Todo esto
resultaba muy satisfactorio para Riemann, que estaba radicalmente a favor
de un enfoque conceptual de la matemitica: mucho mejor, en su opinion,
introducir el concepto de superficie de Riemann que estudiar las Tuncipnes
complejas a través de representacion mediante series, al estilo de Weierstrass
(ver seccion 3).

Sin embargo, ese modo de trabajar en teoria de funciones contradecia la
tendencia a la aritmetizacion, defendida entre otros por el maestro de Rie-
mann, Dirichlet. En cierto modo, pareceria que la teoria de funciones pasaba
a depender de nociones geométricas: pero ademas, las superficies de Riemann
no son constructos del espacio tridimensional, sino en general n-dimensionales,
idea revolucionaria para la época. En suma, la teoria de funciones ricmanniana
presentaba graves dificultades fundacionales. Reflexionando sobre este tema en
los manuseritos publicados por Scholz, Riemann llegaba a la conclusion de que
las superficies de Riemann no son méds que variedades continuas, Y las varie
dades o conjuntos no son algo de cardcter propiamente geomdétrico, sino muy
generales e incluso esenciales para toda la matematica. Los conjuntos pueden
ser discretos o continuos; en el iltimo caso podrin analizarse sus propiedades
topoligicas, o sus propiedades métricas introduciendo una unidad de medida
v empleando los reales. Mds ain, somos libres de considerar variedades de
cualquier niimero de dimensiones, incluso de infinitas dimensiones [Riemann
1868h]. De acuerdo con esto, una vez que concebimos la matemiitica desde un
punto de vista conjuntista, la teoria riemanniana de funeiones resulta acepta-
ble, ¥ la introduceion de las superficies de Riemann no supone recurrir o la
geometria, sino a la nocidn bisica de conjunto.

Estas ideas de Riemann quedaron plasmadas a un nivel intuitive, que
no iba mucho mis alla del simple esbozo que acabo de ofrecer. Pero, en ol
dlesarrollo histdrico de un campo nuevo, una simple sugerencia puede ser tan
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clicaz como un teorema bien demostrado. El propio Cantor Hego a eseribir que
“en matemiitica, el arte de proponer cuestiones es mas importante que el de
resolverlas™ [1932, 31|. Tanto Dedekind como Cantor hicieron contribuciones
relacionadas con las ideas topoldgicas de Riemann, tratando de fundamentar v
clarificar las nociones de continidad v dimension que éste habia presupuesto.
Y aiin mis, de 1878 a 1892 Cantor llamars al tema que le ocupaba “teoria de
variedades”; el hecho de que emplee la misma terminologia que Riemann no
os casual (seceidn 2).

En cuanto al otro trabajo de Riemann publicado en 1868, es la conoci-
da tesis sobre series trigonométricas donde se presenta su concepeidn de la
integral, v estimuld un erte desarrollo de la teoria de funciones reales, en
particular el estudio serio, por vez primera, de funciones discontinuas. Fue
solo al ampliar Riemann la nocion de integral que adqguirié sentido la investi-
gacion de tales funciones, v fue dentro de este marco donde se encuadraron los
primeros trabajos famosos de Cantor que le Hlevaron a la teoria de conjuntos
de puntos (ver mas abajo).

Una idltima cuestion que conviene resaltar agqui es la preferencia de Rie-
mann por una matemsdtica conceptual, lo que le hizo avanzar en la direccidn
de la matemitica abstracta del siglo XX. En su obituario de Jacobi, Dirichlet
resumic esa oricntacion en una Brila al decir gue la tendencia dominante en
andlisis era “reemplazar los cilenlos por pensamientos™®, Riemann fue un par-
tidario apasionado de ese enfoque, y lo llevé mucho mas lejos que sus predece-
sores. Ya lo hemos visto al compararlo con Weierstrass: opinaba que siempre es
preferible estudiar las funciones a través de nociones generales abstractas, y no
a traveés de formas de representacion. Dedekind, que compartio esa preferencia
metodoldgica, puso sicmpre como modelo de enfoqgue conceptual la teoria de
funciones de Riemann, v dijo que su teoria de ideales aspiraba a semejarse a
dicho modelo (ver mis detalles sobre el tema en la seccidn 3). Asi pues, diver-
sos aspectos de la obra de Riemann tuvieron una inluencia constatable tanto
en Cantor como en Dedekind, de modo gue aguel genial matemiitico parece
haber sido un inspirador clave de la reorientacidn conjuntista v abstracta.

Pasemos a Dedekind. Fn 1871 publica, en un apéndice a las lecciones
sobre teoria de mimeros de su maestro Dirichlet, su teoria de los niimeros
algebraicos, también llamada teoria de ideales. Aqui se presenta de forma
brusca una reorientacion del trabajo en este campo que acabaria afectando
al dlgebra en general: en logar de trabajar directamente sobre los nimeros
algebraicos y sus propiedades, Dedekind reformula toda la cuestion en términos
de conjuntos de niimeros, Asi, comienza presentando la nocidn de euerpo. habla
también de anillos de enteras?, de mddulos v e ddeales. Fstas nociones, junto
con la de grupo que ya habia sido acunada por Galois y Jordan, pasarin a

%[ Dirichlet 1889/97]. vol. 2, 245.
TA Jos que no lamd con esa palabra (que se debe a Hilbert), sino con el término drdenes
desde 1876,
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formar la base del dlgebra moderna®. De acuerdo con Dedekind, un ideal es un
conjunto de enteros que es cerrado para las operaciones de suma y diferencia (es
un modulo) y también para el producto de sus elementos por enteros del cuerpo
correspondiente. El problema hisico de la factorizacion de enteros algebraicos
queda resuelto por Dedekind definiendo las nociones de producto de ideales
e ideal primo, y demostrando que, dado un cuerpo cualquiera K de mimeros
algebraicos, todo ideal admite una inica descomposicion como producto de
ideales primaos.

Al plantear las cosas de ese modo. Dedekind prefirio un enfoque conjun-
lista, pese a que no era en absoluto habitual entre sus contemporaneos ni
siquiera en Algebra. jComo llegd a esta reformulacidn? Para responder a ello,
debemos retrotraernos a los anos 1850, cuando Dedekind asiste a las clases
de Riemann y realiza sus primeros trabajos originales en dlgebra, v en funda-
mentos de la aritmética. En lecciones sobre dlgebra que imparte en Gittingen,
Dedekind presenta la teoria de Galois en una version muy moderna, analizan-
do las interacciones entre (lo que hoy llamamos) los subenerpos del cuerpo de
descomposicion y los subgrupos del grupo de Galois de un polinomio, Aqgui es
original ¥ moderna la idea de que la teorfa tiene que ver esencialmente con
extensiones de cuerpos. A consecuencia de ello. Dedekind llega a considerar la
nocion de cuerpo como bdsica para el dlgebra, y asi la presentaen [1871]. En los
anos 1800, este autor realiza tambicén algunos estudios sobre teoria abstracta
de grupos, manejando las nociones de isomorfismo v homomorfismo. e incluso
trabaja con clases infinitas de polinomios. Asi se familiariza con el lenguaje
conjuntista en el contexto del algebra. v tambicn en el de los lundamentos de la
aritmética: su conocida definicion de los mimeros reales mediante cortaduras
(que no son sino clases infinitas de racionales, con una cierta estructura de
orden) es de 1858, aunque s6lo se publicé en [1872],

De todos modos, a estas alturas Dedekind todavia no habia visto la conve-
niencia de utilizar ideas conjuntistas en la teoria de mimeros algebraicos. Eso
=i, la familiaridad con la nocién de cuerpo le habia permitido dar con la nocidn
adecuada de entero algebraico, sin la cual no habin forma de resolver satisfac-
toriamente ¢l problema de la factorizacion. Pero un primer intento de hacerlo
pasaba por el empleo de medios que Dedekind calificaria lnego de “formales”
(congruencias “superiores” relacionadas con ciertos polinomios). El caso es
que no pudo encontrar una solucion perfectamente general de este modo, y
que tal enfoque contradecia su predileceion por una aproximacion conceptual
a los problemas matematicos. Hacia 1870 se dio cuenta de que introducien-
do conjuntos de mimeros la nocién de ideal  era posible dar una solucion
general, y ademads evitar el tener que considerar polinomios v congruencias,
Toedo podia hacerse en términos de niimeros v conjuntos de mimeros, es decir,
como dird Dedekind, de una forma “puramente aritmética”. Asi, por razones
matemiticas y metodoldgicas, la teoria se reformula en términos conjuntistas.

"Hay que decir que normalmente Dedekingd las atiliza solo en el contexto conereto de los
nimeros complejos. La gran excepeion es el trabajo sobre funciones algebraicas [Dedekind v
Weber 18582], del que hablamos mas adelante.
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A partir de entonces, Dedekind sera un convencido defensor del empleo del
lenguaje conjuntista en matematica pura: toda su vida trabajo en sistematizar
v reformular las nociones clave de la aritmética, el dlgebra v el andlisis desde
psa perspectiva. En 1872 publica su teoria de los niimeros reales, que permite
establecer los fundamentos del andlisis sobre la base de una teoria de conjuntos
v aplicaciones, Desde ese ano trabaja en una definicion similar de los niimeros
naturales, que saldra a la luz en su libro de [1888], sin duda importante en la
historia de la riporizaciin, la matemdtica abstracta, v la teoria de conjuntos,
Dedekind elaboré las definiciones conjuntistas habituales de M, Z, Q v R,
y conocid la de C, que se debe a Hamilton. En dlgebra empled conjuntos de
nimeros o de polinomios, con clertas estructuras bien definidas, como nociones
basicas. Y escribio que también el analisis se basa en la teoria de conjuntos
v aplicaciones; es fAacil imaginar que concibio las funciones del andlisis como
aplicaciones de B en B o de C en T (adaptandoe asi una idea favorita de
sus maestros Dirichlet ¥ Riemann, la nocion abstracta de funcion). Fn anos
posteriores siguid perfeccionando su teoria de ideales, v en la iltima versidn
(1894) incluyd una discusion detallada de la teorfa de Galois presentada en
términos del grupo de antomorfismos del cuerpo de descomposicion. De esta
forma, en cierto modo, cerrd el circulo de sus reflexiones sobre las relaciones
intimas entre algebra, teoria de mimeros v conjuntos,

He mencionado que Dedekind publicéd su teoria de los reales en 1872,
Este fue, de hecho, el ano en que se dieron a conocer todas las principales
definiciones de los reales, incluyendo la de Weierstrass v la de Cantor”. Estas
definiciones difieren entre si: Welerstrass define los reales como series conver-
gentes de racionales, Cantor los define como sucesiones de Cauchy sobre
Dedekind como cortaduras en Q. Pero en todos los casos se trata de constre-
tos complejos e infinitarios que se introducen sobre la base del conjunto de
los mimeros racionales. La rigorizacion del analisis habia llevado, con Cauchy,
al empleo de limites v desipualdades como base, v a una definicidn abstracta
de conceptos como el de funcidon continna, Pero alin con esto no era posible
demostrar todos los teoremas basicos, por ejemplo el tearema del valor inter-
medio para funciones continuas o la existencia de un limite para toda sucesion
monotona creciente y acotada. Para ello hacla falta una definicion rigurosa
de los reales, que estableciera con solidez la propiedad huindamental de “con-
tinuidad”, segin se decia entonees, o completitud de B, Fste fue e mérito de los
tres prandes malenuiticos alemanes, cuyas teorias pueden verse, retrospecti-
vamente al menos, como dependientes de la nocién de conjunto, o de nociones
mas complejas que sdlo pueden explicarse sobre la idea de conjunto infinito.

Cantor presentd su teorfa de los reales al hilo de un articulo en el que
generalizaba un resultado previo, suyo v de Heine, sobre la unicidad de re-
presentacion de lnciones reales mediante series trigonométricas. Pero lo mds
importante de este articulo, desde el punto de vista del desarrollo de la teoria

[ o Y X - 5 .
La excepeion es la teoria de Méray, similar a la de Cantor, y publicada en franceés en
1 Kiadd,
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de conjuntos, es que presentaba ideas sobre topologia de conjuntos de puntos
v &n particular la noecidn de conjunte derivado. Ya he dicho gue, el estudio de
funciones discontinuas en anilisis fue hecho posible por la nueva definicion de
integral propuesta por Riemann en 1854 v publicada en 1868, El propio Rie-
mann mostra que existen funciones discontinuas que, segiin esta definicidn, son
integrables, v fue asi como algunos matematicos (Hankel, du Bois-Reymond,
Heine, Cantor) empezaron a estudiar en serio las funciones discontinuas, Can-
tor demostrd en 1870 que si una serie trigonométrica converge a una funcian
comtinua en un intervalo dado, entonees la serie es inica. En 1871 probd que lo
mismo sucede ain en el caso de que la funcion representada sea discontinua,
o la serie no converja, en una cantidad finita de puntos dentro del intervalo,
Siguiendo con esta linea de generalizacion, en 1872 demaostrd que el resultado
de unicidad podia demostrarse atin en el caso de infinitos puntos excepcionales,
siempre v cuando se cumplieran ciertas condiciones que describia recurriendo
a los conjuntos derivados.

Sea P el conjunto de puntos del intervalo [a,b] en los que la serie no
converge, o la funcién es discontinua. Si P es infinito, existiran puntos de acu-
mulacion en [-:1._ 15‘], de acuerdo con resultados que Weierstrass exponia en sus
clases. Cantor [1872] llama primer congunte derivado de P al conjunto de fodos
los puntos de acumulacion de P, y lo denota P'. En general, P’ serd de nuevo
un conjunto infinito, y andlogamente podemos definir P* como ¢l conjunto de
todos los puntos de acumulacion de P* ', Llegados aqui, se pueden distinguir
dos casos: que P exista para todo i, v entonces diremos que P es un conjunto
de sequnda especie; o que deje de existir para algin n, en cuyo caso decimos
que P es de primera especie. Cantor demostraba, empleando un razonamiento
inductivo, que si el conjunto de puntos excepcionales P es de primera especie,
entonces la serie trigonométrica que representa a la funcion en cuestion es
linica. Estas nociones son las primeras que aparecen en la teoria de conjuntos
de puntos, con la excepcion de la simple idea de densidad, indicada por Dirich-
let v definida con cuidado por Hankel. El nivel de sofisticacion aleanzado por
Cantor en su andlisis de los conjuntos de puntos es muy notable, v tardd casi
una década en ser superado. La nocion de conjunto derivado continuaria de-
sempenando un papel de importancia en teoria de la integracion vy teoria de
funciones, durante las siguientes décadas.

De esta manera, en los cineo anos que siguieron a 1868 los lectores de
libros y revistas matemiticas alemanes comenzaron a toparse con lenguaje
conjuntista aplicado a campos tan diversos como la geometria, el anilisis, la
teoria de funciones reales, el dlgebra y la teoria de mimeros. En particular,
a la vista de las definiciones de R, la nocion de conjunto parecia necesaria
para sentar las bases de la aritmética, y hay que recordar que en Alemania era
habitual la idea de que la matematica pura es aritmética desarrollada. Este
era, ni mas ni menos, el principio director de la tendencia aritmetizadora, vy
€l propio Gauss habia escrito que Dios aritmetiza siempre. No es de extranar
que un lector inteligente, como sin duda lo era Cantor, percibiera las grandes
posibilidades inherentes a la nocién de conjunto y comenzase a interesarse por
una posible teoria de conjuntos.
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Sin embargo, el pistoletazo que dio pie al desarrollo de la teoria de conjun-
tos cantoriana vino solo en 1873, cuando Cantor se plantea una pregunta genial
v e da una respuesta sorprendente. La pregunta era: [ es posible correlacionar
biunivocamente los niameros reales v los naturales?, o en otros términos [ hay
la misma cantidad de nimeros en M y en B? La respuesta, establecida en 1873
sobre la base de la completitud de B, resulto ser no, y con ella adquirid sentido
la noeidn de cardinalidad de un conjunto infinito, ya que se habia probado que
existen conjuntos infinitos de diferentes “tamanos”. Por otro lado, en conexion
con la nocién de conjunto derivado, Cantor comenzd en los anos 1870 a pen-
sar en la posibilidad de considerar derivados “de orden infinito™, P>, p>~+1
ete., v con ellos empezo a jugar con simbolos que acabarian convirtiéndose en
los nimeros ordinales transfinitos. Tanto las cardinalidades infinitas como los
ordinales transfinitos desempenarian un papel importante en la matematica
posterior'”. Pero no vamos a seguir esta linea de desarrollo, que como ya he
dicho estda bien estudiada. Continuaremos preguntiandonos por el surgimien-
to v la difusidn del enfoque conjuntista: v antes de seguir adelante, conviene
volver a Riemann y sus ideas seminales,

EL PRINCIPIO DE COMPREHENSION Y LAS ANTINOMIAS

La mayoria de los matematicos que emplearon la nocidn de conjunto, en
las etapas iniciales de su desarrollo, la basaron de modo mds o menos ex-
plicito en el principio de comprehension. Este afirma que a todo concepto o
propiedad le corresponde la clase o conjunto de los objetos que caen bajo el
concepto: al concepto de mimero, la clase de todos los niimeros; al concepto
de funcidn real, la clase de todas las funciones reales. La idea se encuentra por
ejemplo en Bolzano'', autor que presentd ideas muy importantes, pero al que
no presto atencion agui ya que su obra no tuvo repercusién directa (solo fue
conocida por autores como Cantor o Dedekind en los anos 1880, cuando va
era demasiado tarde para que les aportara novedades). Se encuentra también
en diversas contribuciones de Dedekind, e incluso parece implicita en los tra-
bajos realizados por Cantor hasta 1882, aunque el mas famoso formulador del
principio de comprehension fuera el logico Frege [1893]. Asimismo, el principio
de comprehension nos da la clave para entender la definicion de variedad que
acund Riemann en 1854,

En la primera seccion de su leecion sobre geometria, Riemann [1868h, 273]
escribe que solo tiene sentide introducie nociones de magnitud en el caso de
nos venga dado un concepto general antecedente, que admita diferentes deter-
minaciones particulares. Estas determinaciones forman una variedad [Mannig-
faltigkeit] que puede ser discreta o continua; en el primer caso, Riemann las

(1] = v a &
"Los ordinales, por ejemplo, en teoria de conjuntos de puntos, integracion v teoria de

funciones, asi comao en ol dlgebra de los anos 1920, aungue luego sevjan evitados por recurso
al lema de FZorn (1935).
" Bolzano 1851], 2-4.
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Hama elementos de la variedad, en el otro, puntos de la variedad continua. Por
ejemplo, tomemos el concepto de color: los diferentes tonos de azol o amarillo
son puntos de una variedad continua: lo mismo sucede si realizamos mediciones
sobre un sistema fisico cmpleando dos variables continuas (digamos tempera-
tura y peso). Por otro lado, la mayvoria de los conceptos de la experiencia
comiin dan lugar a variedades discretas |ibid.|.

A proposito de esa definicion de Riemann, conviene recordar que hasta
1850 era habitual definir la matemsitica como ciencia de las magnitudes, v
decir que las magnitudes pueden ser discretas o continuas. Esta concepeion se
encuentra va en Aristoteles, e irdnicamente perdura hoy en algunos dicciona-
rios. Riemann propone que solo se puede hablar de magnitudes, o5 decir, sdlo
s puede introducir nociones matematicas, conando estd dada ana variedad o
conjunto, determinada (por comprehension) a través de un conecepto. Por lo
demis, Riemann afirma que la teoria general de las variedades continuas no
debe oeuparse solo de consideraciones métricas, sino gue debe incluir tambicn
una parte anténoma a la que cabe llamar analysis silus (topologia) [1868h,
274]. Ya vemos que sus propuestas no se limitan a continuar las perspectivas
tradicionales, sino gue las alteran radicalmente en una direccidn moderna, Para
¢l lector actual, lo mais conveniente es olvidarse de gque Riemann emplea ain el
término “magnitud”, vy recordar sélo que propone las variedades o conjuntos
como base para la matematica pura.

El enfoque de la nocion de conjunto a través del principio de comprehen-
siom es, exactamente, lo que suele denominarse teoria ingenua de con Jglum‘n_-r.
Esta teoria se asocia a veces con Cantor, lo que no es del todo exacto'; debe
asociarse sobre todo con Russell, que fue quien le dio una formulacion madora
y muy explicita en The Principles of Mathematics [1903]. Quiza algin lector se
sorprenda de que esa idea pueda encontrarse ya en Riemann v Dolzano, pero
esto tiene una explicacion sencilla. Tradicionalmente, los manuales de logica
incluian la distincion entre la extension (o clase asociada) v la comprehensiin
(o intensidn) de un concepto. Esta distineion aparece ya en los tipicos tratados
del siglo XVII, y de hecho era esencial en la Edad Media., En ella se baso Euler
cuando, en sus Carlas o wne princesa alemanae (1770), introdojo el empleo de
diagramas para representar las relaciones ogicas entre conceptos a través de
sus extensiones o clases asociadas.

Cuando la nocidn de conjunto comenzd a resultar util en matematica, mua-
chos acudieron a esas conocidas ideas de la logica para clarificarla. Despuis
de todo, siempre se habia considerado que la matemdtica tiene una relacion
capecial con el pensamicnto puro, v la logica se coneebin como ciencia de las
leyes del pensamiento. El propio Leibniz halia defendido que Tas verdades
matemiticas no eran sino verdades de razdn, que se pueden reducir a prin-

5 suele eitar la definicidn de conjunto gque dio Cantor en [1895] como prototipo de en
focue ingenuo. cuando la intencion del autor era precisamente distanciarse de los partidarios
de este enfoque; véase [Pukert y Hgauds 1957]. Pero hay que reconocer gue el modo en gue
tratd de llevar a la practica esa intencion era pocn satisfactorno, yva que se basaba en poras
distineiones verbales,
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cipios logicos elementales a través de simples definiciones'®. Esta perspectiva
parecié quedar vindicada cuando la nocién (logica, se pensaba entonces) de
conjunto pasd a ocupar un papel fundamental en matemaitica, Fue asi como
surgior el logicismo, acompanando de manera natural el ascenso del enfoque
conjuntista en matemaitica. Pero esta manera de ver las cosas forzd, a la ves,
que la vieja idea de los légicos se transmutara en un ambicioso principio general
que resultd ser demasiado potente: contradictorio.

Hemos llegado a la conclusion de que Riemann propuso la nocidn ingenna
de conjunto, bajo el nombre de variedad, y sugirié que esa nocidn es el concep-
to clave en que se basa la matematica. Que usara la palabra “variedad”, v no
“conjunto”, tampoco debe sorprendernos: mientras la palabra inglesa “set” o
la francesa “ensemble” parecen las mas apropiadas para indicar la nocion de
conjunto, el alemdn no sugeria un término privilegiado. Algunos hablaban de
“Inbegriff” [coleccidn], otros de “Klasse”, otros de “System”, otros de “Um-
fang” [extension], otros en fin de “Menge”, la palabra que triunfé finalmente.
Tanto Dedekind (en 1876) como Cantor (en 1885) consideraron “ensemble”
como la traduccién francesa correcta de sus términos preferidos en alemsn,
“System” en el primer caso, “Mannigfaltigkeit” [variedad] en el segundo.

Y con esto llegamos a Cantor, quien designd la teoria de conjuntos, de
1878 a 1892, como “teoria de variedades” [Mannigfaltigkeitslehre]. Con lo que
llevamos dicho, no parece casnal que emplease el mismo término que Riemann.
Fasta idea se confinma al considerar el primer articulo en que Cantor lo usd: se
trata del trabajo en el que demuestra que R y R" son equipotentes, es decir,
tienen la misma cardinalidad. Cantor presenta la cuestion como motivo para
dudar de la definiciéon de dimensidn gque habia dado Riemann en su leccion so-
bre geometria, y que Helmholtz habia asumido también'?. La teoria de Cantor
trata de elaborar y refinar las ideas seminales de Riemann, considerando los
distintos conjuntos que aparecen en matematica. Para ello introduce ideas muy
novedosas, como la de conjunto derivado, la de cardinalidad de un conjunto
infinito, o la de mimero transfinito. Pero entre sus objetivos basicos sigue es-
tando, como en Riemann, analizar conceptualmente las nociones clave de con-
tinuo y dimension. No es casualidad que el problema que acabaria centrando
la atencion de Cantor fuera el problema del continuo: jeudl es la cardinalidad
de B? jcomo puede “medirse”? Vemos que la contribucién de Riemann, cuyo
cardcter meramente seminal hay que enfatizar, ofrece con todo una clave para
captar interrelaciones entre los principales brotes conjuntistas en torno a 1870,
Todas estas primeras iniciativas conjuntistas se realizan, de un modo u otro,
a la sombra de sus contribuciones o de sus sugerencias,

B Por cjemplo en los Nucvos ensayos [Leibniz 1704], libro IV, cap. 7.

4 Hiemann [IHﬁHIh ETH] hahia dichao U 1A variedad tiene n di|1||_:||_v.i.|,};||.'5 ('HHIIRJU S LRS-
tien 1t variables para determinar la posicidn de un punto, pere Cantor [lH?R, 121] demostraba
que en todo caso basta con una variable. Surgia el problema de caracterizar apropiadamente
la idea de dimension, ¥ Dedekind conjeturd enseguida el teorema de invariancia de la di-
mensiin bajo aplicaciones bicontinuas |Cantor ¥ Dedekind 1937, 38]; lo probaria Brouwer
en 14911.
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Dedekind, amigo intimo de Riemann, se convirtié en partidario radical
de la aproximacion conjuntista a la matemdtica pura, lo que le Hevd, de mo-
do natural, a ser una de las primeras voces que hablaron en pro del logicis-
mao (aparentemente fue el logicista mas influyente hasta 1903, cuando Russell
comenzd a dar a conocer la obra de Frege)., También ¢l habia confindo en el
principio de comprehension, que ineluso le girvid de guia hearistica al formular
la teoria de ideales. Solo las antinomias o contradiceiones a que ese principio
da lugar le hicieron albergar dudas, como a todos sus contemporineos. Pero
esto sucederfa al final de su vida, en 1897 o 1899, cuando Cantor le expuso
en detalle dos de las antinomias (las del conjunto de todos los cardinales v ol
de todos los ordinales transfinitos), v sobre todo en 1903, al conocer la anti-
nonia de Russell, Basta considerar el concepto de conjunto que no pertenece
a si mismo (la propiedad r € x) para ver que el principio de comprehen-
sion es insostenible. Pues, segin él, existiria el conjunto B = {r:z ¢ x},
y es facil ver que desembocamos en la contradiceidn siguiente: B € R si v
solo si ¢ K. Con las contradieciones, el logicismo recibié un golpe mortal v
comenzo a desaparecer de la escena, pese a todos los esfuerzos en contra del
propio Russell'”,

Curiosamente, la practica matemitica podia sugerir otro modo de enfocar
la nocion de conjunto. Dado un conjunto infinito cualquiera, es posible definir
un subconjunto isomorfo a M al modo de Dedekind; v dado M, formando con-
juntos (y conjuntos de conjuntos) de naturales, se llega a |, a las funciones,
a diversos conjuntos con estructuras. Subyacente a la prictica matematica de
Cantor, Dedekind v alguno de sus contemporianeos, uno puede percibir la no-
cion iterativa de conjunto, la idea de “conjunto de” elementos preexistentes,
Pero esto, que es fhcil ver retrospectivamente, sélo emergeria como resulta-
do de un largo y complicado proceso conceptual, puesto en marcha por las
antinomias, que durd unos 30 anos'®. Hay que senalar, ademids, que la nocidn
iterativa en si misma es insuliciente para justificar los axiomas de la teoria
de conjuntos. La nocion de conjunto no es nada elemental ni simple; basta
reflexionar sobre el hecho de que es equivalente a la nocidn de funcion (va que
ambas son interdefinibles) para comenzar a advertirlo!?,

EL EXNFOQUE CONJUNTISTA Y LA MATEMATICA ABSTRACTA

Comnin a los esfuerzos de Riemann, Dedekind v Cantor es no sélo el empleo
de la nocion de conjunto y la nocion abstracta de funcidn, sino también una
cierta orientacion metodologica: la preferencia por un tratamiento abstracto
de las teorias matematicas. Se ha dicho que esa tendencia surgid con Ganss,

'“El lector interesado en este tema puede consultar mi articulo [1997].

"La concepeidn iterativa fue propuesta por Gidel [1944] v [1964], aungque ya Zermelo
[19:30] habia propuesto una vision similar del universo de la teoria de conjuntos.

"Sobre estos temas, mas flosoficos, se puede leer con provecho [Hallett 1984] o [Lavine
1944]. Ambaos libros revisan con bastante acierto la historia de la nocidn de conjunto,
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Jacobi v Dirichlet (a los gque deberiamos sumar a Cauchy), va que iniciaron
un estilo nuevo de argumentacion en matemaitica. Evitando emplear largos v
complicados cileulos, pusieron en practica una brillante idea: la de abarcar
toda un drea de verdades matematicas mediante una sola nocion principal, v
presentar los resultados clave directamente a partir de esa nocidon, de mane-
ra que uno puede captar la verdadera naturaleza de la teoria, la maguinaria
esencial que pone todo en marcha'®, De todas formas, el modo en que Riemann
puso en practica ese principio fue mucho mas radical, dando un ejemplo que
continuaron Dedekind y Cantor. Asi, el enfoque conjuntista es solidario de la
tendencia abstracta que marca ¢l caming hacia la matemsitica moderna, una
tendencia a propdsito de la eual se podria hablar de la tradicion de Gottin-
gen'®, Esa interdependencia con el planteamiento abstracto permite entender
mejor los éxitos del conjuntismo, pero también las criticas que encontrd en su
camino.

Antes que nada, tratare de aclarar un poco mas en gué consiste la tenden-
cia abstracta. Desde Euclides, la matemitica habia tenido gque ver con cons-
trucciones realizables explicitamente, va fueran construcciones geométricas o
analiticas. Con la nueva tendencia se trata, como ya vimos, de la preferencia
por los conceptos en Ingar de las notaciones, las formas de representacion o
las construcciones. Lo que esto significa queda bastante claro comparando la
teorfa de nimeros de Kronecker con la de Dedekind, o la teorfa de funciones
de Weierstrass con la de Ricmann, Tomo el segundo cjemplo. El objetivo de
Weierstrass en teoria de funciones era caracterizar clases de funciones a traves
de la posibilidad de representarlas analiticamente por medios bien estableci-
dos. En este sentido, es caracteristico su teorema sobre la representabilidad
de las funciones continuas mediante series de polinomios (1885), Weierstrass
indicd explicitamente que la idea de funcién arbitraria no le interesaba. va que
es totalmente vaga. No era un constructivista puro, al modo de Kronecker o
Brouwer, ya que aceptaba la nocidn de mimero real, pero puede decirse que
su tendencia era semi-constructiva.

La tendencia de Riemann es exactamente la contraria. No le interesa par-
tir de medios de representacion analitica, por atiles que scan en la practi-
ca: tales medios deben encontrarse al linal, como resultado de la elaboracion
de la teoria. En el principio debe estar un concepto abstracto bien definido.
Weierstrass define las funciones analiticas como aquellas que son representa-
bles localmente mediante series de potencias: Riemann prefiere partiv de una
propiedad caracteristica abstracta, en términos de diferenciabilidad: las Ha-
madas ecuaciones de Canchy-Riemann. Weierstrass eriticd este modo de pro-
ceder dando como razém que no era posible delimitar con precision la clase
e las funciones diferenciables. Y por supuesto, nociones abstractas como la
de superficie de Riemann quedan muocho mas alla de los limites coneretos que

" He parafraseadao un pasaje de la antobiografia de Fisenstein, en [Wussing 1984], 270,

Yestablecida por Gauss, Dirichlet, Riemann y Dedekind, serin proseguida por Klein, por
Hilbert, Emmy Macther v por los muchos alumnos de estos matematicos, todos ellos profe-
sores de Gottingen,
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Weierstrass se impone. Conviene decir, de paso, que el proceder de Riemann
solo quedaria bien explicitado y justificado al cabo de décadas, mientras que
el otro enfoque era plenamente riguroso. Esto explica que, en su tiempo, las
ideas de Riemann se consideraran misteriosas y visionarias, micntras que las
de Weierstrass se ganaron las preferencias de la comunidad matemstica.

El planteamiento de Riemann tuvo una influencia decisiva en Dedeokind,
Ejemplo claro de ello es que, en teoria de niimeros algebraicos, prefiere in-
trodducir la nocion abstracta de ideal en lugar de basarse en la consideracion
explicita de polinomios, como hacia Kronecker; y ello a pesar de que el enfoque
de Kronecker permitia determinar explicitamente los factores ideales en cada
caso concreto. ara Dedekind, las estructuras de cuerpo, ideal, ete. son perfec-
tas a la hora de establecer conceptos basicos para sus teorfas, dotados de sufi-
ciente generalidad y penetracion. Una consecuencia inevitable de este modo de
proceder abstracto es que surgian puros feoremas de cxristencia, que establecen
la mera posibilidad de determinar cierto tipo de objetos matematicos, sin dar
ningiin medio conereto para ello. Hilbert, que en este punto seguia a Dedekind,
exploto este tipo de enfoque en sus primeros trabajos, dedicados a la teoria de
invariantes algebraicos.

En conexién con esta cuestion de la tension entre enfoques abstractos v
constructivos, el caso de Cantor es particularmente instructivo, porque fue
alumno de la escuela de Berlin pero poco a poco abandond sus postulados. No
hay espacio aqui para desarrollar el tema en detalle, pero quizi baste con dar
un ejemplo, Cuando Cantor establecid que no es posible una corresponden-
cia biunivoca entre M y K, inmediatamente sacd la coneclusion de que ambos
conjuntos diferian en una elerta caracteristica abstracta, lo que mas tarde
llamd potencia o cardinalidad. Pero se trataba de una conclusion atrevida,
por suponer un enfoque totalmente abstracto y ademds aceptar el infinito ac-
tual. Era el tipo de conclusion que hubieran admitido Riemann o Dedekind,
pere no los maestros de Berlin (de hecho, Weierstrass recomendd a Cantor
que evitara comentarios al respecto). Con el animo de presentar su resultado
de un modo aceptable para los berlineses, Cantor lo reformuld de una manera
muy inteligente. Demostraba primero que el conjunto de los nimeros reales
algebraicos es numerable, signiendo un método de Dedekind: luego establecia
que, dada una sucesiom cualquiera de miimeros reales, en todo intervalo de la
recta real existen puntos que no pertenecen a la sucesion. Asi llegaba al resul-
tado de que en todo intervalo de R existen mimeros trascendentes, una nueva
demostracion del teorema de Liouville. De hecho, tal como Cantor presento las
cosas en su articulo, el teorema de no-numerabilidad era sélo un anadido para
obtener el corolario a partir del teorema principal de numerabilidad de los
reales algebraicos®®. Asi fue como el articulo se publied con el sorprendente
titulo “Sobre una propiedad de la coleccion de todos los mimeros reales alge-

*'Weierstrass habia demostrado mucho interés en este teorema “principal”, va que le per-
mitia dar ejemplos sofisiticados de funciones reales no diferenciables,
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braicos” [1874], jdonde el teorema de no-numerabilidad, que hoy tanto admi-
ramos, ni sigquiera se mencional

Andando los anos, Cantor se fue liberando de sus ataduras a las con-
cepeiones berlinesas, y fue presentando sus ideas de un modo cada ves mas
abstracto. En [1883] llegd a escribir un inspirado alegato en favor de la li-
bre introduccidn de nociones abstractas en matematica, diciendo que un nue-
vor concepto es admisible siempre que (1) armonice bien con las nociones y
teorias previamente admitidas, (2) no dé lugar a contradiceion, v (3) resulte
ser fructifero. A propdsito de esta cuestion, eriticaba e incluso ridieulizaba
un tanto las ideas constructivistas de su antigno maestro Kronecker., Fue a
partir de esta época cuando surgio la famosa confrontacion entre ambos, que
de todos modos se ha contado de una manera algo sesgada, v exagerando las
consecuencias que tuvo para Cantor?!, Ya en los anos 1870 Kronecker habia
alirmado que el teorema de Bolzano-Weierstrass es un obvio sofisma (lo que
es colierente con una posicion constructivista) y se habia opuesto al modo en
que Dedekind trabajaba en teoria de mimeros alpebraicos.

La tension entre un planteamiento de definicidn o construceidn explicita y
uno de andlisis abstracto explica las dificultades que encontré el enfoque con-
juntista en su implantacion progresiva. Ya la nocion de funcion propuesta por
Dirichlet v Riemann avanzaba claramente en la direceion abstracta, pero puede
decirse que la teoria de conjuntos se convirtié en epitome del planteamiento
abstracto. El ejemplo mas caracteristico de ello es el axioma de eleccion in-
troducido por Zermelo [1904], que, dada una familia infinita cualquiera de
conjuntos, postula la mera existencia de clerto Lipo de conjunto. El axioma
se usa de modo esencial precisamente cuando no hay ningiin medio de es-
pecificar o definir explicitamente este Lipo de conjuntos de eleccion. Asi, el
teorema de buen orden [Zermelo 1904], o el que establece que hay una exten-
sion algebraicamente cerrada para todo cuerpo conmutativo (Steinitz, 1910),
son teoremas de pura existencia, Sabemos que el axioma de eleceidn implica
que R puede ser bien ordenado, pero no tenemos ni idea de cdmo definir un
tal buen orden (si lo supiéramos, seguramente habriamos resuelto el problema
del continuo)®.

Polémicas y dificultades aparte, el enfoque conjuntista continué dando
muy buenos frutos en las distintas ramas de la matemdtica. Ya la nocidn
cantoriana de conjunto derivado habia sido utilizada por varios apalistas desde
la publicacién de un libro del italiano Dini en 1878. Las nuevas nociones sobre
topologia de conjuntos de puntos fueron empleadas por Poincaré a mediados de
los anos 1880, en sus famosos trabajos sobre funciones antomorfas, y sirvieron
para la elaboracién gradual de la teoria de la medida. Mas ain, en 1884 Mittag-
Leffler empled nociones cantorianas, incluyendo los niimeros transfinitos, para

*Una famosa leyenda dice que Cantor sufrié una enfermedad maniaco-depresiva a raiz
de la oposicion de Kronecker v la imposibilidad de demostrar la hipdtesis del continuo.
Historiadores que han estudiado bien ¢l tema, como Grattan-Guinness, Purkert ¢ Tlgauds,
llegan a la conclusion de que la levenda no se sostiene frente a la evidencia.

“Gohre este tema, ver la exhaustiva obra de Moore [1982].
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demastrar su teorema sobre representacion de funciones analiticas, que gene-
ralizaba resultados de Weierstrass. Entretanto, en [1882] Dedekind y Weber
generalizaban la teorfa de ideales al caso de las funciones nlgrhmim:;. lo que
constituyd un precedente crucial para la geometria algebraica®. Pero las ideas
te Dedekind salo se consolidaron definitivamente en los anos 90, gracias a
trabajos como el manual de dlgebra de Weber v el famoso informe sobre teoria
de mimeros algebraicos ( Zahlbericht) de Hilbert. En esta obra, Hilbert aludia
explicitamente a Riemann al decir que habia seguido el principio de sustituir
liss meros caleulos por pensamientos,

Para entonces, la teoria de conjuntos de puntos recibia el espaldarazo
definitivo: Peano, Jordan y Borel la empleaban en sus textos de andlisis, mien-
tras dos matematicos de primera fila, Hadamard v Hurwitz, Ia ensalzaban en
sus conferencias estelares del [ Congreso Internacional (1898). Y también en
el campo de la geometria se hacian sentir los nuevos tiempos: las ideas del
Erlanger Programm de Klein, publicado de nuevo en 1893, v las axiomati-
zaciones propuestas por miembros de la escuela de Peano v por Hilbert, se
basaban todas ellas en una aproximacion conjuntista. Los dos primeros pro-
blemas de Hilbert en su famosa conferencia *Mathematische Probleme” [1900]
guardaban relacion con la teoria de conjuntos: el primero era el problema del
continuo, a proposito del cual Hilbert recordaba la necesidad de demostrar el
teorema de buen orden; v el segundo era la consistencia de los axiomas de los
niimeros reales, es decir, demostrar que uno puede postular sin contradiceion
la existencia del conjuntoe B (y a propasito de ello, Hilbert indicaba que se
debian dar demostraciones similares para los distintos cardinales transfinitos),

El gran avance del enfoque conjuntista fue acompanado por nuevas concep-
ciones de los fundamentos de la matematica, como el logicismo, v estimuld la
aparicion de grandiosas sistematizaciones. Dedekind [1888] sugirié que toda la
matematica pura (algebra, andlisis) puede reducirse a una teoria de conjun-
tos y aplicaciones, y demostrié en detalle como hacerlo para el caso crucial de
M. El gran logico Frege [1893] trabajaba independientemente en un proyecto
equivalente, en el curso del cual forjé la nocién de demostracion formaliza-
da e introdujo nociones basicas de la logica moderna. El lenguaje de la logica,
incluyendo por supuesto la nocion de conjunto, fue empleado por Peano y su es-
cuela para la elaboracidn del célebre Formulaire de mathématiques (1895-1908)
en el que pretendian traducir en férmulas légicas los principales resultados de
la matemdtica. Y en la década de 1910 aparece la inmensa obra de Russell
v Whitehead, Principin mathematica (1910-13), que pese a ciertos defectos
despertd la admiracién de Hilbert.

2 Dedekind vy Weber desarrollaban de modo riguroso v puramente algebraico una impor-

tante parte de la woria de funciones de Riemann, proporcionande una nueva definicion de
superficie de Riemann y probando el teorema de Riemann-Roch,
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Por supuesto, todos sabemos que esa especie de luna de miel o situacicn
paradisinca que vivia la matemitica hacia 1900 se vio enturbiada con la pu-
bBlicacidn de las contradiceiones, paradojas o antinomias que Russell anuncio a
bombo v platillo®. Ademss y sobre todo, los 25 anos que siguieron a 1903
(por fijar unas cifras) vieron una gran discusion en torno a la validez del
enfoque abstracto, y por tanto del conjuntismo. El axioma de eleccion y sus
consecuencias, la consistencia de una matematica abstracta v existencial al
estilo “clasico” de Riemann, Dedekind y Cantor, asi como las alternativas
radicales propuestas por matemiticos constructivistas de primer orden como
Brouwer v Weyl, fueron los temas principales de discusion.

Las principales posiciones se elaboraron en los anos 1900 v 1910, aunguoe
los medios téenicos para analizarlas v medir sus consecuencias se refinaron
sobre todo en los 200 En el proceso se adquirio una comprension mucho mas
profunda del alecance y los presupuestos de la matematica clasica: la admision
del infinito actual v el platonismo, el empleo del principio de tercio excluso
aplicado a conjuntos infinitos, la asuncién de axiomas como los de conjunto
potencia, subconjuntos y eleccion. Asimismo se profundizo en las posibilidades
de distintas versiones del constructivismo, v se adquirio una mejor compren-
sion de la teoria logica v de la propia nocidn de demostracidn matemitica,
Pero al final, sin que la polémica quedara resuelta de manera completamente
satisfactoria, se llegd por decision mayoritaria al triunfo del conjuntisme. El
enfoque abstracto, al estilo clasico, ofrece al matemsitico unas posibilidades
tedricas, v por asi decirlo una libertad de movimientos, a las que la mayoria
no estaban dispuestos a renunciar por escripulos mias o menos flosdficos.

La crisis fundacional no supuso en modo alguno una erisis de la matemitica.
Mis bien al contrario, sucedid durante un periodo de expansidn sin prece-
dentes de teorias, métodos vy resultados. Durante todo ese tiempo, Hilbert
desempend un papel central como adalid del enfoque conjuntista abstracto,
llegando a comprometer en la empresa toda so antoridad como investigador
v lider de la comunidad matemdtica. Afortunadamente para él, ese enfoque
signid apuntandose triunfos como los del dlgebra estructural (que tuvo uno de
sus focos elave en el Gittingen de Hilbert) v los de la topologia en desarrollo
(cultivada por las escuelas norteamericana, polaca y rusa). La nocion de es-
tructura surgié a lomos de todos esos avances en logica v matemditica pura,
acabando por ser formulada por autores como Birkhoff, Tarski v los Bourbaki
en los anos 30%%, Con Bourbaki, la nueva sistematizacion de la matematica
recibié una forma mny acabada®®.

“Las antinomias sélo afectan a la teoria “logica” o “ingenua” de conjuntos, basada en el
axioma de comprebensidn. La historia de las antinomias, por cierto, se ha contado a menudo
de una forma incorrecta; ver [Moore v Garcladiego 1982] [Garciadiego 1992).

**Sobre este tema puede verse el libro de Corry [1996],

“Pero las virtudes de una aproximacidon abstracta a los problemas matemdticos no impli-
can que sea conveniente apostar por una matemiitica “arbitraria”. De ahi provienen gquizi



LA GACETA 407

En su lucha contra los criticos del enfoque conjuntista abstracto, Hilbert
no recurrié solo al desarrollo de nuevos enfoques v teorias (como la célebre
Beweistheorie), sino también al empleo de armas retéricas. En 1922 compa-
raba la supuesta revolucién brouweriana con un intento de golpe de estado
a la Kronecker, que no podia sino fracasar. En 1925 pronuncio sus célebres
palabras:

Queremos investigar cuidadosamente, siempre que exista la menor perspectiva
de éxito, las construcciones conceptuales v formas de inferencia fructiferas, v
cultivarlas, alianzarlas ¥ hacerlas susceptibles de aplicacion, Del paraiso que
Cantor nos cred, nadie podri expulsarnos. [Hilbert 1926

Aqui. como en otros textos, Cantor se convierte en representante simbdlico de
la matemitica abstracta. Esto explica, en parte, cémo surgio la costumbre de
asociar la nocion de conjunto exclusivamente con Cantor. Estando en juego
una nueva orientacion cientifica, que se enfrentaba a poderosas criticas en
una ctapa de conflicto, no era el momento de entrar en disquisiciones sobre
las complejidades de la historia. Mucho mas 1itil era recurrir a un simbolo
poderoso, un mito si queremos. Hilbert tenia a mano la peculiar y original
figura de Cantor, que estaba siendo presentado como vietima del poderoso v
doctrinario Kronecker?”, y podia pues ser empleada como una potente arma
retorica contra los disidentes. Cantor v Kronecker en paralelismo con Hilbert
y Brouwer: la libertad frente a la reaccion, casi diriamos el bien frente al mal.

No es infrecuente que las comunidades cientificas den lugar a mitos funda-
cionales, que a veces guardan incluso parecido con los mitos clisicos, El mito
de Cantor y la teoria de conjuntos se modeld segin el patrin del de Zeus v
Atenea (la Minerva romana). La diosa de la sabiduria v la guerra nacié yva
adulta de la cabeza de Zeus, cubierta con toda su armadura, y fue su hija fa-
vorita; la teorfa de conjuntos se presentd como la obra de un solo autor, quien
amd tanto a su eriatura que llegd a sufrir una enfermedad mental por ella.
Mitos como este cumplen multiples funciones: permiten resumir un desarrollo
real complejo en una simple formula, particularmente 1itil para ser transmitida
mediante libros de texto y clases: de ese modo, facilitan la identificacion entre
los miembros dedicados a un tema comiin, les otorgan algo asi como una ge-
nealogia compartida reconocible; v, sobre todo, ayudan en etapas de conflicto,
en momentos dificiles en los que una nueva rama de la ciencia o una nueva
orientacion encuentran duras criticas. Este fue de hecho el papel que Hilbert
hizo desempenar al mito de Cantor durante la famosa “crisis de fundamentos”
de los anos 202°,

Para bien o para mal, como hemos visto, la historia real suele ser poco
complaciente con los mitos hermosos; parece preferir caminos complejos llenos

las polémicas, mas recientes, sobre ol hourbakismo, v ol renacimicnto constante del interes
paor e definilale,

T[Schoenties 1927].

*#Sobire la erisis ¥ sus aspectos simbolicos, politicos v sociales, ver [Mehrtens 19494,
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de vericuetos, para delicia de historiadores. Habrd quien piense que los que
nos dedicamos a la historia tenemaos tendencia a entretenernos demasiado en
esas complejidades, pero espero que la narracion anterior no haya resultado
carente de interes, sino iluminadora.,

TABLA CRONOLOGICA

1554

1858

1868

1871

1872

1874

1882

1883

1554

1888

1893

1887

Riemann escribe sobre geometria, presentando la nocidn de variedad, y sobre
series trigonomdétricas (nocion de integral).

Dedekind da clases sobre teoria de Galois en términos de grupos abstractos v
cuerpos de mimeros, y establece su definicion de los reales mediante cortaduras,

Se publican los dos trabajos de Riemann, inéditos antes, que inmediatamente
generan actividad en ambos campos,

Dedekind publica su teorfa de ideales, en la que aparece la teoria de mimeros

algebraicos maoderna, v las nociones de cuerpo, anillo, madulo, ideal, homomor-
fismo, isomorfismo.

Se publican las definiciones de los reales propuestas por Welerstrass (desde
1863), Dedekind (desde 1858) v Cantor (desde 1870). En un articulo sobre re-
presentacion de funciones discontinnas mediante series trigopnomeétricas, Cantor
establece condiciones muy amplias gracias a la nocion de conjunto derivadao,
clave para su trabajo sobre conjuntos de puntos.

Cantor publica su demostracion de la no numerabilidad de R, abriendo camino
a la nocion de cardinalidad que presentard en 1878,

Dedekind y Weber extienden la teoria de ideales a cuerpos de funciones alge-
braicas.

Cantor introduee la nocidn de conjunto bien ordenado y los ordinales transfini-
tos; se consolida asi la teoria de conjuntos cantoriana. En esta época establece
también resultados sobre conjuntos de puntos, incluyendo las nociones de con-
junto perfecto, cerrado, aislado, denso en si,

Mittag-Leffler demuestra su teorema empleando ideas de Cantor. Poincaré las
utiliza en su monumental obra sobre funciones automorfas, Varios matematicos
formulan la nocion de contenido exterior de un conjunto, abordando sobre su
base la teoria de integracidn,

Dedekind presenta una teoria rigurosa de los naturales sobre la base de las
nociones de conjunto y aplicacion. FEsta teoria guarda relacidn con la de Frege
(1884} ¥ con los conocidos axiomas de Peano (1889). A partir de ahora, se hace
posible ver toda la matematica pura como el estudio de conjuntos con diversas
estruciuras.

Se publica en forma accesible el Erlanger Programm de Klein, donde se pre-
gentan las peomelrias como estudio de invariantes bajo grupos de transforma-
ciones, Weber eseribe sobre lags nociones abstractas de grupo y cuerpo y su
interrelacion. En 1885, Weber difunde el enfoque conjuntista del dlgebra en su
celebre manual.

Primer Congreso Internacional de Matemdticas: Hadamard y Hurwitz defienden
la teoria de conjuntos en conexién con el andlisis. Hilbert publica su célebre
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1894

1900

1903

1944

1M1=

1910

1914

Anos 1920

Atios 1930

Zahlbericht sobre teoria de nimeros algebraicos, donde emplea las nociones de
cuerpa, anille e deal.

Hilbert axiomatiza la geometria sobre una base conjuntista, signiendo el ejemplo
e la escuela de Peano; es el primer gran ejemplo para la corriente axiomati-
zadora moderna. Borel publica su manual de teoria de funciones, donde avanza
hacia la moderna teorfa de la medida, de cardacter conjuntista.

Sepundo Congreso Internacional de Matemdticas: los dos primeros problemas
de Hilbert tienen relacion con la teoria de conjuntos. Se publica también su
axiomatizacion de los reales (ver [Hilbert 1991]).

Russell ¥ Frege dan a conocer las antinomias o contradicciones de la teoria “in-
genua’ o “lagica” de conjuntos, con lo que el tema adguiere notoriedad piblica
por primera vez, Por esta época, Lebesgue elabora su teoria de la integracion,
refinando la definicion de medida de Borel,

Zermelo publica su demostracién del teorema de buen orden, basada en el
axioma de eleceion. Se abre una fuerte polémica sobre la matematica abstracta
v los postulados puramente existenciales, en la que intervienen autores de todas
las naciones.

Zermelo publica su axiomatizacion de la teoria de conjuntos, y Russell presenta
también su teoria de tipos, mas débil pero con similar intencion (seguirdn los
celebres Principia Mathomatioa en 1910-13). Brouwer comienza su doara eritica
a la matemdtica moderna v su elaboracion del intuicionismo.

Steinitz publica sus cruciales investigaciones sobre teoria abstracta de cucrpos,
en las que utiliza el axioma de eleceidn. En los anos 190 se ha trabajado
Lambién sobre espacios funcionales, ete,

Hausdortf publica su manual de teoria de conjuntos v da la definicion moderna,
basada en la teoria de conjuntos, de espacio topoldgico (relacionada con trabajos
previos de Brouwer v Weyl).

Se desarrollan la axiomatizacién de la teoria de conjuntos, la topologia abstracta
y el dlgebra estructural. La mavonia de los matemdticos consideran la nocion
de conjunto como fundamento de la matemdtica, pero surgen tambicn fuertes
eriticas (Brouwer, Weyl, Skolem); es la polémica sobre fundamentos.

La polémica se diluye, en parte gracias a los sorprendentes resultados de Gidel
(incompletud e indemostrabilidad de la consistencia para la aritimética de Peano,
consistencia relativa de la aritmética clisica respecto a la aritmética intuicio-
nista formalizada). Se consolida la alternativa entre matemitica constructiva
y abstracta, pero la inmensa mayoria de los matemiticos se decantan por la
segunda, Se consolida también la axiomatizacion moderna de la teoria de con-
Juntos, basada en la logica de primer orden, v surge la concepeion iterativa,
Gidel demuestra la consistencia relativa del axioma de eleceion y la hipotesis
del continuo. Diversos antores avanzan hacia la formulacién de la nocion abs-
tracta de estructura, gue s¢ convierte en la base de la sistematizacion ofrecida
por Bourbaki a partir de 1938,
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