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“Non sai se como consecuencia das suas limitacions ou como mostra da stla grandeza,
0 pensamento humano semella estar constituido por unha sutil mestura do formal e do
intuitivo, do deductivo e o inductivo, do algoritmico e 0 estratéxico, de rigor e
imaxinacion,... de informacion e descubrimento.

Os procesos de ensino-aprendizaxe son, en consecuencia, moi complexos. o formal,
deductivo, algoritmico e rigoroso € mais facil de representar 6s ollos do experto, e
quizais por iso moitos educadores centran os seus esforzos na tarefa de informar.

Pero tamén é posible abrir camifios para o intuitivo, o inductivo, o estratéxico e o
imaxinativo, e quizais percorréndoos 0 educando poda sentir a emocion do
descubrimento.”

Xes(s Balteiro (A escola imaxinaria)

PRESENTACION:

A actividade que se describe a continuacion, experimentada en 3° da ESO, pretende, xa
non soamente modrar e andizar un proceso probabilistico que conduce a Sla

estabilizacion, senon construir un método, smple e ficaz, de prevision de resultados.

Os requisitos técnicos para poder redlizala son sinxelos: calcular porcentaxes' e resolver

sstemas 2x2 de ecuacions de primeiro grao.

Dende una fase aritmética que poderiamos cudificar como empirica ou experimentd, na
gue se trabala con datos numéricos concretos e a partir deles se obtefien novos datos
que a sla vez son utilizados para novos cdculos, intentaremos pasar a unha fase tedrica
na que se constrie un modelo axébrico que “explica’ a problemética anterior e resolve

eficazmente novas Stuacions.

! Por unha cuestion de axilidade seria conveniente que os alumnos tivesen xa conciencia de que
unha porcentaxe cdculase tamén multiplicando a cantidade polo “tanto por un”.



PROCESOS QUE SE ESTABILIZAN

Un tipo de stuacidéns que evolucionan cara a estados estables caracterizase porque as
probabilidades permanecen congtantes ¢ longo do proceso. Delas tense ocupado o
matemético ruso Markov, ideando unha técnica mateméatica que se usa como modelo en
grande variedade de procesos nas ciencias sociais, bioldxicas e fisicas. (Grossman,
1988).

Non imos trabdlar, adomenos non inicidmente, coa idea explicita de probabilidade,

deixandoa suxacer no problema tras as porcentaxes.

Conceptudmente debera comprenderse que as porcentaxes son caculos hipotéticos:

sobre 100 eementos; e non ten por que haber precisamente 100.

Os propios caculos levarannos G0s nimeros decimais, que por tratarse de persoas

deberemos interpretar como resultados aproximados?.

¢QUEDASE O GRUPO SEN XENTE?

Presentamos a Situacion:

No instituto organizaronse catro grupos de 30 alumnos cada un para a realizacion de actividades
extraescolares.

0 chegar o terceiro trimestre os estudiantes comezan a faltar a elas con certa frecuencia, ben pola
presion dos temarios e exames, que esixen mais horas de estudio ou asistir a clases de reforzo, ben polo
cansazo, ...

Tense estimado que a partir desa data un 80% dos que asisten un dia & sta actividade, asisten tamén 6
dia seguinte, mentres que soamente un 40% dos que faltaron un dia asisten o dia seguinte.

O comezar o trimestre no grupo A asisten 25 alumnos, 21 no B, 28 no C, e 18 no D.

> A actividade pode realizarse igualmente redondeando/truncando que sen redondear/truncar.
Se a presencia dos decimais referidos a personas non obstaculiza a comprensién, son partidario
de mantelos. por exactitude e polo Euro, que nos vai a envolver nos nimeros decimais por
moito tempo, 0 que recomenda a Slia presencia no ambeto escolar. Neste caso resulta de interés
0 uso “intelixente” da calculadora.



¢Como cres que estaran os grupos despois dunhas semanas?
¢Cantos asistiran e cantos non, previsiblemente, a cada actividade o quinto dia?.

Organiza os datos en taboas.

O egtudio de primeiro grupo resulta xa, enormemente persuasivo:

GRUPO A
Dia [ Asisten Faltan
1° 25 30-25=5
2° 0825+04%=22 30-22=8
3 0'822+0°48=20"8 30-208=92
4° 08208+ 0'49'2=20"32 30-20'32=9'68
50 0'820°32 + 0'49'68 = 20"128 30-20"128=9"872

Pedimos de novo que conxecturen sobre o que esta a pasar agui, aa chegar a unha
formulacion detetipo:

"Isto parece que se queda en que vefien 20 e faltan 10, pois do terceiro 6 quinto dia a penas cambia

Preséntase unha boa ocasién para indicar como utilizar a calculadora®  que, de non tdo

feito ainda, empregariase para os cal cul 0s nos restantes casos do problema.

O grupo B, inicidmente méais preocupante da lugar 6 mesmo resultado: 20025 e 9'975

0 5° dig; incluso méis cerca dese 20 e 10 que semella ser o destino final”.

3 Con calculadora:

Dia |[Asisten Faltan

10 |25 30[-]25=5

2°  10.8[x] 25 [M+] 0.4[x]5 [M+] [RM]® 22 [#] ® - 22 [+] 30[=] ® 8
3% |0.8[x]22[M+] 0.4[x]8[M+] [RM]® 20.8 [#] ® -20.8[+] 30 [=] ® 9.2

Esta “linguaxe maquina’ trata de recrear visuamente a manipulacion da calculadora: nos
corchetes indicanse as teclas de operacion. A frecha indica que o nimero que ven a
continuacién non 0 prememos, sendn que € un resultado proporcionado pola maguina.

* Unha boa estratexia docente seria que todos/as fixesen o grupo A, e logo distribuir os outros
grupos por filas. Asi aférrase tempo e evitase o tedio que puidese producir tanto calculo.



Do C xao esperan e......, efectivamente, obtefien: 20121 e 979.

Preguntamos se agora estase méis lonxe ou méis cerca de 20 e 10, 6 que responden case

deinmediato, despois de comprobar os decimais: "Un pouco mais lonxe ".

Pidese agora que conxecturen sobre o grupo D, que esta por debaixo de 20, pero non

unicamente sobre o resultado, senén como se chega a d: “subindo pouco a pouco”; “subindo

rapido, pois xa estaba moi cerca”; ...

HEURISTICOS

Emprego a terminoloxia de Pdlya (1954) e non a da LOXSE (procedementos e actitudes), pois
esta Ultima paréceme bastante farrapa e desafortunada. Co termo “heuristicos’ pretende designar
aqueles recursos que son Utiles para o descobremento e para a invencion: diante dun problema
novidoso a informacion cofiecida non xera por s soa nova informacion, é necesario contrastala
cos novos datos establecendo relacions fructiferas, e isto tamén se pode aprender a facelo,

practicandoo.

Sublifirel dguins dos heuristicos més comins na congtruccion do  cofiecemento
matemdico (6 mdlor tamén noutros amhitos), non sempre coincidentes cos que Pdlya

snaara, pero que entendo Son agora moi Oportunos.

A comprobacion:
¢Que sucederia nos dias seguintes?.... Conxecturamos: "0 mesmo, achegdmonos un pouquifio
mais"; e comprobamolo coa caculadora, regfirmando non soamente a concluson sendn

tameén o proceso.

Analise de situacion extremas:

¢Que sucederia se nun dos grupos o primeiro dia asistiran todos a actividade?

Dubidase, arguméntase e avdiase para aoparse co mesmo: 20256 y 9744
(lixeramente peor, loxicamente).

¢Ocodrreseche unha situacion iniciad onde isto poida resultar distinto?

Pénsase na reciproca: “jque no vefia ninguen o primeiro dia!” (sorrisos). Pero..., tamén: 19°488

y 10'512 (a peor, por ser amais distante inicidmente).



Buscando a conclusion:
A concluson € xa inevitable jA evolucion non depende da Stuacion inicid! Ou, nas

Slias palabras. “sempre vai pasar 0 mesmo”.

Discriminando o substantivo do cir cunstancial:

Estamos nun momento crucid e podemos intentar un sdto cuditativo: se os vaores
inicias son puramente circundancials, ¢que é o substantivo?. En pdabras méas
coloquias.

¢De que depende, entdn? ... “Tera que ser das porcentaxes; non hai outra cousa”.

A curiosidade:
¢Que sucederia se astuacion inicia fose precisamente 20 e 10?
A pregunta € un desafio & intuicion... , en todo caso faise a tdboa e non se precisan

comentarios,

2° 0820+ 0'440=20 30-20=10
3° 0820+ 0°440=20 30-20=10

"Que non se move: 20 e 10, 20e 10, 20 e 10, ...."

ISTO PODESE PREVER

O mé&odo:
¢Como poderias cofiecer previamente a situacion caraaca se evoluciona?

A anterior resposta dd unha pista clara, ainda que quizais non haberd unha reaccion
inmediata de cara a planear ecuacions. Aqui vanse notar os hébitos adquiridos en
précticas anteriores®, pero en calquera caso o profesor/a proporcionard a explicacion

especifica e pertinente dirixida a construir 0 Snxelo sistema que proporciona a solucion:

X® assen y® fdtan
Cambiando na ultimatéboa 20 por x e 10 por y, Xxurde naturamente;

® Refirome 6 hébito de, cada vez que hai un valor descofiecido, asignarlle un simbolo (, , ....)
escribindo, tal como figuran aqui, que simbolo se asigna a cada cousa. Un peqguefio protocolo
que acaba por resultar moi benificioso.



0'8% + 0'4¥ =X
0-x=vy

A xeralizacion:

Agoratemos unhamoi boa ocasién para que os més capaces axuden s outros.

1.- Pofiede outras porcentaxes 6 problema e vede o que ocorre, confeccionando unha
taboa. Logo congtruide e resolvede o sistema de ecuacions. ¢Confirmase?

2. — Cambiade 0 nimero de persoas dos grupos e estudiade que sucede.

UNHA OPORTUNIDADE DE INVENCION DO CONCEPTO DE MATRIZ

Unha parte dun grupo-clase, que correspondia a un desdobre, estaba formada por oito
dumnos de maor rendemento; nela, de vez en cando faciamos actividades coa
cdculadora gréfica (tamén programable e con cadculo maricid) e ocorréuseme que
tifiamos agora unha nova ocasion de explorar un concepto reservado para moito Mas
adiante, 0 de matriz, e xudificar de forma naura neste contexto a “caprichosa’

definicion de multiplicacion de meatrices.

Na Secundaria, concretamente no Bachardato, a vantaxe de utilizar matrices resde na
posibilidade de automatizar caculos que afectan a conxuntos de nlimeros que se operan
smultaneamente, en bloque (Labrafia et a., 1995). Para desenvolver esta idea ia
necesitar retomar as téboas anteriores e reformuladas de xeito que “os que fdtan” se

obtivesen directamente, de maneira semellante a como se obtefien “os que assten”:

Dia |[Asisten...... a Fatan ....... f
1° 25 5

08 25+04 %=22 02 25+06- 5=8
3 08 22+04 8=208 02 2+06 8=92

Automatizando astarefasrutineiras
Como estamos redizando unha e outra vez contas reiterativas. multiplicando 0°'8 polos
que asgten, 04 polos que fdtan e sumando, etc., efc., proponse a construccién dun

programa que nos libere desta rutina e nos dea seguridade nos calculos.



Acorde 6 noso protocolo habitua, primeiro “capturamos’ a idea esencid do que
pretendemos:

08 a+04 %¥=a

02 a+06 %x=f
e a continuacién “redactamos’ 0 programa no Iéxico propio da maquing, seguindo o
manudl.

Codificacion

A continuacion informeilles de que se ideara un codigo, aoreviado, de representar este
tipo de procesos, un termo (matriz) para designar 0 novo obxecto, e que decidira
chamarlle tamén “multiplicacion” (de matrices) a ese conxunto de operacions

redlizadas. Reescribimos en linguaxe matricid:

1° 2250
§55
20 a8 0040 250 aéZo

foo o065 §55 E83

3 a8 O0®o, 2220 _a2080
quz 006,3 g8g g9<l2g

40

Fdiciteinos por ter reinventado unha operacion tan sofisticada e, como testemufia da sta
importancia, indiquellles que a cdculadora tifia precisamente implementado este
programa, e puxemonos a trabalar con d redizando de forma répida e fiable maltiples

caculos.

Economizar

Neste novo contexto de trabalo dése unha Stuacidn moi parecida & anterior: estamos
repetindo unha e outra vez a “matriz’ (percibase o dobre sentido do termo) do
problema, jnon poderiamos automatizar  igto?..naturdmente  coa  potencia

Reescribimos;



L 250
E55

2 OB 00, 5850 _ 220
foe o6, §55 §85

¥ OB 0Us . a250_a20Bo
oo 065 §55 Soe s

E comprobamos que tamén esta implementada na calculadora. Agora facemos cculos
con potencias moi devadas, cunha minima inversdon de tempo e cunha méxima

figbilidade. jUn novo campo de problemas estd agora 6 noso acance!
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