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Distance géodésique sur un sous-analytique.

Krz>’sztaf KURDYKA’ and Patrice ORRO2

TUsumé
Pour un ensemblo sous-anal>’tique, cannexe formé, la distanco

geadésique est attointo et est uniformémont équivalente, avec des
constantes arbitrairement proches de 1, á uno distance saus-
anal>’tique.

Soit A un sons ensemble de HP, que l’an consid~re muni do la distance
euclidionne. Paur A, arc continu tracé Sur A, an note Al la longueur de
A définie par

sup{~ ¡A(t~) — A(t~.
1)¡i : O = to < ..~ < t» = 1, u E N}.

La distance géodésique entre doux points r et y est alars définie par

6(x,v) zztinf{¡A¡ : A(0)=r, A(1)=y} ERU{+oo}.

On a toujaurs Ir — vil =6(x, y). Daus tout ce qul suit naus supposerons
A sous-analytique. Si A ost connexo, 6 prend ses valeurs dans R, puisqile
deux paints quelconques de A peuvont toujours étre jaints par un arc A
continu de languour finie.

Propositien 1 Soit A un sous-analytique fené et conneze de R”. La
fonction 6: A x A —* R+ est une distance sus-A. Deplus, pourx,y E A,
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jI existe un oir lipscititzien A, joignant r a y tAans A, pous- lequel 6(r, y) =

lA!.

Démenstration : Naus pauvans supposer A compact. Peur e =t E
[0,1] natons ¡A¡(s, t) la longueur de l’arc A entre A(s) et AQ). Naus avons

¡¡A(s) — A(t)¡¡ =¡A¡(s, t) = ARO, O — J>¡(0, s) (O

La langueur d’arc, A¡(0, e), pouvant &re statiannaire, rempla9ans la
par lo paramétrage strictement creissant, e —* IAI(0, e) + e, que l’an

1>4(0, e) + e
ramene ~ [0, 11 en posant «~) = A¡ + 1 L’inégalité (*) danne,
avec «~) = u, «t) = y

o ~‘(u) — A o ~ (v)j¡ =¡A¡(0, ~—‘(v)) — ¡A¡(0, ~‘(u))

et

¡¡A o~l(u)~>oti(v)jl =
1>1(0, &-‘(v)) — ¡A¡(O, tk—i(u)) + ~‘(v) —

et donc
¡[A o ~~u) — A o &~1(v)I¡ =(¡Al + i)(v — u)

Ainsi l’arc g = A o y’, qui jaint x y, est lipscititzion et de mame
longueur que>. Cansidérons maintenant le saus ensomble formé

= {p E LipUD, 1], A) : ¡¡(O) =r, ¡¡(1) = y, Lip(p) =¡A¡ + 1}

do C0([O, 1], A). Le titéor’emo d’Ascali montre que K est campad. La
fanction de longuour ost semi continuo inferiourement en tant que supro-
mnm de fauctiotis continuos, elle attoint danc sa borne infériouro sur K.
Ce qui montre la proposition

u

Remarques
- L’exemple do R2 — {O} mantre que ce résultat est faux si on nc

supposo pas A formé. (A, 6) est un espace de longuour - vair par exemple
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le livre do Gromov [Gr]. Une démanstration do cette propasition est
aussi donnée dans le lemnio 1.12 de lCr].

Conjecture ([Ha]): Si A est un ensemblo sous-analytique, E : A ‘<A
R+ est uno fonctian sous-analytique.

Le titéer~me suLvant mantTe non pas la seus-analycité de la distance
géedésiqne, mais l’é4uivalence de 6 ~ uno distance saus-anal>’tique avec
des constantes d’unifarmisatian aussi procitos de 1 que l’on vout.

Théaréme Etant donnés A cl Rl’ comiere, ferié, et c > O, it existe
une distance A : A x A -4 R+, eous-analytiqne, telle que

Vx,y E A A(x,y) ~ 6(x,y) =(1 +e)A(x,y)

Remarques
- Si A ost semi-algébrique, A l’est aussi. Le méme résultat est yrai

dans le cas d’une structure o-minimalo.
- La topologie de longueur - dannée par la distance géodésique - a

une base d’ouverts sous-analytiques.
La distance 6 n’est pas uniformémont équivalente h la distance indulte
par celle de Rl’. Mais uno canséquence du titéoréme précédant. est la
propriété de Wititne>’ d’un onsemble sous-analytique (vair [St])

Corollaire 2 (Propriété de Whitney) Si A est sous-analytique, compac¿
e¿ conneze, it existe C > O O < a < 1 tele que

Vx,yEA 6(x,y)=C¡¡x—y¡10

Démonstration du corollaire : att applique I’inégalité de Lojasiewicz
aux fonctions sous-analytiques (x,y) -4 ¡[r — y¡¡ et (x,y) —4 A(x,y) sur
A x A, le titéer~me permot de condure.

u

La preuve du titéor~me est basée sur la prapasition suivante
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Proposition 3 Soient A cl Rl’, sous-analytique, et e > 0. Atore it
existe une etratification, A = U r~, ¿elle que

¡‘5V
(i) r~ est úne variété analytique connexe
(u) Si x,y e i¶,x ~ y, il existe un as-c Ci, A : [0,11—* EX~, tel que

A]0, 1[c 1X.~, A(O) = x, A(1) = y, et IAl =(1 + e)Ilx —

Cette proposition est une version amélioréo des résultats de K. Rur-
dyka et de A. Parusinski sur l’existonce do d&ampasitions L-réguliéros
des ensemblos sous-anal>’tiques, yak [Rul], [Pa]. La démonstration en
sera donnée ~ la fin de la note.

Paur A, fermé connexe, décampasé en morceaux réguliers A = U r~
¡‘CV

camme dans la prapasition 3, posans paur tant r et k

Ar(x,y) =

r— 1
inf{Z¡Ixí+í — xjfl: x0 = x,xs- = y, X~,Xi+i cF,,, , 0< i < r —

i=O

Ak(x, y) = inf{Ar(x, y): r = 1,... , 14.

Rappelens que inf{G} = +~. II est clair que citaquo Ale ost sous-
analytique. Pasons enfin

A(x, y) = inf{Ak(x, y) : Iv = 1;..., -1-oo}.

Lemme 4 La fonction A : A x A -~.* R esí une fonction sous-attalytique,
et c’est une distance sus-

Démonstration Naus peuvons supposer que lo diam~tre des F7 est
plus petit que 1. Mantrons taut d’abord que A est sous-analytique

remarquans que paur Iv doimé, Ak(x, y) est atteint sur une chame
{xi}¡=s-(avoc r =Iv) tollo que treis points de la citaino n’appartiennent
pas an mémo r~. En effet, si x11,x12,x~ E 11,- paur Ii < 12 < 13 011

peut remplacer, gráce ~ l’inégalité triangulaire, la citaThe {X¡}L=r par

Donnons naus ro E F,, et yo E F~, il existe une p-citaine {x¿}¡<,,
joignant ro á yo ot réalisant A>,(xo,yo)). SoLent R = A>,(xo, yo) + 3 et
AR la réunion des It. qui roncontrent la bank B(xo,R). Désignons par
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>~o le nombro de strates de AR, ot prenons Iv =k0. Si it E F~, et y E
sant des paints quelconques an a

A~(x,y) =A~(xo, yo) +2,

puisque les diam~tros de r~ et F~ sant plus petits que 1 et que l’on peut
joindre it ~ y par la citaine it, xi,... ,x>,...~,It (bien súr p = Ivo). Ainsi
tauto chame réalisant Adx, y) doit rester dans la baule B(xo, R), mais
att pout admettro que cofto chame visite chaquo Fr au plus une fois,
donc ollo a au plus k0 + 1 points. Naus avans alors mantré que

Ak(x,y) = A~0(x,y)

paur taut (x, y) dans F~ x r~. Ceci prauve que A est égale ~ A~ sur
F~xF~, et donc que A est sous-analytique.

Montrons maintenant que A ost une distance : II suffit de vérifler
l’inégalité triangulaire: prenans x, y, z E A, et soient {x>,}>,=,et {Vq}q=É
des citaines joignant a’ ~ y, ot y ~i z. A(x, z) est iuférieure ou égale ~

s—i t—i
>3 I¡iti4i — x¿¡¡ + >3I¡yi+i — vil!,
¿=0 ¿=0

et donc A(x, z) =A(it,y) + A(y, z)

u

Démonstration du théor~me : Adniettons la proposition 3. Nous al-
lons montror que A est la distance citercitée. Si {x¿ : O < i < 14 est
une suite do points telle que x¿ E IX,, x¡~1 E F,,, att a, en notant A~ Parc
passant par les x¿ donné par la propasition 3,

¡Ai ¡(te, t~+1) =(1 + £)¡¡a’i+1 — xii!.

En sammnant les inégalités du type précédent 011 abtient

le—i le—i
.5(x, y) =IAi¡ = >3 IAíI(t¿+i, t~) =(1 + e) >3 [x,± í — x¿fl.

¿=0

Danc d’aprés la définition de A

6(x,y) =(1+e)A(x,y).
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Qn obtient l’autre inégalité de la mankre suivante : soit A un arc
jeignant x y et réalisant la distance géodésique; un tel arc ost donné
par la prapositian 1. 11 existe uno suite O = to < ti < ... < ti., = 1 ot
une suite ~ . , ~ E V, tollos que

A(t~), A(t¿+í) E ~ i = 0, ... Iv — 1.

On peut aussi supposer que y
1 5¿ VJ paur i $ j. La suite d’inégalités

k—1 le—1
A(x, y) =Ale(x, y) =>3 IIA(t1±1)— A(tJ¡¡ =>3 ¡A¡(t¿+í, t1) = 6(x, y)

¿=0 ¿=0

mantre le résultat.

a
Rappelons (voir [Kul]) qu’une saus-variété F cl R» ost dite ~-plate

si paur tout a, b de F

sin(n(a), n(b)) <q (*)

oh ti(a) et n(b) sant des vectours normaux ~ F en a et 6. Paur simplifier
los calcule naus modiflerons cette définition en rempla~ant (*) par

n(a) _ n(b

)

Enfin naus dirons qu’une fanction f de classe Ci est ~-plate si son grapite
l’est. Avant de démontrer la propositian 3 prouvons le résultat suivant

Lemme 5 Soit f : A’ ~ R une fonction, C’ sus-un ouvert A’ de R”’
telle que

(i) Va” EA’ ¡¡Vf (a”) ¡J =M =

abre {~f(x~) : x’ E A’} est contenu dans une boule de L(R”’,R) de
rayon plus petit que ~C, oi2 C = 11 + M

2(1 + M).

Démenstratien : l’h>’potitése f est i~-plate naus dit que 2’(tj(,,~))f
est contenu dans une baule de G(n — 1, u) de rayan ~. Lo vocteur
v(a”) = (Vf(x’), —1) ost normal an grapito de f au point (it’, f(a”)).
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Fixans a E A’, paur taut 6 E A’ naus avons ¡ v(b) u(a

)

Ce qui naus donne en prenant citaque composante de cotte différence
_____ Iv(b)IjVf(b) — v(b>¡ Vf(a)I < u¡v(b)I et ¡1 — ¡ < qJv(b)¡. La différence
¡u(a)

Vf(b) — Vf(a)I est done inférioure ~i ~~¡v(b)¡+ ~Jv(b)¡¡Vf(a)¡ ainsi

¡Vf(b) — S7f(a) 1 , 1 + M2(1 + Al)

d’oú la majaratión indiquée.

u

Naus dirons que F c R~ est une s-cellule L-réguliére avec constante Al,
i
9-plate, si, apr~s une transformation ortitogonale, 1’ peut sécrire saus
l’une des deux formes suivantes

{(x’, t) e R» : x’ EF’, f(x’) < t <

{(x’,t)ER” : x’cr’, h(x’)=t}

oh f, g, it sant des fonctians analytiquos, ~-plates á différentiolles bornées
par M, saus anal>’tiquos, ot U’ une s-cellule dans R’~

1, L-réguli~re ayee
constante Al, ij-plate.

Dérnonstratien de la propositian 3: en utilisant les résultats de (Rul],
il existe, paur taut i~ > O, uno décomposition, en collules comnio si
dessus, ayee une constante Al universello. 11 naus suffit danc de montrer
lo point (II) de la propasition.

En remarquant que tout point de l’aditérenco d’une s-cellulo peut
étre jaint par un are Ci do longueur arbitrairement petite, att so ramene
su cas oh les points x et y sant dans l’intériour de la s-cellule.

Naus allons en fait montrer le résultat suivant, par récurronce sur la
dimension de l’espace ambient : u existe un arc A ayee los propriétés de
(u) ot á variation de tangente majorée par e~Qj) ayee hm o~(u) = O.

“—O
Le cas ti = 1 est elair, supposons done avoir montré le résultat paur

los s-colluies ,-plates de dimension inféricuro ou égale á u — 1. Naus no
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traitorana que le cas oú r est uno s-cellule dans Rl’ comprlao ontre lo
grapite de deux fonctions f et g, analytiques dans une s-collule ~-plate
F’, saus-analytiques ; c’est á dire F = {(z’,t) E R/’ : x’ E r’; f(x’) <
t < g(x’)}, ayee de plus S7f et Vg baniés par M. Le cas oh F est un
grapito au dossus do E’ est similaire.

Soient x = (x’, a) et y (y’, 6) deux points de F, il existe un arc
y tracé dans E’, de languour 1 inférieure ~ (1 +iñ¡¡x’ — y’J~, joignant

x a y. Paramétrans -y par sa longueur a, et définissans un arc A par
A(s) = (—r(s),a(s)) oh a ost la fonetion dannée par a(s) = fQy(s))

(6—a) (6—a

)

si a + s < f(-y(s)), a(s) = gQy(s)) si a + s > g(-y(s)),
1 1

(b—a

)

a(s) = a ± s srnon.
Par itypotitéso de récurrence l’arc ‘y est á variatian de tangente ma-

jorée par 6n...i(n), montrans que l’arc A convient et ost aussL A faible
variatian de la tangente

(i) los partions de A tracées A l’intérieur de E, définies sur un intervallo
[u, y], ant des longueurs égales A

fi l+(b
1a)2ds=

(u) celles tracées sur f (au g) ant paur langueur, sur un intervalle

[u, vi, f’ 1 + Ia’(s)!
2ds, or d’une part ¡a’(s)J = ¡Vf(-y(s))-y’(s)¡, et

d’autrepart, comme fCY(s))~~~S(b — a) =0ost nuíenu et y, iloxiste,

d’aprés le titéor~me do Rolle, un so paur lequel IVf(y(so))-y’(so)¡ =
b—a

. Et donc, en vertu du lemzne5,

Ia’(s) — a’(so)I <~C + AlOn...i(n) =

et, par suite
¡a’(s)I =¡Vf(-y(so))y’(so)J + Tn(n),

d’oh
r

L ~+ Ia’(s)¡2ás ~ ¡~ + (6— a + lrn(~))2.
La langucur totalo de l’arc A est ainsi majarée par

max( 12 + (6 — a)2, ¿2 + (6 — a + t’rn(t¡))2).
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Or /12 + (6— a)2 =~/(1 + ~)2¡¡x’ — y’¡J2 + (6— a)2 =(l+~)!Ix —

et, do méme /12 + (6 — a + ¡s-~ (~) ~ ost plus petit que
i(1+n)IIx — y¡¡(l+2Alr

1«i,) +r»(i>)
2)~, en utilisant <Al. Ains¡

1

2’IAl =(1+o)(1+2Mr~(n)+r,,(u) )iIIx—u¡I,
et d~s que i~ ost tel que

E

(1 +.n)(i + 2Alr~(~) + ~(~)2)k =1 +

ana jA¡ =(1+ ~H¡a’ — y¡i, ot la variation do la tangente de A est majaree

par yO~...~(n)2 + r,,(~)2. Qn obtient l’arc cherché en ramonant l’arc >
it l’intérieur de la collule, puis en lo lissant. Ce que l’on peut faire de
maniero it no pas augmontor la langueur de plus de ~¡¡x — vi!

u

Remarques
En utilisant la version it paramétre de la prapasitian 3 [Ku2], 011 ab-

tient une version it parainétre du titéoremo: si A est un saus analytique
formé de R” x R’, it trancites {A,,},,sav connexes, il existe, peur citaque
e, uno famille sous-anal>’tique de distancos saus-analytiques, A,,(, ), tollo
que la distanco géedésique dans citaqne trancite, 6v,, soit unifarmément
équivalente it A,,. C’ost it dire

A,, =6,, =(1+ 4A~

En particulier, si A est un ensemblo semi algébrique, alors paur tout
e, le diagrannie de la distanco serní algébriquo A,, no dépend que du
diagramme de A (par diagramme do A, 011 entend los nombres ot dogrés
des polynómes qui apparaissent dans uno doscription do A par égalités
et inégalités).

Les auteurs tionnent it remercier les referees paur leurs remarques qul
ant permis d’améliarer la rédactian do cette note.
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