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Une Méthode intégrale de frontiere.
Application au Laplacien et a [élasticité

MARIE-THERESE LACROIX

ABSTRACT. The aim of the paper is to give a method to solve boundary valuc
problems associated to the Helmholtz equation and to the operator ol elasticity. We
transform these problems in problems on the boundary 1" of an open set of R After
introducing a symplectic form on /' 2()y > 71 2(1") we obtain the adjoint of the
boundary operator employed.

Then the boundary problem has a solution if and only if the boundary conditions
are orthogonal. l'or this bilinear form, to the clements of the kernel. in a good space,
of the adjoint operator. We illustrate this result for a mixed problem for the
Helmholtz equation (th. 11, 3) and the Dirichlet problem for clasticity (th. T11.2), but
there exists natural generalizations.

RESUME:

La résolution de probitmes de conditions aux limites associés i des
opérateurs linéaires tels que le Laplacien, 'opérateur de 1élasticité, ..., peut
&tre remplacée par ["étude de problemes de transmission qui conduisent & la
théorie du potentiel ([D.L..], [K1], [NI]) et & la recherche de solutions
d’équations intégrales dans des escapes de [onctions définies au bord d'un
ouvert de RN, On se propose ici de présenter dans un cadre général une
méthode de dualité que 'on applique & quelques exemples représentatifs. Si
X désigne un espace de Banach réflexif de dual X", on introduit un produit
symplectique sur XX X7, auquel on associe I'adjoint d’un opérateur ainsi que
Porthogonal d’un ensemble (§1).

Puis. pour l'opérateur de Helmholtz, on définit un opérateur S sur
H' 2 H " 3(I"), I" bord d’un ouvert de R4, et on détermine adjoint
symplectique de 1+ S et 1-8, grace 4 la formule de Green: puis on établit un
théoréme d'existence de sotutions d’un probléeme mglé associé a 'équation de
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Helmholtz (th. 11.3). On présente un résultat plus classique pour 'opérateur
de I'élasticité dans le cas du probléme de Dirichlet (th. 111.2). On retrouve des
résultats connus ([NI], [D.L]) et on les étend & d’autres situations [L]

I. UN THEOREME ABSTRAIT:

Soit X un gspace de Banach réflexil de dual X', ou <., > désigne le
produit de dualité. On introduit le délinition suivante:

Définition L.1;

On appelle produit symplectique sur X % X' la forme bilinéaire:

(0 NX (g N XX X)X X X)= B ((x, ), (g)=<x, g>~-<p, [>

Définition 1.2:

Soit M un sous-ensemble de X X X'; on appelle orthogonal symplectigue |
de M et on note M2 le sous-ensemble de X' X X qui vérifie:

M-={g, MeX'xX [ B({x. N (g =0 Vix/leM}

Remarque: Si Ne X’x X on définit son orthogonal dans Xx X’ par
Ne={x Ne XXX | B (g ). (x, M=B((x. N (g )=0 ¥ (g »eNt

On montre alors [ 8] les résultats sutvants:

pour tout MC X x X' M+ est un sous-espace vectoriel fermé de X'x X st M

est un sous-espace vectoriel de X x X7 alors (Mstpi = M, et vaut M si M est
fermé.

=1 A désigne une application lindaire de domaine D (A)C Xx X’ dans
A X X', on définit 'appiication adjointe symplectique de la facon sutvante:
Définition L3:

On appelle adjoim symplectigue de A et on note A* application de
donaine

D(A¥)=Hg e X' XX 11 C>0 1 B{Ax. ). (g D= N
Y (x. Ned (A)}
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el V(g vYe D (A*) on a:

B(A(x /) (g )= —B(xN). A* (g y)) V(rNeD(A4)

On montre selon des raisonnements classiques [ 8] les résultats suivants:

Proposition 1.4:

l. ST DAY= X% X, alors A* est fermé.
2. SiD(A)Y= XXX et A est fermé alors:
i) N(A)=(R(A*)P+
ii) N(A%)=(R(A)+
iii) N(Ap+=R(A%)

iv) N(A*yi=R{A)

Théoreme 1.5:

Si DAY= XXX et si A est fermé alors les propriétés suivantes sont
équivalentes:

i) R(A) fermé

i) R{A)=(N(A*)"

1I. APLICATION A LA RESOLUTION D’UN PROBLEME MELE
ASSOCIE A L'EQUATION DE HELMHOLTZ A+ k21 DANS R%:

A.  Un exemple d’opérateurs adioints pour un produit symplectique:

Soit ) un ouvert borné¢ connexe de R dont la frontiere I est
lipschitzienne et tel que ()’ =R/ soit connexe. On note #/'2(I") I'espace de
trace classique de dual H-42(["). [L.M][N].

On note £, la solution éléntaire de l‘opérateur A+ k% Iqui vérifie E, =0 (—]~)
,

r—oo, ainsi que la condition de Sommerfeld sortante ([D.1.] chap. 11 p. 756.

AE !
chap. XIB p. 681) ? ik Ek:O(r—z) r — 0.
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En suivant les notations de M. Cessenat [1] on introduit les opérateurs
suivants, sous réserve d'existence. ol # désigne la normale unitaire en un
point de 1™

g— L, {g) (ze -1, (q)(:):f,. g (1) E, (=) oy (_1’))

af,
g—J, () \zel'~J, (g)(2)= ZL. g (1) ? (z—= 1) ey ()

IE,
o K or (6P K, @)= 20 (1) 2 =) ()

d’E, .
w— R, o) ( el R (@) (2)= ~fe ‘)W 7—_;:)431(.-))

K, 2L
et on pose S'_( * * )

2R,
on & le résuitat (ou en néglige a présent Uindice &):

Proposition 11.1:

{(LC1) page 158) Pour T' lipschitzienne, S esi une application de
| pag ot

H' (1)< HV U dans lui-méme, les applications %— (f4.8) er —; (—1+5%5)
sont des provecteurs et S?= 1.

Notation: On introdunt "application

JoHP U)X H=P 3y — H-V 2y x H (D)

. @) —Jlo. @) =(q. ¢)

Proposition 11.2:

Sionmunit H' 1 (1) x H P21 el pfuduif svmplectique (Dé/' 1. 1) alors
fad;omf svmplectique de — (H S) est J( —(=1+ 5. (Resp. = (—I-r SY est
(* (1+8).
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Démonstration:

I. A tout (@, e H'H{IxH 'Y on associe le probleme de
transmission: N
trouver we QU Y, (V' ="R¥| (), vérifiant:

Autku=0 Quv

. g
[u] = [5o1=q

ou [ ] désigne le saut [w]=u,,,—u,,, =saut dc u sur |

dut du . dte

[87:7]: n int— n ext =saut de on

Alors {Clu=FE, * (g6 +div{ond.)) (1.1)

R gk
ou encore t{x) =J|. gy E (x—yydy(r) “‘fr @ (1) ?IA (x—1) dvy(y) xeQul),
[NITetonawy,e H' () wx,e W) ‘

éﬂ-) 1 ( ﬂ) P
(up an :7(!+S)(<,a, q): b, an € :5{ I+ 8 e, g).

2.' 'A tout (. g){¢,, ¢,) on associe respectivement 1 et vcomme en |. puis
on utilise la formule de Green:

d dv
Ozf“ ((Au+ &2y v—(Av+ k2v) u) d.\‘:f,‘(vj 6_;: i~ 6_:1 r') dv,

on fait de méme dans ()" ce qui donne;

3 av _
fri(v,%;f i, g—j:e)—(u, iy, éT:e) Ly =0, d'ot on déduit

du

oy (2 )= {{ta 1 249). (200 ) soic

B(; (f+ S) e, g). (q],tm)): — B, ). J( é (— 1+ S) e, g

d du . du Jv
L‘(V’-[ ?JT: 1- (-9% i [\}])d’y :f]‘(v(,[ an 1- n e[u]) dvy. ou

B\(u

3. Lautre relation se montre de méme facon,
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B. Application a la résolution d’un probleme aux limites pour I'équation de
Helmholtz:

On a vu au théoréme 1.5 que si on a un opérateur 4 linéaire non borné de
X x X’ dans X x X', il existe des hypothéses pour lesquelles R(A)= N(A*).
On va montrer, ici, un exemple d'utilisation de I'opérateur transposé, ainsi
que R(A)=(N(A*))*- sans pouvoir appliquer directement le théoréme 1.5.

La résolution d'un probléme aux limites associé 4 U'équation de Helmholtz
peut se ramener a résoudre un probléme de transmission dans des sous-
espaces de H'2(1'y< H ' 2(1"), Plus précisément, on envisage le probleme
melé intérieur:

— soient Iy, et I', deux sous-ensembles ouverts de I' vérifiant:
C=T,ul,=01" 0T, I''nT,=@ (T }xul)0.
— On cherche we A (£)) solution du probleme

Au+k2u=0 dans {2

du
U=t g, MR

P.M.].

avee uy=Tr Uynr, Uye H(Q), ge H12(P,).

— On lui associe e probleme de transmission:

i2

[ lrouverge Hun

(Ty) =fpe H' 2(Mje=0sur I,
ge H=' 2(I';) (prolongement nul de g & I" appartient & H~':2(1")

P.T.1
< vérifiant;

l
2 U@ gy )= W 8)
Si (@, g) est solution de P.T.1., alors
tu=FE*(gd+div (g,8 ) i a

est solution de P.M. L.

Théoréme 11.3:

Soit (uy, g)e H' 2T )< H™'V (1), uy=Tr () T Uye H'(Q). alors on a
dquivalence enire les deux propiéiés suivantes. !
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i}y 4, g)e H(I)(gz (I'y) x H-12(1) solution de:

L (145, 4)=(uyy ) dans H'2(D)x H (')
i}y B((uy, 8), (4,90} =0

Vo g e (D) x H=12(1") solution de:

% (—1+S8)p,, q)=0 dans H"2(D)}x H="2(T)

Remarques:

. On obtient le méme résultat en échangeant % (I+5) et % (—1+35)
{probléme mélé extérieur).

2. On peut étudier par la méme méthode le probleme de Dirichlet
(Neumann) intérieur (extérieur); le probleme de Neumann extérieur est étudié
dans Dautray-Lions ([D.L.] chap. 1.B p. 684),

lLa démonstration du théoréme s’appuie sur trois lemmes,

Lemme, 11.4:

Soit Q ouvert borné connexe de R, Q=R O connexe, de bord T
lipschitzien: (U, et I'y deux sous-ensembles ouverts de I', I'=T" Ul = 1" Ul
Unl,=@ u(T)) er w(I,)0)

Alors Au+ k2u=0dans OV u=0sur I

Ju

an

0
(resp. ﬁ =0sur I u=01, et o

=0 sur I'y), avec ue w2 u=0(~’|_—) .

d
‘a—:: +iku(r)=0 (-’lﬁ) r—oo admet pour unigue solution u=0

Démonstration:

1. Dans le cas Dirichlet ou Neumann ceci est un résultat énoncé dans
Dautray-Lions ([D.1.] chap. 11 p. 759, chap. XIB p. 681).

2. Dans le cas melé une démarche analogue conduit au résultat,
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Lemme I1.5:
Sous les hypothéses du lermme 114, on o équivalence entre les deux

[raprieies; N

i) k% valeur propre du probiéme
Au+ k=0 dans ()

J .
u=0 T, a—zzo Iy (e H'(Q)).

)

i) W qye H) P (1) x H™V (D) solution de

% (= 1+ )@, 4,)=(0, 0) dans H'-2(I'))x H="3(")),

De plus (0|, q)=(u. —q"’i) pour 1 valeur propre du probléme ).

an
Démonstration: /) — if)
Si &2 est valeur propre alors il existe 220 solution de

A+ k=0 1)

. du )
u=0sur I’y —=0sur I,
0 2

Soit v solution de Av+A2v=0 ¥

. dv .
v=0sur I' —=0sur I',
an

d’aprts Ie lemme 11.6 on a v=0

Alors w=unx o+ vx o vérifie Aw+ klw= QuUY

[ dw

an

Oll ¢ € Hn'uz([‘,). g, €1 12(I,) et comme v=0

[wl=¢=0sur I, l=g,=0sur I',,

on a %(—I-TS)(‘,Q,, 4)=(0, 0) dans H' 2(I')x 11 (1)
iN=s0

Siona (e, q,)%((), 0, alors

u=~E,xl@ nd +div fp, nd,)) verlic
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Au+ k=0 dans O =0 sur ', ;—;:O sur I,

mais d'apres le lemme 114 1=,

Alors w;=[u]=¢, nul sur I, et non=10

du . du - -

=5, 1=¢, nul sur I'y non=(

el Avi k=0 {)

=0 sur I’ du =0 sur I', admet une solution non=0 d’ou &% est valeur

' on

propre du probléme mél¢ intérieur.

Lemme I1.6:

Pour que le probléme mélé intérievy admetie des solutions avee {(u,. g)
donnés. il faut et il suffit que Fon ait: B (14, £). (g,, ¢1,))=0
vig.e)eH "M < H 12 (I')) solution de é— (—1+8) @, g,)=(00)

sy

dans H'2(U)x H-V (D),

Démonstration:

Pour que le probleme melé admette des solutions pour (1. g) — B{(u,. ).

(% . v))=0 ¥ v valeur propre du probleme mélé intérieur.
I
Or, dapres le lemme [1.5 (v, %)—(ﬁﬂw g)eH F(U)x H-1 (D) solution

de é (—1+ S)Ge,. q)=(0. 0).

Démonstration dy théoreme 11.3:

. Trouver (@, ¢)¢ H(';(f(l‘z)x H-'12(T",) solution du probleme

—é— (I+8) (o, ) =(uy, g) dans H"2(1"))x H -1 2(I",), revient & trouver (e, g) tels

que Au+k=0 QU [H]=¢ [—;Tu l=qg w=u,surl, % i=gsur T,
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2. On sait que le probleme melé intéricur admet des solutions si et
seulement st B((t. £).(g.¢/))=0. (. g,) délinis aux lemmes 11.5 et 11.6; st
cette condition est vérifiée, il existe u solution de

Au4-klu=0 10

du I
1

d

Comme on veut [u]=0 sur [, ([aa—”]:() sur ")), on lui associe le probleme
extérieur: n

oL
u=u, I';

Av+ k=0

dv._ du
v=u surl, —=—- surl,
togn " dn !
alors w=ux ,+vx, vérifie lc probléeme de transmission cherche avec
Jep=0sur T, [ ]og=0sur T
[\1]:(10= sur l, [E ]=q: sur L

ainsi que % (1+S) o, q) =ity &) sur H'2(I")x H12(I",).

III. Une application a I'élasticité dans R

Soit ) un ouvert borné connexe de R, (1'=R3/ () connexe, de bord '
lipschitzien.

On note A l'opérateur de Pélasticité [DU.L] [K1]; on néglige les notations
vectorielles, xe QU0 — u{x) e R

A(uy= - pAu—(h+p) grad div (),

ol A et p>0 désignent les coefficients de Lamé,
On note 7 lopérateur de dérivation au bord
) = 2;1,& + An div w+p(n A Rot u).

ar

A cet opérateur de dérivation, on associc une forme bilinéaire continue
cogrcive sur (H' (1)) grice A l'inégalité de Korn ([DU.L] p. 107) (resp. sur
(W' Q) daprés une propriéte montrée par Giroire {{D.L] chap. XIB p.
689). ‘

On a ainsi les trhéoremes de trace:
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stue(H (W)Y u [\l‘e(H'”(F))-‘ (resp. (lflo/‘ QMY

si Au=fe(LAN) ue(H'(Q)Y alors Tw) e (H 12(£)) [C2]

(resp. 00).

Aussi peut-on reprendre tout ce qui été fait pour le Laplacien, en utilisant une

matrice de solution élémentaire de lopérateur de 'élasticité, ainsi que la
formule de Betti.

Formule de Betti: pour u et v régulieres:
[l (=Av+ k) —v- (- Au+ k2w dx= [ (u- T(v)=v* T()) d.

Soit £, matrice de solutions élémentaires de —A + &2/, on note E;.— la matrice
transposée de T(E,) [K1].

Alors pour g ¢ (H/ 1) qe(H™ (1))

u(x)=fp E (x= @) dy W —fi E, (x=») (M dy () QU
vérifie

—Autkiu=0 Qu¥

ul-¢ [Tul=q

Comme dans le cas du Laplacien, on introduit les opérateurs:
ge(H '\ YD) — L(q) (zeT— Lg()=] 1 E, (z=3)(q(m) dy ()
qe(H " YDP~J(q) (zeT—Lq@)=2, T. EGz-y){(q () dy ()
e (HVAT ~ Ky) (€T~ Kyo(2)==2f 1 B, (2= 1) 6o O dy (1)
@e(H' () = Rite) (zeT— Reo(2)=—T.f . K (z-9) o () dby ()

On néglige l'indice &, et on note

K 2L .
S= ( ) Slu=Exgd.— Expd),
2R J

Alors
(, Tuy=—+ (1+ ), @) (, Tu)= (=11 e, 4).
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Propriétés:

L est auto-adjoint (H V()Y —(H 121

R est auto-adjoint (H" ()P — (H ()Y

— K est I'adjoint de J(~/ de K) dualité (H~""2(I))* — (H "2(1))?
de plus % (I+S) et —é- (— 1+ 5) sont des proyecteurs et §?2=1.

De la formule de Betti, on déduit I'analogue de la proposition 11.2.

Proposition TIL1:

[ 8i on munit (H'2(DYYx<(H™ "2 du produit symplectique; alors
ladjoint symplectique de é— (I+S8) est J (El (—=1+5Y) (resp. % (—{+8) et
J (g U+ 5)) avee J: (o, )= J 0. 4)=(4, )

Or va établir le théoréme suivant:

Théoreme I11.2:

Sous les hvpothéses précédentes on a équivalence entre les propriétés
suivantes:

0 VU e(H LW il existe @e(H'"2(IM)? solution de
S UK @Y=ity (I de (HU 2T

i) B((ty, 0), (g, 0)=0 Yqe(H~"2(I")Y) solution de
S (S1ED(@) =0 (Ide (H™' (D)),

Démonstration:

l. Trouver de {) revient & résoudre le probléme
~Au+ku=0 0

P.D.1

u=1u, sur [

sous forme d’un potentiel de double couche. u= —ff*(go6,.).
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Or on sait que le probleme de Dirichlet intérieur admet une solution si et
seulement si on a:

B ({ty, 0), (Tv, 0))=0 pour tout v valeur propre du probleme de Dirichlet
intérieur. On obtient le résultat en suivant le raisonnement fait pour
démontrer le théoréme 11.3.
2. On a besoin de 'unicité de 1a solution du probléme de Dirichlet extérieur.
L.a condition de Sommerfeld est remplacée par une condition de radiation
[N2] [K2].

l
|ul =0 () reo

. . 1

| T@) =T, ([ =0 (5) r—oo
avec T\ (W)=(A+2u)k, (u-nyn+uk,(u—(u-nyn)

k

w
k)= ——— ko= —
! V2 + A : Vi

Lemme 111.3: [N2]

Y =R3Y O connexe () borné) T lipschitzienne, alors

= Au+ku=0 0
u=0 I"

ue(H :Oc (O, vérifiant les conditions de radiation, admet pour seule solution
le solution nulle.

Lemme ITL.4:

Avec le méme choix de (), on a équivalence entre les deux propriétés:

i) k? valeur propre du probléme

-A{)+ku=0 0 we{ H'(())

=0

i) 1ge(H=1 2T solution de —:'2- (=1 +0)(g)=0

de plus g =T (v) pour towr v valeur propre de i).
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Le lemme 111.4 s¢ démontre de méme fagon que le lemme 1.5, Puis de | ¢t de
i) du lemme 111.4. on déduit le théoréme.

IV. COMPLEMENTS:

On peut traiter de la méme facon 5 (f+ K) @)=y, é (—1+ K)(‘p):z}“:

é ({4 Hygy=gcr é (=14 N ig)=g. ainsi que des problémes méles, tant pour
lopérateur de Laplace que pour opérateur de 'élasticité.

Le lemme 1.3 se démontre dans les différentes hypothéses [L] (on trouve
; (={+N(gy=g dans Dautray-Lions chap. X1. B [D.L]). On obtient
I'analogue des théorémes [1.3 et 1112,

On pourra irouver les résultats en détail ainsi que pour la dimension 2, et
n=3, dans les publications mathématiques de Besangon [1.].
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