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De lo Viejo a lo Nuevo1 en Teoŕıa de la Computación:
Teoŕıa de Lenguajes Formales y de Autómatas

vs. Computación Molecular2

por

Carlos Mart́ın–Vide y Gheorghe Păun3

El art́ıculo presenta diversos ejemplos de nociones y resultados “anti-
guos”de la teoŕıa de lenguajes formales y de la teoŕıa de autómatas que
han encontrado aplicaciones (a veces sorprendentes) en la muy reciente
área de la computación molecular. Entre ellos, mencionaremos: el len-
guaje de intercalación gemela (y la caracterización correspondiente de
los lenguajes recursivamente enumerables), que tiene una relación direc-
ta con la estructura de las moléculas de ADN; los autómatas finitos de
dos cabezas, que viven una nueva vida bajo el nombre de autómatas de
Watson-Crick; la (prueba de la) llamada forma normal de Geffert, que
ha conducido a un elegante modelo de la computación con ADN (que se
conoce como modelo YAC); la forma normal binaria en el terreno de las
gramáticas matriciales, que es una herramienta fundamental en la com-
putación con membranas; etc. En muchos de los casos, han aparecido
nuevos problemas sobre aquellos conceptos clásicos, lo cual ha revitaliza-
do el interés por el estudio de éstos. El art́ıculo requiere sólo un bagaje
matemático general. Se han definido breve pero rigurosamente todos los
conceptos que se emplean, tanto de la teoŕıa de lenguajes formales y de
autómatas como de la computación con ADN y con membranas.

INTRODUCCIÓN

La teoŕıa de lenguajes formales nació a mediados del siglo XX, con el
propósito principal de modelizar la sintaxis de las lenguas naturales (Chomsky),
pero su historia se puede hacer remontar hasta inicios del siglo (Thue). Su de-
sarrollo ha estado estrechamente vinculado a las ciencias de la computación,

1Y al Revés
2
Palabras clave: Computación con ADN, Teoŕıa de lenguajes formales, Sistemas ad-

herentes, Autómatas de Watson-Crick, Sistemas H, Computación con membranas, Sistemas
P.

3Este trabajo ha sido posible gracias a una ayuda del Comité Cient́ıfico de la OTAN en
España, 2000-2001.
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especialmente desde que se observó (Ginsburg y Rice) que las gramáticas inde-
pendientes del contexto de Chomsky se corresponden con la forma de Backus-
Naur utilizada para describir la sintaxis del lenguaje Algol 60. Algunas áreas
importantes de la teoŕıa son la reescritura regulada, la complejidad descripti-
va, los sistemas de Lindenmayer, las gramáticas contextuales de Marcus, los
sistemas de gramáticas ..., por mencionar solamente unas pocas. Su desarrollo,
si bien siempre motivado por cuestiones procedentes de las ciencias de la com-
putación (incluida la inteligencia artificial), de la lingǘıstica, de la bioloǵıa,
etc., se produjo en gran medida como un fin per se, tal como acostumbra a
suceder en otras ramas de las matemáticas. El lector puede ilustrarse sobre el
particular en [40] y en las referencias bibliográficas alĺı contenidas.

Desde hace unos pocos años, una activa área de investigación en las cien-
cias de la computación es la dedicada a la computación molecular, es decir,
a la utilización de materiales biológicos como sostén de las computaciones. El
tema más conocido y publicitado es el del empleo de moléculas de ADN como
bio-chips, una posibilidad sobre la que ya se especulaba en los años 50 y que
confirmó experimentalmente L. Adleman en 1994. La esperanza principal es la
de obtener mecanismos de computación con un extraordinario paralelismo que
sean capaces de resolver problemas intratables en un tiempo razonable. Tras
el experimento de Adleman vinieron varios otros (todos ellos, hasta hoy, abor-
dan problemas “de juguete”), y en estos momentos hay una gran cantidad
de investigadores (biólogos, informáticos, matemáticos) que están buscando
alguna aplicación de la computación con ADN en la vida real. Ello ha origi-
nado una notable acumulación de investigaciones teóricas: se han propuesto
muchos modelos de computación que se inspiran en el modo como la natura-
leza “computa” al nivel genético y se ha formulado un número apreciable de
resultados. Citamos aqúı [34] para los detalles y la información bibliográfica.

Otra rama reciente y en rápido desarrollo de la computación molecular
(teórica) es la llamada computación con membranas, la cual propone mode-
los de computación distribuida en paralelo (que reciben el nombre de siste-
mas P) inspirados en la manera como las células vivas procesan compuestos
qúımicos, enerǵıa e información. Esta área de investigación se inició con [33],
y en este momento están siendo investigadas numerosas variedades de siste-
mas P en busca de modelos tan realistas, potentes y eficientes (en términos
del tiempo que necesitan para resolver problemas determinados) como sea po-
sible. La bibliograf́ıa actual de este campo se puede encontrar en la página
http://bioinformatics.bio.disco.unimib.it/psystems

Como estructuras básicas de datos, una parte de los sistemas P em-
plean multiconjuntos de objetos-śımbolo y otros utilizan conjuntos de objetos-
cadena, es decir, lenguajes en el sentido usual. Un multiconjunto (un conjunto
con multiplicidades asociadas a sus elementos) se corresponde de una manera
directa con una cadena: basta ignorar el orden de los śımbolos de ésta. Tal
cosa es precisamente lo que hace la aplicación de Parikh, tan antigua en la
teoŕıa de lenguajes formales.
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Aśı pues, muchas de las mencionadas investigaciones en la computación
con ADN y en la computación con membranas tienen el caracteŕıstico aroma
de la teoŕıa de lenguajes formales (y de la teoŕıa de autómatas). Hay dos razo-
nes para ello: (1) La estructura del ADN y el procesamiento del ADN, tanto in
vivo como in vitro, son claramente cuestiones de tipo sintáctico (cfr. el apar-
tado siguiente): el procesamiento de multiconjuntos está relacionado con el
procesamiento de lenguajes del modo apuntado anteriormente, por lo que es-
tas orientaciones están bastante próximas en esṕıritu al estudio de las lenguas
naturales (ya se hizo notar esto hace muchos años: cfr., a t́ıtulo de ejemplo,
[23]). (2) La jerarqúıa de gramáticas de Chomsky, equivalente a las correspon-
dientes clases de autómatas, ofrece un abanico de mecanismos de computación
(casos particulares de máquinas de Turing) que se conocen bien, por lo que
constituyen una herramienta adecuada de comprobación para cualquier nuevo
mecanismo de computación. En este contexto, por un lado, diversos conceptos,
técnicas y resultados “clásicos”de la teoŕıa de lenguajes formales se han apli-
cado (algunas veces inesperadamente) a la computación con ADN y, por otro,
se han construido muchos modelos de computación con una obvia estructura
“gramatical”, a los que cabe considerar, por tanto, como nuevas áreas de la
teoŕıa de lenguajes formales originadas en la computación molecular. Ilustrare-
mos la primera idea con las caracterizaciones de los lenguajes recursivamente
enumerables en términos de conjuntos de igualdades y de intercalación ge-
mela, la (prueba de la) forma normal de Geffert y la forma normal binaria
para las gramáticas matriciales, mientras que la segunda cuestión se ejemplifi-
cará con los llamados sistemas adherentes, los autómatas de Watson-Crick (la
réplica para el caso del ADN de los clásicos autómatas finitos de dos cabezas)
y los sistemas de empalme. Apuntaremos también nuevos problemas sobre las
nociones y resultados clásicos.

Naturalmente, nuestra presentación es bastante preliminar. Queremos sólo
convencer al lector de que la teoŕıa de lenguajes formales está ı́ntimamente re-
lacionada con la computación molecular, de que la cooperación entre ambos
campos es mutuamente beneficiosa y de que de esta colaboración podŕıa ob-
tener provecho también incluso la lingǘıstica.

Admı́tasenos la siguiente especulación. Los modelos teóricos de la com-
putación, sean gramáticas de Chomsky, máquinas de Turing y sus variantes,
sistemas de Post o de Thue, algoritmos normales de Markov, etc., se basan
esencialmente en la reescritura, o sea, en sustituir una subcadena de una cade-
na por otra cadena. Sin embargo, la naturaleza parece “computar”empleando
principalmente otras clases de operaciones, como el anillamiento (construir una
secuencia doble de śımbolos a partir de secuencias simples), la recombinación
de moléculas (cortar dos moléculas y enganchar el prefijo de una de ellas con el
sufijo de la otra), el mecanismo de inserción-supresión y otras, operaciones to-
das ellas que a primera vista parecen muy diferentes de la reescritura a la que
estamos acostumbrados. Además, hay que tener en cuenta que los mecanismos
de computación basados en tales operaciones son computacionalmente comple-
tos, esto es, capaces de caracterizar los lenguajes recursivamente enumerables.
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Watson (arriba) y

Crick

Surgen, entonces, algunas preguntas: ¿cuál es
el modo más “natural”de computar?, ¿por
qué no reconstruir la teoŕıa de la computa-
bilidad sobre la base de estos mecanismos que
no utilizan la reescritura?, ¿tiene esto algo que
ver con la manera como el cerebro se supone
que funciona? No proseguimos aqúı en esta
dirección: cfr. [25] para una ulterior discusión
sobre esta materia de un evidente interés in-
terdisciplinario.

EL ADN: SU ESTRUCTURA Y OPERACIONES

El escenario general de la búsqueda de he-
rramientas de computación molecular es el si-
guiente: buscamos primero apoyos emṕıricos,
de tipo bioqúımico (por ejemplo, la molécula
de ADN); en muchos casos, éstos se corres-
ponden con nuevas estructuras de datos (en el
caso del ADN, la doble secuencia de śımbolos,
que están emparejados de acuerdo con una re-
lación de complementariedad bien especifica-
da); si también tenemos operaciones con es-
tas estructuras de datos, entonces podemos
definir una computación como una sucesión
de transiciones basadas en tales operaciones.
Cómo definir una computación, su input de
entrada y su output de salida, su eficiencia,
etc. son cuestiones técnicas.

Para empezar, consideramos la posibi-
lidad de utilizar moléculas de ADN como
veh́ıculo de computaciones, de aqúı que breve-
mente presentemos la estructura y las opera-
ciones de las mismas, obviando al mismo tiempo todos los detalles bioqúımicos
que no son de interés para los parágrafos siguientes.

Para nuestro propósito, una molécula de ADN es una secuencia doble
compuesta de ocurrencias de cuatro letras: A (que denota el nucleótido deno-
minado adenina), C (citosina), G (guanina) y T (timina). En cada una de las
dos tiras puede haber cualquier sucesión de nucleótidos, pero los nucleótidos
situados en los lugares equivalentes de las dos tiras solamente pueden corres-
ponder a los pares AT, TA, CG y GC. Se dice que A y T, por una parte, y C
y G, por otra, son complementarios en el sentido de Watson-Crick. La Figura
1 representa una molécula de ADN. Un detalle importante es que sus dos ti-
ras tienen direccionalidad: están marcadas en sus extremos mediante 5′, 3′, tal



LA GACETA 19

como aparece en la figura (el significado qúımico de 5′, 3′ no importa ahora);
en general, las indicaciones 5′, 3′ no se especifican, pero siempre se supone que
ambas tiras están orientadas como en la figura, con 5′ en la esquina superior
izquierda y las dos tiras con direccionalidades opuestas:

5′– A C C T G T A T G C –3′

3′– T G G A C A T A C G –5′

Figura 1. Ejemplo de una molécula de ADN.

Ésta es una molécula completa. También es posible tener moléculas como
la de la Figura 2, con extremos adherentes, tiras simples colocadas en los
extremos de la molécula:

A C C T G G T T A A
C C A A T T A T A C G

Figura 2. Una molécula de ADN con extremos adherentes.

Conocemos muchas operaciones con moléculas de ADN en células vivas
que se pueden controlar bien en un laboratorio. En particular, ya es fácil escri-
bir y leer secuencias de ADN, aśı como multiplicarlas (por la PCR = Reacción
en Cadena de la Polimerasa, en n pasos se pueden obtener 2n copias de una
molécula dada, lo que es muy útil en la computación con ADN). Si calenta-
mos una solución de ADN, las dos tiras se separan: esta operación se conoce
como desnaturalización. Inversamente, al enfriar una solución en la que hay
tiras simples de nucleótidos, se forman moléculas de doble tira, emparejándose
siempre nucleótidos que son complementarios en el sentido de Watson-Crick
y en tiras de orientaciones opuestas: ésta es la operación conocida como ani-
llamiento. Por supuesto, cuando las tiras simples que hay en la solución no
encajan completamente, se obtienen por anillamiento moléculas de ADN con
extremos adherentes: la Figura 3 representa esa situación:
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5′ − ACCTAGCGC − 3′

3′ − TCGCGTTA − 5′

⇓

ACCTAGCGC
TCGCGTTA

Figura 3. Anillamiento de tiras que encajan parcialmente.

Otra operación muy importante con moléculas de ADN es la de empal-
me, que, de hecho, se compone de dos operaciones simples: primero se cortan
moléculas por medio de enzimas restrictivas, y luego se pegan los fragmentos
obtenidos de esta forma si sus extremos adherentes encajan.

Vamos a introducir la operación de empalme a través de un ejemplo.
Consideremos las siguientes dos moléculas de ADN:

5′ − CCCCCTCGACCCCC − 3′

3′ − GGGGGAGCTGGGGG − 5′

5′ − AAAAAGCGCAAAAA − 3′

3′ − TTTTTCGCGTTTTT− 5′

aśı como las enzimas restrictivas TaqI y SciNI, que reconocen, respectivamente,
los siguientes patrones:

C G C G
CGCGAGCT

A G C T
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Ya hemos aludido a la manera de cortar las moléculas de ADN. Cuando
actuamos sobre las dos moléculas mencionadas, estas enzimas darán lugar a
los cuatro fragmentos siguientes:

5′ − CCCCCT CGACCCCC − 3′

3′ − GGGGGAGC TGGGGG − 5′

5′ − AAAAAG CGCAAAAA − 3′

3′ − TTTTTCGC GTTTTT − 5′

Como tenemos extremos adherentes idénticos, los cuatro fragmentos se
pueden unir, bien reconstituyendo las moléculas iniciales o produciendo nuevas
moléculas por recombinación. En este último caso, obtenemos las nuevas mo-
léculas siguientes:

5′ − CCCCCTCGCAAAAA − 3′

3′ − GGGGGAGCGTTTTT − 5′

5′ − AAAAAGCGACCCCC − 3′

3′ − TTTTTCGCTGGGGG − 5′

El empalme fue formalizado ya en 1987 por T. Head y es la operación
básica de uno de los modelos más desarrollados de la computación del ADN:
los sistemas H.

Muchos detalles bioqúımicos sobre la estructura del ADN y sus operacio-
nes (incluyendo otras diferentes de las arriba mencionadas) se pueden encon-
trar en [34].

EL EXPERIMENTO DE ADLEMAN

Tal como hemos dicho en la Introducción, el primer experimento con éxito
de computación con ADN fue el de L. Adleman en 1994, [1]. Dada su importan-
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cia para la (historia de la) computación molecular, vamos a describirlo breve-
mente.

L. Adleman

El experimento de Adleman resuel-
ve el llamado Problema del Camino Ha-
miltoniano (Hamiltonian Path Problem)
en un grafo orientado. Consideramos la
siguiente formulación del problema. Sea
G un grafo orientado con sus nodos de
entrada y salida denotados, respectiva-
mente, mediante vin y vout. Un camino
de vin a vout se denomina hamiltoniano
si toca cada nodo exactamente una vez.

Por ejemplo, el grafo representado
en la Figura 4 tiene como nodo de en-
trada el 0 y como nodo de salida el 6. El
camino que consta de las flechas orien-
tadas 0 −→ 1, 1 −→ 2, 2 −→ 3, 3 −→ 4,
4 −→ 5, 5 −→ 6 es hamiltoniano.

Figura 4: El grafo del experimento de Adleman.
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El Problema del Camino Hamiltoniano (HPP) consiste en decidir si un
grafo arbitrariamente determinado contiene un camino hamiltoniano. Es evi-
dente que HPP puede ser resuelto mediante una búsqueda exhaustiva, y no
se conoce ningún algoritmo que sea esencialmente mejor que la búsqueda ex-
haustiva. Más exactamente, se sabe que HPP es un problema NP-completo, lo
cual significa que es improbable llegar a obtener para él un algoritmo eficiente
(esto es, que funcione en tiempo polinómico). En su experimento, Adleman
solucionó el HPP del ejemplo arriba mencionado, un pequeño grafo estándar
en todos los aspectos, en tiempo lineal. No obstante, la solución hallada es,
al menos en principio, aplicable también a grafos más grandes, a causa del
paralelismo masivo que se obtiene al manipular ADN.

La solución de Adleman se basa en el siguiente algoritmo no determinista
para resolver HPP:

Entrada: Un grafo orientado G con n nodos, entre los cuales se encuen-
tran los nodos vin y vout.

Paso 1: Generar caminos en G aleatoriamente en grandes cantidades.

Paso 2: Rechazar todos los caminos que no empiezan en vin y terminan
en vout.

Paso 3: Rechazar todos los caminos que no tocan exactamente n nodos.

Paso 4: Para cada uno de los n nodos v, rechazar todos los caminos que
no tocan v.

Salida: “Śı” si subsiste algún camino, “no” en cualquier otro caso.

Esencialmente este algoritmo realiza una búsqueda exhaustiva, y se im-
plementó en un medio bioqúımico como sigue.

A cada nodo i del grafo se le asocia una tira simple de ADN de longitud 20
(es decir, compuesta de 20 nucleótidos): denotémosla mediante si, 0 ≤ i ≤ 6.
Por ejemplo, para i = 2, 3, 4, Adleman empleó los siguientes oligonucleótidos4
de longitud 20:

s2 = TATCGGATCGGTATATCCGA,

s3 = GCTATTCGAGCTTAAAGCTA,

s4 = GGCTAGGTACCAGCATGCTT.

En cuanto a su orientación, todos estos oligonucleótidos se escriben de 5′ a 3′.
Considérese una función h que hace corresponder cada una de las bases

de ADN con su complementario en el sentido de Watson–Crick:

h(A) = T, h(T) = A, h(C) = G, h(G) = C.

4Las secuencias cortas de nucleótidos se llaman oligonucleótidos, abreviadamente oligos.
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Para tiras de ADN, h se aplica letra a letra:

h(CATTAG) = GTAATC.

Aśı, h produce el complemento de Watson–Crick de una tira (h cambia la
orientación de este modo: si la tira original se escribe de 5′ a 3′, entonces el
complemento de Watson-Crick se escribirá de 3′ a 5′). La aplicación h es un
morfismo de acuerdo con la teoŕıa de lenguajes formales. Por ejemplo,

h(s2) = ATAGCCTAGCCATATAGGCT,

h(s3) = CGATAAGCTCGAATTTCGAT.

Descompongamos ahora cada si, 0 ≤ i ≤ 6, en dos tiras, cada una de
ellas de longitud 10: si = s′is

′′
i . Aśı, s′i (respectivamente s′′i ) puede ser vista

como la primera (respectivamente la segunda) mitad de si. Una flecha desde
el nodo i hasta el nodo j, supuesto que exista en el grafo G, se codifica como
h(s′′i s

′
j). Aśı pues, también una flecha se codificará como un oligonucleótido

de longitud 20, que se obtiene como el complemento de Watson–Crick de las
mitades segunda y primera de los oligonucleótidos que codifican los nodos que
toca la flecha. Debajo figuran las codificaciones de tres flechas concretas:

e2→3 = CATATAGGCTCGATAAGCTC,

e3→2 = GAATTTCGATATAGCCTAGC,

e3→4 = GAATTTCGATCCGATCCATG.

Una observación importante es que esta construcción preserva la orien-
tación de las flechas: e2→3 y e3→2 son enteramente diferentes.

Entonces, Adleman procedió de la manera que sigue. Para cada nodo i y
para cada flecha i −→ j del grafo, se mezclaron grandes cantidades de oligonu-
cleótidos si y ei→j conjuntamente en una única reacción de ligación. Aqúı los
oligonucleótidos si sirvieron como tablillas para juntar oligonucleótidos asocia-
dos con flechas compatibles para la ligación. En consecuencia, la reacción de
ligación originó la formación de moléculas de ADN que podŕıan ser vistas como
codificaciones de caminos aleatorios en el grafo. Es importante observar que, de
este modo, “todos” los caminos del grafo se pueden “generar” (naturalmente,
ello significa que se proporcionan “suficientes” oligonucleótidos iniciales y que
los caminos con ciclos se “generan” solamente hasta una longitud acotada).

Luego, por procedimientos estándar de filtrado, a partir del conjunto de
soluciones potenciales, Adleman selecciona moléculas de longitud 140 (ello
garantiza que corresponden a caminos que pasan por 7 nodos), que codifican
caminos que empiezan en el nodo 0, terminan en el nodo 6 y contienen todos
los nodos 1, 2, 3, 4, 5 (debido a la longitud, sabemos de esta manera que cada
nodo aparece exactamente una vez en el camino). Como por lo menos una
molécula habrá sobrevivido a este proceso de filtrado, de ah́ı se sigue que el
grafo contiene un camino hamiltoniano.
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Todo este proceso bioqúımico dura aproximadamente una semana, un
tiempo enorme para un pequeño grafo para el cual el problema se puede re-
solver mediante un simple examen. Pero aqúı la eficiencia del procedimiento
no es lo importante, sino el hecho de que este experimento ha demostrado
prácticamente que podemos computar usando ADN. El proceso no es eficiente
en absoluto (por ejemplo, en lo que se refiere al número de moléculas necesa-
rias de ADN), pero la conclusión es notablemente importante: el paralelismo
masivo de las reacciones bioqúımicas con ADN se puede utilizar para resol-
ver (en principio) en tiempo lineal problemas intratables para los ordenadores
usuales (secuenciales).

PRERREQUISITOS DE TEORÍA DE LENGUAJES FORMALES

Sólo nos referiremos a algunas nociones de la teoŕıa de lenguajes formales
que se usarán en los apartados que siguen.

N. Chomsky

Dado un alfabeto (un conjunto finito
no vaćıo de śımbolos abstractos) V , de-
notamos con V ∗ el conjunto de todas las
cadenas de elementos de V , incluida la ca-
dena vaćıa. En términos algebraicos, V ∗
es el monoide libre generado por V con
la operación de concatenación; el elemento
identidad del monoide es la cadena vaćıa,
λ. La longitud de x ∈ V ∗ se representa me-
diante |x|, en tanto que |x|a es el número
de ocurrencias en x del śımbolo a ∈ V .
Si V = {a1, . . . , an} (el orden es impor-
tante), entonces la aplicación de Parikh
asociada a V es ΨV : V ∗ −→ Nn, defi-
nida por ΨV (x) = (|x|a1 , . . . , |x|an) para
cada x ∈ V ∗. Todo subconjunto de V ∗ es
un lenguaje sobre V . La aplicación de Pa-
rikh se extiende de una manera natural
de cadenas a lenguajes. La cadena inversa
(imagen especular) de x ∈ V ∗ se denota
con mi(x).

Una gramática de Chomsky es una es-
tructura G = (N,T, S, P ) en la que N,T son alfabetos disjuntos, S ∈ N y P
es un subconjunto finito de (N ∪ T )∗N(N ∪ T ) × (N ∪ T )∗. Los elementos de
N se denominan śımbolos no terminales, los de T śımbolos terminales, S es el
axioma de la gramática y P es el conjunto de reglas de reescritura (también
llamadas producciones). Las reglas suelen escribirse u → v.

Dadas x, y ∈ V ∗, escribimos x =⇒ y si y sólo si x = x1ux2, y = x1vx2,
x1, x2 ∈ (N ∪T )∗ y u → v ∈ P . Decimos que y se deriva directamente de x en
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G. La clausura reflexiva y transitiva de esta relación se representa como =⇒∗.
El lenguaje generado por G se define como L(G) = {w ∈ T ∗ | S =⇒∗ w}.

Una gramática como ésta se dice que es de tipo 0. Si para todas las reglas
de P es cierto que |u| ≤ |v|, entonces la gramática es monótona o dependiente
del contexto. Si u ∈ N , la gramática es independiente del contexto; si además v
contiene como máximo un śımbolo no terminal, se dice que es lineal. Si todas las
reglas son de alguna de las formas A → aB, A → a o A → λ, con A,B ∈ N, a ∈
T , entonces la gramática se llama regular. Las familias de lenguajes generados
por gramáticas regulares, lineales, independientes del contexto, dependientes
del contexto y arbitrarias se representan, respectivamente, mediante REG,
LIN, CF, CS, RE. Sabemos que:

FIN ⊂ REG ⊂ LIN ⊂ CF ⊂ CS ⊂ RE

son inclusiones estrictas (FIN denota la familia de lenguajes finitos). Esto se
conoce con el nombre de jerarqúıa de Chomsky.

He aqúı dos ejemplos de gramáticas de Chomsky. La primera es indepen-
diente del contexto y la segunda dependiente del contexto:

G1 = ({S}, {[ , ]}, S, {S → SS, S → [ S ], S → λ}),
G2 = ({S,B}, {a, b, c}, S, {S → abc, S → aSBc, cB → Bc, bB → bb}).

Dejamos al lector la tarea de verificar que G1 genera el conjunto de todas
las secuencias de paréntesis correctamente encajados [ and ] (incluida la cadena
vaćıa, λ), mientras que para la segunda gramática tenemos:

L(G2) = {anbncn | n ≥ 1}.
(Este es un lenguaje estándar dependiente del contexto).

Todas las familias integradas en la jerarqúıa de Chomsky, salvo FIN ,
pueden ser caracterizadas también con autómatas. Un autómata es un dispo-
sitivo que reconoce/acepta cadenas, y por consiguiente funciona en la dirección
opuesta a como lo hace una gramática, que genera cadenas. Solamente recor-
daremos aqúı la noción de autómata finito.

Un autómata finito es una estructura A = (K,T, s0, F, δ), en la que K,T
son alfabetos disjuntos (el conjunto de estados y el alfabeto de entrada, respec-
tivamente), s0 ∈ K (el estado inicial), F ⊆ K (el conjunto de estados finales)
y δ : K × T −→ 2K (la función de transición). Para s, s′ ∈ K,a ∈ T, x ∈ T ∗,
escribimos (s, ax) 
 (s′, x) si s′ ∈ δ(s, a). Por definición, (s, λ) 
 (s, λ). Si 
∗
indica la clausura reflexiva y transitiva de la relación 
, el lenguaje reconocido
por A se define como:

L(A) = {w ∈ T ∗ | (s0, w) 
∗ (sf , λ), sf ∈ F}.
Si card(δ(s, a)) ≤ 1 para todo a ∈ K,a ∈ V , entonces se dice que el autómata
A es determinista.
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Sabemos que los autómatas finitos deterministas y los no deterministas son
equivalentes y que reconocen exactamente la clase de los lenguajes regulares.
Podemos imaginar un autómata finito como un mecanismo formado por una
cinta infinita compuesta de casillas en las cuales se escribe la cadena de entrada
(un śımbolo en cada casilla), una memoria capaz de almacenar un estado de
entre un conjunto finito de estados, y una cabeza lectora que recorre la cinta
de izquierda a derecha bajo el control del estado que hay en la memoria. La
computación empieza en el estado inicial, con la cabeza lectora situada en la
primera casilla de la cinta, en la que está escrito el primer śımbolo (el que hay
más a la izquierda) de la cadena de entrada. En cada movimiento, dependiendo
del śımbolo léıdo y del estado actual, se desplaza la cabeza una casilla hacia
la derecha y cambia el estado. Si la cadena ha sido recorrida por completo y
se llega a un estado final, decimos que se acepta la cadena.

He aqúı un ejemplo de un autómata finito:

A = ({s0, sf}, {0, 1}, s0 , {sf}, δ),

δ(s0, 0) = {s0},
δ(s0, 1) = {sf},
δ(sf , 0) = {sf},
δ(sf , 1) = {s0}.

El lector puede ver fácilmente que este autómata comprueba si una se-
cuencia de 0’s y 1’s contiene un número par o impar de ocurrencias de 1,
y sólo en este último caso termina la lectura de la cadena en el estado sf ,
aceptándola. O sea:

L(A) = {w ∈ {0, 1}∗ | |w|1 es un número impar}.
Una máquina de Turing puede ser vista como un autómata finito que

tiene además la posibilidad de mover la cabeza tanto a la derecha como a
la izquierda y que puede, asimismo, sustituir (sobreescribir) el śımbolo léıdo.
Una computación tendrá éxito sólo si se detiene en un estado final, no importa
dónde se encuentre en ese momento la cabeza lectora/escritora.

Las máquinas de Turing reconocen la familia RE de lenguajes generados
por gramáticas de Chomsky de tipo 0. Según la tesis de Turing-Church5, ésta
es la clase más grande de lenguajes que puede ser algoŕıtmicamente computada

5La tesis, formulada en los años cuarenta del siglo XX, ha sido sistemáticamente “con-
firmada” con respecto a todos los modelos de computabilidad algoŕıtmica, en el sentido
de que se ha probado que las máquinas de Turing pueden simular todos los modelos de
computación introducidos hasta el presente: algoritmos de Markov, sistemas de Thue y de
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(enumerada). De alguna manera, la capacidad de los autómatas finitos y la de
las máquinas de Turing definen los dos ĺımites de la computabilidad, el más
bajo (y no trivial) y el más alto, respectivamente.

LA CAPACIDAD INTRÍNSECA DEL ADN

A. Turing

En este apartado nos referiremos a una cone-
xión notablemente sorprendente entre la estructu-
ra de la molécula de ADN y la computabilidad (en
el nivel de las máquinas de Turing), establecida a
través de algunos resultados bastante antiguos de la
teoŕıa de lenguajes formales, como son la caracteri-
zación de los lenguajes recursivamente enumerables
por medio de conjuntos de igualdades de morfismos
y de lenguajes de intercalación gemela.

Para dos morfismos h1, h2 : V ∗ −→ U∗, el con-
junto:

EQ(h1, h2) = {w ∈ V ∗ | h1(w) = h2(w)}
se denomina conjunto igualdad de h1, h2.

Teorema 1 Todo lenguaje recursivamente enume-
rable L ⊆ T ∗ se puede escribir como L =
prT (EQ(h1, h2) ∩R), donde h1, h2 son dos morfis-
mos, R es un lenguaje regular y prT es la proyección
asociada al alfabeto T.

El lector puede encontrar las demostraciones en [4], [42] y [43]. Una va-
riante se probó en [18]:

Teorema 2 Para cada lenguaje recursivamente enumerable L ⊆ T ∗, existen
dos morfismos λ-independientes h1, h2, un lenguaje regular R y una proyección
prT tales que L = prT (h1(EQ(h1, h2)) ∩ R).

Post, cálculo lambda, gramáticas de Chomsky, etc. Por supuesto, la pregunta es bastante
resbaladiza: ¿qué es esa “computabilidad algoŕıtmica” si no disponemos de una definición
matemática de este concepto? En particular, se han imaginado diversos modos de computar
“más allá de Turing”, generalmente modificando la definición: por ejemplo, si consideramos
computaciones infinitas o ingredientes no discretos (continuos: espacio o tiempo), entonces
podemos “computar”funciones que no son Turing computables. En este art́ıculo, entendemos
la computabilidad en el sentido restringido de Turing, como funciones de computación (de
resolución de problemas, de generación o reconocimiento de lenguajes) en un tiempo finito
discreto mediante un algoritmo que puede ser simulado por una máquina de Turing.
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Obsérvese la diferencia existente entre las representaciones de los Teore-
mas 1 y 2: en el primer caso el lenguaje L se obtiene como proyección de la
intersección del conjunto de igualdades con un lenguaje regular, mientras que
en el segundo caso L es la proyección de la intersección de un lenguaje regular
con la imagen del conjunto de igualdades por uno de los morfismos que definen
el conjunto de igualdades.

Una importante consecuencia del Teorema 1 es la siguiente. Considérese
un alfabeto V y su variante V = {ā | a ∈ V }. El lenguaje:

TSV =
⋃

x∈V ∗
(x �⊥ x̄)

recibe el nombre de lenguaje de intercalación gemela sobre V . (Para una ca-
dena x ∈ V ∗, x̄ denota la cadena que se obtiene sustituyendo cada śımbolo
de x por su variante con barra, y x �⊥ x̄ es el conjunto de cadenas construidas
intercalando los śımbolos de x con los de x̄ de todas las maneras posibles).

El siguiente resultado fue demostrado ya en [10]:

Teorema 3 Todo lenguaje recursivamente enumerable L ⊆ T ∗ se puede es-
cribir como L = prT (TSV ∩ R), donde V es un alfabeto y R es un lenguaje
regular.

En esta representación, el lenguaje TSV depende del lenguaje L. Esto se
puede evitar de la siguiente forma. Tómese una codificación f : V −→ {0, 1}∗,
por ejemplo f(ai) = 01i0, donde ai es el śımbolo de V que ocupa la posición i en
un orden especificado. El lenguaje f(R) es regular. Una gsm (un transductor
secuencial finito) puede simular la intersección con un lenguaje regular, la
proyección prT aśı como la decodificación de los elementos de f(TSV ). En
consecuencia, se obtiene:

Corolario 1 Para cada lenguaje recursivamente enumerable L, existe una
gsm gL tal que L = gL(TS{0,1}).

Por tanto, todo lenguaje recursivamente enumerable se puede obtener por
medio de un transductor secuencial partiendo de un lenguaje único, TS{0,1} (en
terminoloǵıa de AFL = familias abstractas de lenguajes, TS{0,1} seŕıa conside-
rado un generador de RE). También se puede demostrar que este transductor
puede ser determinista.

Dado que un transductor secuencial finito es un tipo muy particular de
máquina, podemos inferir que la principal capacidad computacional reside
en el lenguaje de intercalación gemela. De modo bastante sorprendente – y
significativo desde la perspectiva de la computación molecular – existe una
conexión directa entre TS{0,1} y el ADN, apuntada por primera vez en [39] (y
también discutida en [34]).

Considérese la codificación de los cuatro nucleótidos que aparecen en las
dos tiras de una molécula de ADN según sugiere la tabla siguiente:
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tira superior tira inferior

A, T 0 0̄

C, G 1 1̄

Esto es, ambos nucleótidos A y T se identifican con 0, sin barra cuando
aparecen en la tira superior y con barra cuando aparecen en la tira inferior;
por su parte, los nucleótidos C y G se identifican con 1 en la tira superior y
con 1̄ en la tira inferior.

Consideremos ahora una molécula de doble tira, por ejemplo la de la Figu-
ra 1, e imaginemos el siguiente escenario: dos “insectos”inteligentes se hallan
situados en los extremos izquierdos de las dos tiras de esta molécula y se les
pide que “lean”las tiras, de izquierda a derecha, paso a paso, a una determina-
da velocidad arbitraria cada uno de ellos, y que nos digan con qué nucleótido
se encuentran de acuerdo con la codificación especificada más arriba. Es ob-
vio que lo que obtendremos será una cadena de śımbolos 0, 1, 0̄, 1̄, por tanto
una cadena de TS{0,1}. Lo que es verdaderamente importante es que de esta
forma podemos obtener todas las cadenas de TS{0,1}: basta considerar todas
las moléculas (secuencias completas de dos tiras) y todas las posibilidades
de leerlas tal como se ha precisado antes. Alcanzamos idéntico resultado si
usamos moléculas que contengan en la tira superior solamente nucleótidos de
cualquiera de los pares:

(A, C), (A, G), (T, C), (T, G).

A la inversa, dada una cadena x de TS{0,1}, se puede encontrar fácilmente
una molécula de ADN cuya lectura conforme al procedimiento anterior dé
exactamente la cadena x. Consecuentemente, podemos escribir de modo me-
tafórico:

ADN ≡ TS{0,1},

y, metafóricamente también, podemos reemplazar el lenguaje de intercalación
gemela en el Corolario 1 por ADN.

Cabe afirmar, pues, que todas las computaciones posibles se encuentran
codificadas en el ADN y podemos recuperarlas mediante un transductor se-
cuencial finito determinista y dos “insectos” inteligentes como los empleados
arriba.

Hay aqúı un aspecto en el cual la argumentación anterior resulta vulnera-
ble: los dos “insectos”están situados en el extremo izquierdo de las dos tiras
de una molécula, aunque sabemos (cfr. de nuevo la Figura 1) que las dos ti-
ras están orientadas en direcciones opuestas. Tomemos en consideración esta
direccionalidad opuesta y coloquemos a los “insectos”– digamos – en los ex-
tremos de ambas tiras rotulados con 5′. Satisfactoriamente podemos afirmar
que la conclusión será la misma, debido a la robustez de la caracterización
de los lenguajes recursivamente enumerables por medio de los lenguajes de
intercalación gemela.
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Más concretamente, el resultado del Corolario 1 es válido también para
una variante especular del lenguaje de intercalación gemela.

Dado un alfabeto V , considérese el lenguaje:

RTSV =
⋃

x∈V ∗
(x �⊥ mi(x̄)).

Este es el lenguaje de intercalación gemela inversa asociado a V .
La siguiente versión del Corolario 1 fue demostrada en [9]:

Teorema 4 Para cada lenguaje recursivamente enumerable L, existe una gsm
determinista gL tal que L = gL(RTS{0,1}).

Es evidente que, leyendo la tira superior de una molécula de izquierda a
derecha y la inferior de derecha a izquierda, a velocidades no correlacionadas
y no deterministas, y usando la codificación de nucleótidos anterior, llegamos
a cadenas de RTS{0,1}. Todas esas cadenas se pueden obtener utilizando to-
das las moléculas y todas las lecturas posibles. Otra vez, cabe identificar el
lenguaje RTS{0,1} con el ADN y observar que caracteriza la familia de los
lenguajes recursivamente enumerables, módulo una gsm determinista y una
cierta codificación de nucleótidos.

Aqúı surge ahora un problema matemático natural, que también conduce
a especulaciones biológicas interesantes: ¿son necesarios los cuatro śımbolos
0, 1, 0̄, 1̄ (los cuatro nucleótidos) para llegar a las caracterizaciones de RE que
hemos visto? De una manera bastante sorprendente, comprobamos que la res-
puesta es negativa.

Consideremos la codificación c : {0, 1}∗ −→ {0̄, 1}∗ definida por c(0) = 0̄
y c(1) = 1, y consideremos el lenguaje (denominado lenguaje de intercalación
semigemela sobre {0, 1}):

STS{0,1} =
⋃

x∈{0,1}∗
(x �⊥ c(x)).

Observe el lector que empleamos sólo tres śımbolos, dado que el śımbolo 1 es
su propio complemento. Aun aśı, todav́ıa tenemos un resultado como el del
Teorema 1.

Teorema 5 Para cada lenguaje recursivamente enumerable L, existe una gsm
gL tal que L = gL(STS{0,1}).

Otra réplica del Teorema 4 se formula en [27] para el lenguaje de interca-
lación semigemela inversa:

RSTS{0,1} =
⋃

x∈{0,1}∗
(x �⊥ c(mi(x))).
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Las demostraciones se pueden encontrar en [27] (y se recogen en [34]),
donde asimismo se plantea el problema siguiente: ¿qué sucede con variantes
aún más débiles? Un candidato es el lenguaje de autointercalación sobre un
alfabeto V , que se denota con FSV y se define por:

FSV =
⋃

x∈V ∗
(x �⊥ x).

(Cada śımbolo es su propio complemento, de tal manera que nos limitamos a
intercalar cadenas consigo mismas).

Es un problema no resuelto si podemos caracterizar o no la familia de
los lenguajes recursivamente enumerables usando FS{0,1}. En [27] solamente
se probó que los lenguajes FSV , para cualquier alfabeto V que contenga al
menos dos śımbolos, aśı como los lenguajes de autointercalación inversa sobre
alfabetos V que contengan al menos tres śımbolos (su definición es inmediata)
no son independientes del contexto.

SISTEMAS ADHERENTES Y AUTÓMATAS DE WATSON-CRICK

Aparte de su interés teórico, la conexión aludida anteriormente entre la
estructura de las moléculas del ADN y el lenguaje de intercalación gemela tam-
bién tiene consecuencias directas para la computación (teórica) del ADN. En
efecto, la caracterización de los lenguajes recursivamente enumerables con con-
juntos de igualdades sugiere considerar una clase de mecanismos generadores
de lenguajes que estén basados en la operación de anillamiento, conocidos con
el nombre de sistemas adherentes, mientras que la caracterización en términos
de intercalación gemela condujo a la introducción de los llamados autómatas
de Watson-Crick, que también se pueden considerar como una réplica de los
sistemas adherentes en la teoŕıa de autómatas y que, en el caso general, no
son nada más que una forma nueva de presentar los autómatas finitos de dos
cabezas que ya hab́ıan sido investigados en los años sesenta (cfr. [38]).

Aqúı van a continuación sólo unos pocos detalles sobre estos mecanismos
(cfr. [18], [13], y los caṕıtulos pertinentes de [34] para las definiciones precisas
y las demostraciones).

Considérese un alfabeto V y una relación ρ ⊆ V ×V (de complementarie-
dad) sobre V que sea simétrica. (La complementariedad de Watson-Crick es
también inyectiva, pero aqúı no imponemos esa propiedad). Denotemos:[

V

V

]
ρ

=
{[a

b

] ∣∣∣ a, b ∈ V, (a, b) ∈ ρ
}

,

WKρ(V ) =
[
V

V

]∗
ρ

.

El conjunto WKρ(V ) recibe el nombre de dominio de Watson-Crick aso-
ciado al alfabeto V y a la relación de complementariedad ρ. Los elementos
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[
a1

b1

] [
a2

b2

]
. . .

[
an

bn

]
∈ WKρ(V ) también pueden escribirse como

[
w1

w2

]
, para

w1 = a1a2 . . . an, w2 = b1b2 . . . bn. Dada una secuencia (a veces decimos una

molécula)
[
w1

w2

]
∈ WKρ(V ), las dos cadenas que la componen, w1, w2, se lla-

man tiras; w1 es la tira superior y w2 es la tira inferior.

Además, vamos a utilizar moléculas incompletas, esto es, elementos del
conjunto:

Wρ(V ) = Lρ(V ) ∪ Rρ(V ) ∪ LRρ(V ),

con:

Lρ(V ) =
((

λ

V ∗

)
∪

(
V ∗

λ

))[
V

V

]∗
ρ

,

Rρ(V ) =
[
V

V

]∗
ρ

((
λ

V ∗

)
∪

(
V ∗

λ

))
,

LRρ(V ) =
((

λ

V ∗

)
∪

(
V ∗

λ

))[
V

V

]+

ρ

((
λ

V ∗

)
∪

(
V ∗

λ

))
.

Las formas posibles de los elementos de Wρ(V ) se ilustran en la Figura
5. En todos los casos tenemos una secuencia doble bien formada x y brazos
y, z a uno o a los dos lados de x. Estos brazos (extremos adherentes) pueden
localizarse en la tira superior o en la inferior. Obsérvese que en el caso de
Lρ(V ) y Rρ(V ) el bloque x puede ser vaćıo, pero en los elementos de LRρ(V )

el bloque x contiene por lo menos un elemento
[a
b

]
, con (a, b) ∈ ρ. A su vez,

los brazos pueden ser también vaćıos: lo que queda entonces es un elemento
de WKρ(V ).
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Figura 5. Formas posibles de dominós.

y x y x

yxyx

y x z y x z

zxyzxy

Lρ(V ):

Rρ(V ):

LRρ(V ):

Entre los elementos de Wρ(V ) cabe definir una operación parcial que mo-
delice el anillamiento (seguida de un sellado): un inicio de molécula bien for-
mada x (por tanto una secuencia con al menos una posición ocupada en ambas
tiras) se puede prolongar a la derecha o a la izquierda con una molécula y, en
el supuesto de que los respectivos extremos adherentes encajen, es decir, sean
complementarios en las posiciones correspondientes. El resultado debeŕıa ser
siempre un inicio de molécula bien construida, aśı pues una secuencia que no
tiene lugares vaćıos rodeados por śımbolos de V .

Los ocho casos posibles en los que una molécula x es prolongada a la
derecha con una molécula y se representan en la Figura 6. La operación se
denota como µ(x, y):
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Figura 6. La operación de adherencia.

x y x y

xxx y

y yyxyx
y

x

(1) (2)

(3)

(6) (7)

(4) (5)

(8)

De modo simétrico, podemos definir µ(y, x), la prolongación a la izquierda
de un inicio de molécula bien formada x con una secuencia y. Nótese que no ne-
cesitamos distinguir la “prolongación izquierda” de la “prolongación derecha”
representándolas de diferentes maneras: en cualquiera de los casos, por lo me-
nos uno de los términos de la operación tiene que ser un inicio de molécula bien
formada, y el resultado depende enteramente del orden de las dos secuencias
y de sus extremos adherentes.

De la misma forma que la reescritura es la operación subyacente a las
gramáticas de Chomsky, la operación de adherencia es la que subyace a los
sistemas adherentes. Introducimos aqúı estos mecanismos en su forma general,
o sea, como estructuras:

γ = (V, ρ,A,D),

donde V es un alfabeto, ρ ⊆ V ×V es una relación simétrica, A es un subcon-
junto finito de LRρ(V ) y D es un subconjunto finito de Wρ(V ) × Wρ(V ).

Los elementos de A reciben el nombre de axiomas. A partir de estos axio-
mas y empleando los pares (u, v) de dominós de D, podemos obtener un
conjunto de secuencias dobles de WKρ(V ), por tanto moléculas completas,
mediante el uso de la operación µ de adherencia.

Formalmente, dados un sistema adherente γ = (V, ρ,A,D) y dos secuen-
cias x, y ∈ LRρ(V ), definimos:

x =⇒ y ssi y = µ(u, µ(x, v)), para algún (u, v) ∈ D.

Una secuencia x1 =⇒ x2 =⇒ . . . =⇒ xk, con x1 ∈ A, se denomina una
computación en γ. Una computación x1 =⇒∗ xk es completa cuando x1 ∈ A
y xk ∈ WKρ(V ) (se empieza desde un axioma y no hay ningún extremo
adherente en la última secuencia).

El lenguaje generado por γ, L(γ), consta de todas las cadenas que hay en
la tira superior de una molécula a la que se llega a través de una derivación
completa en γ.
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Diversas variedades de sistemas adherentes son de interés. Se dice que un
sistema γ = (V, ρ,A,D) es:

– unilateral si para cada par (u, v) ∈ D, o bien u = λ o bien v = λ;

– regular si para cada par (u, v) ∈ D, u = λ;

– simple si todos los pares (u, v) ∈ D tienen o bien u, v ∈
(

V ∗

λ

)
o bien

u, v ∈
(

λ

V ∗

)
.

En los sistemas unilaterales, la prolongación a la izquierda es indepen-
diente de la prolongación a la derecha. En los sistemas regulares, solamente
prolongamos las secuencias a la derecha (de ah́ı que los axiomas tengan que

ser de la forma x1x2, con x1 ∈ WKρ(V ) y x2 ∈
(

V ∗

λ

)
∪

(
λ

V ∗

)
). En una com-

putación en un sistema adherente simple, añadimos śımbolos a una sola de las
dos tiras.

Notamos mediante ASL la familia de lenguajes de la forma L(γ), siendo
γ un sistema adherente de tipo arbitrario (SL abrevia “lenguaje adherente”
y A indica que se utilizan sistemas adherentes de tipo “arbitrario”). Cuando
solamente se emplean sistemas adherentes que son unilaterales, regulares, sim-
ples, simples y unilaterales, o simples y regulares, sustituimos la A delante de
SL por O, R, S, SO, SR, respectivamente.

Recordamos aqúı, de [34], dos resultados esenciales sobre la capacidad
generativa de los sistemas adherentes (y remitimos al lector alĺı también para
ejemplos de sistemas adherentes):

Teorema 6 OSL = RSL = REG.

Teorema 7 Todo lenguaje L ∈ RE se puede escribir como L = h(L′), donde
h es una codificación débil y L′ ∈ SSL.

La situación que muestran estos dos últimos teoremas ilustra un hecho
muy importante: una operación natural (el anillamiento aqúı), usada de una
manera libre (como en los sistemas adherentes unilaterales), nos puede llevar
sólo a los lenguajes regulares; mientras que si imponemos un control sobre la
misma (en nuestro caso, el emparejamiento de los dominós empleados en cada
paso), la capacidad del mecanismo se incrementa espectacularmente hasta
alcanzar a caracterizar los lenguajes recursivamente enumerables.

Un equivalente en forma de autómata de los sistemas adherentes fue esbo-
zado en la forma como “léımos” las moléculas de ADN en la sección La capa-

cidad intŕınseca del ADN, cuando apuntábamos el “isomorfismo” existen-
te entre el ADN y el lenguaje de intercalación gemela. Lo llamamos autómata
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finito de Watson-Crick. La Figura 7 ilustra el aspecto de esta máquina, que
se define formalmente como una estructura:

M = (K,V, ρ, s0, F, δ),

donde K,V son alfabetos disjuntos, ρ ⊆ V ×V es una relación simétrica, s0 ∈
K, F ⊆ K y δ : K ×

(
V ∗

V ∗

)
−→ P(K) es una función tal que δ

(
s,

(
x1

x2

))
�= ∅

solamente para un número finito de tripletas (s, x1, x2) ∈ K × V ∗ × V ∗.

s

�
�

�
�

Figura 7. Un autómata finito de Watson-Crick.

Los elementos de K se denominan estados, V es el alfabeto (de entrada),
ρ es una relación de complementariedad sobre V , s0 es el estado inicial, F es
el conjunto de estados finales y δ es la función de transición. La interpretación

de s′ ∈ δ(s,
(

x1

x2

)
) es la siguiente: en el estado s, el autómata procesa x1 en

la tira superior y x2 en la tira inferior de una secuencia doble, y accede al
estado s′. Esto es, tenemos un autómata finito con una cinta doble, léıda por
dos cabezas separadamente.

Una transición en un autómata finito de Watson-Crick se puede definir

como sigue: dados
(

x1

x2

)
,

(
u1

u2

)
,

(
w1

w2

)
∈

(
V ∗

V ∗

)
tales que

[
x1u1w1

x2u2w2

]
∈ WKρ(V )

y s, s′ ∈ K, escribimos:
(

x1

x2

)
s

(
u1

u2

)(
w1

w2

)
=⇒

(
x1

x2

)(
u1

u2

)
s′

(
w1

w2

)

ssi s′ ∈ δ

(
s,

(
u1

u2

))
.

Denotamos mediante =⇒∗ la clausura reflexiva y transitiva de la relación
=⇒.

Al igual que en el caso de los sistemas adherentes, consideramos aqúı el
lenguaje reconocido por nuestro autómata como el compuesto por las cadenas
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que aparecen en las tiras superiores de cintas de Watson-Crick, es decir, el
lenguaje:

L(M) =
{

w1 ∈ V ∗ | s0

[
w1

w2

]
=⇒∗

[
w1

w2

]
sf ,

con sf ∈ F, y w2 ∈ V ∗,
[
w1

w2

]
∈ WKρ(V )

}
.

En una descripción informal, en el estado inicial comenzamos con las dos
cabezas situadas sobre los śımbolos del extremo izquierdo de cada una de las
tiras, y a continuación movemos las cabezas hacia la derecha de acuerdo con las
transiciones que describe δ. La cadena de la tira superior resulta reconocida si
las dos cabezas llegan a los śımbolos del extremo derecho de las respectivas tiras
y el autómata entra en un estado final. Insistimos en el hecho de que estamos
tratando con moléculas completas: las longitudes de las cadenas escritas en
ambas tiras de la cinta son iguales.

A partir de la construcción anterior y de la discusión con la que comenza-
mos, el siguiente resultado era de esperar:

Teorema 8 Todo lenguaje recursivamente enumerable es la proyección de un
lenguaje reconocido por un autómata finito de Watson-Crick.

También podemos conseguir caracterizar RE mediante clases restringidas
de autómatas finitos de Watson-Crick, por ejemplo con todos sus movimientos

de la forma s

(
x1

x2

)
→

(
x1

x2

)
s′ y |x1x2| = 1 (en cada movimiento leemos un

único śımbolo, bien sea en la tira superior o en la inferior); con un único estado;
con todos sus estados que también sean finales; etc. Para estos casos restrin-
gidos ya no es suficiente una proyección, sino que son necesarios mecanismos
más poderosos (morfismos y/o intersecciones con lenguajes regulares).

Teniendo en cuenta la direccionalidad opuesta de las dos tiras de una
molécula de ADN, podemos considerar una variante de autómata finito de
Watson-Crick que comience a partir de una configuración como la de la Figura
8: al principio de una computación, la cabeza lectora superior se encuentra
situada sobre la primera casilla de la tira superior, mientras que la cabeza
inferior está sobre la casilla del extremo derecho de la tira inferior. Estos
autómatas se llaman autómatas finitos inversos de Watson-Crick. Con ellos se
consiguen caracterizaciones de los lenguajes recursivamente enumerables de la
misma forma que con la variante básica.
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s0

�

�

�
�

Figura 8. Un autómata finito inverso de Watson-Crick.

Es fácil demostrar que un autómata de Watson-Crick que en cada paso
lea a lo sumo un śımbolo de cada una de las dos tiras es equivalente a un
autómata finito de dos cabezas. Es interesante resaltar que un resultado como
el del Teorema 8 no se conoce para los autómatas de muchas cabezas. A
su vez, como subproducto de una prueba relativa a sistemas adherentes (la
demostración del Teorema 7), también podemos inferir una versión más fuerte
de otro viejo resultado de la teoŕıa de lenguajes formales, la caracterización de
un lenguaje recursivamente enumerable como proyección de la intersección de
dos lenguajes lineales: este resultado ya se encuentra en [2] y se puede mejorar
considerando sólo lenguajes lineales mı́nimos (una gramática lineal es mı́nima
si utiliza un único śımbolo no terminal y una única regla terminal).

Otras investigaciones sobre los autómatas de Watson-Crick tienen que
ver con cuestiones de complejidad descriptiva ([29]) o formas normales ([26]),
temas ambos que son clásicos en la teoŕıa de lenguajes formales.

LENGUAJES DE HORQUILLA

Vamos a describir a continuación otro v́ınculo muy interesante entre un
antiguo resultado de la teoŕıa de lenguajes formales y la computación con
ADN que también ha conducido a nuevos temas de investigación de carácter
matemático. El punto de partida es la denominada forma normal de Geffert
para las gramáticas de Chomsky de tipo 0: para cada lenguaje L ∈ RE pode-
mos construir una gramática G = (N,T, S, P ) con N = {S,A,B,C,D} y sus
reglas de las formas siguientes:

1. S → uSv, S → z, con u, v, z ∈ ({A,B,C,D} ∪ T )∗,

2. AB → λ,CD → λ.

O sea, además de dos reglas independientes del contexto del primer tipo (en
cierto sentido, se podŕıan considerar lineales mı́nimas, porque el único verda-
dero śımbolo no terminal de las mismas es S), se utilizan exactamente dos
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reglas que no son independientes del contexto, las reglas de supresión del se-
gundo tipo. La prueba de este resultado (cfr. [15]) está relacionada con las
caracterizaciones de los lenguajes recursivamente enumerables por medio de
conjuntos de igualdades de morfismos.

A través de un fino análisis de la demostración de [15], Yokomori observa
que, de hecho, las reglas del primer tipo son o de la forma S → wuSv o de
la forma S → uSv, con w ∈ T ∗, u ∈ {A,C}∗, v ∈ {B,D}∗, mientras que las
reglas del segundo tipo tienen x ∈ {B,D}∗. Aśı, tomando A,T,C,G en lugar
de A,B,C,D, podemos interpretar las reducciones AB → λ,CD → λ como
emparejamientos de Watson-Crick (A,T ), (C,G). Además, las derivaciones en
la gramática G se pueden organizar de tal manera que primero se propone
una cadena w ∈ T ∗ para ser generada y se introduce una codificación de la
misma aśı como de una derivación en una gramática de tipo 0 que la genere, y
luego, usando reglas de tipo 3, se comprueba si ésta es una derivación correcta
que lleva a w. Más concretamente, primero generamos una cadena de la forma
wz1z2 empleando reglas del primer tipo de arriba, y después reducimos la
cadena z1z2 a la cadena vaćıa mediante reglas del segundo tipo. En términos del
ADN, ello significa que z1 es complementario de mi(z2). Generar una molécula
simple de ADN que corresponda a una cadena wz1z2 es algo que se puede hacer
ligando moléculas construidas cuidadosamente; comprobar si una cadena de
esa forma tiene un z1 perfectamente complementario con mi(z2) (se dice que
tales cadenas ponen de manifiesto una estructura de horquilla) también se
puede hacer, en principio, en un laboratorio (aunque no conocemos ninguna
implementación efectivamente realizada). Técnicamente, codificando todos los
śımbolos por medio de nucleótidos, la reducción de los śımbolos A,B,C,D
corresponde a un anillamiento completo de dos secuencias simples. Remitimos
a [49] para los sutiles detalles de la transposición de la prueba formal a proceso
bioqúımico. Lo que obtenemos es un procedimiento para generar las cadenas
de un lenguaje de tipo 0 de una forma enteramente bioqúımica. Esta manera
de computar es lo que se llama, desde [49], el modelo YAC.

En [41] se considera también una variedad de estructuras de horquilla y
se presenta una solución del problema SAT (satisfacibilidad de las fórmulas
proposicionales en la forma normal conjuntiva) que está basada en el ADN
y se ejecuta en tiempo bioqúımico polinómico (recuérdese que el SAT es un
problema NP-completo). Ello sugiere considerar sistemáticamente lenguajes
cuyas cadenas correspondan a diversos tipos de estructuras de horquilla. Esta
investigación se inició en [35], de donde tomamos algunos detalles.

Considérese una codificación h : V −→ V (extendida de manera natural a
h : V ∗ −→ V ∗) tal que h(h(a)) = a, para todo a ∈ V . Podemos tener h(a) = a
para algunos o para todos los śımbolos a ∈ V . A esto lo denominamos morfismo
de Watson-Crick. Si h(a) = b, entonces, obviamente, h(b) = a y decimos que
a y b son complementarios el uno del otro.

Cuando formamos una molécula de horquilla, es necesario que la secuen-
cia anillada sea “suficientemente larga”a fin de asegurar la estabilidad de la



LA GACETA 41

estructura, aśı que siempre imponemos que esta secuencia sea de longitud al
menos k, para un cierto k.

Sea entonces k un número entero positivo. El lenguaje de horquilla sin
restricciones (de grado k) se define como:

uHk = {zvwxy | z, v, w, x, y ∈ V ∗, x = mi(h(v)) y |x| ≥ k}.

Imponiendo restricciones sobre los lugares en que se puede producir el ani-
llamiento, se obtienen varios sublenguajes de uHk: cuando z = λ en la defi-
nición anterior de uHk, se obtiene el lenguaje bHk; si w = λ, se añade c; y si
y = λ, escribimos f delante de Hk. Aśı, por ejemplo, tenemos:

bHk = {vwxy | v,w, x, y ∈ V ∗, x = mi(h(v)) y |x| ≥ k},
bcHk = {vxy | v, x, y ∈ V ∗, x = mi(h(v)) y |x| ≥ k},
bcfHk = {vx | v, x ∈ V ∗, x = mi(h(v)) y |x| ≥ k}.

En el esquema de computación de [41] se resta un lenguaje uHk, para
algún k, de un lenguaje (regular), en tanto que en YAC [49] se intersecta un
lenguaje (lineal) dado con bcH1 (no es dif́ıcil imaginar variantes del mode-
lo YAC, como la que utiliza el lenguaje cfH1 en lugar de bcH1). Ello sirve
de motivación para el estudio de lenguajes de cualquiera de las dos formas
αHk y V ∗ − αHk, con α ∈ {u, b, c, f, bc, bf, cf, bcf}. He aqúı, extractados y
sintetizados, algunos de los resultados de [35]:

Teorema 9 Todos los lenguajes αHk, para α ∈ {u, b, f, c, bf} y k ≥ 1, son
regulares, mientras que los restantes lenguajes, para α ∈ {bc, cf, bcf}, son
lineales no regulares. También es lineal V ∗− bcfHk, k ≥ 1, mientras que V ∗−
bcHk y V ∗ − cfHk, k ≥ 1, son no independientes del contexto.

Una investigación más cuidadosa de estos lenguajes, por ejemplo con res-
pecto a las familias intermedias entre CF y CS, aparece formulada como
problema abierto en [35].

SISTEMAS DE EMPALME

La operación bioqúımica de empalme, tal como se explicó en la sección El

ADN: Su Estructura y Operaciones, condujo a una operación formal con
cadenas que se propuso por primera vez en [16]. Nos abstenemos de presentar
en este lugar el proceso de abstracción que supone el paso del caso preciso de
las moléculas de ADN al empalme de cadenas sobre un alfabeto arbitrario, e
introducimos directamente el empalme en su versión general de [34].
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Sean un alfabeto V y dos śımbolos especiales, #, $, que no pertenecen a
V . Una regla de empalme (sobre V ) es una cadena de la forma:

r = u1#u2$u3#u4,

donde u1, u2, u3, u4 ∈ V ∗. Con relación a tal regla r, dados x, y, z ∈ V ∗, escri-
bimos:

(x, y) 
r z ssi x = x1u1u2x2, y = y1u3u4y2,

z = x1u1u4y2, para algunos x1, x2, y1, y2 ∈ V ∗.

Decimos que empalmamos x, y en los puntos u1u2, u3u4, respectivamente, y el
resultado es z. Cuando queda claro por el contexto, omitimos r y escribimos
solamente 
 en lugar de 
r.

El paso de x, y a z, a través de 
r, se puede representar tal como se muestra
en la Figura 9:

�

� �

x
x1 u1 u2 x2

y
y1 u3 u4 y2

z
x1 u1 u4 y2

Figura 9. La operación de empalme.

A partir de esta operación, procedemos a continuación a construir un
mecanismo de computación. Un esquema H es un par:

σ = (V,R),

donde V es un alfabeto y R ⊆ V ∗#V ∗$V ∗#V ∗ es un conjunto de reglas de
empalme. Observe el lector que R puede ser infinito y que cabe plantearse
cuál es su lugar en la jerarqúıa de Chomsky, o en cualquier otra clasificación
de lenguajes. En general, si R ∈ FL, para una familia dada de lenguajes FL,
entonces decimos que el esquema H σ es de tipo FL.

Para un cierto esquema H σ = (V,R) y un lenguaje L ⊆ V ∗, definimos:

σ(L) = {z ∈ V ∗ | (x, y) 
r z,

con x, y ∈ L, r ∈ R},
σ0(L) = L,

σi+1(L) = σi(L) ∪ σ(σi(L)), i ≥ 0,
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y
σ∗(L) =

⋃
i≥0

σi(L).

Consecuentemente, σ∗(L) es la clausura de L por el empalme con respecto a
σ, es decir, el lenguaje más pequeño L′ que contiene a L y es cerrado por el
empalme con respecto a σ.

Consideremos un ejemplo simple. Sea L el lenguaje singletón {abba} sobre
el alfabeto V = {a, b}, y sea R el conjunto de dos reglas de empalme:

{r1 : a#b$b#ba, r2 : b#a$b#ba}.
Usando la primera regla, obtenemos:

(a|bba, ab|ba) 
r1 aba.

(Con las barras verticales hemos señalado el lugar en el que cortar las dos
cadenas cut). Empalmando las cadenas aba, abba con la regla r1 obtenemos la
misma cadena aba. Sin embargo, empleando iterativamente la segunda regla,
podemos obtener cadenas de longitud creciente:

(ab|a, ab|ba) 
r2 abba,

(abb|a, ab|ba) 
r2 abbba,

y, en general:

(abn|a, ab|ba) 
r2 abn+1a, para todo n ≥ 1.

Por tanto, para el esquema H σ = (V,R) y L, tenemos:

σ(L) = {aba, abbba},
σ0(L) = {abba},
σ1(L) = {aba, abba, abbba}, y
σi(L) = {abna | 1 ≤ n ≤ i + 2}, para i ≥ 1.

Por consiguiente:
σ∗(L) = {abna | n ≥ 1}.

Dadas dos familias de lenguajes FL1, FL2, definimos:

H(FL1, FL2) = {σ∗(L) | L ∈ FL1 y σ = (V,R), con R ∈ FL2}.
Los resultados esenciales en esta área, que es de crucial importancia para

la computación con ADN basada en el empalme, son los dos siguientes:
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Lema 1 (Lema de Preservación de la Regularidad) H(REG,FIN) ⊆ REG.

Aśı pues, con un conjunto finito de reglas de empalme no obtenemos nada
más que lenguajes regulares. Dar el paso adelante más pequeño (en la jerarqúıa
de Chomsky), esto es, emplear simplemente un conjunto regular de reglas de
empalme, nos lleva a dar el máximo salto posible en capacidad generativa:
conseguimos caracterizar los lenguajes recursivamente enumerables, módulo
una operación de filtrado en forma de una intersección con un lenguaje regular.

Lema 2 (Lema Básico de Universalidad) Todo lenguaje L ∈ RE,L ⊆ T ∗, se
puede escribir como L = L′ ∩ T ∗, para algún L′ ∈ H(FIN,REG).

El Lema 1 fue demostrado por primera vez en [4]; una prueba directa
con autómatas finitos se ofrece en [36] (cfr. también [34]). El Lema 2 fue
demostrado en [31]. Un resultado mucho más general que el del Lema 1 se da
en [37]: toda AFL completa es cerrada por el empalme iterado con respecto a
un esquema H finito.

La intersección con T ∗ en el Lema Básico de Universalidad sugiere la
definición de un sistema H extendido, que es una cuadrupleta:

γ = (V, T,A,R),

donde V es un alfabeto, T ⊆ V , A ⊆ V ∗ y R ⊆ V ∗#V ∗$V ∗#V ∗, siendo #, $
śımbolos especiales que no pertenecen a V .

Llamamos a V el alfabeto de γ, T es el alfabeto terminal, A el conjunto
de axiomas y R el conjunto de reglas de empalme.

El lenguaje generado por γ se define como:

L(γ) = σ∗(A) ∩ T ∗,

donde σ = (V,R) es el esquema H subyacente de γ.
Dadas dos familias de lenguajes FL1, FL2, denotamos mediante:

EH(FL1, FL2)

la familia de lenguajes L(γ) generados por sistemas H extendidos
γ = (V, T,A,R), con A ∈ FL1, R ∈ FL2.

Es fácil demostrar el siguiente resultado complementario del Lema de Pre-
servación de la Regularidad.

Lema 3 REG ⊆ EH(FIN,FIN).

Los resultados conocidos sobre la capacidad generativa de los sistemas H
extendidos se resumen en la Tabla 1 de la página 45, donde en la intersección
de la fila FL1 con la columna FL2 aparece o bien la familia EH(FL1, FL2) o
dos familias FL3, FL4 tales que FL3 ⊂ EH(FL1, FL2) ⊆ FL4. Estas familias
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FIN REG,LIN,CF,CS,RE

FIN REG RE

REG REG RE

LIN LIN,CF RE

CF CF RE

CS RE RE

RE RE RE

Tabla 1: La capacidad generativa de los sistemas H extendidos.

FL3, FL4 son las mejores estimaciones posibles de entre las seis familias que
consideramos aqúı.

Tal como se ve, la única familia que no coincide con una sola de las de la
jerarqúıa de Chomsky es EH(LIN,FIN). Obsérvese también que la familia de
lenguajes independientes del contexto no tiene caracterización en términos de
sistemas H. Recientemente [28], se ha obtenido una caracterización de ella en
términos de sistemas H con reglas u1#u2$u3#u4 cuyas cadenas u1, u2, u3, u4

son todas de longitud como máximo uno pero cuya aplicación está regulada por
contextos permisivos (cada regla tiene ciertos śımbolos asociados y se puede
emplear para empalmar dos cadenas sólo si tales śımbolos asociados están
presentes en las mismas).

Estos sistemas H controlados, que son el equivalente de las gramáticas
independientes del contexto reguladas en la teoŕıa “clásica”de lenguajes for-
males, fueron propuestos para responder a la siguiente dificultad. De acuerdo
con el Lema de Regularidad, los sistemas H finitos pueden computar a lo sumo
al nivel de los autómatas finitos. Trabajar con conjuntos infinitos de reglas de
empalme, como en el Lema Básico de Universalidad, no tiene interés práctico.
En la demostración del Lema Básico de Universalidad se puede comprobar
que el conjunto de reglas es infinito precisamente para controlar la aparición
de ciertos śımbolos en las cadenas empalmadas, y esto es exactamente para
lo que sirven los contextos permisivos. Aśı pues, los sistemas H con conjuntos
finitos de reglas de empalme controladas por contextos permisivos permiten
caracterizar los lenguajes recursivamente enumerables. Se alcanza idéntico re-
sultado si se usan contextos prohibitivos (estos dos tipos de sistemas H son
los equivalentes a las gramáticas de contexto aleatorio). Se pueden encontrar
muchas otras clases de sistemas H controlados en [34].

Un procedimiento alternativo para obtener sistemas H finitos que sean
capaces de caracterizar los lenguajes recursivamente enumerables consiste en
seguir el modelo que es habitual en la teoŕıa de sistemas de gramáticas, a saber,
distribuir los elementos del sistema H (los axiomas y las reglas de empalme)
de tal manera que tengamos diversos sistemas H como componentes que co-
operen de una manera determinada en la generación de un lenguaje único.
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Nos remitimos de nuevo a [34] para los detalles, y solamente mencionaremos
dos tipos de resultados que son comunes en este terreno: la caracterización de
los lenguajes recursivamente enumerables mediante sistemas con un número
pequeño de componentes y la misma caracterización por medio de sistemas
con componentes pequeños (es decir, con pocas reglas en cada componente).

Todas estas caracterizaciones de los lenguajes recursivamente enumerables
pueden ser consideradas como pruebas teóricas de la posibilidad de diseñar “or-
denadores”de ADN basados en la operación de empalme que sean programa-
bles: las correspondientes clases de sistemas H exhiben ciertas propiedades de
universalidad, esto es, existen mecanismos fijos que pueden simular cualquier
otro mecanismo dado con sólo introducir un “código”del mecanismo simulado
(como axioma) en aquél.

OTROS VÍNCULOS ENTRE LA TEORÍA DE LENGUAJES FORMALES Y LA COM-

PUTACIÓN CON ADN

Los dispositivos de generación de lenguajes que hemos considerado en las
secciones anteriores se basan en operaciones con cadenas y lenguajes (anilla-
miento y empalme) que son nuevas en la teoŕıa de lenguajes formales. De esta
forma han nacido nuevas ramas de la teoŕıa, la más desarrollada de las cuales
es probablemente la teoŕıa de los sistemas H, sobre los cuales se han publicado
más de doscientos trabajos hasta el momento. Por otro lado, los lenguajes de
intercalación gemela y los autómatas finitos de muchas cabezas son “material
viejo”de la teoŕıa de lenguajes formales. Asimismo, otras nociones antiguas en
este mismo sentido resultan tener interpretaciones o aplicaciones interesantes
en la computación molecular y ofrecen, de esta manera, motivaciones para
nuevos desarrollos.

Un caso t́ıpico de ello son las operaciones de inserción-supresión. Estas
operaciones fueron investigadas por razones lingǘısticas ya en [14]. La inserción
es también la operación esencial de las gramáticas contextuales de Marcus [22].
En el área del ADN, la inserción de pequeñas secuencias de nucleótidos es una
operación frecuente in vivo, y también se puede ejecutar in vitro mediante el
anillamiento no emparejante u otras técnicas. Los detalles se pueden encontrar
en [20] y [19]; para un estudio amplio de los sistemas de inserción-supresión,
remitimos a los caṕıtulos correspondientes de [32] y [34].

Un caso parecido es el de la operación de duplicación. Pasar de xuy a xuuy
es tanto una operación simple en un lenguaje formal como una transformación
posible de una secuencia de ADN. Lo que no es tan simple es el estudio del
comportamiento de la duplicación con respecto a las clases de lenguajes de la
jerarqúıa de Chomsky. Por ejemplo, iteremos esta operación. Partimos de un
conjunto de cadenas, L ⊆ V ∗, producimos todas las cadenas posibles obteni-
das duplicando subcadenas de las cadenas de L e iteramos este procedimiento.
Denotamos mediante D(L) el lenguaje resultante. Cuando V contiene sola-
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mente dos śımbolos, si L es un lenguaje regular entonces D(L) también lo es
([7]), pero para alfabetos arbitrarios esto no es necesariamente aśı ([46]): hay
cadenas w tales que D({w}) no es un lenguaje regular. Todav́ıa no conocemos
si D({w}) es un lenguaje independiente del contexto para cualquier cadena w.

Otra relación interesante entre el ADN y la teoŕıa de lenguajes formales,
que también conduce a un resultado teórico muy sorprendente, la propone
Salomaa en [44]: los sistemas D0L de Watson-Crick. La idea es bien simple. Al
igual que en el caso del ADN, para cada alfabeto V consideremos un alfabeto
gemelo, V , que consta de las versiones con barra de los śımbolos de V . Tome-
mos una cadena w ∈ (V ∪V )∗ y el morfismo g definido por g(a) = a, g(a) = a,
para todo a ∈ V . Digamos que la cadena w es mala si contiene más śımbolos
con barra que sin barra. Si w es mala, obviamente g(w) es buena. Un sistema
D0L de Watson-Crick es un sistema D0L ordinario G = (V, h,w), donde w es
una cadena buena, que funciona como sigue: comienza con w y produce h(w);
si esta cadena es buena, entonces continúa; si es mala, la sustituye por g(h(w))
y continúa; y aśı sucesivamente. La única diferencia, por tanto, con respecto
al modo usual de funcionamiento de un sistema D0L es que siempre que se
obtiene una cadena mala la reemplazamos por su cadena complementaria y
continuamos la reescritura a partir de ésta.

Es sabido que los sistemas D0L tienen una capacidad generativa bastan-
te reducida (existen incluso lenguajes finitos que no son D0L, la función de
crecimiento de un sistema D0L es de una forma bien determinada, etc.). En
[44] se demuestra que el rasgo adicional de trabajar siempre con cadenas bue-
nas, utilizando eventualmente el morfismo complementador g, incrementa la
capacidad de los sistemas D0L. El nivel de incremento de capacidad no se ha
conocido hasta muy recientemente, y el resultado es totalmente inesperado:
todas las funciones recursivas pueden ser computadas por medio de sistemas
D0L de Watson-Crick, en el sentido de que el paso de una cadena que codi-
fica el argumento de la función a otra que codifica el valor de la misma para
ese argumento puede ser ejecutado por un sistema D0L de Watson-Crick. La
prueba de este resultado propio de la teoŕıa de lenguajes formales está basa-
da en la teoŕıa de funciones recursivas y puede consultarse en [45]. Nos sirve
para insistir de nuevo en el poder de la complementariedad, ya visible en los
sistemas adherentes y en los autómatas de Watson-Crick, y es uno de los re-
sultados más “puramente” de teoŕıa de lenguajes formales sugeridos por la
computación con ADN.

SISTEMAS P Y GRAMÁTICAS MATRICIALES

Otro impulso para nuevos desarrollos, en una dirección no tradicional,
procede del terreno de la computación con membranas. La idea original tiene
que ver con la evidencia de que una célula viva puede ser vista como un
mecanismo computacional, sin más que interpretar que los procesos qúımicos
que tienen lugar en su compleja estructura son procesos de manipulación de
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información. Ello ha llevado a considerar un modelo de computación (llamado
sistema P) que consta de una estructura de membranas con multiconjuntos
de objetos situados en las regiones de que se compone y que evolucionan
conforme a ciertas reglas de evolución. Para los detalles, remitimos a [33],
donde se introdujo el modelo, y a [3], que es un primer panorama general.

Se conocen muchas variedades de sistemas P, la mayoŕıa de las cuales
son computacionalmente universales (caracterizan la familia de conjuntos re-
cursivamente enumerables de números naturales). La herramienta esencial en
todas las demostraciones de universalidad es una forma normal clásica para
gramáticas matriciales (propuesta ya en 1965).

Una gramática matricial con comprobación de aparición es una estructura
G = (N,T, S,M,F ), donde N,T son alfabetos disjuntos, S ∈ N , M es un
conjunto finito de secuencias de la forma (A1 → x1, . . . , An → xn), n ≥ 1, de
reglas independientes del contexto sobre N ∪ T (con Ai ∈ N,xi ∈ (N ∪ T )∗,
en todos los casos) y F es un conjunto de ocurrencias de reglas en M (N es el
alfabeto no terminal, T es el alfabeto terminal, S es el axioma, y los elementos
de M se llaman matrices).

Dados w, z ∈ (N∪T )∗, escribimos w =⇒ z si existen una matriz (A1 → x1,
. . . , An → xn) de M y cadenas wi ∈ (N ∪ T )∗, 1 ≤ i ≤ n + 1, tales que w =
w1, z = wn+1 y, para cualesquiera i, 1 ≤ i ≤ n, o bien wi = w′

iAiw
′′
i , wi+1 =

w′
ixiw

′′
i , con w′

i, w
′′
i ∈ (N ∪ T )∗, o bien wi = wi+1, Ai no aparece en wi y la

regla Ai → xi forma parte de F . (Las reglas de una matriz se aplican en orden,
dejando de lado eventualmente las de F que no se puedan aplicar; decimos que
se aplican en el modo de comprobación de aparición.)

El lenguaje generado por G se define como L(G) = {w ∈ T ∗ | S =⇒∗ w}.
La familia de lenguajes de esta forma se representa con MAT λ

ac. Si F = ∅, se
dice que G es sin comprobación de aparición. La familia de lenguajes generados
por este último tipo de gramáticas se representa con MAT λ. Si no se permiten
reglas de borrado, quitamos el supeŕındice λ.

Es conocido que CF ⊂ MAT ⊂ MATac ⊂ CS ⊂ MAT λ
ac = RE,MAT ⊆

MAT λ ⊂ RE. Otros detalles sobre las gramáticas matriciales se pueden en-
contrar en [8] y [40].

He aqúı un ejemplo simple de una gramática matricial que genera el len-
guaje no independiente del contexto {anbncn | n ≥ 1}, ya considerado en la
sección Prerrequisitos de Teoŕıa de Lenguajes Formales:

G =
{ {S,A,B,C}, {a, b, c}, S, ∅,
{(S → ABC), (A→aA,B→bB,C→cC), (A → a,B → b, C → c)}

}

Obsérvese que esta gramática contiene una sola regla no regular, S → ABC,
y todas las demás son regulares: ello es ilustrativo de la potencia de las
gramáticas matriciales, porque el lenguaje L(G) es no independiente del con-
texto.
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Se dice que una gramática matricial G = (N,T, S,M,F ) está en forma
normal binaria si N = N1 ∪ N2 ∪ {S,#}, siendo mutuamente disjuntos estos
tres conjuntos, y las matrices de M son de alguna de las siguientes formas:

1. (S → XA), con X ∈ N1, A ∈ N2,

2. (X → Y,A → x), con X,Y ∈ N1, A ∈ N2, x ∈ (N2 ∪ T )∗, |x| ≤ 2,

3. (X → Y,A → #), con X,Y ∈ N1, A ∈ N2,

4. (X → λ,A → x), con X ∈ N1, A ∈ N2, x ∈ T ∗.

Además, hay que resaltar que existe una única matriz de tipo 1 y que F consta
exactamente de todas las reglas A → # que aparecen en las matrices de tipo
3. # es un śımbolo-trampa: una vez introducido, ya no es posible quitarlo.
Las matrices de tipo 4 se emplean sólo una vez, en el último paso de una
derivación.

Según el Lema 1.3.7 de [8], para cada gramática matricial G existe una
gramática matricial equivalente G′ en forma normal binaria. Si G es sin com-
probación de aparición, también lo es G′.

Sea G = (N,T, S,M,F ) una gramática matricial arbitraria y denotemos
con ac(G) la cardinalidad del conjunto {A ∈ N | A → α ∈ F}. A partir de la
construcción de la prueba del Lema 1.3.7 de [8], se puede ver que si partimos de
una gramática matricial G y obtenemos G′ en forma normal binaria, entonces
ac(G′) = ac(G).

Por [30] sabemos que cualquier lenguaje recursivamente enumerable pue-
de ser generado por una gramática matricial con comprobación de aparición
que contiene como máximo seis śımbolos no terminales. Ahora bien, en la de-
mostración de [30] todos estos śımbolos no terminales se utilizan en el modo
ac. Con ocasión de la aplicación en la computación con membranas, [12] ha
mejorado el resultado de [30]: todo lenguaje recursivamente enumerable puede
ser generado por una gramática matricial con un máximo de cinco śımbolos no
terminales de los cuales un máximo de cuatro se emplean en el modo ac. Útil
para los sistemas P es otro resultado de [12]: si no nos fijamos en el número
total de śımbolos no terminales, sino en los que efectivamente se usan en las
reglas de comprobación de aparición, vemos que son sólo tres.

En consecuencia, a las propiedades de una gramática matricial G en forma
normal binaria podemos añadir el hecho de que ac(G) ≤ 3. Esta es la llamada
forma normal binaria fuerte para las gramáticas matriciales. Gracias a esta
forma mejorada del resultado de [8], en [11] se demuestra que tres jerarqúıas
sobre el número de membranas, de las que no se conoćıa antes si eran finitas
o infinitas, realmente se colapsan, dado que en los tres casos bastan cinco
membranas para obtener sistemas P universales. Como no tenemos la certeza
de que este resultado sea óptimo, se nos plantea el siguiente doble problema
abierto: cómo mejorar el resultado de [12] y/o cómo mejorar las pruebas de
[11]. La interacción entre lo clásico y lo moderno se aprecia muy bien en este
contexto.
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MULTICONJUNTOS QUE REESCRIBEN

Muy relevante desde el punto de vista de este art́ıculo es el hecho de que los
sistemas P son una especie de sistemas de gramáticas, que se ocupan de generar
un conjunto de multiconjuntos (en [21], a un conjunto aśı se le denomina
macroconjunto) de una manera distribuida. Ello plantea el reto de procesar
macroconjuntos de una manera no distribuida, en un estilo “a lo Chomsky”, o,
lo que es lo mismo, de reconstruir la teoŕıa de lenguajes formales sin atención
al orden de los śımbolos e identificando aquellas cadenas que compartan la
misma aplicación de Parikh.

Para comodidad del lector, traemos aqúı algunas definiciones y resultados
de [21] que dan una primera respuesta a la cuestión anterior.

Un multiconjunto sobre un alfabeto V es una aplicación µ : V −→ N.
Representamos con V # el conjunto de todos los multiconjuntos sobre V . La
unión, intersección, inclusión y diferencia de dos multiconjuntos se definen de
manera natural (cfr., e.g., [48]). Dado un multiconjunto µ, se denota mediante
|µ| su peso, definido como |µ| =

∑
a∈V µ(a); para U ⊆ V , escribimos |µ|U =∑

a∈U µ(a).

Una gramática de multiconjuntos es una estructura G = (N,T,A, P ), don-
de N,T son alfabetos disjuntos, el no terminal y el terminal respectivamente
(representamos su unión con V ), A ⊆ V # es un macroconjunto finito sobre V
(sus elementos se denominan axiomas) y P es un conjunto finito de reglas de
reescritura de multiconjuntos (abreviadamente, reglas) de la forma µ1 → µ2,
donde µ1, µ2 son multiconjuntos sobre V y |µ1|N ≥ 1.

Dados dos multiconjuntos α1, α2 sobre V , escribimos α1 =⇒r α2, para
alguna r : µ1 → µ2 ∈ P , si µ1 ⊆ α1 y α2 = (α1−µ1)∪µ2. Si r se sobreentiende
por el contexto, entonces escribimos =⇒ en lugar de =⇒r. Se designa mediante
=⇒∗ la clausura reflexiva y transitiva de la relación =⇒. El macroconjunto
generado por G se define como:

M(G) = {β ∈ T# | α =⇒∗ β, con α ∈ A}.
Una clasificación natural “a lo Chomsky”de tales gramáticas es la si-

guiente:

1. Las gramáticas G como las de arriba se llaman arbitrarias.

2. Si |µ1| ≤ |µ2| para todas las reglas µ1 → µ2 de P , entonces G recibe el
nombre de monótona.

3. Si |µ1| = 1 para todas las reglas µ1 → µ2 de P , entonces G se denomina
independiente del contexto.

4. Si |µ1| = 1 y |µ2|N ≤ 1 para todas las reglas µ1 → µ2 de P , entonces G
es lineal.
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No disponemos de un equivalente directo de las gramáticas regulares,
pero podemos considerar la siguiente subclase de las gramáticas lineales:

5. Si G es una gramática lineal de multiconjuntos tal que, para cada regla
µ1 → µ2 de P , si µ1(ai) > 0, µ2(aj) > 0, con 1 ≤ i < j ≤ n, entonces
µ2(ak) > 0 para cualquier i ≤ k ≤ j, en esas circunstancias G se llama
local. (Siempre incrementamos el número de copias de los objetos que
son adyacentes en la ordenación de V ).

Designamos mediante mARB, mMON, mCF, mLIN, mLOC las familias
de macroconjuntos generados por gramáticas de multiconjuntos arbitrarias,
monótonas, independientes del contexto, lineales y locales, respectivamente.
Dada una familia F de lenguajes, PsF denota la familia de conjuntos de Parikh
de vectores asociados con lenguajes de F . La familia de todos los lenguajes
semilineales se representa por SLin.

También podemos considerar gramáticas matriciales de multiconjuntos,
como una extensión directa de la definición para cadenas. Siempre tomamos
únicamente gramáticas matriciales con reglas independientes del contexto.
Añadimos la letra m delante de las notaciones para las familias matriciales
de cadenas, obteniendo aśı las notaciones correspondientes para las familias
matriciales de macroconjuntos: mMAT,mMAT λ,mMATac, y mMAT λ

ac.
Diversas relaciones entre estas familias fueron establecidas en [21], en la

forma del siguiente:

Teorema 10 (Teorema de Jerarqúıa de Macroconjuntos) Entre las familias
de macroconjuntos se cumplen las relaciones expresadas en el diagrama de la
Figura 10, donde las flechas indican inclusiones estrictas de las familias de
abajo en las familias de arriba, con la única excepción de la flecha junto a la
que hay un signo de interrogación, cuyo carácter de inclusión propia es todav́ıa
una cuestión abierta.

Obsérvense en esta figura las igualdades mMON = mMAT , mARB =
mMAT λ, que contrastan con las inclusiones propias MAT ⊂ CS, MAT λ ⊂
RE para el caso de cadenas. Asimismo, es digno de mención que la inclusión
estricta mMON ⊂ mARB se sigue de un “viejo” resultado, probado en un
contexto teórico completamente diferente [17].

Muchas preguntas permanecen abiertas en esta área. Creemos que el asun-
to merece una investigación más profunda, que conduzca posiblemente a una
significativa FMT (teoŕıa formal de macroconjuntos), siguiendo el modelo de
la FLT (teoŕıa de lenguajes formales).
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mFIN = PsFIN

mLOC

mLIN = mCF = PsREG = PsLIN = PsCF = SLin

mMON = mMAT = PsMAT
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�

�

�
�
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mMATac = PsMATac

PsCS

mARB = mMAT λ = PsMAT λ �

mMAT λ
ac = PsRE = PsMAT λ

ac
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Figura 10. Jerarqúıa de familias de macroconjuntos.

OBSERVACIONES FINALES

Hemos presentado varios temas que están en la zona de confluencia entre
la teoŕıa de lenguajes formales y la computación molecular (especialmente, la
computación con ADN y la computación con membranas), como son: el “iso-
morfismo”entre las moléculas de ADN y los lenguajes de intercalación gemela,
los sistemas adherentes y de empalme, los autómatas de Watson-Crick, los
sistemas de inserción-supresión, el modelo YAC, los sistemas D0L de Watson-
Crick y los sistemas P. Podŕıamos encontrar en la bibliograf́ıa bastantes otros
temas de similares caracteŕısticas. En ocasiones, las nociones de la teoŕıa de
lenguajes formales y de autómatas son interpretadas y usadas en el contexto
de la computación con ADN o con membranas; otras veces, a la inversa, la
manipulación del ADN in vivo o in vitro o la modelización del funcionamiento
celular sugieren nuevos desarrollos en la teoŕıa de lenguajes formales. Lo pri-
mero demuestra que la teoŕıa de lenguajes formales almacena aún una cantidad
importante de recursos no utilizados. Lo segundo permite prever un vigoroso
desarrollo de la misma, con motivaciones nuevas vinculadas a la computación
molecular, en un futuro cercano.
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[12] R. Freund y Gh. Păun, On the number of variables in graph-grammars, pro-
grammed grammars, and matrix grammars, en Proceedings of the Conference on
Universal Machines and Computations, Chişinău, Lecture Notes in Computer
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