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LAS MEDALLAS FIELDS
Seccidén a cargo de

Adolfo Quirés Gracian

Las Medallas Fields de 2002

por

Adolfo Quirés Gracian

Aunque sea con algin retraso, LA GACETA quiere celebrar la concesion
de las Medallas Fields en el Congreso Mundial de Mateméticos de Pekin
con una resena del trabajo de los galardonados. Continuamos asi una
tradicién, necesariamente breve, que comenzo ya en el primer ano de vida
de la Gaceta con un articulo analogo a éste sobre las Medallas Fields de
1998.

Los PREMIADOS, EL COMITE, LAS CIRCUNSTANCIAS...

Igual que ha sucedido en todos los Congresos desde el celebrado en Oslo en
1936, uno de los momentos culminantes del Congreso Mundial de Matematicos
de Pekin 2002 fue el anuncio de los galardonados con la Medalla Fields, la en-
trega de las mismas, y la presentacién del trabajo de los medallistas por reco-
nocidos expertos. En el Congreso de Pekin los galardonados han sido el francés
Laurent Lafforgue, del Institut des Hautes Etudes Scientifiques (IHES) en
Bures-sur-Yvette, cerca de Paris; y el ruso Vladimir Voevodsky, del Insti-
tute for Advanced Study (IAS) de Princeton.

Como es tradicional, todo el ceremonial relacionado con las Medallas
Fields se realizé en el marco de la sesién inagural, celebrada el 20 de agos-
to de 2002 y presidida por el entonces Presidente de la Repiblica Popular
China, Jiang Ze Ming, quien entregd las medallas. El encargado de presentar
los trabajos de Lafforgue fue el director de su tesis doctoral, Gérard Laumon,
de la Universidad de Paris XI (Orsay), mientras que los trabajos de Voevodsky
fueron presentados por Christoph Soulé del IHES, y compaifiero por tanto de
Lafforgue.
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El Comité que ha seleccionado las Medallas Fields de 2002 ha estado
presidido por Yakov G. Sinai (Universidad de Princeton, Estados Unidos),
siendo sus restantes miembros James Arthur (Universidad de Toronto, Ca-
nadd), Spencer Bloch (Universidad de Chicago, Estados Unidos), Jean Bour-
gain (Institute for Advanced Study, Princeton, Estados Unidos), Helmut Hofer
(Courant Institute, Nueva York, Estados Unidos), Yasutaka Thara (Universi-
dad de Kyoto, Japén), H. Blaine Lawson (State University of New York, Stony
Brook, Estados Unidos), Sergei Novikov (Universidad de Maryland, Estados
Unidos), George Papanicolau (Universidad de Stanford, Estados Unidos) y
Efim Zelmanov (Universidad de Yale, Estados Unidos).

Dicho Comité ha reconocido a Laurent Lafforgue “por haber realizado
un gran avance en el Programa de Langlands, poniendo asi de manifiesto
nuevas conexiones entre la teoria de nimeros y el andlisis”. Anaden que el
trabajo de Lafforgue “se caracteriza por su formidable poderio técnico, su
profunda visién y lo tenaz y sistematico de sus métodos de trabajo”. En cuanto
a Vladimir Voevodsky, la Medalla se le concede “por desarrollar nuevas teorias
cohomoldgicas para variedades algebraicas, abriendo asi nuevas perspectivas
en teoria de nimeros y geometria algebraica”. Su trabajo “se caracteriza por la
habilidad para tratar ideas extremadamente abstractas con sencillez y flexibi-
lidad, y para emplear dichas ideas en la resolucién de problemas matematicos
concretos”.

Antes de presentar el trabajo de
los premiados, nos gustaria comen-
tar algunas de las “circunstancias”
que se dan en las Medallas Fields
de 2002. La primera, evidente, es
que se han otorgado sélo dos me-
dallas, en lugar de las “tradiciona-
les” cuatro. Ponemos tradicionales
entre comillas porque no es un he-
cho insdlito. Desde que, en 1966, se
amplié el niimero de posibles Meda-
llas Fields de dos a cuatro, ha ha-

Vladimir Voevodsky, Jiang Zemin, bido otras tres ocasiones en que no
Jacob Palis (Presidente de IMU) y se alcanzé el maximo: en 1974 tam-
Laurent Lafforgue bién se concedieron sélo dos meda-

llas, mientras que en 1982 y 1986 los
medallistas fueron tres. Es evidente que ni en esta ocasién ni en las anteriores
faltaban candidatos, asi que probablemente la explicacion sea la obvia: el Co-
mité no consiguié ponerse de acuerdo en quiénes eran los claros merecedores
de las restantes posibles medallas.

También merece destacarse que Lafforgue y Voevodsky se ajustan en va-
rios aspectos al perfil tipico de los medallistas Fields. Mds alld de cumplir
la condicién no escrita de no haber cumplido los 40 afios (ambos nacieron en
1966), son estrellas emergentes, como demuestran sus recientes incorporaciones
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a plazas permanentes en dos de los més afamados Institutos de Matemaéticas,
el TAS y el IHES, y el que los dos hubiesen sido ya conferenciantes en el anterior
ICM de Berlin 1998. Ambos trabajan en lo que en los iltimos tiempos suele
llamarse Geometria Algebraica Aritmética, un area bien representada entre los
Medallas Fields, y sus resultados iluminan las relaciones entre varios campos
de las matematicas, una caracteristica comtn a muchos de los logros merece-
dores del reconocimiento de una Fields (como decia G.H. Hardy [H], “Una idea
matemdtica significativa o un teorema matemdtico serio debe ser general en
un cierto sentido de la palabra”). Desde el punto de vista de la “nacionalidad”,
entran en dos de los grupos maés frecuentes entre los medallistas: un francés y
un no americano (ruso en este caso) que trabaja en Estados Unidos [Q)].

Esta condicién de no americano que trabaja en Estados Unidos se da
también en los tres Medallas Fields que formaban parte del Comité, Bour-
gain, Novikov y Zelmanov, y nos lleva a hacer un comentario sobre el notable
predominio de matemaéticos afincados en norteamérica entre los miembros del
Comité que ha propuesto a los galardonados con las Medallas en 2002. Es
un hecho que vivimos un momento histérico en el que la influencia que ejer-
cen (o al menos intentan ejercer) los Estados Unidos puede llegar a resultar,
por decirlo suavemente, abrumadora. jSucede esto también en el marco més
restringido de las matematicas?

Laurent Lafforgue, antes de impartir la primera conferencia plenaria del
Congreso Mundial, dijo que habria preferido hablar en francés, y que “el actual
dominio del mundo entero por un solo pais —sean cuales sean sus méritos— por
una sola cultura y por una sdla lengua puede ser contraproducente para la diver-
sidad de pensamiento”. Probablemente este comentario de Lafforgue tuviese
un caracter general, puesto que en matematicas los criterios fundamentales
de calidad y belleza parecen ser todavia independientes de la nacionalidad.
Y de hecho en nuestra ciencia hay al menos un foco muy importante que no
se encuentra en Estados Unidos: la regién parisina es uno de los lugares del
mundo con mayor densidad matemdtica. Sin ir més lejos, nada menos que siete
Medallas Fields, incluido Lafforgue, son o han sido miembros permanentes del
THES, y los dos encargados de presentar los resultados de los medallistas de
2002 trabajan también en la banliéu sur de Paris.

A pesar de ello, es evidente que el inglés es practicamente la inica lengua
en uso actualmente en la comunidad matematica internacional. Pero, contra la
opinién de Lafforgue, pensamos que el que haya una lengua “sean cuales sean
sus méritos” que nos sirva de facto como lingua franca facilita enormemente
la comunicacion. Sin embargo, creemos que Lafforgue tiene razon al senalar el
riesgo de que el enorme poder econémico y cientifico de los Estados Unidos pase
de permitirles atraer a los mejores cabezas del planeta a influir excesivamente
en el modelo de pensamiento, o de actividad matemaética en nuestro caso, que
debe prevalecer en todo el mundo.

Antes de hablar del trabajo de los galardonados, debemos advertir que
se trata de resultados de gran dificultad técnica. Hemos intentado dar una
presentacién en la que se citen los principales objetos y algo del contexto en el



198 LAS MEDALLAS FIELDS

que aparecen, pero lo hemos hecho de manera deliberadamente vaga. A quien
esto le sepa a poco, le recomendamos leer los seminarios Bourbaki [F, K, Lal],
las conferencias de los propios Lafforgue y Voevodsky en el ICM de Berlin
1998 [L1, V], o las laudatio de Pekin [La2, S]. Por otra parte, puede haber
lectores que deseen una presentacion mas breve. Con motivo de la concesion
de las Medallas Fields se han publicado varias, de las que nosotros sugerimos
que lean [BX]. Finalmente, si alguien desea una exposicién breve pero técnica,
puede optar por [FRS].

Los TRABAJOS DE LAURENT LAFFORGUE

Laurent Lafforgue nacié el 6 de noviembre de 1966 en Antony (Francia).

Se licenci6 en 1986 en la Ecole Normale Supérieure de Parfs y se incorporé al
CNRS como chargé de recherche en 1990. En esta condicién se unio al equipo
de Aritmética y Geometria Algebraica de la Universidad de Paris-Sur (Orsay),
donde en 1994 leyé su tesis doctoral titulada D-chtoucas de Drinfeld. En 2000
ascendié a directeur de recherche del CNRS, todavia en Orsay, y en noviembre
de ese mismo ano se incorpord al IHES como Profesor Permanente.

Que los resultados de Lafforgue eran im-
portantes habia sido ya reconocido con ante-
rioridad. En Francia ha recibido el Priz Peccot
(1996) y el Grand Priz Jacques Herbrand de la
Academia de Ciencias (2001). A nivel interna-
cional, el recientemente creado Clay Mathema-
tics Institute le concedié en 2000 un Clay Re-
search Award en el transcurso de la misma cere-
monia en que se anunciaron los Millennium Pri-
ze Problems. No resulta sorprendente por tanto
que el nombre de Laurent Lafforgue figurase en
muchas quinielas sobre potenciales ganadores de
una Medalla Fields en 2002.

Como se ha indicado al principio de esta
nota, los trabajos de Lafforgue constituyen una
importante contribucién al Programa de Lan-
glands, que tiene su origen en las ideas conte-
nidas en una carta que el entonces joven ma-
Laurent Lafforgue con tematico canadiense Robert Langlands envié a

su Medalla Fields André Weil en enero de 1967 (se puede encon-
trar una excelente exposicién en [Ge]). Para dar

una primera impresién del interés de las ideas de Langlands apelaremos a un
argumento de autoridad y citaremos a William Browder: “El papel unificador
de los grupos de simetria en geometria, tan agudamente expuesto por Felix
Klein en su Programa de Erlangen, ha conducido a un siglo de progreso. Un
digno sucesor del Programa de Erlangen parece ser el programa de Langlands
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de utilizar representaciones infinito dimensionales de grupos de Lie para ilu-
menar la teoria de nimeros”.

En el Programa de Langlands hay implicito un cuerpo base, F', que en
la llamada “situacién global” puede ser un cuerpo de niimeros algebraicos, el
cuerpo de funciones de una curva algebraica definida sobre un cuerpo finito, o
el cuerpo de funciones de una curva algebraica definida sobre C, es decir, una
superficie de Riemann. El caso resuelto por Lafforgue es el segundo, cuerpos
de funciones sobre cuerpos finitos, aunque quizé el de mayor interés sea el de
cuerpos de nimeros. En cualquier caso, hay similitudes y diferencias entre las
tres situaciones pero, dados los objetivos de este articulo, no entraremos en
demasiados detalles.

Si es importante recordar que hay también versiones “locales” de la corres-
pondencia de Langlands, donde en lugar de los cuerpos globales de los tres casos
anteriores aparecen cuerpos locales. Para entender la diferencia, quiza es mas
sencillo pensar en los cuerpos de funciones. Estos cuerpos globales representan
funciones algebraicas “meromorfas” en una curva, esencialmente cocientes de
polinomios. Si nos fijamos sélo en lo que sucede en un punto (o con mayor
precisién, en un lugar, para tomar en consideracién el cuerpo de definicién)
de la curva, tendremos las funciones meromorfas en dicho punto, que tras
completar dan lugar a un cuerpo de series de Laurent, que es el cuerpo local
correspondiente a ese punto. Si el cuerpo base es Q, sus lugares (finitos) son los
primos, y para cada primo p hay una norma p-adica (ligada a la divisibilidad
entre potencias de p, y por tanto de indudable interés aritmético), que permite
ver Q como un espacio métrico cuyo completado, los nimeros p-ddicos Q,, son
el cuerpo local en p. ; Qué relacion tiene esto con el valor absoluto usual? Pues
si se mira bien mucha. El cuerpo Q tiene, ademés de los primos, un lugar en
el infinito, cuyo cuerpo local es Q completado con la norma usual, es decir
Qs = R. Si uno piensa en un cuerpo de nimeros F' cualquiera, los cuerpos
locales correspondientes a lugares finitos, esto es, a los primos en el anillo de
enteros de F', son extensiones finitas de los Q,, mientras que en los lugares
en el infinito (que son las inmersiones de F' en R o C) los cuerpos locales son
precisamente R o C.

La idea de “lugar en el infinito” es una de las analogias fructiferas entre
cuerpos de nimeros y cuerpos de funciones de curvas algebraicas. Ambos tipos
de cuerpos son los cuerpos de fracciones de anillos de Dedekind, y los lugares
en el infinito recogen la idea de puntos en el infinito de las curvas, jque son
proyectivas! Es por tanto razonable, y 1til, pensar que también Q tenga puntos
en el infinito. Por ejemplo, el resultado de que una funcién meromorfa sobre
una curva tiene igual nimero de ceros que de polos (contando por supuesto
los puntos en el infinito), se refleja en Q en la siguiente férmula del producto:

H lz], =1, para todo = € Q,
p€Lugares
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donde Lugares incluye el lugar en el infinito p = oo, |-|, es la norma p-adica y,
| |0 €s la norma en p = oo, es decir, el valor absoluto usual. Desde este punto
de vista R no tiene mds privilegio sobre @, que el de resultar mas familiar a
la mayoria de nuestros lectores.

Intentaremos ahora dar unas pinceladas de lo que significan las ya citadas
palabras de Browder. Si F' es uno de los tipos de cuerpos globales que hemos
mencionado, un problema fundamental (en aritmética y/o en geometria) es
entender su grupo de Galois absoluto G := Gal(F'/F). Un camino para hacerlo
es estudiar las representaciones de GG, digamos que en el grupo lineal GL,., que
es el caso tratado por Lafforgue! (aunque las conjeturas generales de Langlands
se refieren a un grupo algebraico reductivo cualquiera). Para centrarnos, y por
seguir en la situacion de Lafforgue, si la caracteristica del cuerpo de funciones
Fesp (> 0), fijamos un primo ¢ # p y consideramos representaciones o : G —
GL,(Qy). (Como se ve, incluso en el caso global aparecen los cuerpos locales.
Por supuesto también son importantes las representaciones méas clédsicas o :
G — GL,.(C).)

La genial intuicién de Langlands fue que las
representaciones de GG debian estar ligadas a ob-
jetos mucho més analiticos, concretamente a las
llamadas representaciones automorfas cuspida-
les para GL,(Ap). Por Ap designamos los ade-
les de F', que es una herramienta para consi-
derar simultaneamente todas las localizaciones
de F'. Por ejemplo, para F' = Q, los adeles Ag
son el subgrupo de Hpgoo Q, formado por los
(xp) tales que |zp|, < 1 para todos los p excep-
to un ntmero finito. La diagonal da una inmer-
sién FF — Ap, y uno puede pensar en el espa-

™ | cio, L2, de funciones ¢ : GL,(F)\GL,(Ar) —
Q¢ cuyo cuadrado es integrable con respecto a
Robert Langlands una medida adecuada?, con ciertas simetrias, y

que satisfacen una condicion cuspidal®. El gru-
po GL,(Af) actia sobre L% por traslaciones a la derecha, y resulta que la
correspondiente representacién se descompone como suma de una familia {7}
de representaciones irreducibles de GL,(Ar) que son precisamente las repre-
sentaciones automorfas cuspidales.

Lo que Langlands conjeturd, y Lafforgue ha demostrado para el grupo
GL, y para F' un cuerpo de funciones sobre un cuerpo finito, es que hay una

1Si A es un anillo, GL,(A) es el grupo de las matrices cuadradas r x r con coeficientes
en A que son inversibles.

2La medida de Haar en el grupo cociente

3En el caso r = 2 no es otra cosa que la anulacién del término constante del desarrollo
de Fourier que caracteriza a las formas automorfas clasicas
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correspondencia, la Correspondencia de Langlands, entre representaciones del
grupo de Galois y representaciones automorfas cuspidales.

Vagamente, la correspondencia senala que “para toda representacion au-
tomorfa cuspidal w existe una representacion de Galois 0 : G — GL,(Qyp),
wrreducible y no ramificada en casi todos los primos, tal que los autovalores de
7w coinciden con los de la accion de los elementos de Frobenius inducida por o
(donde o es no ramificada), y reciprocamente”’. Se puede hacer esto més pre-
ciso en términos de una identidad entre las funciones L asociadas a w y a o, lo
que debe recordarnos a la Conjetura de Shimura-Taniyama-Weil (STW) que

demostré Andrew Wiles en los casos necesarios para probar el Ultimo Teorema
de Fermat. Recordemos que STW senalaba que toda curva eliptica sobre Q
debia ser modular, lo que se puede interpretar como que la funcién L de la
curva eliptica debe coincidir con la de una forma modular. De hecho la demos-
tracién de STW, que ha sido completada en 2000 por C. Breuil, B. Conrad,
F. Diamond y R. Taylor, se puede ver como un caso muy particular (aunque
extremadamente interesante y nada trivial) del Programa de Langlands para

Q.

Con anterioridad a los resultados de Laffor-
gue se habian demostrado otros casos notables
de la correspondencia de Langlands. El primer
paso importante lo dio Vladimir Drinfeld (Me-
dalla Fields en 1990) alrededor de 1988 cuando
probo la correspondencia para los mismos cuer-
pos que Lafforgue, pero sélo en el caso del gru-
po GLs. Sus ideas sirvieron de inspiracion para
muchos de los trabajos posteriores, incluidos los
de Lafforgue. En 1993 G. Laumon, M. Rapo-
port y U. Stuhler probaron la correspondencia
para cualquier G L, sobre un cuerpo local de ca-
racteristica positiva, es decir, los cuerpos locales
asociados a los globales estudiados por Drinfeld
y Lafforgue. M. Harris y R. Taylor demostraron
en 1998 que la correspondencia era cierta para

Vladimir Drinfeld cualquier GL, sobre los cuerpos locales p-adicos
(extensiones de @), que son los cuerpos locales
que aparecen al estudiar cuerpos de nimeros (poco después G. Henniart en-
contré una demostracién mas sencilla, aunque quiza no tan iluminadora, de
este caso). Por ltimo, y como ya hemos indicado, Lafforgue completé en 2000
[L2] varios anos de trabajo demostrando la correspondencia de Langlands para
cuerpos de funciones globales sobre cuerpos finitos, y también para cualquier
GL,. Hasta la fecha no se ha demostrado que la correspondencia de Langlands
sea cierta para cuerpos de numeros ni en el caso, no propuesto originalmen-
te por Langlands sino elaborado posteriormente por Drinfeld, de cuerpos de
funciones de curvas en caracteristica cero, es decir, superficies de Riemann.




202 LAS MEDALLAS FIELDS

Como dice Langlands en su recensién de [L2] para Mathematical Reviews,
“El argumento [de Lafforque] es largo, elaborado, y dificil’, de modo que nos
limitaremos a presentar el principal ingrediente de la prueba, los shtukas (o ch-
toucas en la transcripcion francesa), una expresioén coloquial rusa para “cosa’
cuya mejor traduccién al castellano parece ser “pieza”?. Una técnica muy im-
portante cuando se trabaja sobre un cuerpo de niimeros es comparar la funcion
Zeta de una variedad de Shimura con un producto de funciones L de formas
automorfas. La idea de Drinfeld, que ahora ha completado Lafforgue es que el
andlogo de las variedades de Shimura para G L, sobre un cuerpo de funciones
F son los espacios algebraicos Cht" que clasifican los chtoucas de rango r.
Drinfeld habfa definido unos mddulos de Drinfeld que eran de alguna manera
similares a curvas elipticas. Inspirandose en el diccionario entre subalgebras de
C[[t]][4] y ciertos haces en curvas desarrollado por Krichever en el curso de su
estudio algebro-geométrico de las ecuaciones de Korteweg-de Vries, Drinfeld
asocio a sus médulos unos haces localmente libres, o fibrados vectoriales, sobre
la curva X que define F'. Estos fibrados vectoriales con estructura adicional
son los chtoucas (sobre los que se puede encontrar informacién asequible en
[Go]).

El paso fundamental en la demostraciéon de la correspondencia de Lan-
glands es comprobar que, dada 7, existe o. Para lograrlo, Lafforgue demuestra
que las m que nos interesan pueden realizarse en la cohomologia ¢-adica de
Cht", y que ademds puede, simultaneamente, realizarse o.

Para hacerse una idea de la enorme dificultad técnica del resultado, baste
decir que los C'ht" no son variedades sino espacios algebraicos (definidos sobre
X x X, no sobre X), que no son completos (y son més “incompletos” cuanto
mayor es 7), y que no son ni siquiera de tipo finito. Pero Lafforgue consiguié
truncarlos usando el llamado poligono de Harder-Narasimhan, y reducirlos asi
a un nucleo esencial en el que pudo trabajar con éxito.

Terminaremos explicando brevemente la relacion entre la correspondencia
de Langlands y las leyes de reciprocidad, en la confianza de que esto justifique
las palabras de Browder en el sentido de que el Programa de Langlands debe
servir “para iluminar la teoria de nimeros”.

La primera y mas conocida de las leyes de reciprocidad, la ley de recipro-
cidad cuadrdtica, dice que, si p y ¢ son dos niimeros primos, el que la ecuaciéon
2?2 = ¢ mod p tenga o no solucién depende sélo del resto de p mod ¢ (o de
p mod 8 en el caso ¢ = 2), y nos dice también cudndo 2 = —1 mod p tiene
solucién en términos de p mod 4. Este sorprendente resultado lo demostré por
primera vez Gauss en las Disquisitiones Arithmeticae (1801), y estaba tan or-
gulloso de él que lo llamo Theorema Aureum. Pongamos este resultado en un

contexto ligeramente distinto.

Si F' es un cuerpo de numeros, su anillo de enteros O no es en general
un dominio de ideales principales y sus elementos no se factorizan de manera

4En su acepcién de “cada uno de los objetos que componen un conjunto”.
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Unica como producto de irreducibles. Sin embargo, todo ideal I de O se puede
escribir de manera tinica como producto de ideales primos (no necesariamente
principales ni distintos): I = [[P;. La ley de reciprocidad cuadratica nos dice
cémo se descompone el ideal generado por el primo racional p en el anillo de
enteros del cuerpo cuadratico Q(y/q) (o de Q(3)).

Otra forma de entender la descomposicién pO = [[ P; (al menos en el caso
no ramificado, donde los P; son todos distintos) es estudiar los llamados ele-
mentos de Frobenius, F'rp, € Gal(F/Q), que se caracterizan por dejar P; inva-
riante. Estos elementos estan determinados sdlo salvo conjugacion, y la corres-
pondiente clase de conjugacion, [F'rp|, determina totalmente la descomposicién
de pO. En el caso particular de F' = Q(i), se puede identificar Gal(Q(i)/Q)
con {+1} C C* mediante la representacién o : Gal(Q(i)/Q) — C* que envia
la conjugacién a —1. La parte de la ley de reciprocidad cuadratica pertinente
a este caso (soluciones de 22 = —1 mod p) nos dice que, para p impar, que

son precisamente los no ramificados, se tiene o(F'rp) = (—1)1)2_1. Este tipo de
formula explicita es la que se pretende extender con las leyes de reciprocidad
generales.

En 1920, E. Artin obtuvo una ley de reciprocidad general para exten-
siones abelianas, es decir, aquellas para las que Gal(F/Q) es un grupo abe-
liano (gracias al teorema de Kronecker-Weber un tal F' siempre estd con-

tenido en un cuerpo ciclotémico Q(e%)). Demostré que, dado un homo-
morfismo ¢ : Gal(F/Q) — C*, existe un entero N, y un caracter de Di-
richlet, Xo @ (Z/N,)* — C* tal que o(Frp) = Xo(p) para todo primo p
no ramificado en F'. Esta ley se puede expresar también como una igualdad
Lpg(o,s) = L(x, s), donde la funcién de la izquierda es la funcién L de Artin
y la de la derecha es una funcién L de Hecke (en el caso més general). Y si E
es un cuerpo de nimeros cualquiera y E% es su extensién abeliana maximal,
la ley de reciprocidad de Artin se puede ver también como un homomorfismo
explicito de reciprocidad rec : A% /E* — Gal(E®/E), donde A% son los ide-
les (Ag es el subgrupo de [],«,, Q, formado por los (z;) tales que [zp|, =1
para todos los p excepto un numero finito).

Todo esto constituye la teoria abeliana del cuerpo de clase, y la pregun-
ta obvia es jqué hacer si F//Q no es abeliana? La respuesta propuesta por
Langlands es: sustituir C* = GL;(C) por GL,, los caracteres de Hecke por re-
presentaciones automorfas, estudiar las correspondientes funciones L no abe-
lianas, etc., llegando asi a generalizar el morfismo rec y a obtener la relacién
entre G := Gal(F/F) y GL,(F)\GL,(Ar) dada por la correspondencia de
Langlands.

Los TRABAJOS DE VLADIMIR VOEVODSKY

Vladimir Voevodsky nacié en Rusia el 4 de junio de 1966. Se licencio
en 1989 en la Universidad Estatal de Mosct, y obtuvo el Doctorado en la



204 LAS MEDALLAS FIELDS

Universidad de Harvard en 1992. Tras diversas estancias como visitante en
el TAS, Harvard y el Instituto Max Planck de Bonn, se incorporé en 1996 a
Northwestern University, en Evanston (cerca de Chicago). En 2002 pasé a ser
Profesor en el IAS de Princeton.

Voevodsky habia sido Sloan Fellow entre 1996 y 1998 y, como con Laffor-
gue, el Clay Mathematics Institute habia reconocido el interés de sus trabajos
otorgandole sendas Clay Prize Fellowships en 1999 y 2000. Como se ve, tam-
poco en el caso de Voevodsky puede decirse que haya sido una sorpresa la
concesiéon de una Medalla Fields.

Ya hemos senalado que el Comité Fields consider6 que el trabajo de Voe-
vodsky “se caracteriza por la habilidad para tratar ideas extremadamente
abstractas con sencillez y flexibilidad, y para emplear dichas ideas en la reso-
lucién de problemas matematicos concretos”. El ejemplo mas notable de idea
extremadamente abstracta tratada por Voevodsky es su definicién de cohomo-
logia motivica, que a su vez ha empleado para resolver un problema concreto
(aunque nada sencillo): la Conjetura de Milnor en teoria K. Comentaremos
ambos temas para nuestros lectores.

Las teorias de homologia y de cohomologia
son maneras de asignar (funtorialmente) objetos
algebraicos a objetos topolégicos o geométricos.
La idea es que los objetos geométricos son
dificiles de entender directamente, y para estu-
diarlos es ttil empezar por mirar su reflejo en
un espejo algebraico, que es mas sencillo y nos
permite apreciar algunos aspectos esenciales del
objeto en cuestion, aunque no nos de toda la
informacién (igual que las imdgenes en los es-
pejos reales nos permiten apreciar los colores,
pero no las texturas de los objetos que reflejan).
Por poner un ejemplo trivial, para un espacio
topolégico X el “0-ésimo” grupo de cohomologia
singular, Hgmg(X ,Z), nos dird cuantas compo-
nentes conexas tiene X. Por supuesto el objetivo

Vladimir Voevodsky final es entender suficiente sobre la imagen alge-
braica como para poder recuperar la geometria.

Si X es una variedad algebraica (digamos proyectiva y lisa) sobre un cuer-
po k, hay diversas teorias cohomolégicas que se pueden asociar a X. Cudles
concretamente depende de k, pero sin dar detalles mencionaremos la cohomo-
logia de de Rham, la étale, la cristalina, o, en el caso k = C, la cohomologia
singular. Todas ellas han resultado ser extremadamente utiles en Geometria
Algebraica, tanto en su versién “cldsica” (sobre C), como en caracteristica
positiva (en particular sobre cuerpos finitos) y sobre todo en lo que se ha ve-
nido en llamar Geometria Algebraica Aritmética, cuyo objeto fundamental de
estudio son las variedades definidas sobre Q o, con mayor generalidad, sobre
cuerpos de ntumeros. De hecho, esta ultima situacién conduce de manera natu-
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ral al estudio de las anteriores, ya que una variedad definida sobre un cuerpo
de numeros se puede ver también sobre C; si uno mira un modelo entero y
estudia sus fibras se encuentra con variedades sobre cuerpos finitos; un proce-
so natural de localizacion lleva al estudio de variedades sobre cuerpos locales
(por ejemplo, sobre los niimeros p-adicos), etc.

Demos un ejemplo de la utilidad de las teorias que pueden sonar como mas
exdticas. Sea X una variedad sobre el cuerpo finito con g = p™ elementos I,
y, para cada extension Fyr de Fy, llamemos N, al niimero de puntos de X con
coordenadas en® F,r. La pregunta aritmética basica sobre X es ;cuanto va-
len los N,.? Andre Weil propuso recopilar toda esta informacién en la funcidn
Z, definida por la serie Z(X/Fq,t) == > 72, NT%, y conjetur6 (son las fa-
mosas Conjeturas de Weil) que esta funcién tendria interesantes propiedades:
debe ser racional, con ceros y polos de tamano determinado, satisfacer una
ecuacion funcional... También sugirié que deberia poder interpretarse coho-
molégicamente, y que las conjeturas debian poder deducirse de propiedades
de la cohomologia. Alexander Grothendieck (Medalla Fields en 1966) propuso
una cohomologia adecuada, la cohomologia étale, y Pierre Deligne (Medalla
Fields en 1978) la utilizé para demostrar completamente las Conjeturas de

Weil.

Dado que tiene importancia para el trabajo de Voevodsky, senalaremos
que la cohomologia étale se calcula por medio de la topologia étale, que no
es una topologia en el sentido habitual, sino una topologia de Grothendieck,
donde un abierto de X no es necesariamente un subconjunto U C X sino que
puede ser un morfismo U — X (en este caso concreto un morfismo étale,
de ahi el nombre de la topologia). Indicaremos también que contar puntos en
curvas sobre cuerpos finitos, que puede parecer un paradigma de esa extrema
inaplicabilidad de la Teoria de Nimeros que tanto parecia agradar a Hardy [H],
puede considerarse hoy Matemdtica Aplicada, pues encontrar curvas con mu-
chos puntos permite construir buenos cédigos correctores de errores y buenos
cédigos criptograficos.

Las diversas teorias cohomoldgicas para variedades algebraicas que hemos
mencionado tienen propiedades similares, y hay teoremas que comparan unas
con otras. Alexander Grothendieck, en una de sus geniales intuiciones, sugirio
que lo que sucedia en realidad es que no eran sino realizaciones de la ver-
dadera cohomologia, una suerte de “cohomologia universal” a la que llamo
cohomologia motivica.

Por seguir con la metafora del espejo, lo que sucede es que, tras reflejarse en
el espejo y antes de llegar a nuestros ojos , la luz ha pasado por un prisma que
la ha descompuesto. Asi pues, en lugar de ver la imagen algebraica del objeto
geométrico (su cohomologia motivica), hasta ahora sélo hemos sido capaces de
ver sus realizaciones “roja”, “amarilla”, “azul”, etc. (sus cohomologias étale,
cristalina, de de Rham...). Esta luz descompuesta no deja de resultar 1til, pero

5Técnicamente deberfamos decir “puntos definidos sobre...”.
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lo ideal seria recibir la luz blanca, que es la que nos transmite la imagen real
del objeto que estamos estudiando®.

De manera un poco més formal, sea V; la categoria de variedades al-
gebraicas proyectivas y lisas sobre el cuerpo k. La idea es que debe existir
una categoria de motivos (puros) sobre k, My, y un funtor de cohomologia
motivica, Ao : Vi — My, o si se prefiere, grupos de cohomologia motivica
para cada variedad X, H;,;(X), que sean universales. Es decir, que para
cada una de las cohomologias usuales h, o H*, exista un funtor realizacion,
que denotaremos simplemente real, tal que real o hy,o¢ = h, o si se prefiere,
real(H}, ,(X)) = H'(X). Estd claro por tanto por qué las distintas coho-
mologfas tienen comportamientos similares: son todas realizaciones (imagenes
por los funtores realgr, reals, realeris, realsing ... ) de un mismo objeto. En
particular, cualquier propiedad que podamos demostrar para la cohomologia

motivica se reflejara en todas las demés cohomologias.

Antes de continuar sefialaremos que deben existir también los motivos
mixtos, con los que no habria que limitarse a variedades proyectivas y lisas. Y
tampoco hay que limitarse a variedades sobre un cuerpo, sino que se pueden (o,
incluso se deben) estudiar los esquemas sobre un esquema base S. La categoria
a considerar seria entonces la de motivos mixztos sobre el esquema S, MMg.

Hay varias propuestas de construccién para la categoria de motivos (pu-
ros) sobre el cuerpo k. Lo més habitual es empezar por tomar como objetos
las variedades proyectivas y lisas sobre k, pero generalizar los morfismos como
sigue. Si X es una variedad, el grupo de ciclos, Z"(X) es el grupo abeliano libre
generado por las subvariedades de X de codimension r. Si X es una variedad
de dimensién d, Y una variedad cualquiera y f : Y — X un morfismo de
variedades, su grafo I'y es una subvariedad de X x Y de codimensién d, y por

tanto un elemento de Z4(X x Y). Asf pues, los ciclos de X x Y generalizan
los morfismos. Aprovechando esto podemos definir la categoria de Correspon-
dencias (sobre k) como aquella cuyos objetos son las variedades proyectivas y
lisas sobre k, y donde los morfismos (se puede definir una composicién) son
Homcorr(X,Y) := Z4X xY)/ ~, siendo ~ una de varias posibles relaciones
de equivalencia. A cada una de estas relaciones de equivalencia corresponderia
un tipo de motivos’.

Una opcién interesante es considerar la relacién de equivalencia nimerica.
Sin detalles técnicos, Z1 ~pum Zo si Z1 y Zo “cortan cualquier ciclo W (de la
codimension adecuada) en la misma cantidad de puntos”. Los correspondientes
motivos numéricos, Mp"", tendrian propiedades estupendas, siempre que se
cumpliesen las dos Conjeturas Standard de Grothendieck. No diremos nada

5Toda esta figura del espejo y la “luz descompuesta” estd adaptada de una conferencia
de Vicente Navarro en el encuentro MCGA-2002 en Santiago de Compostela. Si no resulta
ilustrativa es culpa del autor y no de Vicente, quien sin duda la presenté con mas gracia.

"Un lector muy atento podria objetar que, tal y como hemos definido Homcorr(X,Y),
los morfismos parecen ir al revés. Efectivamente. Hemos ocultado una dualidad.
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sobre estas conjeturas, excepto que no se sabe cémo demostrarlas y que sus
consecuencias interesantes serian numerosas. El lector curioso puede leer el
primer articulo de [Mot].

Otra opcién clésica es considerar la equivalencia racional. De nuevo sin
detalles técnicos, Z; ~rqr Zo si existe un ciclo W en X x Al tal que Z; =
W (X x{0})y Zo = W-(X x{1}), donde - es la interseccién de ciclos. Dicho de
otro modo, existe una familia de ciclos parametrizados por la recta proyectiva
para la que Z; y Zs son dos fibras. Los grupos Z"(X)/ ~yqt se llaman grupos
de Chow, y los motivos a los que da lugar la equivalencia racional, ./\/lzat, son
los motivos de Chow.

Es importante senalar que la teoria de motivos requiere ir un poco mas
alla de la categoria de correspondencias (para la relacién de equivalencia que
se haya tomado), ya que la categoria de motivos deberia, como minimo, ser
una categoria tanakiana, y la de correspondencias no lo es. No es este el lugar
de entrar en detalles delicados de teorfa de categorias®, asf que nos limitaremos
a decir que, en este contexto, un objeto de My, es una terna (X, p, m), donde
X es una variedad proyectiva y lisa sobre k, p = p?> € Homgom (X, X) es
un idempotente y m € Z, y que el funtor de cohomologia motivica, hpmet :
Vi — My, viene dado por hpe(X) = (X,id,0). Dos motivos destacados
son el motivo unidad 1 := (Spec(k),id,0) y el motivo de Lefschetz L :=
(Spec(k),id, —1), donde Spec(k) es el espectro de k (una variedad, o mejor,
un esquema, con un sélo punto). Observese que 1 = hy,t(Spec(k)), pero L no
es la cohomologia de nadie. Un resultado interesante es que cualquier motivo
es factor directo de hy,(X) ® L™ para alguna X y algin n, de manera que
podriamos decir que “los motivos son los sumandos de las cohomologias”.

Si algunos de nuestros lectores quiere saber més sobre motivos desde este
punto de vista, le recomendamos los dos volumenes de [Mot], y en particular
los articulos de P. Deligne (A quoi servent les motifs?) y A. J. Scholl ( Classical
Motives). Pero nosotros debemos avanzar en el intento de presentar el trabajo
de Voevodsky.

Sobre C, la cohomologia singular se comporta estupendamente. Se trata
de una teoria con coeficientes enteros y su definicién es topoldgica: si X es
un espacio topoldgico, se trata de estudiar aplicaciones continuas de simplices
al espacio X (asf se definen los grupos de homologia H;""Y(X,Z), y sus dua-
les nos dan la cohomologia Héing(X ,Z)) . Hay ademéds un producto que do-
ta a Hy, (X,Z) == 3, H;ing(X, Z) de una estructura de anillo graduado.
Otra buena teoria es la teoria-K topoldgica, construida a partir de los fibrados
vectoriales sobre X, que proporciona grupos K?p (X). También en este caso
KP(X) =Y, KfOp(X) tiene estructura de anillo graduado. Un hecho ma-
ravilloso, consecuencia de la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch, es que,

8 Aunque nos gustarfa que nuestros lectores apreciasen que, contra lo que a veces se piensa,
la teoria de categorias no es simplemente “abstract nonsense”.
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Eric Friedlander hablando sobre teoria- K
en el Congreso AMS-RSME de Sevilla

a pesar de que sus definiciones son muy distintas, ambos anillos graduados
coinciden si tomamos coeficientes racionales: K1(X) ® Q ~ HY, ,(X,Q).

La cohomologia singular podria considerarse como una cohomologia uni-
versal, pero por desgracia se sabe, gracias a ejemplos sencillos dados por J.-P.
Serre (Medalla Fields en 1954 y primer galardonado con el Premio Abel; co-
mo se ve, son muchos los matematicos eminentes que se han preocupado por
estos asuntos) que no es posible definirla algebraicamente y que, por tanto, no
es posible definirla para variedades algebraicas en general. Desde este punto
de vista podemos pensar en la cohomologia motivica como una version de la
cohomologia singular vélida para variedades algebraicas (o esquemas).

Lo que si que existe es una teoria-K algebraica. De hecho, el grupo Ky
algebraico de una variedad algebraica fue definido por Grothendieck a partir
de los fibrados vectoriales algebraicos antes de la aparicién de la teoria-K
topolégica. Sin embargo, los grupos K superiores se definieron antes en el
contexto topolégico que en el algebraico.

En 1971, M. Karuobi y O. Villamayor utilizaron ideas topoldgicas para
definir la teoria-K algebraica de orden superior de un anillo R, que puede ser
el anillo de funciones de una variedad algebraica afin. Su idea fundamental
fue construir una teoria algebraica de homotopia, donde el papel del intervalo
unidad en el caso topoldgico lo pasa a desempenar en el caso algebraico la recta
afin Al. El n-cosimplice A™ es el hiperplano en A"*! de ecuacién YSoigti=1
(para apreciar la analogia con la situacién topoldgica, obsérvese que si nos
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limitamos a t; € R,0 < ¢; < 1, nos encontramos con el n-simplice usual) y las
aplicaciones habituales nos proporcionan un complejo cosimplicial A*.

Si X es una variedad algebraica afin, y R es su anillo de funciones, tene-
mos un anillo simplicial A,(R), donde A, (R) = Rto, ..., tn]/(O i gti—1), de
manera que Spec(A,(R)) = X x A*. Considerando el esquema GLy de matri-
ces inversibles, se tienen” sus puntos en A, (R), GLN(A,(R)) := Homgg(X x
A" GLy), lo que nos proporciona un grupo simplicial GLx(A,(R)). Toman-
do su realizacién geométrica |GLyn(AL(R))|, pasando al limite sobre N, que
notamos |GL(A.(R))|, y calculando sus grupos de homotopia llegamos a la
definicién de la teorfa K de Karoubi-Villamayor:

Usando que cualquier esquema es localmente afin, esta definiciéon se puede
extender a esquemas arbitrarios. La hemos dado con algiin detalle porque
es el germen de alguna de las principales ideas de Voevodsky (y otros). En
particular, encierra una “teoria algebraica de homotopia” (en la que el esquema
X es homotépicamente equivalente a X x A!) que serfa luego extendida y
explotada por Voevodsky. Y con caracter general se podria decir que tal teoria
busca precisamente definir invariantes algebraicos en términos de grupos de
homotopia de espacios topoldgicos, como hicieron Karoubi y Villamayor.

Alrededor de 1970, D. Quillen propuso una definicién alternativa de la
teoria- K-algebraica, usando lo que se llama la construccion-@Q). La teoria-K de
Quillen coincide con la de Karoubi-Villamayor para esquemas regulares, pero
no para los singulares, y es considerada como la teoria- K algebraica “correcta”
en el contexto general.

Por lo que se refiere a la cohomologia motivica, la primera definicién til
la dio S. Bloch en 1985 con su construccion de los grupos de Chow superiores.
Los grupos de Chow de un esquema X, CH?(X), se definen a través de la
equivalencia racional de ciclos. La teorfa de clases de Chern (los morfismos ¢,
de la siguiente férmula) y el llamado Teorema de Grothendieck-Riemann-Roch
proporcionan un isomorfismo

D o Ko(X)®Q~ dCHYX) ® Q.
q

Para definir los grupos de Chern superiores, la idea es dar sentido a los ci-
clos algebraicos en X x A*. La dificultad técnica es que una subvariedad
de codimensién ¢ de X x AP puede no intersecar una cara de X x AP en
codimensién g. Bloch resolvié esto considerando Z7(X, p), el subgrupo de ci-
clos en X x AP que intersecan a todas las caras en la codimensién correcta.
Obtiene asi complejos Z9(X,*) y define los grupos de Chow superiores co-
mo sus homologias: CHY(X,p) := Hp(Z9(X,*)). Como no podia ser menos,
CHY(X,0) = CHY(X).

9Esta es una construccién esténdar en teorfa de esquemas.
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En cuanto a las comparaciones entre todas estas teorias, si X es una varie-
dad sobre C, se tiene un morfismo de comparacién K¢ (X) — K.7(X(C)),
que en general dista mucho de ser un isomorfismo. Pero la situacién es distin-
ta si se utilizan coeficientes médulo n. La conjetura de Quillen-Lichtenbaum
propone que K39(X,Z/n) — KLP(X(C),Z/n) es un isomorfismo para p >
2dimc(X).

Lo mads interesante es que no es en realidad necesario estar sobre C. Utili-
zando la topologia étale, W. Dwyer y E. Friedlander han dado una construc-
cién algebro-geométrica de una teorfa-K topoldgica médulo n, K¢ (X,Z/n),
para la que hay una sucesién espectral de Atiyah-Hirzebruch que la rela-
ciona con la cohomologia étale, H},(X,Z/n). En este contexto, la conjetu-
ra de Quillen-Lichtembaun dice que, para una variedad X sobre un cuerpo
k, Ki9(X,Z/n) — K{H(X,Z/n) es un isomorfismo para p > 2dimy(X) +
dc(Gal(k/k)) (de = dimensién cohomoldgica). Utilizando las clases de Chern,
esto se traduce en que, con algunas restricciones técnicas sobre n, para un
cuerpo F' las clases de Chern proporcionan un isomorfismo

Z Cqp * Km(F7 Z/n) - @Qq—p:mHgt(F7 Z/”(Q))

2qg—p=m

para 2¢ > p (aqui (¢) indica un “twist”).
Como consecuencia, si X es un esquema liso sobre un cuerpo k, uno espera,
para 2q > py q > dimy(X), un isomorfismo natural

H{(X,Z/n(q)) — Hy(X,Z/n(q)),

donde HL(X,Z/n(q) := Hog—p(ZUX,*) ® Z/n)
es la cohomologia motivica médulo n, definida a
través del complejo de Bloch.

Un resultado importante de Voevodsky, en
colaboracién con Andrei Suslin [SV], fue demos-
trar que tal isomorfismo existe para variedades
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. El pa-
pel fundamental en su demostracién corresponde,
no al complejo de ciclos de Bloch, sino a una ver-
sién homoldgica alternativa que Suslin habia su-
gerido en 1988. Pero esta idea de Suslin no resulto
fructifera hasta que Voevodsky definié, en 1992,
las topologias h y ¢fh. Se trata, por supuesto,
de topologias de Grothendieck en la categoria de
esquemas (de tipo finito) sobre el cuerpo k, y en
ellas los recubrimientos son, respectivamente, los Andrei Suslin
epimorfismos topoldgicos universales 10 y los epi-

1 . L. . .
9Un morfismo de esquemas f : X — Y es un epimorfismo topoldgico si es suprayectivo
en los puntos e Y tiene la topologia cociente; f es un epimorfismo topolégico universal si,
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morfismos topoldgicos universales quasi finitos. A partir de estas topologfas,
Voevodsky pudo dar una construccién natural de una categoria abeliana de
prehaces con transferencias en el sitio grande de Nisnevich de las variedades
lisas sobre k 1. En conjuncién con la propuesta de Suslin, esto les permitié
definir unos complejos motivicos Z(n) (en la categoria derivada de haces de
Nisnevich) y calcular la cohomologia de Suslin médulo n en términos de coho-
mologia de haces en las topologias de Grothendieck. La cohomologia de estos
complejos parece una excelente candidata a ser la “verdadera” cohomologia
motivica.

Voevodsky ha demostrado muchas propiedades de esta cohomologia moti-
vica. Uno de sus resultados mas importantes, y muy reciente (publicado en
2002), es que los grupos de cohomologia motivica son isomorfos a los grupos
de Chow superiores de Bloch para k de cualquier caracteristica (el mismo
Voevodsky y Friedlander lo habian demostrado antes con una hipdtesis de
resolucién de singularidades que requiere que k sea de caracteristica 0).

Esta teoria de cohomologia motivica es un ejemplo de la “habilidad [de
Voevodsky| para tratar ideas extremadamente abstractas con sencillez”. Pero
Voevodsky lleva su habilidad mas alla. Parece que, desde que escribié su tesis
en Harvard, el objetivo de Voevodsky ha sido desarrollar una teoria de homo-
topia para variedades algebraicas en la que se puedan hacer calculos como en
topologia algebraica. Lo ha conseguido [MV], en colaboracién con Fabien Mo-
rel, partiendo de la idea de Karoubi-Villamayor de sustituir el intervalo unidad
por la recta affn, por medio de la Teoria de A'-homotopia. Esta teorfa le pro-
porciona categorias que son analogas a las de homotopia estable e inestable de
la topologia algebraica. Una idea clave de Voevodsky ha sido que en geometria
algebraica, donde el simplice de dimensién 1 es A!, se debe pensar en dos tipos
de “circulos” que definen dos suspensiones. El analogo del circulo usual es una
curva affn con un nodo, digamos la dada por la ecuacién y? = x> + z2. El otro
circulo, al que Voevodsky llama circulo de Tate, es A' —{0}. (No olvide el lec-
tor que si, por ejemplo, k = C, A’ — {0} es como el plano real menos el origen.
Por tanto esto es un circulo sélo desde el punto de vista de sus propiedades
en el marco que nos interesa.)

Voevodsky construye asi un contexto abstracto en el que la cohomologia
motivica y la teoria-K algebraica (o, de hecho, cualquier teoria cohomolégica
para esquemas) pueden verse como funtores representables. Esta es precisa-
mente una de las mas poderosas herramientas que proporciona la teoria de
Voevodsky: permite definir teorias de cohomologia a partir de los objetos que
las representan, sin necesidad de describir los propios grupos de cohomologia.

Y el propio Voevodsky ha aplicado esta herramienta en otro de sus ce-
lebrados resultados, la demostracion de la Conjetura de Milnor, un ejemplo

dado cualquier morfismo de esquemas Z — Y, la proyeccién Z xy X — Z es epimorfismo
topoldgico.
1No tema el lector, no definiremos estos conceptos; pero le aseguramos que son naturales.
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de su otra habilidad: “emplear dichas ideas en la resolucién de problemas
matematicos concretos”. Expliquemos brevemente lo que dice.
Dado un cuerpo F, Milnor definié unos grupos KM (F) que, para n =

0,1,2 (en el caso n = 2 gracias a un teorema de Matsumoto) coinciden con los

grupos K9 (F) de Quillen. Pero tienen la ventaja de que el anillo graduado

KM(F) es mucho més sencillo que K2%9(F) porque, en general los KM (F)
estdn generados por elementos de grado 1, los llamados simbolos. Por otra
parte, existe un morfismo natural s : KM(F) ® Z/2 — H*(F,Z/2) de la
teoria-K de Milnor a la cohomologia de Galois. Lo que Milnor conjeturd, y
Voevodsky ha demostrado, es que, si la caracteristica de F' no es 2, s es un iso-
morfismo. Obsérvese que esto implica que los grupos de cohomologia galoisiana
H"(F,7/2) estan generados por productos'? de clases de cohomologia de gra-
do 1. Esto nos dice en particular que los anillos que surgen de la cohomologia
de Galois de un cuerpo son bastante especiales.

Antes de acabar senalaremos que, en realidad, la demostracién publicada
por Voevodsky de la Conjetura de Milnor no depende de la teoria de homo-
topia. Pero su espiritu si. Y parece que esta proxima una prueba del analogo
de la Conjetura de Milnor donde se sustituye Z/2 por Z/p para p un primo
impar, que es la llamada Conjetura de Bloch-Kato. Y en este caso la teoria de
homotopia de Voevodsky desempena un papel esencial.
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