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.El Teorema de Bolzano en varias variables?

por

A. Canada y S. Villegas

En este articulo mostramos algunos aspectos de la teoria del grado topo-

légico de Brouwer, creada a principios del siglo XX y de plena actualidad

en el estudio de problemas no lineales de naturaleza muy diversa.

Para ello, nuestro punto de partida es el conocido Teorema de Bolza-

no sobre funciones continuas. Reflexionando sobre como pueden ser las

posibles extensiones de este conocido Teorema al caso de un niimero fi-

nito de variables, motivamos las principales propiedades de la teoria del

grado. Se exponen también un niimero reducido de aplicaciones que, no

obstante, son suficientes para mostrar la potencia de esta herramienta

analitico-topoldgica.

1. INTRODUCCION

El llamado Teorema de Bolza-
no (Bernard Bolzano, Praga 1781
— Praga 1848) afirma que si f
[a,b] — R es una funcién continua
tal que f(a) < 0 < f(b), enton-
ces existe algin elemento ¢ € (a,b)
satisfaciendo f(c) = 0. Como no es
restrictivo considerar el caso en que
a < 0 < b, sid[a,b] indica la frontera
topoldgica del intervalo [a, b], el Teo-
rema de Bolzano puede enunciarse
de la forma siguiente:

TEOREMA 1 Si f : [a,b] — R es con-
tinua, a <0 <by

f(z)x >0, Vxedab (1)

entonces la ecuacion f(x) =0 tiene
solucion en (a,b).

Bernard Bolzano

Bolzano, en su célebre trabajo de 1817 ([4]; véase [40] para una traduccién
inglesa) expuso una demostracién puramente analitica de este resultado y al
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mismo tiempo criticé las demostraciones que se habian dado con anterioridad,
seguin él por contener demasiados ingredientes geométricos. Entre otras cosas
importantes, en este trabajo Bolzano dio una definicién formal de la nocién de
continuidad y establecid la existencia de supremo para cualquier subconjunto
de numeros reales no vacio y acotado superiormente (se pueden consultar
[13], [21], [23] y [26] para tener una idea precisa de la importancia que las
contribuciones de Bolzano han tenido en la historia de la Matematica). En el
mundo cientifico son conocidas las innumerables aplicaciones del Teorema de
Bolzano, el cual reine todas las condiciones de un buen teorema: enunciado
sencillo, demostracién asequible y utilidad en grado sumo.

Por otra parte, es curioso observar que la mayoria de los colegas se sor-
prenden (al menos esa es nuestra impresién) cuando se les hace la pregunta
siguiente: ;conoces alguna versién del Teorema de Bolzano para varias varia-
bles?, o mas concretamente ;conoces alguna versién del Teorema de Bolzano
para sistemas de n ecuaciones con n variables independientes?, jy en dimension
infinita?, jy en variable compleja? En este articulo, que tiene caracter divulga-
tivo, encontraremos la respuesta a algunas de las cuestiones anteriores (otras,
sobre todo las que se refieren a dimension infinita se dejardn para un trabajo
posterior). Nos encontraremos de lleno con la teoria del grado topoldgico, una
de las herramientas mas 1tiles que se han creado en el siglo XX para estudiar
problemas no lineales de naturaleza muy diferente y donde se entremezclan de
manera adecuada técnicas topoldgicas y analiticas. De paso nos encontrare-
mos con el Teorema del punto fijo de Brouwer (donde comentaremos algunas
curiosidades relativamente recientes). Es posible que para algunos estas notas
puedan parecer excesivamente elementales. Otros las encontraran demasiado
elevadas. Nuestro objetivo es que todos encuentren algo de interés.

2. ALGUNOS HECHOS E IDEAS PARA REFLEXIONAR

Antes de seguir, diremos que las preguntas que hemos formulado en la in-
troduccion no son en absoluto triviales, puesto que hemos de tener en cuenta
que para funciones de una variable, las propiedades analiticas fundamentales
que permiten probar el Teorema de Bolzano son dos: la que se refiere a la
existencia de supremo de un subconjunto de ntimeros reales no vacio y aco-
tado superiormente (propiedad que no tiene sentido para el caso de més de
una variable) y la propiedad local de conservacién del signo para funciones
continuas no nulas (que obviamente tampoco tiene sentido cuando tenemos
una funcién con més de una componente).

En lenguaje topolégico, las propiedades fundamentales que permiten de-
mostrar el Teorema de Bolzano son también dos: el hecho de que las funciones
continuas aplican subconjuntos conexos en subconjuntos conexos y que un
subconjunto no trivial de R es conexo si y sélo si es un intervalo. Evidente-
mente, esta iltima propiedad no parece tener traduccion a dimensién superior.
Los que nos dedicamos a la ensenanza de las Matemaéticas desde hace tiempo
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sabemos que el andlisis de funciones de varias variables difiere sensiblemente
del analisis de funciones de una variable. Pensemos, por ejemplo, en la nocién
de derivada en dimensién superior a uno, que exige un gran esfuerzo, tiempo
y practica para su correcta maduracién o en los teoremas integrales clasicos
del Anélisis vectorial, como los Teoremas de Green y Stokes.

Quizés en lugar de opinar tanto deberfamos mirar con detenimiento las
situaciones que se plantean en los dos ejemplos siguientes.

EsempLO 1. Consideremos la funcién

f=(f1,f2):0,27] x [0,27] — R2, f(x,y) = (senx,cosx), @)
V (z,y) € [0,27] x [0, 27].

Desde el punto de vista de la regularidad, la funcién f es de lo mejor que puede
haber, puesto que es una funcién analitica. Adema4s, la imagen de f contiene
puntos de los cuatro cuadrantes de R? (la imagen de f es la circunferencia
unidad de R?). Sin embargo, la ecuacién

f(z,y) = (0,0) (3)

no tiene solucién. Trivialmente f([0,27] x [0,27]) es conexo, pero como es-
tamos comprobando, un subconjunto conexo de R no tiene necesariamente
propiedades tan buenas como los subconjuntos conexos de R.

Con objeto de probar que la ecuacién (3) tiene solucidn, ;quizds de-
berfamos exigir que f fuese continua y que su imagen fuese convexa? No
creemos que nadie sensato pueda pensar que la generalizacion del Teorema
de Bolzano va por este camino, ya que salvo en casos muy concretos, la con-
tinuidad no mantiene la propiedad de convexidad.

Llegado a este punto, quizds sea conveniente hacer un breve paréntesis
y preguntarnos cudles son las funciones continuas definidas de R™ en R™
que tienen esta propiedad (llevar convexos en convexos). Podemos compro-
bar facilmente que cualquier aplicacién afin goza de esta propiedad, asi como
cualquier funcién continua cuya imagen esté contenida en una recta. Es un
bonito problema de Anadlisis, que animamos al lector a estudiar, preguntarse
si existen funciones, que no pertenezcan a las dos familias mencionadas an-
teriormente, con la propiedad deseada. (Para ello puede ser ttil demostrar
previamente que nuestra propiedad es equivalente a la de llevar intervalos en
intervalos).

Aunque a raiz del ejemplo que acabamos de ver, la tarea de extender el
Teorema de Bolzano no parece ficil, un resultado positivo puede infundirnos
algiin animo.

EsempLo 2. (El Teorema de Poincaré-Miranda para dos variables independien-
tes).

Este teorema es vélido para funciones f continuas definidas en rectangulos
y con valores en R?. Afirma que si cada componente f; de f, toma valores con
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signo opuesto en los i—ésimos lados opuestos, entonces la ecuacién (3) tiene
solucién en el interior del rectdngulo. Por tanto, puede considerarse como una
generalizacion del Teorema de Bolzano a varias variables. Concretamente dice
lo siguiente:

TEOREMA 2 Sea f = (f1, f2) : [a,b] x [¢,d] — R? continua tal que

fl(a7y)<0<f1(b7y)a VyE[C,d], (4)
fa(z,c) <0< fo(x,d), V x € [a,b].

Entonces la ecuacion (3) tiene solucion en (a,b) X (c,d).

Como se puede facilmente intuir, este resultado tiene una formulacién
general en R™. Esta formulacién general fue anunciada por Poincaré en 1881-
1884 ([34], [35], [36]) y probada posteriormente por él mismo en 1886 ([37]).
En 1940, Miranda ([32]) mostré su equivalencia con el Teorema del punto fijo
de Brouwer (véase [25] para el desarrollo histérico de este tema y [41] para
aplicaciones del mismo a ecuaciones diferenciales).

A pesar de su indudable interés, el Teorema anterior tiene serias limita-
ciones que se deben precisamente a la particularidad del dominio de f (un
rectangulo). Por ejemplo, la condicién (4) no tiene sentido si el dominio de f
es un circulo, o en general, una bola cerrada de R™. Aqui no tenemos caras,
como en el caso de rectangulos. Sin embargo estas situaciones son corrientes
en las aplicaciones.

Intentado ver qué es lo esencial de la condicién (4), podemos pensar que
ésta expresa una propiedad global sobre el comportamiento de f en la frontera
de [a, b] X [¢, d]. Esto también sucede en el Teorema de Bolzano para f : [a,b] —
R continua, donde la condicién

sgn f(b) —sgn f(a) # 0 (5)

permite afirmar que la ecuacién f(x) = 0 tiene solucién en (a,b) (para cada
nimero real no nulo x, sgn x denota su signo).

,Qué es lo comin y relevante en los Teoremas 1 y 27 Vamos a ver que en
ambos casos existe una homotopia continua conveniente entre la aplicacién f
y la aplicacién identidad (a la que denotaremos por I). En efecto, en el caso
del Teorema de Bolzano no es restrictivo suponer que

a<0<b, fla) <0< f(b) (6)
y en el caso del Teorema 2 suponer que, ademds de (4), se cumple
a<0<b c<0<d (7)

Si notamos 2 = (a,b) en dimensién n =1y Q = (a,b) X (¢,d) en dimensién
n = 2, podemos definir la aplicacién

H:[0,1] xQ—=R" H(tX)=tX+(1-1t)f(X) (8)
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y observemos que de las condiciones (4), (6) y (7) se deduce
H(t,X)#0, Vtel0,1], VX € 02 9)
y que, ademas,
HO,)=f HQ1,)=1 (10)

Asi pues, en ambos casos (n =1y n = 2), la aplicacién f es homotépica a la
aplicacién identidad, mediante una homotopia continua que “no permite que
las soluciones de las ecuaciones H(t,z) = 0, t € (0, 1) se escapen a través de la
frontera de Q" (propiedad (9)). Como la ecuacién I(X) = 0 € R tiene solucién
en (2, parece logico pensar que de aqui se pueda deducir que la ecuacion

f(X)=0 (11)

tenga solucién en €.

Una tltima observacion, antes de entrar en terrenos mas arduos. No pen-
semos que va a ser posible probar la afirmacién siguiente:
Sea Q un dominio (subconjunto abierto y conexo) acotado de R™ y H : [0, 1] x
Q — R™ continua, verificando (9) y tal que la ecuacion H(1,X) = 0 tiene
solucion en ). Entonces la ecuacion H(0,X) = 0 tiene solucion en €.
En efecto, para tener un contraejemplo sencillo basta tomar n = 1, Q =
(—=2,2), H(t,z) = (1 —t) + tz%. Asi pues, la propiedad que simplemente ex-
presa que la ecuacién f(X) = 0 tiene solucién en €2, no se mantiene a través
de homotopias continuas que verifican (9) (aunque si se pintan las funciones
H(0,z) y H(1,z) anteriores, se verd que se puede deformar continuamente una
en la otra cumpliéndose (9)). Es facil ver que la situacién del contraejemplo
anterior no serfa posible si en lugar de tener la funcién x? tuviésemos una
funcién tal que sgn f(2) — sgn f(—2) # 0. En efecto, debido a la continuidad
de H y a (9), la cantidad

sgn H(t,b) —sgn H(t,a) (12)

se mantiene invariante mediante homotopias continuas que verifican (9). Ahora
bien, parece que estamos como al principio, puesto que (12) no tiene sentido en
dimension superior a uno. Vamos a ver de inmediato que no es asi, encontrando
una expresién equivalente que si tenga sentido para el caso general. A este
respecto, es trivial probar el lema siguiente:

LEMA 1 Sea f :[a,b] = R, f € Cla,b) N C'(a,b) tal que f verifica
fla) <0< f(b) (13)

f'(z) #0, V z € (a,b) tal que f(z) =0 (14)
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Entonces f tiene un nimero finito de ceros en (a,b) y

1= Z sgn f'(x) (15)

z€ f~1{0}N(a,b)

Si tuviésemos f(a) > 0 > f(b) en lugar de (13), tendriamos que la suma
de (15) seria igual a —1.
Andlogamente puede probarse el lema siguiente.

LEMA 2 Sea f :[a,b] — R, f € C[a,b] N C(a,b) tal que f verifica

f(a)f(b) >0 (16)
y (14). Entonces

0= Z sgn f'(x) (17)

z€ f~1{0}N(a,b)

(entendemos que si el conjunto f~1{0} N (a,b) es vacio, entonces la suma
anterior vale cero).

Como resumen de los dos lemas anteriores, podemos decir que si f :
[a,b] — R es una funcién continua en [a,b], de clase C' en (a,b), que no
se anula en la frontera de [a,b] y tal que verifica (14), entonces

Slsgn [0 —sgn f@)= Y sgn (2) (18)
zef~1{0}N(a,b)

A la hora de extender los anteriores resultados al caso de mas de una va-
riable independiente, la idea bdsica es sustituir la expresion f'(x) por det f'(z)
(det indica el determinante de una matriz cuadrada regular). Esto se expondréa
en la seccién siguiente. En lo que sigue, si f : [a, ] — R es una funcién continua
que no se anula en la frontera de [a, b], notaremos

da(f,(,0),0) = 5 (sgn F(b) — sgn f(a) (19)

3. EL GRADO TOPOLOGICO DE BROUWER

Trataremos ahora de extender la definicién anterior, referente a la cantidad
entera di(f,(a,b),0), a situaciones mas generales en varios sentidos: f va a
ser una funcién continua de n variables independientes y n componentes y
ademas el intervalo (a, b) se podrd sustituir por cualquier subconjunto abierto
y acotado de R™. Ello se hard en varias etapas. El lema de Sard y el Teorema
de aproximacion de Weierstrass seran claves. Para la demostracién rigurosa
de las afirmaciones que siguen pueden consultarse [14] y [43].

Notaremos por ¥ al conjunto formado por las ternas (f, 2, y) que cumplen
la propiedad (P) siguiente:
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(P): © es un abierto acotado de R™ (n es fijo), f : Q@ — R" es
continua y ademds y € R™\ f(09).

ETapA A). Sea (f,Q,y) € ¥, tal que ademés f € C1(Q). Si

Ap={zeQ:flx)=y},
Bf:{$EQ:Jf(I'):O},

donde Jy¢(x) = det f'(x) es el Jacobiano de f en x, suponemos en esta etapa
que

AfﬂBf:(Z) (20)

Entonces A f €s un conjunto finito (puesto que A ¢ es un compacto con todos
sus puntos aislados). Esto permite definir

dp(f,Qy) =Y sign Jp(x) (21)

xEAf
Se entiende que si Ay es vacio, dg(f,€2,y) se define como cero.

Etapa B). En esta etapa, se elimina la hip6tesis (20). Para ello, sea (f,Q,y) € X,
tal que ademds f € C'(Q2). El lema de Sard ([14], [43]) afirma que f(By) es
de interior vacio (en realidad esta propiedad es una consecuencia del hecho de
que f(By) tiene medida de Lebesgue cero). Esto garantiza que en Bgrn(y;7),
(bola abierta en R™ de centro y y radio r), donde r = dist (y, f(09)), existe
al menos un elemento z tal que (f,(2,2) estd en las condiciones del apartado
anterior. Se prueba entonces que dg(f,€2,z) es independiente del elemento z
asi elegido y se define dp(f,Q,y) = dp(f,, 2).

Etapra C). En esta etapa se elimina la hipotesis sobre la regularidad de f. Para
ello, sea (f,Q,y) € ¥y r = dist (y, f(092)). El Teorema de aproximacién
de Weierstrass garantiza la existencia de g € C1(Q2), tal que

|f(z) —g(z)] <7, Vel (22)

Aqui, |.] indica la norma euclidea en R™. Puede probarse que dg(g,,y) es in-
dependiente de la funcién g elegida satisfaciendo (22) y se define dp(f,Q,y) =

dB(.g) Qay)

Las anteriores ideas quedan reflejadas, de manera rigurosa, en el teorema
que sigue ([14], [43]).
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TEOREMA 3 Existe una tnica aplicacion dp : ¥ — Z (conjunto de los nimeros
enteros) satisfaciendo las propiedades siguientes:
d1)

dp(I1,Q,y) =1, siy € Q. (23)

d2) Si Q1 y Qo son dos subconjuntos abiertos y disjuntos de Q) tales que y ¢
F(Q\ (Q1UQy)), entonces

dB(f,Q,ZU) = dB(fthy) +dB(f7QQay)'

d3) Si h:[0,1] x Q — R", y:[0,1] — R™, son aplicaciones continuas tales
) & h(t,00), ¥Vt €[0,1], entonces dg(h(t,.),Q,y(t)) es independiente
1].

La propiedad d1), para la aplicacién identidad I, se conoce con el nombre
de propiedad de normalizacién; d2) se llama propiedad de aditividad-
escisidn y expresa el hecho de que para calcular el grado dg(f, <, y), se puede
prescindir de aquellas partes del dominio donde de antemano se sabe que la
ecuacién

flx) =y (24)

no tiene solucién. Ademas, esta propiedad es muy 1til para probar resultados
sobre localizacién y multiplicidad de soluciones de (24) en el dominio 2. Por
su parte, d3) expresa la igualdad de grados en €2 de aplicaciones homotG6picas
continuas h(0,.) y h(1,.), relativas a y(0) y a y(1), respectivamente, siempre
que la familia de ecuaciones

h(t,x) = y(t), t €[0,1],

no tenga solucién en 9€). Esta propiedad es de gran utilidad para calcular el
grado de numerosas aplicaciones que son homotépicas a otras cuyo grado es
conocido (por ejemplo, el grado de la aplicacién identidad, dado en d1)).

A partir de las propiedades d1)-d3) pueden probarse otras muchas que
muestran la utilidad del grado topolégico ([14], [43]). En particular, del pro-
ceso de contruccién del grado, puesto de manifiesto en las etapas senaladas
anteriormente como b) y ¢), se deduce que dp(f,€,y) es continuo respecto de
las variables f e y. Es notorio que dp(f,2,y) sélo depende de los valores de f
en 0. También la etapa a) muestra el cardcter del nimero entero dp(f,,y)
respecto de las soluciones de la ecuacién (24) en el conjunto €2: en las hipétesis
de la etapa a), el nimero de soluciones de la ecuacién (24) es finito. Entonces,
a cada solucién de esta ecuacién se le asocia el nimero entero sign Jr(x) y se
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suma. Por tanto, dp(f,2,y) es, “en cierto sentido”, un indicador de las solu-
ciones de (24) en 2. Ponemos la frase “en cierto sentido” entre comillas, para
que cada uno la interprete a su manera. Obviamente se comprende la limi-
tacién de la teoria del grado topoldgico (pensemos que hay una gran pérdida
de informacién al sustituir f’(x) para dimensién uno, por det f’(z) en el caso
general), pero sus aplicaciones han sido y siguen siendo tantas y tan variadas
que sin duda es una de las herramientas mas utiles que se conocen para tratar
problemas no lineales ([14]).

Parece dificil atribuir a alguien en concreto la paternidad del Teorema
anterior. Mas bien se puede decir que constituye un ejemplo tipico de creacién
matematica escalonada donde los avances parciales desempenaron un papel
fundamental en la formulacién general.

No cabe ninguna duda de que
un avance definitivo hacia la for-
malizacién del concepto del llama-
do grado de Brouwer lo dieron Ha-
damard en 1910 ([18]) y el mis-
mo Brouwer (1881-1966) en sus
articulos de 1910, 1911 y 1912 ([8],
[9], [10]) pero tampoco cabe ningu-
na duda de que herramientas ma-
tematicas similares habian sido in-
troducidas con anterioridad, como
la llamada “integral de Kronecker”
([24]) relacionada con la férmula
(21) (que incluso habia sido ya con-
siderada por Cauchy en dimensién
n = 2) o el concepto de “rotacién
de un campo vectorial” introducido
por Poincaré en su estudio de sis-
temas auténomos de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias de primer orden. Otros conceptos anteriores que estin
intimamente relacionados con la nocién de grado son la demostracién dada
por Gauss del Teorema Fundamental del Algebra, algunos teoremas de Sturm,
Liouville, Cauchy, Hermite y Sylvester sobre raices de polinomios, el llamado
teorema de Gauss-Bonet sobre curvatura gaussiana y el nimero de Euler de
una variedad Riemanniana, compacta, orientable y bidimensional. Para mas
detalles se puede consultar la referencia [44]. Son asimismo recomendables las
referencias [14] y [27] para una motivacién de la teoria del grado topolégico
basada en la nocién de indice de un punto respecto de una curva continua.

Luitzen E. J. Brouwer

Existen formas diversas de probar la existencia de la aplicacion dp dada
en el Teorema anterior. Nosotros hemos expuesto las principales ideas del
método analitico, pero igualmente puede probarse usando técnicas algebraico-
topoldgicas o de topologia diferencial ([31], [47]). Curiosamente, la unicidad



110 JEL TEOREMA DE BOLZANO EN VARIAS VARIABLES?

de la aplicacién dp anterior satisfaciendo las propiedades d1), d2) y d3), no
fue probada hasta 1973 por Amann y Weiss ([2]).

4. GENERALIZACIONES FINITO-DIMENSIONALES DEL, TEOREMA DE BOLZANO

Como ya hemos comentado, la mayor utilidad de la teoria del grado to-
polégico viene dada por las propiedades que verifica. Estas lo convierten en
una herramienta muy potente para abordar numerosos problemas en discipli-
nas muy diversas. Comencemos por una que es una verdadera generalizacién
del Teorema de Bolzano (Teorema 1). La demostracién del teorema que sigue
es elemental usando las propiedades d1)-d3) de la seccién anterior ([14]).

TEOREMA 4 Si dp(f,Q,y) # 0, la ecuacion (24) tiene al menos una solucion
en €.

Esta propiedad es quizds la mas 1til de la teoria del grado. Nos dice que
una condicién suficiente para la existencia de soluciones de la ecuacién (24)
en , es que el grado dp(f,€,y) no sea cero. Ademds, puede demostrarse
facilmente (usando para ello una homotopia con una funcién afin conveniente)
que si f : [a,b] — R es continua y no se anula en la frontera de [a, b], entonces

dB(fa (CL, b)? O) = dl(fa (CL, b)? O) (25)

definido en (19). Por tanto, el Teorema previo constituye una verdadera ge-
neralizacién del Teorema de Bolzano, no sélo en el sentido de que se pueden
considerar n ecuaciones y n variables independientes, sino también en el senti-
do de que el dominio €2 de f puede ser cualquier subconjunto abierto y acotado
de R™. Ahora bien, como todo en Matematicas tiene ventajas e inconvenien-
tes, el gran inconveniente de este Teorema es precisamente demostrar que
dp(f,Q,y) # 0. No obstante y como ya hemos comentado, para ello sélo son
importantes los valores de f en 0. En efecto, si f,g: Q — R" son funciones
continuas tales que f = g en 9 y se tiene ademds que y ¢ f(952), entonces
dp(f, % y) = dp(g,2,y) ([14]).

Tal vez un ejemplo pueda ayudar a convencerse de la potencia del grado
topolégico. Supongamos que queremos probar la existencia de soluciones del
sistema de ecuaciones

In(xf + 2
n(3;174_)—sen(3z72—7)—i—15:0

8x1 + 622 +
a?+ a3+ 1 (26)

3z1 — @9 + exp(—x3 — 4) + cos(z129) + 1 =0

Lo 1égico es dejarlo, a no ser que estemos muy interesados en ello. No obstante,
con el uso de las propiedades del grado topolégico, esto puede hacerse de ma-
nera elemental. En efecto, la parte sencilla del anterior sistema de ecuaciones
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€s

8x1+6x0 =0

3$1 — X9 = 0 (27)
que es una ecuacién lineal de la forma Az = 0, donde A es una matriz regular
de orden dos. Del proceso de construccién del grado (descrito con anterioridad
al Teorema 3) se deduce que si f : R? — R? se define como f(z) = Az, V z €
R?, se tendrd dp(f,Q,0) = —1, para cualquier subconjunto abierto y acotado
Q de R? que contenga al origen. Ahora, si g : R? — R? se define como

, 9(x) = g(x1,22) =
1 2
= < @ +2) sen(zy — 7) 4 15, exp(—x3 — 4) 4 cos(z1z2) + 1) ,

C\zi4a3+1

de la regularidad de A y la acotacién de g se deduce que para R € RT su-
ficientemente grande la aplicacion H : [0,1] x Bge(0,R) — R2, H(t,z) =
f(z) + tg(z) satisface las condiciones de la propiedad d3) del Teorema 3. Asf
pues 0 # dp(f, Br2(0,R),0) = dp(f + g, Br2(0, R),0), con lo que (26) tiene
solucién.

La teorfa del grado tiene un uso muy diverso. Damos seguidamente otro
resultado que puede considerarse también una generalizacién, en absoluto tri-
vial, del Teorema de Bolzano.

TEOREMA 5 Sea §) un subconjunto abierto y acotado de R™ conteniendo al
origen y f : Q — R™ continua. Entonces si

(f(z),z) >0, Vx e, (28)

((,) denota el producto escalar usual en R™), se tiene que la ecuacion

f(z)=0 (29)
tiene solucion en Q.

La demostracién es elemental puesto que si definimos las aplicaciones h :
[0,1] x Q@ — R", y : [0,1] — R™ como h(t,z) = (1 — t)z + tf(z), y(t) =
0, entonces usando las propiedades d1) y d3) tendriamos dp(f,2,0) = +1.
Ahora, del Teorema 4 tendriamos la conclusion.

Insistimos en que la verdadera importancia del teorema anterior no esta
solo en considerar el caso de n variables y n ecuaciones, sino en que {2 es
cualquier subconjunto de R abierto y acotado (jse ha pensado cémo puede ser
la frontera de los conjuntos de este tipo?).

La teoria del grado topolégico proporciona, en general, pruebas extrema-
damente simples de muchos teoremas de punto fijo. Vedmoslo para uno de los
teoremas de punto fijo mas populares, el teorema del punto fijo de Brouwer.
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TEOREMA 6 (Teorema del punto fijo de Brouwer).
Sea D C R", cerrado, acotado, convexo y no vacio. Entonces si K C R"™ es
homeomorfo a D y f: K — K es continua, la ecuacion

x = f(x) (30)

tiene al menos una solucion.

Es posible que al lector le extrane en el enunciado de este teorema la ne-
cesidad de utilizar dos subconjuntos D y K en vez de uno solo. Naturalmente,
si hubiéramos utilizado un tnico subconjunto (es decir, si D = K) el teore-
ma es igualmente vélido, pero perdemos mucha generalidad. La explicacion
es bien sencilla: si un espacio topolégico X tiene la propiedad del punto fijo
(i. e. toda funcién continua definida entre este espacio topoldgico y si mismo
tiene un punto fijo) entonces cualquier otro espacio topolégico homeomorfo
a X tiene esta misma propiedad. También la compacidad (lo que, en el ca-
so de subconjuntos de R"™, equivale a ser cerrado y acotado) se conserva por
homeomorfismos topoldgicos. Pero es ficil ver que en el hecho de ser convexo
no es asi; es decir, podemos encontrar dos subconjuntos de R"™ homeomorfos,
en el que uno es convexo y el otro no. Por ejemplo, si consideramos como
conjunto K tres cuadrados unidos por sus lados en forma de ”L”, observamos
que no se trata de un convexo. Sin embargo si es homeomorfo al conjunto
D = Bg2(0;1). Por lo tanto la generalizacién del enunciado del teorema no es
en absoluto banal.

La demostraciéon del Teorema del Punto Fijo de Brouwer puede reducirse
al caso en que K = Bgrn(0; R) (véase [14]). En esta situacién, es claro que
existe f : R®" — Bra(0; R), extensién continua de f. Ahora bien, si ) =
Brn(0; M), M > R, se tiene que la aplicacién I — f : Q — R" verifica las
hipétesis del Teorema anterior, puesto que si ||x|| = M, entonces (z— f(z),z) >
M(M — R) > 0. Entonces existe al menos algiin © € Bga(0; M) tal que
(I — f)(z) = 0. Como f(R") C Brn(0;R), se tiene que x € Brn(0; R) y por
tanto = = f(x).

El teorema anterior, para K = Bgrs(0; R), fue probado por Brouwer en
1909 ([7]), aunque previamente un resultado equivalente fue enunciado y pro-
bado por Bohl en 1904 ([3]). Hadamard dié una demostracién para el caso
n arbitrario en 1910 ([18]). Finalmente, Brouwer, usando argumentos de gra-
do topoldgico lo probé en 1912 ([10]). Una exposicién mas detallada de la
historia y “paternidad” de este teorema puede verse en un reciente articulo
de J. Mawhin ([28]). Véase también ([29]) para una muestra de interesantes
ejemplos.

Sobre el conjunto de puntos fijos de una aplicacién f que satisfaga las
condiciones del Teorema 6, es claro que dicha aplicacion puede tener un niimero
finito o infinito de puntos fijos. De hecho, dado cualquier subconjunto cerra-
do no vacio C' de Bgrn(0; R), es facil construir una aplicacién continua f :
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Brn(0; R) — Bgrn(0; R) tal que el conjunto de sus puntos fijos coincide con C'
(véase [39]).

En 1993, T. Zamfirescu ([48]) estudié este tema en relacién con el Teorema
de la Categoria de Baire ([6]), demostrando algunas propiedades interesantes
que creo conviene mostrar aqui. Denotemos por D un subconjunto de R cerra-
do, acotado, convexo y que no se reduzca a un punto y por C'(D, D) el espacio
de todas las funciones continuas definidas en D y con imagen contenida en D,
dotado de la métrica uniforme. Entonces existe un subconjunto B de C(D, D),
de primera categoria en C'(D, D), tal que para cualquier funcién de C'(D, D)\
B, se tiene que el conjunto de sus puntos fijos es homeomorfo al conjunto
de Cantor ([20]). Parece ser entonces que “la mayorfa de las funciones de
C(D, D) tienen muchos puntos fijos” (recordemos que el Conjunto de Cantor
no es numerable, aunque tiene medida de Lebesgue cero). Tranquilos, porque
en el mismo articulo Zamfirescu ([48]) demuestra que existe un subconjunto E
de C(D, D), de primera categoria en C'(D, D), tal que para cualquier funcién
de C(D,D) \ E, se tiene que el conjunto de sus puntos fijos tiene medida
de Lebesgue (en dimensién n) cero. Estas son las cosas bonitas del Analisis
Funcional.

Otro aspecto de interés relacionado con el Teorema del punto fijo de Brou-
wer es el que se refiere a su versién paramétrica. Es de sobra conocido que, en
las aplicaciones a problemas concretos, es usual encontrarse con ecuaciones de
la forma

x = f(z,c) (31)

donde ¢ es un pardmetro real (unidimensional o multidimensional). Si la fun-
cién f(x,c) es continua y para cada c fijo es posible probar, mediante el uso del
Teorema del punto fijo de Brouwer, la existencia de al menos un punto fijo de
(31), ;podremos elegir, para cada ¢ dado, un punto fijo z(c) de (31) tal que la
funcién x(c) sea continua? Esta cuestién es de gran interés en las aplicaciones.
Por ejemplo, en problemas de valores iniciales o problemas de contorno para
ecuaciones diferenciales ([12]), puesto que en general la ecuacién que modela la
evolucién de un determinado sistema, fisico depende usualmente de parametros
tales como la temperatura ambiente, la viscosidad del medio, etc. En estas si-
tuaciones poder afirmar que existen “selecciones continuas” de puntos fijos es
importante.

Es conocido que la respuesta a la cuestion anterior es positiva en otras
situaciones. Por ejemplo, cuando se puede aplicar “de manera uniforme” el
Teorema del punto fijo de la aplicacién contractil ([19]). Recientemente ([17])
ha sido demostrada también una versiéon paramétrica del principio variacional
de Ekeland con aplicaciones al problema de existencia de puntos de equilibrio
de tipo Nash para problemas perturbados. Este tema de selecciones continuas
se plantea también en ambientes elementales. Por ejemplo, el que se refiere a
la continuidad de una funcién f : R™ — R™. Si f es continua, entonces para
cada z € R" y cada ¢ € RT puede elegirse un niimero positivo §(z, €) tal que



114 JEL TEOREMA DE BOLZANO EN VARIAS VARIABLES?

si y € R" verifica dgn(x,y) < 0 entonces drm (f(z), f(y)) < € (aqui, dgr indica
la distancia usual en R¥). Ahora bien, ;jpuede elegirse §(x, ) tal que la funcién
d : R" x (0,4+00) — (0,400) sea continua? A pesar de lo elemental de esta
pregunta, es curioso observar que, en general, ni los alumnos de los dltimos
cursos ni aun nuestros mismos colegas conocen la respuesta, que obviamen-
te es positiva. Lo de obviamente no debe interpretarse en el sentido de que
la demostracién sea sencilla. Puede consultarse una demostracién asequible
debida a Enayat, que usa particiones de la unidad, en [16], aunque el resul-
tado fundamental que se expone en este ultimo trabajo (valido en ambientes
de espacios métricos generales y no sélo en espacios R¥) es en realidad una
consecuencia de resultados més generales de Gutev (1987) y Przeslawinski y
Rybinski (1990)(véase [38] para los detalles).

Como no todo pueden ser ventajas, la cuestion que nos planteabamos para
la ecuacién (31), sobre la posibilidad de probar la existencia de selecciones
continuas de puntos fijos z(c), bajo las hipétesis del Teorema del punto fijo de
Brouwer, tiene en general una respuesta negativa. El siguiente ejemplo sencillo
puede servir para ilustrar este hecho:

Consideremos la siguiente familia uniparamétrica de funciones de [—R, R]

en [—R, R]:

flz,c)=x—|cjJx +cR  Y(z,c) € [-R,R] x [-1,1]

No es dificil hacerse una idea de cémo van cambiando las funciones (en este
caso siempre rectas) segin va variando el pardmetro c. Incluso con el programa
Mathematica podemos conseguir una animacién perfecta: basta introducir

Forle = —1,¢ <=1,¢ = ¢+ 0.02, Plot[x — Abs[c]x + ¢,{z,—1,1},
PlotRange — {—1, 1}, AspectRatio — Automatic]]

(y luego hacer un doble “click” sobre la primera figura para conseguir el efecto
de animacion de las gréficas de las funciones).

Si consideramos la ecuacién f(x,c) = x en el intervalo [— R, R]| obtenemos
la siguiente situacién: Si —1 < ¢ < 0 la tnica solucién es x = — R, mientras que
si 0 < ¢ <1 entonces la tinica solucién es x = R. Obviamente en el caso ¢ =0
cualquier nimero x € [—R, R] sirve como solucién. Es por tanto claramente
imposible hacer la eleccién x(c) antes mencionada de manera continua.

Es facil generalizar este mismo ejemplo para demostrar que tampoco en
dimensiones superiores podemos esperar siempre una eleccién continua del
punto fijo que nos da el Teorema de Brouwer. Consideremos la funcién f,, :
Brn(0,R) x [-1,1] — Brn(0, R) definida como

fo(z1, 22, ..., 20, ¢) = (f(21,¢),0,...,0)  ¥(z,¢) € Brn(0, R) x [~1,1]

(véase también [11] para algunos ejemplos geométricos).
No obstante, es posible dar condiciones adicionales para que si se pueda
hacer la deseada eleccién continua x(c). Tal vez la situacién més elemental es
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aquélla en la que seleccién es unica: es decir, la ecuacién x = f(x, ¢) tiene una

tinica solucién z(c) € Brn (0, R) para cada valor del pardmetro c. En este caso
es posible demostrar que la aplicacién ¢ — x(c) es siempre continua.

Naturalmente en muchos de los problemas que nos encontremos no ten-
dremos unicidad de solucién. Incluso en aquellos casos que intuyamos que esto
ocurre, tendremos probablemente una seria dificultad para demostrar tal uni-
cidad. Sin embargo, si analizamos la estructura del conjunto B = {(z,¢) €
[-R,R] x [-1,1], x = f(z,¢)} de nuestro anterior ejemplo, observamos que
tiene buenas propiedades: concretamente es un conjunto conexo de R? (ver
figura).

Es posible obtener este tipo de
. resultados en situaciones muy gene-
rales, en las que se puede probar
la existencia de “selecciones cone-
0.5 xas”, lo que a la hora de las apli-
caciones es casi de la misma utili-
dad que disponer de selecciones con-

P ¢ tinuas. Més concretamente, supon-
gamos que f : Brn(0,R) X [a,b] —

N Bgrn(0,R), (z,¢) — f(z,c) es con-

5.4 tinua y que para cualquier ¢ € [a, b]

se tiene x — f(z,¢) # 0 si |jz|| =

o R. Entonces si B = {(z,¢), ¢ €

[a,b], = € Brn(0,R), x = f(z,0)},
puede probarse que existe un sub-
conjunto A C B que es compacto y
conexo (en la topologia producto) y tal que la proyeccién de A sobre R es
exactamente el intervalo [a,b]. Este resultado, que no es en absoluto trivial,
puede probarse usando las propiedades del grado topoldgico dadas en el Teo-
rema 3. Los hechos béasicos que permiten demostrarlo son dos: por una parte
la existencia de cotas a priori sobre las posibles soluciones de la familia de
ecuaciones (31) (la constante R no depende del pardmetro ¢) y por otra que
dp(f(.,0), Brn (0, R),0) # 0. Este tipo de resultados sobre la existencia de se-
lecciones conexas, valido en ambientes mas generales, e incluso en dimension
infinita, constituyen un ejemplo muy significativo de lo que se conoce con el
nombre de “Continuation theorems®, frase que no nos atrevemos a traducir

([11; [30]).

La utilidad de la teoria del grado no se limita a la obtencién de teore-
mas de punto fijo. De hecho, su uso en el estudio de ecuaciones no lineales
es mas popular y, por ejemplo, muestra una extraordinaria potencia en la
prueba de existencia de soluciones de ecuaciones no lineales, donde los opera-
dores que aparecen son continuos pero no necesariamente diferenciables (esto
es importante en las aplicaciones). Ilustremos estas afirmaciones con un ejem-
plo sencillo, en el que no obstante, el resultado que se obtiene es relevante y
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estd relacionado con la cuestion: j Unicidad implica existencia? Para motivarlo
podemos partir de una situacion lineal considerando la ecuacién

Az =y (32)

donde A es una matriz cuadrada regular de orden n. Para cada y € R" la
ecuacién anterior tiene una unica solucién (unicidad de soluciones de la ecua-
cién lineal homogénea implica existencia de soluciones de la ecuacién com-
pleta). Debido a que A es regular, la aplicacién f : R” — R"™ definida como
f(z) = Az, V x € R", satisface

f es inyectiva,
. 33
g yoo [1f(2)]] = 400 (33)

Pues bien, la versién no lineal de este resultado es el siguiente Teorema.

TEOREMA 7 Sea f : R" — R™ continua y satisfaciendo las condiciones (33).
Entonces f(R™) = R™.

La demostracién consiste en ver que f(R™) es cerrado y abierto. Lo pri-
mero es consecuencia inmediata de la segunda condicién de (33). Para ver
que f(R™) es abierto, tenemos que demostrar que Vg € R™, JIr > 0 tal
que Brn (f(zg),r) C f(R™). Mediante un cambio de variable obvio pode-
mos reducirnos al caso en que zg = f(zg) = 0. Entonces (véase [14] para
detalles), mediante una homotopia conveniente con una aplicaciéon impar pue-
de probarse que para cualquier s > 0, dg(f, Brn(0,5),y) # 0 si y € R”
tiene norma suficientemente pequena. Esto prueba que para algin r > 0,
Bgrn(0,7) C f(Brn(0,5s)), lo que concluye la demostracién.

Incluso es posible obtener resultados de este tipo para clases amplias de
variedades, como la esfera n-dimensional S = {(z1,72,...,2,41) € R"H!
i+ a3+ .22 =1}k

COROLARIO 7.1 Sea f: 8™ — S™ continua e inyectiva. Entonces f es biyectiva.

La idea clave para demostrar este corolario a partir del anterior teorema es
hacer la identificacién S™ ~ R™ U {o0}, conocida cominmente con el nombre
de compactificaciéon de Alexandrof. Asi, tomamos cualquier punto a € S™,
que identificamos como oo (usualmente se toma el polo norte), y su imagen
b = f(a) como el “infinito” del espacio de llegada S™. Restringiendo a R”
obtenemos una funcién f : R® — R" bien definida (puesto que el punto
b no puede ser imagen de otro punto distinto del a, al ser la funcién original
inyectiva), continua e inyectiva (por serlo f) y verificando la segunda condicién
de (33). Aplicando por lo tanto el Teorema 7, obtenemos que f es biyectiva,
y por lo tanto f también (puede consultarse [5] para resultados similares).
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COROLARIO 7.2 Sea f : R"™ — R” continua tal que

lim f(z)=0 (34)

l|z[|—o0
Entonces f no es inyectiva.

Para demostrar este resultado, basta aplicar el anterior corolario utilizando
de nuevo la compactificacién de Alexandrof (en este caso en el otro sentido).
Animamos al lector a que complete los detalles de este ejercicio.

Con la ayuda del grado topolégico puede probarse también, de manera
relativamente sencilla ([14]), una extensién del famoso Teorema de la curva
de Jordan a cualquier niimero de variables. En este sentido, sabemos que si A
y B son subconjuntos de R™ homeomorfos, entonces R” \ A y R™ \ B no son
necesariamente homeomorfos. Por ejemplo, témense en R?, A = (0,1) x {0}
y B = R x {0}. Ahora bien, lo que si puede probarse es que si A y B son
subconjuntos homeomorfos y compactos de R™ entonces R™\ A y R™\ B tienen
el mismo numero de componentes conexas. En particular, si A es homeomorfo
a {r € R": ||z| = 1}, entonces R™ \ A tiene dos componentes conexas (véase
[15] para temas relacionados).

Para terminar, vamos a decir algo sobre una version compleja del Teorema
de Bolzano para funciones analiticas probada en 1980 por M. Shih ([46]).

Si Q es un subconjunto abierto, conexo y acotado de C (conjunto de los
nimeros complejos) conteniendo al origen y f : @ — C es continua en Q y
analitica en (2, y verifica ademaés la condicién

Re (Zf(z)) >0, V z € 00 (35)

entonces puede probarse ([45]) usando el Teorema de Rouché que la ecuacion
f(2) = 0 tiene exactamente una solucién en 2.
inf Re Zf(2)
sup |z[?
g(z) = cz — f(z), entonces |f(z)| > |g(z)| en 0N. Asi, el Teorema de Rouché
nos permite afirmar que f y f + g tienen el mismo nimero de ceros en €.
Usando el grado topoldgico de Brouwer, M. Shih ha probado en 1980 la si-
guiente versién en dimensién n del resultado anterior ([46]).

La idea basica de la demostracién es que si ¢ = , 2 €00,y

TEOREMA 8 Sea ) un subconjunto de C" abierto, conexo, acotado, conteniendo
al origen y f : Q — C™ continua en Q y analitica en Q, tal que satisface
Re (z- f(z)) >0, V z € 0Q. Entonces la ecuacion f(z) = 0 tiene ezactamente

una solucion en ).

En la demostracion de este Teorema se usa, ademds de las propiedades
bésicas del grado topoldgico expuestas en el Teorema 3, el hecho de que si
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f = (f1,s fn) : @ — C™ es analitica entonces se tiene la siguiente relacién
entre los jacobianos reales y complejos:

det(d(uj,v;)/O(xk, yr)) 1<k j<n = |det(Df;/0zk) 1<k j<nl”,

donde 2, = zp+iyg, 1 <k <n, f; = u;+iv;, 1 < j < n. Esto permite afirmar
que para cualquier valor regular y de f (es decir, y € f(Q) tal que det f'(z) # 0
para cualquier z € (2 verificando f(z) = ), el cardinal del conjunto f~!(y)N§
es exactamente dp(f,Q,y) (pensemos que f puede considerarse como una
aplicacién de 2n variables reales y con 2n componentes reales).

Queremos terminar haciendo la misma pregunta que al principio: ;Hay
alguna versién del Teorema de Bolzano para varias variables? Rogamos al
lector que observe detenidamente las condiciones (1), (28) y (35), dadas res-
pectivamente en los Teoremas 1, 5 y 8. La respuesta a la pregunta es ahora
obvia. Ahora bien, como los matematicos somos especiales en muchos senti-
dos, nos podemos entonces preguntar : ;Hay alguna version del Teorema de
Bolzano para el caso de infinitas variables? A este respecto baste decir que en
cualquier espacio de Banach de dimensién infinita, existe al menos una apli-
cacién continua de la bola cerrada unidad en si misma que no tiene puntos
fijos ([14]). Incluso se ha probado que dado cualquier subconjunto convexo
y no compacto K de cualquier espacio de Banach, existe alguna aplicacion
continua f : K — K tal que f no tiene puntos fijos ([22]). Entre otras cosas,
esto implica que el Teorema del punto fijo de Brouwer no es vélido si R™ se
sustituye por cualquier espacio de Banach de dimensién infinita. No obstante,
es posible que esto no signifique que no existan versiones infinito dimensionales
del Teorema de Bolzano ([14], [33], [42], [43]). Esto serd objeto de un préximo
trabajo.

AGRADECIMIENTOS

Queremos expresar nuestro agradecimiento a nuestros colegas José Mar-
tinez Aroza y Alfonso Romero Sarabia por habernos animado a elaborar esta
colaboracién para LA GACETA DE LA RSME.

REFERENCIAS
[1] J.C. ALEXANDER. A primer on connectivity, Lect. Not. Math., 886, E. Fadell, G.
Fournier, editores; Springer-Verlag, 1981.

[2] H. AMANN Y S.A. WEIss. On the uniqueness of topological degree, Math. Z. 130
(1973), 39-54.

[3] P. BoHL. Uber die Bewegung eines mechanischen Systems in der Néahe einer
Gleichgewichtung, J. Reine Angew. Math. 127 (1904), 179-276.



LA GACETA 119

[4]

=

B. BoLzaNo. Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je zwei
Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat gewdhren, wenigstens eine reele
Wurzel der Gleichung liege, Gottlieb Hass, Prague, 1817.

G.E. BrREDON. Topology and Geometry, Springer-Verlag, New York, 1993.
H. Brizis. Andlisis Funcional, Alianza Editorial, 1984.

L.E.J. BRouwER. On continuous one-to-one transformations of surfaces into
themselves, Proc. Kon. Ned. Ak. V. Seri A 11 (1909), 788-798.

L.E.J. BRouwer. Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Math. Ann. 71 (1910),
97-115.

L. E. J. BROUWER. Beweis der Invarianz der Dimensionszahl, Math. Ann. 70
(1911), 161-165.

L.E.J. BRouwER. Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Math. Ann. 71 (1912),
97-115.

F. E. BROWDER. On continuity of fixed points under deformations of continuous
mappings, Summa Brasiliensis Math. 4 (1960), 183-191.

E.A. CoppINGTON Y N. LEVINSON. Theory of Ordinary Differential Equations,
McGraw-Hill, New York, 1955.

J. W. DAUBEN. Progress of mathematics in the early 19th century; context, con-
tents and consequences, Impact of Bolzano’s epoch on the development of Scien-
ce, Prague, 1981, 223-260, Acta Hist. Rerum Nat. nencon Tech (special Issue),
13, 1982, CSAV, Prague.

K. DEIMLING. Nonlinear Functional Analysis, Springer-Verlag, 1985.

A. DoLp. Lectures on algebraic topology, Springer Verlag, Berlin-Heidelberg-New
York, 1972.

A. ENAYAT. § as a continuous function of x and e, Amer. Math. Monthly 107
(2000), 151-155.

P.G. GEORGIEV. Parametric Ekeland’s variational principle, Appl. Math. Letters
14 (2001), 691-696.

J.H. HADAMARD. Sur quelques applications de l'indice de Kronecker, In J. Tan-
nery: Introduction a la Théorie des Fonctions d’une Variable, Hermann, Paris,
1910, 875-915.

J. K. HALE. Ordinary differential equations, John Wiley and Sons, Inc., New
York, 1969.

J. G. HockING Y G. S. Youna. Topologia, Reverté, Barcelona, 1966.

V. JARNIK. Bolzano and the foundations of mathematical analysis, Society of
Czechoslovak Mathematicians and Physicists, Prague, 1981.

V. KLEE. Some topological properties of convex sets, Trans. Amer. Math. Soc.
178 (1955), 30-45.



120

23]

24]
[25)
26)
27]
28]
20]
30]
31)
32)
33)
34
35)
36)
37)
38]
39)
[40]

[41]

;EL TEOREMA DE BOLZANO EN VARIAS VARIABLES?

M. KLiNE. Mathematical thought from ancient to modern times, Oxford Univer-
sity Press, New York, 1972. Traduccién al castellano en Alianza Editorial, S.A.,
Madrid, 1992.

L. KrRONECKER. Uber Systeme von Funktionen mehrerer Variablen, Monatsber.
Berlin Akad. (1869), 159-193; 688—698.

W. Kurpa. The Poincaré-Miranda theorem, Amer. Math. Monthly, 104 (1997),
545-550.

D. R. KurerA. Around Bolzano’s approach to real numbers, Czechoslovak Math.
J. 32 (1982), 655-666.

J. L6PEZ-GOMEZ. Fcuaciones Diferenciales y Variable Compleja, Pearson Edu-
cacién, S.A., Madrid, 2001.

J. MAwHIN. Le théoreme du point fixe de Brouwer: un siecle de métamorphoses,
Revue d’Histoire des Mathématiques 9 (2003).

J. MawHIN. Le théorem des indéboulonnables, Pour la Science (Edition francaise
de Scientific American) 304 (Févier 2003), 64-73.

J. MawniN. Leray-Schauder degree: a half century of extensions and applications,
Topological Methods in Nonlinear Analysis 14 (1999), 195-228.

J.W. MiLNoOR. Topology from the differentiable viewpoint, Univ. Press of Virginia,
Charlottesville, 1965.

C. MiraNDA. Una osservazione su una teorema di Brouwer, Boll. Unione Mat.
Ttal. 3 (1940), 527-527.

C.H. MoraALES. A Bolzano’s theorem in the new millenium, Non. Analy. 51
(2002), 679-691.

H. PoiNcARE. Memoire sur les courbes définies par une équation différentielle, J.
Math. Pures Appl. 7 (1881), 375-422.

H. PoINCARE. Sur certaines solutions particulieres du probléme des trois corps,
C.R. Acad. Sci. Paris 97 (1883), 251-252.

H. POINCARE. Sur certaines solutions particulieres du probléme des trois corps,
Bull. Astronomique 1 (1884), 63-74.

H. PoiNcARE. Sur les courbes définies par une équation différentielle IV, J. Math.
Pures Appl. 85 (1886), 151-217.

D. ReEpovs Y P.V. SEmENOV. Continuous selections of multivalued mappings,
Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 1998.

H. RoBBINS. Some complements to Brouwer’s fixed point theorem, Israel J.
Math. 5 (1967), 225-226.

S.B. Russ. A translation of Bolzano’s paper on the intermediate value theorem,
Historia Math. 7 (1980), 156-185.

G. SANSONE Y R. ConTIi. Non-Linear Differential Equations, Macmillan, 1964.



LA GACETA 121

42]
43]
[44]
[45]
6]

[47]
[48]

J. ScuaupER. Der Fixpunktsatz in Funcktionalrdumen, Studia Math. 2 (1930),
171-180.

J.T. ScuwARTZ. Nonlinear Functional Analysis, Gordon and Breach, New York,
1969.

H.W. SIEGBERG. Some historical remarks concerning degree theory, Amer. Math.
Monthly 88 (1981), 125-139.

M.H. Suia. An analog of Bolzano’s theorem for functions of a complex variable,
Amer. Math. Monthly 89(3) (1982), 210-211.

M.H. Sura. Bolzano’s theorem in several complex variables, Proc. Amer. Math.
Soc. 79 (1980), 32-34.

E. H. SPANIER. Algebraic topology, McGrawHill, New York, 1966.

T. ZAMFIRESCU. A generic view of the theorems of Brouwer and Schauder, Math.
Z. 213 (1993), 387-392.

Antonio Canada

Salvador Villegas

Departamento de Anélisis Matemaético
Universidad de Granada

18071 Granada

Correo-electronico:  acanada@ugr.es
svillegaQugr.es




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts false
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for high quality pre-press printing. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later. These settings require font embedding.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308030d730ea30d730ec30b9537052377528306e00200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /FRA <>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /KOR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe7f6e521b5efa76840020005000440046002065876863ff0c5c065305542b66f49ad8768456fe50cf52068fa87387ff0c4ee575284e8e9ad88d2891cf76845370524d6253537030028be5002000500044004600206587686353ef4ee54f7f752800200020004100630072006f00620061007400204e0e002000520065006100640065007200200035002e00300020548c66f49ad87248672c62535f0030028fd94e9b8bbe7f6e89816c425d4c51655b574f533002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d5b9a5efa7acb76840020005000440046002065874ef65305542b8f039ad876845f7150cf89e367905ea6ff0c9069752865bc9ad854c18cea76845370524d521753703002005000440046002065874ef653ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000520065006100640065007200200035002e0030002053ca66f465b07248672c4f86958b555f300290194e9b8a2d5b9a89816c425d4c51655b57578b3002>
    /ESP <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


