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1. INTRODUCCION

Cuando expliqué por primera vez, muy joven, el Teorema de Cauchy-
Kowalevskaya —no me lo habian ensenado durante la carrera— no fui consciente
de que el segundo coautor fuera una mujer, pues su apellido se solia trans-
cribir Kowalewsky. Fue en un congreso, en una de las desaparecidas Jornadas
Hispano-Lusas de Matematicas, cuando contemplé en un pdster a una mujer
joven, de rostro sereno y de una gran belleza: se trataba de Sonia Kovalevskaya.
A partir de ahi comencé a conocer algo de su vida, a base de anécdotas, que
quizds daban una idea desfigurada de uno de los personajes mas interesantes
de la historia reciente de la ciencia.

Al comenzar este trabajo pensé con-
centrarme exclusivamente en sus contri-
buciones matemdaticas. Pronto cai en la
cuenta de que es imposible dar una valo-
racion objetiva de este personaje, incluso
en la parte matemadtica, si no se analiza
globalmente, en todos sus aspectos y face-
tas. Porque todo ello influyé en su carrera
matematica que, a buen seguro, hubiera
adquirido otras dimensiones si las circuns-
tancias hubieran sido diferentes. Sus com-
plejas relaciones familiares, sus ideales y
compromisos politicos y sociales, su lucha
agotadora por lograr la igualdad de dere-
chos entre hombres y mujeres, sus inquie-
tudes literarias, su azarosa vida personal...
Huyendo de los aspectos més intimos de esto ultimo, més propio de la prensa
rosa, en la segunda seccién se hace un resumen de su biografia y en la tercera
se analizan sus principales aportaciones en el campo de las matematicas. En la
cuarta se efectiia un sucinto repaso de sus actividades literarias, para concluir
en la seccién quinta con algunas consideraciones finales.

La bibliografia sobre Sonia Kovalevskaya es muy abundante. Para la parte
biografica hemos recurrido especialmente a A. H. Koblitz [8], considerada por
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todos los estudiosos de su vida como la mejor y la més completa de sus bio-
graffas, a su propia autobiografia [20], a [23] y a numerosas referencias que se
pueden encontrar en Internet ([26],[27],[28]). Para analizar sus aportaciones
matemadticas, aparte de acudir a las fuentes originales, el libro de R. Cooke [2]
resulta excelente.

2. COMPENDIO BIOGRAFICO

Sofia Vasilevna Krukovskaya, méas conocida como Sonia, naci6 el 15 de
enero de 1850 en Moscui en el seno de una familia burguesa rusa. Su padre,
Vasilii Vasilevich Krukovsky, fue general de artilleria, y su madre, Elizaveta
Fyodorovna Shubert, procedia de una familia alemana culta. Este matrimonio
tuvo dos hijos maés: la primogénita Anna, a la que llamaban familiarmente
Aniuta, que nacié en 1844, y su hermano menor, Fyodor, nacido en 1855. Los
padres de Kovalevskaya tenian una buena formacién y gozaban de una posiciéon
econdémica desahogada. Su padre se empend en ser reconocido como miembro
de la nobleza, lo que consiguié finalmente al figurar en el arbol genealdgico del
monarca hingaro Matthew Corvus. Asi pasé a apellidarse Korvin-Krukovsky.

Cuenta Kovalevskaya que cuando se trasladaron a vivir a su hacienda en
Palibino (actualmente en Bielorrusia), les falté material para empapelar las
habitaciones y entonces utilizaron, para terminar de arreglar el cuarto de los
ninos, las notas de un curso de matematicas recibido por su padre e impartido
por el eminente matemético ruso M. V. Ostrogradski (1801-1862), célebre
por compartir con Gauss el teorema de la divergencia. Dice Kovalevskaya
que, con apenas siete u ocho anos, se pasaba horas y horas mirando aquellos
simbolos y férmulas extranas, tratando en averiguar qué pagina seguia a otra.
También recuerda con carifio a su tio paterno Pyotr Vasilevich Krukovsky,
que le hablaba con mucho entusiasmo de cuestiones matematicas. Relata en
[20]: “..no podia a esa edad entender esos conceptos, pero actuaron sobre
mi imaginacion, inculcdndome una veneracion por las matemdticas como una
ciencia elevada y misteriosa que abre a los iniciados en ella un mundo nuevo
y maravilloso, inaccesible a la mayoria de los mortales”.

Pero la inclinaciéon de nuestro personaje por las ciencias proviene de su
familia materna. Su tatarabuelo, Johann Ernst Schubert, fue un tedlogo lu-
terano aleman y su bisabuelo, Fyodor Ivanovich Shubert, emigré y trabajé
como agrimensor en lo que hoy es Estonia. Fue un reconocido matematico y
astronomo, que mantuvo contacto con grandes matematicos de la época, como
Gauss, Laplace y Bessel. Su abuelo, Fyodor Fyodorovich, fue un reputado
geodesta y cartégrafo. Finalmente, su tnico tio materno, Fyodor Shubert, la
entusiasmaba, explicandole temas relacionados con las ciencias, en particular,
con la biologfa.

A pesar de que se trataba de una familia culta y con una buena situa-
cién econdémica, cuando el general Krukovsky se jubilé adquirié consciencia
de que habia desatendido la educacién de sus hijos, por lo que contratd a un
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tutor polaco, Joseph Malevich. Este describe a Kovalevskaya como una joven-
cita de apariencia agradable y atractiva, cuyos ojos marrones reflejaban una
gran inteligencia y bondad, muy atenta y receptiva a sus clases, que asimilaba
rapidamente. Malevich se ofendié porque Kovalevskaya aludié en sus Recuer-
dos de la infancia [20] a las ensefianzas matematicas que recibia de su tio y no
reconocia su labor. Sin lugar a dudas, Malevich tuvo una influencia decisiva en
su formacion, incluso matematica, aunque a ella le costaba reconocerlo, moles-
ta por las declaraciones publicas de su tutor. Por el contrario, lo zaheria més
al alegar: “Lo que mejor ensenaba Malevich era la aritmética... Pero confieso
que la aritmética tenia poco interés para mi...”.

Otro personaje importante en su vida fue un vecino de la familia, el fisico
N. P. Tyrtov. Su sorpresa fue mayuscula cuando vio que Kovalevskaya no sélo
habia leido un libro de fisica que le habia dejado a su padre, sino que fue capaz
de reconstruir por si sola las formulas geométricas que precisaba para poder
entender los capitulos de 6ptica. Por eso le pidi6é con insistencia a su padre,
en principio renuente a que su hija estudiara matematicas, que le permitiera
proseguir sus estudios de esta ciencia, para lo cual daba sobradas muestras
de estar capacitada. Y surti6 efectos, porque Krukovsky le buscé un excelente
profesor, A. N. Strannoliubsky, con quien Kovalevskaya progresé muchisimo
en calculo y quizéds en otras areas de las matematicas.

Pero la persona que més influy6 sobre ella fue su hermana Aniuta, a la
que consideraba su madre espiritual. De gran belleza, al igual que Sonia, pero
con un caricter mas sociable y extrovertido, Aniuta se incliné por la literatura
—fue amiga del célebre literato ruso Dostoievsky— y se vio envuelta, con gran
disgusto para sus padres, en las causas politicas mas radicales.

Una vez finalizada su etapa en la ensenanza secundaria, Kovalevskaya pre-
tendi6 ingresar en la universidad para continuar sus estudios en matematicas.
Y no sélo se encontrd con la oposicion de sus padres, sino con la més frontal del
sistema. Para las mujeres resultaba imposible en aquella época ingresar en las
universidades de casi todos los paises y en la Rusia zarista a lo més que podian
aspirar era a matricularse en una especie de curso superior para mugjeres, en
los que primaba la ensenanza literaria en detrimento de la cientifica.

Las dos hermanas pensaron en marcharse al extranjero, para lo cual una
deberia casarse. Entonces se puso de moda un tipo especial de matrimonio por
conveniencia. Se buscaba a un hombre liberal, comprometido politicamente,
que se prestara a fingir un matrimonio legal con el 1inico objetivo de ayudar a
su esposa a eludir las trabas y dificultades de una sociedad que discriminaba
brutalmente a las mujeres. Después, cada uno haria la vida por su cuenta.
Aniuta eligié a un publicista y editor que se movia en los ambientes politicos
mas radicales y con una gran aficién por la biologia, Vladimir Onufrievich
Kovalevsky. Pero éste prefirié a Sonia, quizas por su formacién cientifica. Tras
algunas peripecias que no vienen a cuento, Sonia y Vladimir se casaron el
27 de septiembre de 1868, yendo a vivir a San Petersburgo, donde al menos
podria asistir a algunas clases en la universidad, eso si, siempre que fuera
acompanada de su marido o tio. Alli conocié al matemético P. L. Chebyshev
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(1821-1894), que se habia enriquecido con negocios inmobiliarios. El destino
hubiera sido totalmente distinto si las puertas de las universidades hubieran
estado abiertas a las mujeres. En tal caso, lo méas probable hubiese sido que
Chebyshev se hubiese convertido en su maestro.

K. Weierstrass P.L. Chebyshev

En 1869 Sonia y Aniuta, acompanadas por Vladimir, tras pasar por Viena
se instalan en Heidelberg. All{, aunque no era legal, si los profesores lo autoriza-
ban podria asistir a clase. Asi consiguié escuchar a magnificos profesores, como
Hermann von Helmholtz (1821-1894), G. R. Kirchhoff (1824-1887), R. W.
Bunsen (1811-1899), Leo Konigsberger (1837-1921) y Paul DuBois-Reymond
(1831-1889). Kovalevskaya supo en seguida que si queria progresar en su ca-
rrera académica, tenia que buscar el apoyo de un personaje poderoso. Por esta
razén se trasladé a Berlin para trabajar con Karl Weierstrass (1815-1897),
el fundador del moderno andlisis matematico y una de las figuras cumbres
de las matemaéticas del siglo XIX. Por cierto, no seria el primer contacto de
Weierstrass con un miembro de la familia de Sonia. Ciertamente, en un trabajo
escrito en 1861 sobre geodésicas en una elipsoide general, Weierstrass cita a
Fyodorovich, abuelo de Kovalevskaya, por los articulos que éste realizé sobre
la forma de la Tierra. Kovalevskaya sabia que, aunque no pudiera entrar en la
universidad, si lograba trabajar con Weierstrass, recogerfia suficiente crédito y
le abrirfa muchas puertas, por ejemplo, a la hora de conseguir un puesto de
trabajo.

Tres fueron las razones que obligaron a Weierstrass, un fervoroso catolico
y recalcitrante soltero que también se oponia a la presencia de la mujer en
la universidad, a cambiar de opinién. Primero, que como consecuencia de la
guerra franco-prusiana, el nimero de sus alumnos disminuia alarmantemente;
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segundo, que venia recomendada por sus amigos y colegas de la universidad
de Heidelberg; y tercero, que Kovalevskaya superé la prueba —resolver un con-
junto de problemas— a la que le sometid, con rapidez y originalidad. Como no
obtuvo permiso de las autoridades para que asistiera a clase, Weierstrass de-
cidi6 darle clases particulares dos veces por semana, convencido ya del talento
que atesoraba esta mujer.

Merece la pena recordar esta anécdota de Kovalevskaya. Bunsen habia
jurado que ninguna mujer pisaria su laboratorio de quimica y menos aun si
era rusa. Asirechazé a Yuliya Lermontova, amiga de Kovalevskaya. Sonia visité
a Bunsen que, impresionado por su belleza y su encanto natural, modificé su
postura. Poco después alerté a Weierstrass, haciéndole saber que Kovalevskaya
era una mujer peligrosa.

Sonia y Vladimir hicieron algunos viajes por Europa. En uno de ellos
visitaron Inglaterra, donde conocieron a Charles Darwin —el creador de la mo-
derna teoria de la evolucion—, al bidlogo Thomas Huxley y a George Elliot,
seud6nimo de la famosa novelista inglesa Mary Ann Evans (1819-1880). Entre
tanto, Aniuta y su companero Victor Jaclard se habian trasladado a Parfs, que
estaba sitiada por las tropas germanas, y vivieron en la Comuna. A Sonia no
se le ocurrid otra cosa que visitar a su hermana. Alli se sinti6 1til, ayudando
a los defensores como enfermera. Regresé a Berlin poco antes de que cayera
la ciudad. Las peleas y desavenencias eran cada vez mas frecuentes en la pa-
reja, hasta que un dia Sonia explicé a Weierstrass —que estaba confuso con la
forma tan extrana de comportarse que tenian estos supuestos esposos— cuél
era la situacién real de su matrimonio. Para ayudarla, Weierstrass se ofreci6 a
dirigirle la Tesis. Tras dos anos de intenso trabajo Kovalevskaya escribié tres
trabajos, dos de los cuales —segiin Weierstrass— eran més que suficientes cada
uno por separado para acceder al grado de Doctor:

1. Sobre la teoria de ecuaciones en derivadas parciales

2. Sobre la reduccion de cierta clase de integrales abelianas de rango tres a
integrales elipticas

3. Notas suplementarias y observaciones sobre la investigacion de Laplace
sobre la forma de los anillos de Saturno

Con su influencia logré que la universidad de Gotinga autorizara en 1874
la lectura de la Tesis in absentia, es decir, sin la habitual defensa oral. Temia
Weierstrass no sélo el poco dominio que todavia tenia Kovalevskaya del idioma
alemdn, sino que masacraran a su pupila a base de preguntas, por el mero hecho
de ser una mujer. Asi pues, 1874 se convirtié en un ano de éxitos: Vladimir
habia alcanzado el grado de Doctor en Geologia por la universidad de Jena
dos afios antes, Yuliya Lermontova en Quimica por la de Gotinga, y ella en
Matematicas —la primera mujer en la historia que lo hacia— por esta ultima
universidad.

Regresa a Rusia en 1875 y los siguientes cuatro anos alli son de casi total
inactividad matematica. No encuentra trabajo y la herencia que recibe de su
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padre —fallecido en 1874— la invierte la pareja en negocios inmobiliarios imi-
tando a Chebyshev, con el objetivo de lograr una posicién econémica suficien-
temente holgada que les permitiera sacar adelante sus proyectos académicos.
Poco después deciden poner fin a su matrimonio ficticio, viviendo como una
auténtica pareja. Kovalevskaya, al no conseguir una plaza de matematicas en
ninguna universidad, ocupa su tiempo frecuentando los circulos culturales y en
la literatura, escribiendo numerosos articulos y resenas teatrales en la prensa.
En octubre de 1878 nace su hija Sofia Vladimirovna Kovalevskaya, a la que
llamaban carifniosamente Fufa.

En 1879 fracasan estrepitosamente los
negocios de su marido y las relaciones en-
tre ellos se deterioran mas cada dia que
pasa. Kovalevskaya, que ya habia reanu-
dado la correspondencia con Weierstrass,
acude al Sexto Congreso de Matemaética
y Fisica celebrado en enero de 1880 en
San Petersburgo, donde —a peticién de
Chebyshev— da una charla sobre uno de
los tres trabajos que constituyeron su Me-
moria Doctoral, concretamente el relativo
a la reduccion de integrales abelianas. A
este congreso asistié el matematico sueco
Gosta Mittag-Leffler (1846-1927), alumno
asimismo de Weierstrass y que junto con
él, fueron las personas que desempenaron G. Mittag-Leffler
un papel clave en su carrera universita-
ria. Mittag-Leffler, que ya habia conocido
a Kovalevskaya en San Petersburgo, quedé prendado no sélo por su belleza,
dulzura y bondad, sino también por su gran talento matemaético, por lo que se
propuso buscarle a toda costa una plaza en la universidad. Afortunadamente
Mittag-Leffler dejé la universidad de Helsinki, en Finlandia, y se integré en la
recién inaugurada de Estocolmo, mucho mas moderna y liberal que las otras
universidades suecas de Upsala y Lund. A fin de incrementar su curriculum,
Kovalevskaya se puso a trabajar en un problema que le planteé Weierstrass.

Pero a los momentos dedicados a la investigacién siguen otros de crisis e
inestabilidad. Tiene que solicitar un préstamo para afrontar las deudas de su
marido. En 1881 visita a Weierstrass en Berlin y al afio siguiente viaja a Paris,
donde frecuenta otra vez los circulos politicos mas radicales. Por otra parte,
tras el asesinato del Zar Alejandro II se produce una enérgica represién de los
movimientos revolucionarios. Era bien conocida la simpatia que Kovalevskaya
sentia por el nihilismo, movimiento que se desarrollé en Rusia a mediados del
siglo XIX y totalmente opuesto al orden social y politico imperante. Surgié
como consecuencia de la desesperanza sobre todo de los jévenes intelectuales
procedentes de las clases pobres, desilusionados por la falta de unas profundas
y necesarias reformas politicas. Los nihilistas crefan que una sociedad recons-
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truida cientificamente garantizaria la felicidad de la humanidad. Kovalevskaya
habia solicitado una plaza a las autoridades universitarias de su pais. Si ya era
dificil que le dieran una respuesta afirmativa, estas afinidades politicas suyas
originaron una definitiva y rotunda negativa.

Precisamente estando en Paris recibia la noticia del suicidio, el 27 de abril
de 1883, de su marido Vladimir quien, sumido en una profunda depresién, fue
incapaz de soportar los fracasos de sus negocios y la acusaciéon de fraude que
pesaba sobre él. Este hecho sumié a Kovalevskaya —que sentia remordimientos
por este tragico final- en un estado de absoluto abatimiento y abandono,
llegando sus amigos més cercanos a temer por su vida. Afortunadamente logré
superar esta situacién debido fundamentalmente a la evasién que significaba
para ella el reanudar sus investigaciones y estudios matematicos.

Gracias a Mittag-Leffler consigue un nombramiento provisional para dar
clases en la universidad de Estocolmo, donde sus disertaciones tienen muy
buena acogida y destaca como una excelente profesora. El 30 de enero de 1884
da su primera clase. Entre los asistentes figuré Ivar Otto Bendixson (1861-
1935), que posteriormente se convertiria en un reconocido matemético por sus
estudios sobre teoria de conjuntos y fundamentos de las matematicas, topologia
y comportamiento de las soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden cerca de puntos singulares —recuérdese el famoso Teorema de
Poincaré-Bendizson—. Por cierto, al principio eran los propios alumnos los que
pagaban el salario a Kovalevskaya.

Pronto pasa a formar parte del equipo editorial de la revista Acta Mathe-
matica, fundada por Mittag-Lefller, que continta siendo una de las revistas
matematicas mas prestigiosas que se publican. Sus buenos contactos con los
matematicos rusos le permiten surtir a esta publicacién de excelentes trabajos
y, a cambio, actué de puente de comunicacién entre los matematicos rusos y
los de los restantes paises de Europa.

Pero las discriminaciones de género seguian. No le dieron permiso para
cuidar a su hermana Aniuta, que fallecié en 1887, y su sueldo era muy inferior
al de sus colegas masculinos con iguales funciones. Se debe subrayar el enorme
celo que puso Mittag-Leffler en la tarea de conseguirle cada vez mejores emo-
lumentos, incluso en alguna ocasién a costa de su bolsillo. En todo caso, no
se puede negar que su situacién habfa mejorado muchisimo. Si no fuera por
la tragedia que significd, la muerte de Vladimir resulté positiva para la futura
carrera universitaria de Kovalevskaya: era una mujer viuda, respetada, con una
hija legitima y libre. Sobre todo, libre. Ademas, estaba progresando bastante
en la resolucién del problema que le planteé su maestro.

Por caprichos del destino un paquete postal dirigido a un tal Sr. M. Ko-
valevsky terminé por error en manos de Kovalevskaya. Se trataba de un re-
conocido jurista e historiador social ruso, Maksim Kovalevsky (1851-1916),
pariente lejano de Vladimir, que se convirtié en su segundo gran amor.

Cuando creyé que tenia resuelto el problema que le ocupaba ya tanto
tiempo, se lo comunicd a varios matematicos franceses, entre ellos, a Charles
Hermite. Pensaron que el tema que investigaba Kovalevskaya era muy ade-
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cuado para el concurso del Premio Bordin correspondiente al ano 1888, que
otorgaba la Academia de Ciencias de Paris. Este tema ya habia sido propuesto
por la Academia Prusiana de Ciencias para ser fallado a principios del mes de
julio de 1855, coincidiendo con el cumpleanos de G. W. Leibniz [2], con las
siguientes condiciones:

Integrar las ecuaciones del movimiento de un cuerpo sélido que
gira alrededor de un punto fijo, sobre el que no actia ninguna fuer-
za externa salvo la gravitatoria, mediante series que representen
explicitamente como funciones del tiempo todas las cantidades re-
queridas para determinar el movimiento.

Este premio quedé desierto y también
en la convocatoria de 1858. Por lo tanto,
se trataba de la tercera vez que se plantea-
ba la misma cuestién: resolver las célebres
ecuaciones de Euler ([16],[17],[18]), asunto
al que volveremos maés adelante. En el Co-
mité encargado de juzgar los trabajos pre-
sentados figuraban matematicos de la ca-
tegoria de Charles Hermite (1822-1902), J.
L. F. Bertrand (1822-1900), Camille Jor-
dan (1838-1922) y J. G. Darboux (1842-
1917). Como era de esperar, el premio
de ese ano fue concedido a Kovalevska-
ya, siendo su valor incrementado de 3.000
francos a 5.000 francos, debido a las di-
ficultades del problema propuesto y a la
brillantez de la solucién dada. Ello signi-
fic el espaldarazo definitivo a la carrera
de Kovalevskaya y un merecido reconocimiento a su trabajo en matematicas,
donde siempre le exigifan mas —y tenia que demostrar més— que a sus com-
paneros masculinos. Por fin, consiguié una victoria en su lucha por lograr la
igualdad de derechos entre hombres y mujeres en el mundo, al menos en el
mundo universitario: la primera mujer que recibia un premio de esta categoria
y del que tan pocos hombres podian presumir de ostentarlo.

Pero Kovalevskaya tenia también su caracter y a veces tomaba decisiones
dificiles de entender. Si creia que tenia derecho a algo o decidia emprender un
nuevo camino, no dudaba en romper amarras y seguir su rumbo. Tenfa razon:
ipor qué le pagaban menos si realizaba el mismo trabajo que un hombre?
Pero no valoraba que entonces el grave problema de la discriminacion que
sufrian las mujeres no tenfa facil solucién y que, en este sentido, Weierstrass y
Mittag-Leffler tuvieron que emplearse a fondo para que ella pudiera alcanzar
las altas metas que se habia propuesto. Incluso no se recataba de airear entre
sus amigos suecos el aburrimiento que ya le producia vivir en Estocolmo. En
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esa época informé a Weierstrass de sus deseos de obtener el doctorado por
una universidad gala, para poder nacionalizarse francesa y poder ingresar en
una universidad de ese pais. Weierstrass puso el grito en el cielo y le advirtié
seriamente que ello constituiria una afrenta para la universidad de Gotinga,
que tan generosamente se habia portado con ella, lo que probablemente con-
llevaria la revocacién de su grado de Doctor por dicha universidad. Y a todas
estas, Mittag-Leffler le habia conseguido una plaza vitalicia en la universidad
de Estocolmo! Finalmente desistié de sus planes y siguié en Suecia.

Ahora era famosa y le dispensaban honores y homenajes. Su amigo Chebys-
hev logré que fuera nombrada miembro honoraria de la Academia de Ciencias
de San Petersburgo y, por una modificaciéon de su trabajo sobre el problema
de rotacién de un cuerpo, recibié un premio del Rey Oscar II de Suecia.

Después de disfrutar de unos dias de vacaciones con Maksim Kovalevsky en
Génova (Italia) a finales del afio 1890, regresé en solitario a Suecia. El viaje de
retorno fue muy accidentado, contrajo un fuerte catarro que degenerd en una
neumonia y fallecié en Estocolmo el 10 de febrero de 1891, cuando apenas tenia
41 anos de edad. Como suele ocurrir en estas circunstancias, después de su
muerte la fama de Kovalevskaya se incrementé hasta el extremo de convertirse
en un mito. Las muestras de condolencia, los homenajes y el reconocimiento se
extendieron por todo el mundo. Sélo desentoné al respecto el Ministro ruso del
Interior, I. N. Durnovo [25], que declar6 que “se estaba prestando demasiada
atencion a una mujer, que al fin y al cabo, era una nihilista”. Su hija Fufa, que
fue adoptada por su amiga Yuliya Lermontova, se licencié en fisica y murié en
el afio 1951 soltera y sin dejar descendencia.

3. TRABAJOS MATEMATICOS

Kovalevskaya publicé una decena de articulos matematicos, todos los cua-
les aparecen enumerados en las referencias. Dos de ellos ([14],[15]) son el mismo
trabajo pero escritos en distintos idiomas, y tres ([16],[17],[18]) se refieren al
tema que le llevé a ganar el Premio Bordin de la Academia de Ciencias de
Paris. A continuacion los comentamos brevemente.

3.1 TEORIA DE ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

Se debe a A. L. Cauchy (1789-1857) el estudio por primera vez de la conver-
gencia de las soluciones de ciertas clases de ecuaciones diferenciales obtenidas
mediante desarrollos en serie por la técnica de los coeficientes indeterminados.
Cauchy vefa un paralelismo entre el papel desempeniado por los nimeros com-
plejos en el estudio de las ecuaciones algebraicas y el que presentia que jugaria
la teoria de las funciones de variable compleja en el campo de las ecuacio-
nes diferenciales. Estaba convencido de que se podia establecer en este campo
un teorema andlogo al fundamental del dlgebra, que cabria enunciar asi: toda
ecuacion diferencial con coeficientes analiticos posee una solucion analitica [2].
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Para ello ideé el conocido hoy como método de las funciones mayorantes. Con-

siste, en pocas palabras, en lo siguiente: si f (¢, x) es una funcién analitica en un

dominio que contiene el origen y pretendemos resolver la ecuacién diferencial
B fa) = 3 autist 1)
— = f(t,x) = a; Rtz

J=0

se ensaya buscando soluciones en forma del desarrollo en serie potencial y =
Yo cat™, cuyos coeficientes se determinardn resolviendo un sistema algebrai-
co que resultard al sustituir esta dltima expresién formalmente en (1). Ahora
la funcién f(t,z) se reemplaza por otra F(t, X) = 3%, Atz de coefi-
cientes no negativos tales que |aj ;| < Ak, v elegimos asimismo Cy > 0 de
modo que |cy| < Cp. Entonces el problema

X _ p, x)

dt
admite una solucién formal X = 3 >°  C,t", donde |¢,| < C), para todo
n € N. Se pueden obtener formas muy sencillas de F(¢, X) [6, p. 49] que facili-
tan enormemente la demostracién de la convergencia de la serie que representa
dicha solucién X = X(t) y, por consiguiente, de la serie que da la solucién del
problema original (1). Con este procedimiento Cauchy estudié en 1842 la exis-
tencia de soluciones de una clase amplia de ecuaciones diferenciales ordinarias
y también de ecuaciones en derivadas parciales cuasilineales de primer orden,
si bien es cierto que no traté cuestiones como la unicidad y la prolongacién
de soluciones [2], ni demostré —lo dio por hecho— que las condiciones iniciales
determinan las soluciones. Aun asi se denomina problema de Cauchy al plan-
teado mediante una ecuacién diferencial, ordinaria o en derivadas parciales,
acompanada de ciertos datos iniciales.

Weierstrass también estuvo interesado en este tipo de problemas por aque-
llos mismos afios, si bien por otras razones. El matematico aleman estaba en-
tonces inmerso en la investigacion de las integrales abelianas y la teoria de
funciones analiticas. Lo que le atrafa de las ecuaciones diferenciales era, preci-
samente, la posibilidad de definir funciones analiticas a partir de sus soluciones.
Por métodos andlogos, pero independientemente de Cauchy, estudié sistemas
de ecuaciones diferenciales, destacando dos detalles novedosos: las condiciones
iniciales determinan univocamente las soluciones y la prolongacion de éstas.
Parece 16gico, pues, que propusiera a Kovalevskaya que investigara més pro-
fundamente este campo.

En su trabajo Sobre la teoria de ecuaciones en derivadas parciales [10],
Kovalevskaya estudié el sistema de ecuaciones en derivadas parciales cuasi-
lineales

9oy ™) 9ps
E - ZZGCMB (@17 7@71)%7 Y= 1a27 e 1
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0 mas generales

Ops
G(V)(@lr 7@71 ZZGQI@ P15 .- 7@“)8—+G(7)(¢1a'~7¢n)7
a=1 =1

v = 1,2,...,n, donde G((J) y G son funciones analitica en un entorno del

origen, demostrando —mediante el método de las mayorantes de Cauchy y
Weierstrass— que las series obtenidas formalmente convergen en realidad en
algiin dominio y que satisfacen efectivamente las ecuaciones dadas. Para ello
considera este otro sistema

s
D) I S n) g

a=1p=1
v=1,2,...,n, donde G(ﬁ) es la mayorante de G( ") dada por
() _ G
Gocﬁ (1/}17 ey wn) - 1— 1ot U,
g

para ciertas constantes positivas G y ¢ ([10, p. 8], [2, p. 31]). Uno de los logros
brillantes de este trabajo es la introduccién por parte de Kovalevskaya —quizés
inspirada en Jacobi [2, p.30]— del concepto de forma normal de una ecuacién
en derivadas parciales. Si se tiene la ecuacion

oty - t-ae
0 - ) =0, (2)

G(a:,a:l, ceey Ty Dy oy R T
(Kovalevskaya se limité a considerar un polinomio G, pero vale para funciones
més generales) y la derivada mayor presente en (2) es de orden n, diremos
que la ecuacién estd en forma normal si algunas de las derivadas puras (es
decir, respecto de una tnica variable) de orden n figura en (2) y es posible
despejarla. Ello le permite demostrar el que hoy se conoce como Teorema de
Cauchy-Kovalevskaya en el caso general, esto es, para ecuaciones en derivadas
parciales arbitrarias ([5],[7],[24]).

Conviene resaltar que en este trabajo [10, p.22], Kovalevskaya prueba que
no siempre una ecuaciéon en derivadas parciales con coeficientes analiticos
y condiciones iniciales analiticas tiene solucién analitica. Su contraejemplo
asombro a Weierstrass por su sencillez y elegancia. El problema de valores
iniciales para la ecuacién parabdlica

dp _ 0%
ox  Oy?
1
(Oa y) T
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origina como posible solucién la serie

o0

o(z,y) = Z %xnﬁm

n,m=0

Pero si x # 0, esta serie diverge, ya que

o0

(2n)!
j— n
QO(.Z',O) - E | T
n!

n=0
tiene radio de convergencia igual a cero. Luego, este problema no admite nin-
guna solucién ¢(z,y) analitica en un entorno de z = 0. Sin embargo, si la
ecuacién se considera en forma normal y las condiciones iniciales se fijan en la
variable correcta, o sea, si planteamos el problema

dp _ P

or  Oy?

<,0($,y0) = f(l')
830($ay0) _

Ty = g(z),

siempre tiene solucién analitica en un entorno de (xg,yo), supuesto que f y g
son analiticas en x = x.

Este trabajo formé parte de su Tesis Doctoral y fue muy bien acogido por
la comunidad matematica, desempenando todavia un papel fundamental en la
teoria de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

3.2 INTEGRALES ABELIANAS

Se dice que [ R(z,w)dz es una integral abeliana si R(z,w) es cualquier
funcién racional de las variables z y w, que a su vez estan relacionas por la
ecuacion algebraica F'(z,w) = 0. Cuando la ligadura entre las variables z y w
es w? = f(2) = apz® + a12® + ag2? 4+ azz + ay, la integral [ R(z,w)dz se llama
eliptica (que originan las funciones elipticas jacobianas). Si w? = 423 —goz — g3
(donde g2 y g3 denotan las invariantes de Weierstrass, véase [4, vol. II, p. 305]),
de la inversién de las correspondientes integrales surgen las funciones elipticas
weierstrassianas. Si la ligazén algebraica es de la forma w? = agz" +a12" ' +
vo + Gp_12 + an, n > 5, se denominan integrales hiperelipticas.

Weierstrass propuso a Kovalevskaya que estudiara algunas situaciones de-
generadas, es decir, cuando una cierta clase de integrales abelianas se reduce
a integrales elementales o a integrales elipticas. En su trabajo Sobre la reduc-
cion de una clase de integrales abelianas de rango tres a integrales elipticas [11]
aborda esta cuestion, que no era capital en esta teoria. Hay que tener presente
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que en el siglo XIX las investigaciones de las integrales abelianas y elipticas,
asi como de las funciones elipticas, las funciones ¥ y O, las funciones o de
Weierstrass y sus interconexiones [4] era un campo muy fecundo y con una
febril actividad, donde trabajan los mas prestigiosos matematicos de la época,
desde L. Euler (en el siglo anterior), pasando por A. M. Legendre (1752-1833),
A. L. Cauchy (1789-1857), C. G. J. Jacobi (1604-1851), K. Weierstrass, Ch.
Hermite (1822-1901), G. F. B. Riemann (1826-1866)... Podemos imaginarnos,
ante esta pléyade de matematicos galécticos, no sélo el volumen de trabajos
y articulos sobre estos temas, sino también su excepcional calidad. Tan sélo
Weierstrass en sus obras completas dedica méas de quinientas paginas a estos
topicos. Kovalevskaya tuvo que familiarizarse, conocer y dominar gran parte
de esta vasta produccién para afrontar con éxito el encargo de su maestro. Y
lo hizo con elegancia y competencia, aunque en realidad el tema no desper-
taba gran interés, eclipsado por los resultados alcanzados por tantas figuras.
Pero todo el mundo le reconocié su trabajo porque, como destaco el propio
Weierstrass, en él se reflejaba el extraordinario talento matematico de esta
mujer. De hecho, como resalta R. Cooke [2], si hubiera que buscar un drea de
las matemaéticas en que Kovalevskaya fuera considerada una especialista, ésta
seria la de las integrales abelianas. Por cierto, ello le seria de gran utilidad
cuando abordé posteriormente la investigaciéon del movimiento de un cuerpo
rigido alrededor de un punto fijo.

3.3 SOBRE LA FORMA DE LOS ANILLOS DE SATURNO

P. S. Laplace (1749-1827) habia asumido que la seccién transversal del ani-
llo de Saturno (entonces se crefa que este extrano planeta sélo poseia un anillo)
tenfa forma eliptica. En su articulo Notas suplementarias y observaciones sobre
la investigacion de Laplace sobre la forma de los anillos de Saturno[12], Kova-
levskaya establece que es ovalado. Se trata del trabajo méas aplicado de nuestro
personaje, pero realmente tiene més importancia por su contenido matematico.
En efecto, primeramente intenta calcular el potencial del anillo en un punto
Py = (z1,y1, 21) de coordenadas cilindricas (p1,01,21) = (1 —cos t,01,ap(t1)).
Si se supone que el cuerpo ocupa una regién B del espacio, el potencial gravita-
torio viene dado por la integral V = —% [ cos 0 do, extendida a la frontera de
B. En la evaluacién de esta integral comparecen funciones elipticas completas

([2, p. 77], [4, vol. 11, p. 317]). Entonces parametriza la superficie segin
x = (1 —a cos t)cos ¢
y=(1—acost)sen
z=ap(t)

y supone sin més que p(t) = [ sen t + 31 sen 2t + 35 sen 3t + .... El potencial
no depende de 0 y, por simetria, es una funcién par de t1, de modo que puede
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escribir el desarrollo en serie de Fourier V = Vg + Vj cos t1 + V5 cos 2t1 + ..., v,

1
andlogamente M (p? + 22)72 = mg + my cos t; + ma cos 2t + .... Finalmente
impone el principio de conservacion de la energia

11
Vipr,z1) + M(pi +27) 7% + 5”%? =C,
donde las constantes C' y n pueden ser determinadas. Asi llega al sistema de
infinitas ecuaciones

Vo—i-mo+%n2(l—l—“2—2)—C:0
Vi+mi—n?a=0
V2+7712+"2—2a2=0

Vi+m; =0,

para j = 3,4, ..., donde se supone que las cantidades V; y m; vienen expresadas
en términos de los coeficientes de Fourier §; [2]. Resolver este sistema ahora en
n, C'y los 3; es una empresa complicadisima. Si a estas dificultades se anade
el descubrimiento de J. C. Maxwell de que habian varios anillos y que éstos no
eran continuos sino que estaban constituidos por particulas (hoy se distinguen
en esta extrafia estructura tres zonas separadas —tres anillos— y se sabe que
las particulas son de hielo aménico, siendo su masa muy pequena comparada
con la del planeta), no es de extranar que Kovalevskaya se desanimara y no
pusiera mucho empeno en perfeccionar su trabajo.

3.4 SOBRE LA REFRACION DE LA LUZ Y LAS ECUACIONES DE LAME

Un curioso personaje —introdujo la quinina para el tratamiento de la mala-
ria—, el astrénomo real danés Erasmus Bartholin (1625-1698), descubri6 la do-
ble refraccién de la luz cuando atraviesa un cristal de espato de Islandia (una
clase de calcita). Christian Huyghens (1629-1695) traté de buscar explicacio-
nes al hecho de que si la luz sigue una direccién distinta a la del eje 6ptico se
originan dos haces con velocidades diferentes. A. J. Fresnel (1788-1827) des-
cubrié cristales que poseen dos ejes de simetria en lugar del inico que tiene la
calcita y demostré que, cuando el desplazamiento forma angulos X, Y, Z con
los ejes respectivos, las componentes de la fuerza son

p=a cosX + h cosY + g cosZ
q="bcosY + h cosX + f cosZ
r=ccosZ + g cosX + f cosY

donde (a, h, g), (h,b, f) v (g, f,c) son las componentes de un desplazamiento
unitario a lo largo de los ejes X, Y, Z. Fresnel lleg6 a deducir la ecuacién
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diferencial de la superficie de ondas

( 0z 8z>2< 0z 82)_‘_%%@2_()2)( 0z 82)

T % Yay) \Yor " Tay) T oz oy T Yoy
9 Oz 5 Oz 0z .9 029 B
(axa—y—by%><1+(%) —i—(a—y))—O (3)

Posteriormente, M. G. Lamé (1795-1870), partiendo de las leyes de la mecanica
newtoniana, dedujo las condiciones de equilibrio

ONy1 013 0T
— =4+ 24+ pXy =
oz + oy * 0z +pXo=0

013 ON,; 0Ty

8x+ y +8z T p¥o =0 4

oly, 017  ONg

7 + By + B +pZy=0
donde las tres componentes de la fuerza en un plano paralelo al plano coorde-
nado YOZ son Ny normal y T5, T3 tangentes al plano, y el mismo significados
para las demds incégnitas; (Xo, Yp, Zo) son las componentes de la aceleracion
de la particula en el punto (z,y,z) y p es la densidad del medio. Como en el
caso de Fresnel, con sélo seis cantidades se puede determinar las nueve com-
ponentes de tres vectores tridimensionales. El desplazamiento (u,v,w) de una
particula en un medio incompresible satisface, con notacién actual, la ecuacion
div(u,v,w) = 0. Como la amplificacién es proporcional a la tensién, Lamé de-
mostré que cada una de las seis componentes presentes en (4) debe tener la
forma

A?—Z+B§—Z+C‘Z—Z+D(%+g—j)+E(2—$+Z—Z>+F(Z—Z+g—i)

Ante las dificultades de célculo, Lamé consideré formas particulares para el
desplazamiento

(t mx—i—ny—{—pz)
u=<¢wcos2n| — — ———

T l
(t mx—i—ny—{—pz)
v=nwcos2r| - - —————
T l
t  mx+ny+ pz
w = (wcos2m| — — —7
-

siendo &, n, ¢ los cosenos directores del desplazamiento, w la amplitud de la
onda, 7 el periodo, ! la longitud de onda y m, n, p los cosenos directores
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del rayo de luz. Tras un tedioso proceso, llegé a obtener las conocidas como
ecuaciones de Lamé

2
AT ORI
Pv a28<8v aw)_czai

2220w (22

Finalmente, tras un arduo proceso, llega a la misma expresion para la superficie
de onda que la obtenida por Fresnel como solucién de la ecuacién (3) y, al tratar
de describir la radiaciéon de la luz de una fuente puntual —que supone que se
extiende homotéticamente— halla para la amplitud de la vibracién la férmula

2¢ 1

- - b}
bva? — c? sen i sen i \/x? + y? + 22

donde 7 e i’ denotan los dngulos que forma el rayo de luz con los dos ejes
opticos. Pero encontré problemas, como que la amplitud se hace infinita en el

origen debido a la presencia del factor (z2 + y? + 22)_%, en cuya justificacion
recurre al éter, sustancia que supuestamente llena el espacio.

Aunque a Weierstrass se le puede considerar como el prototipo de matema-
tico puro, solia en sus clases plantear cuestiones fisicas para ilustrar sus expo-
siciones tedricas y en 1856 present6 una ponencia en el Congreso de Cientificos
de Alemania sobre el camino descrito por un rayo de luz al atravesar varios
medios contiguos con superficies de refraccion esféricas. Weierstrass pidio a Ko-
valevskaya que trabajara en este tema y le dio a conocer una técnica inédita
suya con la que él pensaba que se podia resolver el problema [2]. Esta técnica
se basa en el hecho de que un rayo de luz OP que pasa por el origen corta a
una superficie S en un unico punto P;. Entonces, el lugar geométrico de los
puntos t = const., donde ¢ denota el cociente entre las distancias OP y OP,
es otra superficie oy andloga a .S. Weierstrass, por el teorema de la divergencia,
encontré la formula basica

Dt/ D, F(u,v,w)dw = D?/ o' F(u,v,w)dw, (6)
(t()...t) (to,...,t)

donde (ty...t) indica que la integral se extiende a la regién comprendida entre
las superficies oy, y 0¢. Con esta férmula Weierstrass consigue resolver ecua-
ciones en derivadas parciales de segundo orden y problemas mas complejos,



LA GACETA 89

como sistemas de ecuaciones de la clase

82§ 9 0 ,0n 0¢ 0 ,0¢  OC 9 82§ 8277 82C B
a2 (0, G a0 " 95~ 9) PG T aeay T aeps) = X
8277 9( 0 ,0C On a ,0n 0¢ 9 82§ 8277 82C B
a2 (55 " e a0) P Gy T o ayes) =
82{ 9 0 06  OC g ,0C 0On 2 625 6277 aQC
o (G5 9, (o~ ) PG ayes o

at2 ) = Z’

conocidos los valores iniciales de las incognitas &, 1, ¢ y sus derivadas parciales
primeras respecto de t. Como se puede observar, este sistema es bastante
parecido al (5) de Lamé.

Kovalevskaya crey6 que los problemas que se le presentaban a Lamé proce-
dian de que éste eligié una expresién incorrecta para las soluciones de (5). Por
ello buscé soluciones de la forma

f_Dt</ @1(u,v,w)f(x—i—u,y—l—v,z—i—w)dw)
to.t
n—Dt</t tcpg(u,@,w)f(x—i—u,y—l—v,z—i—w)dw) (7)

C:Dt(/tMt<P3(u,v,w)f(x—I—u,y+v,z—|—w)dw)

Tras un complicado proceso a lo largo del cual utiliza la férmula (6),
prueba la existencia de una funcién ¢ tal que grad ¢ = (¢1, 2, ¢3), denota

(41,2,93) = grad ¢ x grad § y asume que grad ¢ = a*(¢1,¢2,13), Kova-
levskaya reduce las ecuaciones de Lamé al sistema

Dp 00 0pd9 190 9p00 0000 10y

owow Owdv a2du’ Owdu Oudw b2 ov
dp00 0p00 106 0p o0 0vdl  Op

oudv Ovdu c2ow Owow Owdv  Ou
DU D60 Do QLA a0 dp

owdu Oudw v Oudv Owou  Ow

Supone entonces que 0(u,v,w) = t define la superficie o, estableciendo inge-
niosamente que debe coincidir con la superficie de onda, en cuya parametri-
zacién intervienen las funciones elipticas de Jacobi sn, cn, dn [4]. Finalmente
concluye que la solucién del sistema (5) es [13, p. 297]
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§—t/ / _b sn uy ST ug e ug f(x 4+ u,y + v, z + w)duidug
n—t/ / ——cn uy SMug dn ug f(z+u,y +v,2 +w)durdus  (8)

—t/ / —dnulcnugdnugf(x—i-u y+ v,z + w)duydug
2L @

Sin embargo, Vito Volterra (1860-1940) demostré que estos resultados son
incorrectos. En las anteriores férmulas —le escribié a Mittag-Leffler [2]- se ve
que tanto las funciones &, 1, x como sus derivadas parciales %, %, % se
anulan en ¢ = 0 y, por tanto, la solucién se reduce a la trivial, ya que el
sistema de Lamé es homogéneo, lo cual es imposible. También le senalaba que
si se toma f(x,y,z) = y se obtiene a partir de (8) unas expresiones sencillas
que no satisfacen el sistema (5). Se cuenta que Kovalevskaya se enfadé mucho
con Weierstrass porque éste no detecté ningin error y tampoco Runge, que
actud de referee, pero ello no se ajusta a la verdad. En efecto, cuando Volterra
comunic6é a Mittag-Leffler que el articulo contenfa errores, Kovalevskaya ya
habfia fallecido.

Es muy dificil enteder cémo Kovalevskaya y Weierstrass no se dieron cuen-
ta de estos fallos. Pero no iba muy descaminada Kovalevskaya, si uno observa
la similitud que guarda la solucién correcta aportada por Volterra con la suya

[2, p. 174].

3.5 LAS ECUACIONES DE EULER Y EL PROBLEMA DE LA ROTACION DE UN CUERPO

Uno de los problemas mas importantes de la mecanica clésica es el estudio
del movimiento de rotacién de un cuerpo sélido alrededor de un punto fijo, cuya
modelizaciéon matematica conduce a un sistema de ecuaciones diferenciales de
dificilisima, si no imposible, resolucién. Leonhard Euler (1707-1783) abordé
este problema varias veces a lo largo de su vida y a su genialidad se debe la
siguiente formulacién mediante el sistema de ecuaciones que lleva su nombre,
en la versién dada posteriormente por el matematico britdnico R. B. Hayward
en 1858

d
AdZZ (B—=C)qr+ Mg(yoy" —207), GF=r7—a"
dq /
B— = (C = A)yrp+ Mg(zoy = 207"),  Gr =py" =17 (9)
dr dy"

C@Z(A—B)qung(wov’—yov), T =qy—pY
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donde A, B, C son los ejes principales del elipsoide de inercia del cuerpo
considerado en relacién con el punto fijo; M es la masa del cuerpo; g, la ace-
leracién de la gravedad; y (o, yo, 20), las coordenadas del centro de gravedad
respecto de un sistema de referencia cuyo origen estd en el punto fijo y cuyas
direcciones coinciden con las de los ejes principales del elipsoide de inercia. Las
incognitas p, q, r son las componentes de la velocidad angular a lo largo de los
ejes principales y v, 7', 7" son los cosenos directores de los dangulos que los tres
ejes forman en cada momento. Muy pocos de los grandes matematicos de la
época se mostraron indiferentes ante el problema. Por el contrario, intentaron
hacer contribuciones en la buiisqueda de su resolucion, porque eran conscientes
de que quienes lo consiguieran pasarian a la posteridad.

Euler logré integrar este sistema de ecuaciones en el caso en que xy =
yo = zo = 0. Para él las dificultades inherentes a este particular planteamiento
no podian ser superadas desde la fisica, sino con todas las herramientas del
andlisis matematico. Y profetizé que existia una infinidad de situaciones que
son completamente irresolubles debido a las limitaciones del analisis.

J. L. Lagrange (1736-1813) marcé un hito con su obra Mécanique Analy-
tique(1788), donde concibe esta parte de la fisica mds bien como una rama de
las matematica, una geometria tetradimensional en la que la cuarta dimension
es el tiempo. Consigue expresar las incégnitas p, ¢, r en funcién de los cono-
cidos como angulos de Euler [2, p. 146] y resuelve el sistema (9) en el caso en
que A=B ,xy=1yo=0.

Otros matemadticos de la talla de S. D. Poisson (1781-1840), A. Cayley
(1821-1899), J. C. Maxwell (1831-18779), J. J. Sylvester (1814-1897)... tam-
bién trabajaron en este problema. Weierstrass impartié un curso en Berlin en
el cual, siguiendo técnicas de C. G. J. Jacobi (1804-1851), explicé cémo se
podian obtener las soluciones dadas por Euler y Lagrange mediante cociente
de funciones o [4], que no son otra cosa que generalizaciones de las funciones
elipticas ¥ de Jacobi. Animado por estos éxitos parciales, Weierstrass atacé el
problema general, llegando a la conclusion de que, en tal caso, la solucién no
viene dada por funciones univaluadas del tiempo. Con toda seguridad Kova-
levskaya, que por aquella fecha estaba en Berlin, tuvo conocimiento de todos
estos resultados. Por eso Weierstrass le propuso abordar el problema general
y le animé a describir el movimiento mediante funciones elipticas del tiempo.

El conocimiento de las funciones p, ¢, r, v, 7/, 7" permitiria determinar
el eje de rotacién en cualquier instante, la velocidad angular y la direcciéon
vertical a partir de las coordenadas del cuerpo. Como no todas las incégnitas
son independientes, para determinar la solucién general se necesitaria hallar
cinco integrales independientes del sistema. Una de ellas sigue inmediatamente
de consideraciones geométricas

O+ () =1

La segunda se infiere del principio de conservacion de la energia
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1
5 (Ap2 + B¢ + Cr2> + Mg (azofy + oy + zofy”) = constante (10)

Y una tercera expresa el hecho de que la componente vertical del momento
angular es constante

Apy + Bqy' + Ory" = constante (11)

Kovalevskaya se dio cuenta de que, en los casos estudiados por Fuler
y Lagrange, las seis incégnitas son funciones univaluadas del tiempo que
Unicamente poseen singularidades que son polos, y se pregunta si ésta sera
la situacién en el caso general [18]. Por ello busca soluciones en el t-plano
complejo mediante series de Laurent en un entorno de ¢y, como sigue (basta
tomar ¢ty = 0 ya que el sistema (9) es un sistema auténomo)

p=t""(po+pit+pat® +..), =t (fo+ fit + fot® +...)

g=t"" (g +qt+ @t +..), Y =t""(p+at+gt*+.) (12)

r=t¢" (T() +rit + T2t2 + ), ’y” = timg(ho + hit + h2t2 + )
debiendo asegurar no sélo la existencia de radios de convergencia y que las
series verifican formalmente las ecuaciones del sistema de Euler, sino que en
todo caso hay cinco constantes arbitrarias. Deduce rapidamente que n; = ng =
n3 =1y mqy =mo =m3=2.Poniendo A1 =B-C,Bi=C—-A,Ci=A-B
y eligiendo la escala de modo que Mg = 1, prueba que los primeros coeficientes
deben satisfacer el sistema algebraico

—Apo = A1qoro + yoho — 2090,  —2f0 =r0g0 — q0ho
—Bqo = Biropo + z0fo — zoho,  —2g0 = poho — oo (13)
—Cro = C1Ryqo + z0ogo — Yofo, —2ho = qofo — Pogo
Para garantizar que fy, go, ho sean diferentes de cero, tiene que ocurrir que el
determinante de la segunda parte del sistema (13) se anula, esto es, que
P+ @E+rm+4=0

Combinando este resultado con las ecuaciones (10) y (11), se obtienen
estos dos conjuntos de soluciones para los primeros coeficientes

. 20 20 2C

= €l — = - —

o A-2C fIfQ’ 0 i)
. . 2C
qo = €tpo, go = —le—
Zo

To = 2€i, ho =0
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O bien
2A
bo = 07 fO - - .
o — €2
qo =2€ei, go=10
2A
ro = 0, hy =1———
o — 1€2)

donde € = +1. Una vez determinados los coeficientes pg, qo, 70, fo, 9o, ho las
ecuaciones de Fuler permiten obtener los restantes coeficientes pm, ¢m, Tm,
fms 9m, hm recurrentemente a partir de relaciones que forman un sistema de
seis ecuaciones algebraicas, todas ellas del tipo

(m - 1)Apm - A (QOTm + TOQm) — 209m + Yohm = Pp,

cuyos segundos miembros son funciones enteras de los citados coeficientes con
indices inferiores a m.

Kovalevskaya obtiene como casos particulares los ya conocidos de Euler y
Lagrange y afirma que hay un nuevo caso, no estudiado anteriormente, que se
puede resolver. Este nuevo caso se presenta cuando

A=B=20, 2=0

Eligiendo convenientemente los ejes, es posible tomar yo = 0. Si, ademads, se
escoge una escala adecuada de modo que A = B =2y C = 1, el sistema (9)
se reduce al

dp dry

2o =ar, = —a/
d d~'
2d_3 = —pr —co”, d—z =py' —ry (14)
dr ,dy

— ! = _ /
ar o7, dt qay —p7,

donde cg = Mgzq. Las tres integrales conocidas adoptan ahora la forma
2(p° + ¢%) + 77 = 2co7 + 61y
2(py +¢7) + 1" =2

N+ () + (0" =1,
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siendo [ y l; constantes de integracion. Kovalevskaya encuentra habilmente
una cuarta integral

{(p"‘qi)Q+Co(’Y+i’Y/)}{(p—qi)2+co(7_i,y/)} g2

En este momento Kovalevskaya efectiia numerosos y complicados cambios de
variables [2, p. 156], cuyo objetivo es adecuar tanto las ecuaciones como las
integrales a fin de que se puedan usar las funciones 9 en la integracién de la

primera de las ecuaciones (14)
2
—dp = / dt
qr

Tras improbos esfuerzos y una enorme paciencia, Kovalevskaya llega a que

0= d31 + d82
VRi(s1)  V/Ri(s2)
dt 81d81 82d$2 (15)

- VRi(s1)  \/Ri(s2)

donde R;(s) es un polinomio de grado cinco. Las variables seleccionadas se
han amoldado de manera que se pueda aplicar las técnicas de inversién de
Jacobi. De (15) deduce que s1 y s2 son cocientes de productos de funciones ¥,
cuyos argumentos son funciones lineales del tiempo [18].

Al final de este trabajo Kovalevskaya presenté un modelo fisico que, a
peticién de Weierstrass, le dejé H. A. Schwarz (1845-1921) y que se adaptaba
al caso tedrico que ella habia descubierto. Posteriormente se puso en tela de
juicio que este modelo se correspondiera exactamente con el caso investigado
por Kovalevskaya, lo que pone de manifiesto lo intrincado y la complejidad del
problema analizado.

El matemédtico ruso A. A. Markov (1856-1922) dudaba de que los tres
tnicos casos en los cuales el sistema (9) poseyera soluciones meromorfas se
limitaran a los investigados por Euler, Lagrange y la propia Kovalevskaya,
argumentando que algunos polinomios que aparecian en el trabajo de esta
ultima podrian tener raices multiples. Pero Lyapunov (1857-1918) profundi-
zando en el estudio de estos casos, establecié paladinamente que estos tres
eran los unicos cuyas soluciones se expresaban como funciones univaluadas del
tiempo. También, R. Liouville verificé que se trataba de los casos exclusivos
en que el sistema de Euler posefa cuatro integrales algebraicas independientes.
Asi pues, a Kovalevskaya le cupo el honor y la gloria de completar el progra-
ma iniciado por Euler y continuado por Lagrange, en el sentido de que no se
puede avanzar més en esa direccién. De hecho, el caso general sigue siendo un
problema abierto.
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Los contemporaneos no escatimaron elogios al gran trabajo realizado por
Kovalevskaya quien, en un momento en que el andlisis se alejaba peligrosa-
mente de las aplicaciones, fue capaz de resolver un problema de mecénica
utilizando los més recientes avances analiticos. Por este trabajo, como ya fue
dicho, recibié el Premio Bordin de la Academia de Ciencias de Paris corres-
pondiente al afio 1888. |Y tan sélo por él hubiera pasado a la posteridad como
una gran matematica!

3.6 SOBRE UN TEOREMA DE BRUNS

E.H. Bruns (1848-1919) fue otro alumno de Weierstrass conocido, sobre
todo, por sus investigaciones sobre el sistema de ecuaciones diferenciales que
describe el problema de los tres cuerpos. Pues bien, en esta nota , Sobre un
teorema de Bruns [19], Kovalevskaya simplifica la prueba de un teorema de
este matemético: Existe una funcién U(z,y, z) que es analitica en cualquier
punto regular de la frontera de una superficie S y que satisface la ecuacién de
Poisson

0’U 0°U 0*U
AU = 92 + 52 + 5.7 4k,

con las condiciones de frontera U = %—g = %—[y] = %—g = 0 sobre S.
La prueba de Kovalevskaya es ingeniosa y sencilla. Realiza un cambio de
las variables (z,y,z) a las (u,v,s) de modo que la superficie tenga ecuacién

s = 0, reduciendo el problema anterior al

o*U 02U 02U oUu oUu oUu
- Z - Z - - - 2 — 4 2
9832 +A18u2+B18v2 +a18u+blav+clas kmQ”,

A(z,y,2)

donde Q = D vs)

# 0 denota el determinante del jacobiano del cambio,

con las condiciones U(u,v,0) = W = 0. Precisamente, el hecho de que

Q # 0 le permitié aplicar el actualmente conocido como teorema de Cauchy-
Kowvalevskaya.

Segun R. Cooke [2], por los afios de las referencias que cita en él, se trata
quizas de uno de los primeros trabajos de Kovalevskaya. Un resultado similar
aparece en su Tesis Doctoral. Acaso por esta razén lo guardé y maés tarde
decidi6 presentarlo en un congreso en Estocolmo. Fue publicado péstumamente
por Mittag-Leffler.

4. TRABAJOS LITERARIOS

Kovalevskaya fue una persona dotada de una extraordinaria sensibilidad,
con grandes inquietudes literarias, sociales y politicas. Sus dos mejores obras no
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matematicas son Recuerdos de la infancia 'y Una joven nihilista. En la primera
[20], editada en 1889, de caracter autobiografico y escrita con una prosa sencilla
y elegante, relata cémo transcurre su infancia hasta que alcanza los 15 anos de
edad —sus relaciones familiares, especialmente con su hermana Aniuta— todo
ello inmerso en la problematica social de aquella época y de su pais. En la
segunda [21], publicada después de su muerte primero en Ginebra en 1892 y
maés tarde en 1906 en su Rusia natal (donde fue reiteradamente prohibida),
narra los avatares y las utopias de una joven revolucionaria, encarnada en
Vera Goncharova, relacionada familiarmente con A. S. Pushkin (1799-1837),
escritor contrario al sistema aristocratico reinante en su época.

El nihilista es otra novela corta basada en la figura de N. Chernyshevsky
(1828-89), deportado a Siberia por su obra ;Qué hacer?, que ejercié una gran
influencia sobre la juventud rusa de la segunda mitad del siglo XIX y la revo-
lucion de 1917.

Fruto de su colaboracién con Anna Charlotte —hermana de Mittag-Leffler—
es la obra teatral La lucha por la felicidad. En realidad fue escrita por Anna,
si bien el guidn, el tema, es de Kovalevskaya. Se ve claramente que describe
su relacién tormentosa con Vladimir y evidencia que nunca pudo borrar de su
mente el sentimiento de un cierto grado de culpabilidad ante el tragico final de
su esposo. No tuvo gran acogida en Suecia, pero si en Rusia cuando se estrené
anos después.

Recordemos que cuando regresé a Rusia, con posterioridad a haber accedi-
do al grado de Doctor, en 1875, en unos cuatro anos yermos matematicamente,
realizé una ajetreada vida social, frecuentando los circulos culturales de San
Petersburgo. Escribié entonces y en el resto de su vida un buen ntmero de
resenas teatrales, poesias, ensayos sobre George Elliot, comentarios sobre la si-
tuacién politica, incluso escribié dos notas sobre sus visitas a sendos hospitales
para mujeres.

Sobra decir que estas actividades extras desesperaban tanto a Weierstrass
como a Mittag-Leffler, que no alcanzaban a comprender cémo malgastaba el
tiempo en estas cuestiones, en lugar de emplear su talento en matemaéticas.
En algiin momento la propia Kovalevskaya reconocié que hubiera llegado mas
lejos si se hubiera dedicado a una sola actividad y no a repartir su esfuerzo
en tantas direcciones diferentes. Bueno, si que compartia con Weierstrass la
opinién de que “para ser matemdtico hay que tener el alma de un poeta”.

5. CONSIDERACIONES FINALES

Sonia Kovalevskaya fue la primera mujer en obtener el grado de Doctor en
Matematicas, la primera en formar parte del comité editorial de una revista
matemadtica (nos referimos a Acta Mathematica) y la primera en ganar un
premio de la categoria del Prix Bordin, el mas alto galardén que se podia
recibir en Ciencias en aquellos tiempos. Fue de las primeras mujeres en ocupar
una catedra en una universidad europea. Y, ademas, realizé algunas notables
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contribuciones a las matematicas. ;Qué mas se puede pedir? Como dijo su
maestro y mentor, con ocasion de su muerte, quizds la persona que més sufrié
por este hecho:

Las personas pasan, las ideas perduran. La figura eminente de
Sonia deberia pasar a la posteridad en base a la unica virtud de su
trabajo matemdtico y literario.

Pero la personalidad de Kovalevskaya es muy rica. Hay que valorar su
compromiso politico con los movimientos que querian mejorar las condiciones
de vida de sus compatriotas y de toda la humanidad. Aunque fueran utopias y
le hicieran perder tiempo. No vacilé en prestar su pasaporte para que algunos
jovenes pudieran abandonar Rusia y estudiar en el extranjero, con el riesgo que
ello significaba entonces. Ayudaba a sus paisanos exiliados, particularmente a
las mujeres.

Hoy en dia sigue siendo un referente de los movimientos que luchan por
conseguir una efectiva igualdad de derechos entre hombres y mujeres. Cuando
llegé a Suecia para dar clases en la universidad de Estocolmo, August Strind-
berg (1849-1912), un famoso escritor de piezas teatrales y miségino, escribié
en la prensa calificando de auténtica monstruosidad que una mujer diera clases
en la universidad. Ella le escribié a Mittag-Leffler:

Como un regalo de Navidad he recibido de su hermana un
articulo de Strindberg en el que prueba tan claramente como que
dos y dos son cuatro qué monstruoso fenomeno es una mujer mate-
mdtica, qué pernicioso, inutil y desagradable. Pienso que esencial-
mente tiene razon; la unica cosa con la que no estoy de acuerdo
es con que hay muchos hombres matemdticos en Suecia que son
mejores que yo y que he sido invitada a venir aqui solo por caba-
llerosidad.

Queda claro que lo que no admite Kovalevskaya de ningiin modo es que
un hombre sea considerado mejor en matematicas que una mujer por el simple
hecho de ser hombre. Quizés el titulo de su biografia realizada por A.H. Ko-
blitz [8] sintetiza magistralmente su compleja existencia y personalidad: Una
convergencia de vidas. Sofia Kovalevskaya: cientifica, escritora, revoluciona-
ria.

Impresionante resulta también el juicio que sobre ella hace su amigo
Mittag-Leffler [2, p. 177], en su obituario:

Sonia Kovalevskaya conservard un lugar eminente en la his-
toria de las matemdaticas y por su obra postuma [21], que estd a
punto de aparecer, serd recordada en la historia de la literatura.
Pero acaso no es ni como matemdtica ni como escritora el modo
en que se debe apreciar o juzgar a esta mujer de tanto espiritu y
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originalidad. Como persona fue ain mds extraordinaria que lo que
uno seria capaz de creer por sus trabajos. Todos los que la cono-
citmos y estuvimos cerca de ella...la recordaremos por la impresion
vivaz y poderosa que producia su personalidad.

VA%
L
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