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La buisqueda de primos grandes, y en particular de primos de la forma
2™ 4+ 1, es una historia muy antigua. En este articulo contaremos una pequena
parte de esa historia y explicaremos de qué manera la bisqueda de primos de
esta familia ha contribuido al desarrollo de resultados mas generales.

Los primos del tipo 2" — 1 se conocen como primos de Mersenne y los
de la forma 2™ + 1 son llamados primos de Fermat. Nos referiremos a las
propiedades de los primeros como PM y a las de los segundos como PF. Con
PG nos referiremos a propiedades generales que son aplicables a todo entero
positivo.

La primera propiedad de los niimeros de la forma 2™ — 1 es una observacion
bien conocida.

PM1: Sin es compuesto entonces 2™ — 1 también lo es.

En efecto, esto se deduce de la identidad algebraica ™ —1 = (z—1)(z™ '+
.+ 2+ 1), con x = 2% donde d es un divisor no trivial de n = md.

Por lo tanto, la busqueda de primos de la forma 2" — 1 se restringe a los
valores primos de n. Para los primeros primos p = 2,3,5,7, el nimero 2P — 1
también es primo. Sin embargo, 2!' — 1 = 2047 es un ndmero compuesto,
2047 = 23 x 89. Ya en el ano 1603, Pietro Cataldi habia verificado que 23 —
1,27 —1y 219 —1 son primos, y aventuré que lo mismo ocurrfa para p = 23,29
y 31. Se equivocé con 23 y 29, como verificé en 1640, Pierre de Fermat.

Para determinar la primalidad de un ntimero se contaba con una sencilla
herramienta, conocida ya por Eratéstenes, que llamaremos PG1.

PG1: Sin es un nimero compuesto, entonces n tiene un divisor primo
que es menor o igual a \/n.

Fermat introdujo el famoso resultado conocido como “Pequeno teorema
de Fermat”, anadiendo una poderosa herramienta al estudio de la primalidad,
pues permite, de una forma bastante eficiente, determinar que un nimero es
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compuesto, sin necesidad de conocer ninguno de sus divisores. Lo enunciamos
a continuacion.

PG2 (Pequeno Teorema de Fermat): Si p es un nimero primo, y a es un
entero, entonces a? = a (mod p).

Este resultado es muy conocido, y su demostracién se ensefia en los prime-
ros cursos de algebra. Para los propdsitos de este articulo, conviene presentar
la siguiente demostracién: El resultado es trivial si a es miltiplo de p. Si no
lo es, entonces el orden de a moédulo p es el orden de la clase de a en el grupo
multiplicativo (Z/pZ)* del cuerpo finito Z/pZ. Este orden divide al orden del
grupo multiplicativo, que es p — 1, por lo que a?~! =1 (mod p), de donde se
obtiene el resultado deseado.

A primera vista el pequeno teorema de Fermat puede no parecer muy util,
pues si n es grande, entonces a” es inmenso. Sin embargo, lo que se necesita
calcular es a™ (mod n) y para efectuar ese célculo, escribiendo el exponente n
en base dos, puede deducirse facilmente que basta efectuar a lo sumo 2logsn
multiplicaciones médulo n, lo que es laborioso pero posible, atin para valores
relativamente grandes de n. La limitacion principal de este resultado, si quiere
decirse asi, es que nunca nos permite concluir que n es primo, sélo sirve para
mostrar que es compuesto.

En 1644, en el prélogo de su libro “Cogitata Physica-Matematica”, el
monje francés Marin Mersenne afirmé que si p < 257 entonces 2P — 1 es primo
si, y solo si, p = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127 6 257. A pesar de que la lista
de Mersenne también resulté ser incorrecta (ni estdn todos los que son, ni
son todos los que estan), los nimeros de la forma M, = 2P — 1, con p primo,
reciben el nombre de nimeros de Mersenne. La lista correcta para p < 257 no
se obtuvo sino hasta 1947, en la era de la computadora.

Desviemos brevemente nuestra atencién hacia los nimeros de la forma
2m 4 1.

PF1: Sin no es una potencia de 2, entonces 2™ + 1 es compuesto.

Esto se deduce de la identidad algebraica 22%*1 + 1 = (z + 1)(2%* — ... +
2> —x+1), con x = on/(2k+1) " donde 2k + 1 es un divisor impar de n.

Los numeros de la forma F,, = 22" +1, m > 0, son llamados ntimeros
de Fermat. Si m = 0,1,2,3 6 4, el numero F,, es primo. Fermat conjeturd
que F;, es primo para todo m. Estaba equivocado. De los muchos resultados
matematicos que se sabe Fermat anuncid, éste es el tinico que no es correcto.
Euler mostré que Fy es compuesto, y hasta el dia de hoy no se ha encontrado
ningin otro primo de Fermat aparte de los ya mencionados.

Euler también mostré que M3, es primo. Para ello, Euler tuvo que com-
probar que Ms; no tiene divisores primos menores que +/Ms;. Sin embargo,
encontro propiedades de los nimeros de Mersenne que le permitio restringir la
btsqueda de divisores primos a ciertas progresiones aritméticas. Lo que Euler
mostré fueron las siguientes dos propiedades.
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PM2: Todo divisor primo q de M, satisface ¢ =1 (mod p).

Para ver esto obsérvese que si g es un divisor primo de M, entonces se
cumple que 2P = 1 (mod ¢). Como q # 2, resulta que 2 tiene orden p médulo
g, por lo que p divide al orden del grupo (Z/qZ)*, que es q — 1.

PM3: Todo divisor primo q de M, p primo impar, satisface ¢==1(mod §).

Presentaremos una demostracion al final de la siguiente seccién.

De las propiedades PM2 y PM3, Euler concluyé que los posibles divisores
primos ¢ de M3, debian satisfacer ¢ = 1 (mod 248) o ¢ = 63 (mod 248). Lo
demés fue un calculo para finalmente verificar que Ms; es, en efecto, primo.

Euler encontré y demostré propiedades andlogas para los ntimeros de Fer-
mat, que le permiti6 luego encontrar un factor primo de F5 . Estas propiedades,
que demostraremos mas adelante, se resumen en la siguiente:

PF2: Todo divisor primo q de Fy,, m > 2, satisface ¢ = 1 (mod 2™+2).

El trabajo de Euler fue realizado hacia 1770, mas de 100 afios después de
que Mersenne y Fermat hubieran hecho sus respectivas afirmaciones. Se nece-
sitaba una idea nueva para estudiar la primalidad de los siguientes ntimeros
de la lista original de Mersenne.

Otros 100 anios pasaron, hasta que Eduardo Lucas, en 1876, verificé que
M7 es primo (el nimero anterior de la lista de Mersenne, Mg; resulté ser
compuesto). Lucas no hubiera podido realizar esto con la metodologia emplea-
da por Euler, pues v/ Mio7 es demasiado grande. De hecho, la metodologia de
Euler no puede utilizarse, ni siquiera haciendo uso de las computadoras méas
modernas. En efecto, Lucas habia descubierto una magnifica propiedad de los
ntmeros de Mersenne, que permitia determinar la primalidad de esos ntimeros,

sin necesidad de tener que dividir por todos los niimeros primos menores que
/M.

PM4 (Teorema de Lucas): Sea Sy = 4 y definamos la sucesion Sy, para
k >0, de la siguiente manera: Sg11 = S;—2. Si Sp—2 =0 (mod M,) entonces

M, es primo.

Con este resultado, y un cédlculo que no deja de ser monumental para
haber sido hecho a mano, Lucas demostré que Mio7 es primo. Posteriormente,
ya en el siglo XX, D. H. Lehmer demostré que la condiciéon de Lucas para
determinar la primalidad de M, también es necesaria. Por ello, el teorema,
que da una condicién necesaria y suficiente para determinar la primalidad de
M, se conoce hoy como la Prueba de Lucas-Lehmer. La demostracion original
que Lucas dio de su teorema se basa en el estudio de las propiedades de las hoy
conocidas como sucesiones de Lucas. Varios libros modernos, como [R], [B],
[W], presentan ese esquema de demostracion. En este articulo daremos una
demostracién diferente, creemos que mas sencilla y clara. Pero antes sigamos
con un poco de historia. En 1883, Pervouchine mostré que Mg, que no estaba
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Eduardo Lucas

en la lista de Mersenne, también es primo. En el siglo XX, Powers mostro que
también Mgg v M197 son primos. También estos primos se le habian escapado a
Mersenne. Por el contrario, Ms57, que aparecia en la lista original de Mersenne
ha resultado ser un nimero compuesto. La lista completa de los primos de
Mersenne con p < 257 es la siguiente: p = 2, 3,5,6,13,17,19, 31,61, 89,107, 127.
El interés en la busqueda de primos grandes, y en particular de primos de
Mersenne, se ha mantenido hasta nuestros dias. Los progresos después de
Lucas han consistido principalmente en mejoras en los algoritmos de multipli-
cacion modular, en ingeniosas formas de organizar la busqueda, y el hallazgo
de nuevos primos ha sido posible también gracias al incremento en el poder
computacional de las maquinas. El algoritmo de Lucas sigue siendo la clave,
presente en todas las biisquedas. Hoy se conocen 38 primos de Mersenne, los
37 primeros son los 37 més pequenos. El tltimo, el primo més grande conocido
hasta ahora es Mgg72593, encontrado por Hajratwala, Woltman, Kurowsky et
al, con el llamado GIMPS (the Great Internet Mersenne Prime Search) en
1999. No se sabe atin si existe algin otro primo de Mersenne entre este primo
y el nimero 37 de la lista.

En 1877, Tedfilo Pepin descubrié un resultado analogo a la Prueba de
Lucas-Lehmer para los nimeros de Fermat:

PF3 (Prueba de Pepin): Sea m > 1, sea Sy = 3 y definamos la sucesion
Sk, para k > 0, de la siguiente manera: Ski1 = S,f. Entonces F,, es primo st,
y s6lo si, Som_1 = —1 (mod Fy,).
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Este algoritmo, a pesar de ser tan eficiente como el de Lucas-Lehmer, no
ha servido para encontrar nuevos primos de Fermat. De hecho, se tienen pocas
esperanzas de encontrar mas. La demostracion de este teorema es bastante sen-
cilla. Se requiere sin embargo el manejo de las propiedades béasicas del simbolo
de Legendre, y de la Ley de Reciprocidad Cuadratica, que enunciaremos a
continuacion.

LA LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA

La Ley de Reciprocidad Cuadratica fue enunciada por Euler y demostrada
por primera vez por Gauss, hacia finales del siglo XVIII. Este es uno de los
resultados centrales de la Teoria de Numeros, y se han publicado hasta ahora
mas de 150 demostraciones del mismo, las primeras de las cuales se encuentran
en el libro de Disquisitiones Arithmeticae, del propio Gauss.

Sea p un ntmero primo impar. Sea a un entero no divisible por p. Se dice
que a es un residuo cuadritico médulo p si la ecuacién z? = a (mod p) tiene
solucién. En caso contrario se dice que a es un residuo no cuadratico moédulo
p. Legendre introdujo el hoy llamado simbolo de Legendre de la siguiente

manera: % =1 si a es un residuo cuadratico médulo p y (%) =—1siaes

un residuo no cuadrético médulo p. El simbolo de Legendre tiene las siguientes
propiedades elementales:

1) Si a =b (mod p) entonces (%) = (%) .
2) (%) = aP=D/2 (mod p).
3) Si p no divide a ab entonces (a—b) = (9) <9> .

P p) \p
Con esta notacién enunciamos la famosa Ley de Reciprocidad Cuadratica.

Ley de Reciprocidad Cuadratica (LRC): Sean p y q primos impares.

1) (*?1) = (—1)-1/2,

2) (2) = (1"

3 (3) = 0% (5)

Esta ley provee un eficiente algoritmo para determinar si un primo ¢ es o
no, un residuo cuadrético moédulo p, pero si p y ¢ son grandes, el cdlculo de

%) puede requerir de sucesivas aplicaciones de la LRC y la factorizacion de
los niimeros compuestos que van apareciendo complicaria el cédlculo.

Esta dificultad se evita con una extension de la LRC obtenida por Jacobi.
Extendié la nocién de simbolo de Legendre a todos los niimeros impares: Sea
n un ndmero impar y sea n = pj - -+ ps su descomposicién en factores primos.

a

Sea a un entero, coprimo con n. Se define el simbolo de Jacobi (ﬁ) por la
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B-6)-()

El simbolo de Jacobi, que coincide con el de Legendre si n es primo, satisface
las propiedades 1) y 3) del simbolo de Legendre. Mdas ain, Jacobi demostré que
el simbolo satisface la misma Ley de Reciprocidad Cuadratica, reemplazando
los primos p y g por cualquier par de nimeros impares n y m, coprimos entre
si.

Terminaremos esta seccién demostrando las propiedades PM3 y PF2.

formula

DEMOSTRACION DE PM3: Sea ¢ un divisor primo de M,,. Por la parte 2) de

la LRC basta mostrar que (%) = 1. En la demostraciéon de PM2 veiamos que,

de la ecuacién 2P = 1 (mod q), se deduce que p divide a ¢ — 1. Més atin, como
p es impar, entonces p divide a (¢—1)/2, por lo que 2% =1 (mod ¢). Usando
la propiedad 2) del simbolo de Legendre obtenemos (%) =1.

DEMOSTRACION DE PF2: Sea g un divisor de F},,. Entonces 22" = —1 (mod q),
de donde se deduce que 2 tiene orden 2! médulo ¢. Sigue que 27 *! divide
a g— 1y como m > 2, entonces resulta que ¢ = 1 (mod 8). Por la LRC, se

concluye que (%) = 1, por lo que existe un entero a tal que a®> = 2 (mod q).

Como 2 tiene orden 2™*! (mod ¢), entonces a tiene orden 2™*2 (mod q), de
donde se obtiene el resultado deseado.

LAS PRUEBAS DE PEPIN Y DE LUCAS-LEHMER. EXTENSIONES

Contrariamente a lo ocurrido histéricamente, en esta seccién demostraremos
primero la prueba de Pepin y una extensién suya conocida como el teorema de
Proth. De la demostracion de estos resultados extraeremos los elementos que
nos permitirdn disenar una estrategia que nos conducird a una demostracion
de la Prueba de Lucas-Lehmer.

Obsérvese que la Prueba de Pepin puede enunciarse de la siguiente forma:

Prueba de Pepin: Sea m > 1, F,, = 22" + 1. El mimero F,, es primo si, y
solo si, se satisface

Frp—1

2 =-1 (mod Fp). (%)

DEMOSTRACION: Supongamos que Fj, es primo. Usando la LRC obtenemos

(%) = (FTT") = (%1) = —1. De la propiedad 2) del simbolo de Legendre

se deduce (x). Reciprocamente, supongamos que (x) se satisface. Sea ¢ un
divisor primo de F;,,. Por PG1, bastaria demostrar que ¢ > +/F,,, para concluir
que F,, es primo. Obtenemos més que eso. En efecto, la hipétesis implica

Fm—1 22’"71 _ .
que 3~ 2 =3 = —1 (mod q), por lo que la clase del 3 tiene orden
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22" = F,, — 1 en el grupo (Z/qZ)*, de donde se deduce que F, — 1 divide a
q — 1, lo que implica que F;, < gq.

En 1878 Proth publico la siguiente extensién del teorema de Pepin.

Teorema de Proth: Sean=A4-2"+1,0 < A < 2™. Sea a un entero tal que
(%) = —1, donde el simbolo es el de Jacobi. Entonces n es primo st, y sélo si,

n—1

a2z =-1 (mod n) (xx).

DEMOSTRACION: Si n es primo, (**) se deduce de la propiedad 2) del simbolo
de Legendre. Reciprocamente, supongamos que se satisface (xx). Obsérvese
que A < 2™ implica que 2™ > /n. Sea ¢ un divisor primo de n. De (xx) sigue
que

n—1

a? = (aA)zm_1 = —1 (mod q),

de donde se deduce que la clase de a? tiene orden 2™ en el grupo (Z/qZ)*.
Entonces 2™ divide a ¢ — 1. En particular, ¢ > 2™ > /n, por lo que n es
primo.

Analizaremos brevemente la estrategia empleada en la demostracién de
ambos teoremas. Al niimero n, cuya primalidad queremos estudiar, se le asocia
una ecuacién en el grupo (Z/nZ)*. Las propiedades del simbolo de Legendre
(incluyendo LRC en el caso de la prueba de Pepin) permiten deducir que la
ecuacién se satisface si n es primo. Para el reciproco, el hecho fundamental
es que n — 1 es divisible por una potencia de 2 mayor que y/n, de donde se
deduce eventualmente, que cualquier divisor primo g de n también lo seria, lo
cual sélo es posible si n es primo.

La misma metodologia no puede aplicarse a los nimeros de Mersenne M),
porque M, — 1 = 2P — 2 no es divisible por potencias grandes de 2. Pero si
asociamos a M), una ecuacién en un grupo multiplicativo de orden M,+1 = 2P,
o muiltiplo de él, podemos tener éxito.

Si M), es primo y R es el anillo de enteros algebraicos de una extensién

cuadratica (@(\/E) de Q, es un hecho bésico de la teoria de estos anillos que

la. condicion (Mip) = —1 implica que R/M,R es un cuerpo finito de Mg

elementos. El grupo multiplicativo (R/M,R)" es ciclico de orden Mg —-1=
(Mp + 1)(M, — 1). Veremos ahora que d = 3 sirve nuestro propdsito para los
ntimeros M), con p primo impar. Atn nos faltarfa encontrar la ecuacién que
debe satisfacerse en el grupo. Usaremos el siguiente lema.

Lema 1: Sea M, = 2P — 1, p primo impar. Entonces

_9 .
(Mip) - <ﬁp> = —1, donde <ﬁp> es el simbolo de Jacobi.

DEMOSTRACION: Es una consecuencia de LCR para el simbolo de Jacobi.
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Sea R = Z[V/3]. Sea o = 1 + /3, @ = 1 — /3. Obsérvese que aa = —2,
= —2 4+ /3. Obsérvese también que si M, es primo, entonces

QIR

M.

aMpE(1+\/§)Mp51+(3 g_l)\/§51+<Mi>\/§Ea (mod M,),

donde la congruencia ocurre en el anillo R.

Estamos ahora en posicién de demostrar el siguiente teorema, que incluye
la Prueba de Lucas-Lehmer.

Teorema: Sea p un primo impar. Las siguientes proposiciones son equiva-
lentes:
i) M, es primo
-1
i) (2—v3)" =-1 (mod M,)
111) La ecuacion definida por So = 4, Spy1 = S,g — 2, k > 0 satisface
Sp—2 =0 (mod M,).

DEMOSTRACION: i) = ii)

0= (57) = 2" =@

= (M) E = (M) = (afe) S

=(—2+v3)¥ ' =@2-v3)¥""  (mod M,)

ii) = i). Sea ¢ un divisor primo de M,,. Sea Q un ideal primo de R que yace
sobre ¢. La ecuacién (2—v/3)%"" = —1 (mod Q) implica que la clase de 2—+/3
tiene orden 27 en el grupo multiplicativo (R/QR)*, cuyo orden divide a ¢? — 1.
Sigue que 27 divide a (¢ +1)(¢ — 1), de donde resulta ¢ > 2P~ — 1 > | /M,

La equivalencia entre iii) y ii) proviene de las siguientes observaciones:

e Los términos de la sucesién de iii) vienen dados por Sj, = (2 — v/3)2" +
2+v3)* =(2-V8)* +(2-Vv3)%.

e (2=V3) " +(2-v3)¥ =0 (mod M) si, y sélo si, (2— V3P =
—1 (mod Mpy).

Terminaremos esta seccién enunciando una extensién de este resultado,
analogo al teorema de Proth.

Teorema: Sea n = A-2™ —1, A < 2™. Sea d un entero tal que (%) = —1.
Sea R el anillo de enteros algebraicos de (@(\/3) Supongamos que o € R y

aa

denotamos por & al conjugado de o en Q(\/E) Supongamos que (7) =—1.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) n es primo.
n+1

it) (@/a) 2 = —1 (mod n).
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iii) La sucesion definida por Sy = (@/a) + (a/a@)?, Spp1 = SZ — 2 para
k>0, satisface Sy =0 (mod n).

La demostracion, que sigue los pasos del teorema anterior, queda como
ejercicio para el lector.

DESARROLLOS POSTERIORES: PRIMALIDAD DETERMINISTICA EN TIEMPOS
MODERNOS

Lucas extendié sus métodos para estudiar la primalidad de nimeros de la for-
man=A-3"—1, A < 3™. Més recientemente, desde la década de 1970, Hugh
Williams desarrollé exhaustivamente la metodologia de Lucas para determinar
la primalidad de ntmeros de la forman = A-r™ +1, A < r™, r primo. La
metodologia empleada, y la mayor parte de sus resultados pueden encontrarse
en su reciente libro [W].

Miés recientemente, varios autores, entre los cuales me incluyo, han estu-
diado el problema con una metodologia diferente, que consiste en extender la
presentada en este articulo, generalizando el teorema de Proth y usando las
leyes de reciprocidad de Eisenstein. Ambos métodos involucran aritmética en
el anillo ciclotémico Z[,], donde &, es una raiz primitiva r-ésima de la unidad.
Unas ventajas que presentan los algoritmos basados en las generalizaciones
del teorema de Proth sobre los anteriores es que son conceptualmente mas
sencillos y se aplican a una familia de niimeros mas grande.

A principios de la década de los 80, Adleman, Pomerance y Rumely, de-
sarrollaron un algoritmo, que probaron tiene complejidad subexponencial, que
permite determinar la primalidad de cualquier nimero n. Sus métodos con-
sisten en asociar a n un conjunto de ecuaciones en un conjunto de grupos
multiplicativos, cuidadosamente seleccionados y extraer de éstas informacion
sobre los posibles divisores de n, suficiente como para determinar su primali-
dad. Las ecuaciones se deducen a partir de propiedades de las sumas de Gauss
y de Jacobi, elementos de anillos ciclotémicos. La validez del algoritmo se ob-
tiene a partir de una ingeniosa aplicacién del principio de dualidad en grupos
de caracteres. Cohen y Lenstra mejoraron e implementaron el algoritmo en
1981, que hoy se conoce como el APRCL.

Métodos deterministicos de primalidad usando la teoria de curvas elipticas,
han sido desarrollados en los ltimos 20 anos. De hecho, los resultados tedricos
mds interesantes se han obtenido sobre las bases de esta teorfa. Ver [A-H]. El
libro de Henry Cohen [C] contiene una descripcién detallada, tanto de APRCL,
como de los métodos con curvas elipticas.

Para buscar primos muy grandes, se siguen utilizando algoritmos que se
restringen a familias mas especificas, pues son algoritmos mas eficientes. Para
estas familias no sélo es importante la complejidad del algoritmo, sino una
estimacién maés precisa del niimero de operaciones modulares que debe efec-
tuarse.
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Varios problemas, importantes desde el punto de vista de la implementa-
cién de estos algoritmos, siguen ocupando el tiempo de investigadores en el
tema.
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