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Alan Baker recibi6 en 1970 la Medalla Fields
por su contribucion a las ecuaciones diofanticas.

Su trabajo, que desarrolla la teoria de las
formas lineales en logaritmos, tanto en senti-
do cualitativo como cuantitativo, ha tenido una
gran repercusiéon en numerosos problemas de la
teoria de nimeros, desde las curvas elipticas has-
ta los nimeros tracendentes, y en particular en
su relacion con el séptimo problema de Hilbert,
o desde la resolucién efectiva de amplias cate-
gorias de ecuaciones diofanticas hasta la solu-
cién del clasico problema de Gauss relativo a los
cuerpos cuadraticos imaginarios de factorizacion Alan Baker
Unica.

BREVE RESENA BIOGRAFICA

Alan Baker nacié en Londres en 1939. Su primera educaciéon tuvo lugar
en la Stratford Grammmar School para pasar después al University College de
Londres donde completd su B. Sc. Posteriormente ingresé en el Trinity College
de Cambridge donde hizo su M. A. En Cambridge continué su trabajo inves-
tigador hasta conseguir el doctorado y ser elegido Fellow del Trinity College
en 1964.

Desde 1964 hasta 1968, Baker desarrolld su labor como Fellow en Cam-
bridge y fue elegido Director de Estudios en Matematicas, puesto que ejercid
hasta 1974 afio en el que fue seleccionado como Professor of Pure Mathematics.

Durante este periodo pasd algin tiempo en Estados Unidos donde fue
Profesor Visitante en la Universidad de Stanford y Miembro del Institute for
Advanced Study en Princeton en 1970.



438 LAS MEDALLAS FIELDS

Alan Baker recibi6 la Medalla Fields en 1970 en el Congreso Internacional
de Niza. La concesién del premié quiso destacar su relevante trabajo sobre las
ecuaciones diofanticas.

Ese mismo afio fueron galardonados con la Medalla Fields otros tres
matematicos: H. Hironaka, S. P. Novikov y J. G. Thompson.

El Comité estuvo formado J. Doob, F. Hirzebruch, L. Hormander, S.
Iyanaga, J. Milnor, I. R. Shafarevich y P. Turan, y presidido por H. Cartan.

Ademsds de la Medalla Fields, Alan Baker ha recibido otros premios y
nombramientos entre los que se incluyen el Adams Prize de la Universidad
de Cambridge en 1972, su nombramiento como Fellow of the Royal Society
en 1973 o su elecciéon como miembro honorario de la Indian National Science
Academy.

LA OBRA DE ALAN BAKER

El bastante obvio juego de palabras que me he permitido en el titulo
define sin duda su obra. Son reveladoras en este sentido las palabras de Turan
al glosar la concesion de la Medalla Fields:

...Jas ecuaciones diofanticas, con una historia de mas de mil anos, eran
hasta los primeros anios del siglo, poco mas que una colecciéon de problemas
aislados y tratados con ingeniosos métodos ad hoc. Fue A. Thue quién con-
siguié un gran avance hacia resultados de tipo general, probando en 1909, que
todas las ecuaciones diofanticas de la forma

f(z,y)=m

donde m es un entero y f una forma binaria irreducible de grado al menos
tres, con coeficientes enteros, tiene a lo mas una cantidad finita de soluciones
en enteros.

Posteriormente C. Siegel y K. Roth generalizaron el tipo de ecuaciones de
las que se podia extraer la misma conclusion.

El tipo de resultados citados son lo que se conoce como resultados inefec-
tivos que no permiten el cdlculo de todas las soluciones, ya que no establecen de
forma explicita las cotas maximas que pueden alcanzar las soluciones, aunque
si demuestran que dichas cotas existen.

Sigue Turdn en sus comentarios

... Aqui Baker obtiene un avance brillante... consiguiendo determinar una
cota efectiva B dependiente uinicamente de m y de los coeficientes de f, de
manera que cualquier solucién (x',y') de la ecuacién satisface

max |(2',y')| < B

Aunque a veces la constante B es grande, los resultados de Baker ofre-
cen, por primera vez, la posibilidad de obtener la lista completa de todas
las soluciones de los problemas diofanticos citados, o bien la inexistencia de
soluciones.
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La herramienta clave en todo el desarrollo del trabajo de Alan Baker, y
de las aplicaciones del mismo hechas por otros matemaéticos, es su teoria sobre
las formas lineales en logaritmos, es decir sobre expresiones del tipo

A=pilogoq + -+ By log oy,

para las que haciendo hipétesis adecuadas sobre el tipo de niimeros representa-
dos por {«;} y {0} consigue tanto resultados cualitativos como estimaciones
que pueden aplicarse a un gran nimero de problemas importantes. Lo que re-
sulta especialmente interesante del método de Baker, como se ha citado antes,
es que proporciona cotas efectivas, con lo que la bisqueda de soluciones queda
restringida a una cantidad finita de casos comprobables de forma directa.

Para ejemplificar como entran en juego las formas lineales en los problemas
diofanticos vamos a centrarnos en una variante simplificada de la ecuacién de
Catalan. En 1844, Catalan formulé la conjetura de que la nica solucién en
enteros mayores que 1 de la ecuacion en cuatro incégnitas

2P —yl=1 es 32-23=1.

Aunque la conjetura no ha sido establecida se han sucedido importantes
avances relativos a la finitud del niimero de soluciones. La variante mas sencilla
a la que nos referiamos es la siguiente ecuacién diofantica

azx” —by" =c¢ con a, by c# 0 enteros dados.

Se trata de acotar los hipotéticas soluciones (z,y). Se puede suponer sin
pérdida de generalidad que a, b son positivos y que y > x. La ecuacién puede
escribirse de forma equivalente como

A 1= £ donde
byn

a

Azlogb

x
+ nlog —
y
En la regién donde y" < (2¢)? hay sélo una cantidad finita de posibles
(z,y), para los que se puede comprobar directamente si son o no soluciones.
Si y™ > (2¢)? se deduce facilmente que

1
|6A—1| < —
2y2

y teniendo en cuenta que para cualquier nimero real la desigualdad |e! —1| < %
implica que |t| < 2]e! — 1|, se deduce que

1
log |A| < —§nlogy
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Por otra parte, de la teoria sobre formas lineales en logaritmos de Baker,
se deduce que para la forma anterior se verifica una estimacién inferior del
tipo

log |A] >> —lognlogy
donde la constante fmplicita es calculable y depende tinicamente de a y de b.
Esto conduce a una desigualdad del tipo

1
3" << logn

que implica inmediatamente una acotacién efectiva para el valor de n en
términos de a y b.

Las cotas para (x,y) se obtienen de nuevo por aplicacién de los resultados
citados antes y relacionados con la ecuacién de Thue.

Otras ecuaciones importantes donde se aplica con muy buenos resultados
el método de Baker son las ecuaciones de Mordell, en las que se trata de
encontrar las soluciones enteras de

y2:$3+]€

Esta ecuacion representa una de las familias de curvas elipticas mas tratadas
en la literatura matematica por lo que los resultados obtenidos por aplicacién
del método han sido de gran repercusién.

En este caso las cotas que se consiguen son del tipo

max(|], [y]) < exp(c|k|)

donde ¢ y ¢ son constantes absolutas y computables de forma efectiva.

Hay otros dos grandes campos donde la obra de A. Baker también ha
resultado un revulsivo de enorme calado.

Por supuesto nos referimos, en primer lugar, a su aportacién al séptimo
problema de Hilbert.

El problema citado fue propuesto por Hilbert en el Congreso Internacional
de 1900 en el séptimo lugar de su famosa lista de 23 problemas. Hilbert conside-
raba que su séptimo problema era de una profundidad y dificultad comparable
a la de la hipotesis de Riemann.

En una de sus formulaciones, el problema consiste en decidir, dados dos
nimeros algebraicos a # 0,1 y b si

a’ es transcendente o no.

El primer avance significativo en este problema fue conseguido por Gel-
fond! en 1929. Mediante el uso de técnicas de interpolacién Gelfond demostré

! Aleksandr Gelfond (1906-1968), matemadtico ruso que, aparte de sus trabajos sobre
nuimeros transcendentes, hizo aportaciones a la teoria de interpolacién y a la aproximacion
de funciones de variable compleja. No hay que confundirlo con Israil Gelfand, matematico
ucraniano nacido en 1913 y muy conocido por sus resultados en andlisis funcional, ecuaciones
diferenciales, representaciones de grupos y, mas recientemente, biologia.
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que el logaritmo de un numero algebraico con base algebraica no puede ser
un nimero cuadratico imaginario, o dicho de otra forma que si a es algebraico
a # 0,1 y b es irracional cuadrético imaginario, entonces a® es tracendente.
En particular al escribir e™ como

resulta que dicho ntimero es transcendente. El resultado de Gelfond fue exten-
dido por Kuzmin para irracionales cuadraticos en 1930. Los métodos usados
sin embargo no parecian susceptibles de nuevas generalizaciones.

Nuevas ideas desarrolladas por Gelfond y Schneider de forma independien-
te en 1934 extendieron los resultados para irracionales generales. En ambos
casos la técnica de la demostracion depende de la construccién de una funcién
auxiliar que se anula en ciertos puntos selecccionados.

Finalmente el problema de Hilbert quedé resuelto ya que el teorema de
Gelfond-Schneider demuestra que para nimeros algebraicos no nulos a7, as, 1,
(B2 con log a1, log as independientes sobre los racionales se verifica

Bilog a1 + Balog oy # 0

La generalizacién del resultado anterior al caso de un nimero cualquiera
de sumandos del mismo tipo fue demostrada por Baker en 1966 en la forma
del teorema que ahora se establece, ver [B1].

Teorema 1 Si oy, s, -, q, son numeros algebraicos no nulos tales que sus
logaritmos son linealmente independientes sobre los racionales, entonces

1,log aq, - - -, log ay,
son linealmente independientes sobre los numeros algebraicos.

La demostracion del teorema depende de la construccion de una funcién
auxiliar de varias variables complejas que generaliza la empleada en una va-
riable por Gelfond. En las derivadas de la funcién auxiliar aparecen de forma
natural los logaritmos de los {a;} y de las estimaciones obtenidas en una serie
de lemas bastantes técnicos se consigue una desigualdad que es contradictoria
con la suposicién de que el teorema es falso.

Con el trabajo de Baker se identifica una vasta categoria de nimeros
transcendentes y a su vez la teoria generada en torno al trabajo, ha sido usada
para la resolucién de una gran cantidad de nuevos problemas. Para dar una
idea se citan algunos resultados que son corolarios del teorema anterior.

Teorema 2 Cualquier combinacion lineal no nula de logaritmos de numeros
algebraicos con coeficientes algebraicos es transcendente.

Teorema 3 Si
ap,Q2,: -, Qp, 607ﬁ17"'76n
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son algebraicos no nulos entonces el nimero

eﬁoo/fl 0452 . --aﬂ"

es transcendente.

Teorema 4 Siaq, s, -, an, son algebraicos diferentes deQ y de 1 y 31, Bo, - - -
Bn son algebraicos con 1,081,082, -, By linealmente independientes sobre los
racionales, entonces

B B2 B

es transcendente.

La otra cuestién relevante que vamos a resaltar aqui es la relativa al famoso
problema del niimero de clases igual a uno ya propuesto por Gauss. El proble-
ma consistia en decidir si los nueve cuerpos cuadraticos imaginarios, Q(v/—d),
con numero de clases uno (es decir, cuyo anillo de enteros es de factorizacién
unica), ya conocidos, eran los tinicos con esta propiedad o bien existia algin
otro cuerpo cuadrético imaginario con dicha propiedad.

Baker resolvié el problema en 1966 concluyendo que la lista de valores

d=1,2,3,7, 11, 19, 43, 67, 163
estaba completa. Es decir, se obtiene

Teorema 5 Los inicos cuerpos cuadrdticos imaginarios Q(v/—d) con nimero
de clases 1 son los que corresponden a los siguientes valores de d,

d=1,2 3,7 11, 19, 43, 67, 163

Para ell6 empleé algunas ideas de Gelfond y Linnik ligando un par de L
funciones de Dirichlet mediante un producto y estimando el término principal
que aparece en la férmula con su propio método referente a las formas lineales
en logaritmos.

Este problema fue resuelto de forma independiente y casi simultdanea por
H. Stark [S], partiendo de las ideas incluidas en un articulo de Heegner que en
su momento no fue admitido como completo.

En particular, para la resolucién del problema de Gauss, Baker considera
un par de simbolos de Kronecker

xm = (5). v = (59

n n

donde k > 0y —d < 0 son los discriminantes de los cuerpos cuadraticos Q(v/k)
y Q(v/—d) respectivamente.

Al multiplicar las correspondientes L—funciones y tomar limites se obtiene
que su valor en el punto 1 es
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2 a > .
L(la X)L(l, XX/) = E H(l — iz) Z X( ) + Z Z Aremrb/(lm)
f

pa P “ T
donde se conocen estimaciones sobre los coeficientes A,., y donde
f = f(z,y) = ax® + bry + cy?

en los subindices indica que se suma sobre un conjunto completo de formas no
equivalentes con discriminate —d y p es el conjunto de divisores primos de d.
Las féormulas de Dirichlet afirman que

2loge , hm
= , L(1, = —
NG (1, xx")

donde h es el nimero de clases de Q(v/—dk) y € es la unidad fundamental para
Q(Vk).

Si ahora se supone que el nimero de clases de Q(v/—d) es uno y d > 2,
entonces necesariamente d es un primo congruente con 3 en médulo 4 y la
Unica clase de formas de discriminante —d, estd representada por

L(1,x)

1
f=x2+xy+1(1+d)y2

por lo que la suma en el primer término de la férmula anterior se reduce a un
Unico sumando que corresponde a

@) x()
a 1

Tomando k£ = 21 cuya unidad fundamental es ¢ = %(5 + v21) y cuyo
numero de clases es 1, se obtiene, tras estimar la iltima suma del producto de
L funciones anterior, la siguiente estimacién

32 /
|hlog e — ﬁﬂ\/al < e TV /10

vélida para d > 10%.

Ahora se observa que m = —2ilog 7, por lo que el término de la izquierda en
la desigualdad es una forma lineal en dos logaritmos a la que se pueden aplicar
las estimaciones de los resultados efectivos de Baker, junto con estimaciones
conocidas para h en funcion de k y d, y ello conduce a que la acotacién anterior
s6lo puede ser cierta por debajo de una constante efectivamente computable,
y que en este caso se puede evaluar como d < 10°%0,

Dicha estimacién esta dentro de los rangos comprobables mediante calculos
directos, pero debido a que Heilbronn y Linfoot habian establecido en 1934,
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que de existir un décimo cuerpo cuadratico de ntmero de clases 1, este debia
tener un discriminante mayor que exp(107), el resultado de Baker junto con el
citado demuestran la conjetura de Gauss.

Los métodos citados junto con férmulas de productos de L funciones con
mas términos fueron usadas por Baker para completar la lista de los cuerpos
cuadraticos imaginarios con nimero de clases 2. Ver [B3] y [B4].

En el caso de los cuerpos cuadraticos reales, el conocimiento existente so-
bre cuestiones parecidas es mucho mas limitado ya que aunque se sospecha que
hay infinitos cuerpos cuadraticos reales con niimero de clases 1 esta conjetura
no ha sido demostrada ni desmentida.

Ademds de sus numerosos articulos de investigacién, han sido especial-
mente celebrados tres de sus libros Transcendental Number Theory (1975),
Transcendence Theory: advances and applications (1978) y A concise intro-
duction to the Theory of Numbers® (1988).

En particular una de las recensiones del

Ciencias primer libro citado, y que aparecié en el Bul-
Alan Baker letin of the A. M. S. dice:

El libro de Baker es EL LIBRO sobre niimeros

Alianza Lniy transcendentes. En sélo 128 paginas recorre la

=)

mayoria de aquellas areas que han alcanzado re-
sultados definitivos...

Como literatura, puede compararse con las
mejores obras de Landau, Rademacher y Titch-
marsh.

Este tipo de comentarios puede hacerse ex-
tensivo a los otros libros citados donde con con-
cision y elegancia se recogen resultados y puntos
de vista sobre los temas tratados que resultan
altamente esclarecedores y sugerentes.

CONCLUSION

Hay numerosos e importantes problemas, ademas de los citados de manera
explicita antes, en los que la obra de Alan Baker se ha aplicado con excelentes
resultados. Esto pone de manifiesto atin mads, la profunda y extensa influencia
de sus métodos en diferentes dreas de la Teoria de Numeros.

Por ejemplo, usando su trabajo, Coates [C] ha deducido una forma de
encontrar todas las curvas elipticas con un conductor dado.

Otros ejemplos son las aproximaciones de niimeros algebraicos por raciona-
les o los resultados sobre la no anulaciéon del regulador p—adico de un cuerpo
abeliano.

2Existe una edicién en castellano, Breve introduccion a la Teoria de Numeros, Alianza
Editorial (1986).
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En las ecuaciones hiperelipticas y en las funciones elipticas de Weierstrass
también se han producido avances importantes por la influencia de la obra de
Baker.

La lista es practicamente interminable... por lo que para finalizar quiza lo
mejor sea recordar de nuevo los comentarios de P. Turan en los que afirma que
la obra de Baker ejemplifica de forma convincente dos principios.

Primero, que ademas de la valiosa tendencia de desarrollar una teoria para
solucionar un problema, también compensa atacar directamente problemas
dificiles y concretos...

Segundo, continua Turan, muestra que la solucién directa de un proble-
ma profundo suele conducir de forma natural hacia una teoria rica y acaba
estableciendo un contacto fructifero con otros problemas importantes de la
matematica.
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