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Juegos de azar paraddjicos

por

Juan M.R. Parrondo

10S JUEGOS PARADOJICOS ORIGINALES

Supongamos una moneda ligeramente trucada, de forma tal que la pro-
babilidad de obtener “cara” al lanzarla al aire sea p = 1/2 — ¢, en donde ¢
es un numero pequeno y positivo. Con ella, a la que denominaremos moneda
A, le ofrezco jugar del siguiente modo: cada vez que salga cruz le doy mil
pesetas y cada vez que salga cara usted me da mil pesetas a mi. Si usted
dispone de un capital ilimitado, deberia aceptar sin dudarlo un momento:
si X(t) es lo que llevo ganado después de jugar ¢ veces —lo llamaremos el
“capital”— no le serd dificil demostrar que el valor medio de esta ganancia,
(X (t)), es una funcién estrictamente decreciente de ¢ (mientras que su ganancia
es estrictamente creciente con t).

Juego A Juego B

‘ ¢Es X(1) multiplo de 3’7 ‘

Moneda 4 p
No S|
o ; i Monedo B, Moneda B,
ganar perder 1 E i 1-p, ; i 1-p,

ganar perder ganar perder

Figura 1: Reglas de los juegos A y B. Los valores de las probabilidades son: p = 1/2—e,
p1 =3/4—€y p2=1/10 — €, con € un nimero pequeno y positivo, que favorece en
todos los casos la opcién “perder”. El color més claro de la moneda B; indica que en
esta moneda la probabilidad de ganar es mayor que 1/2 y que, por tanto, se trata de
una moneda favorable.

Ahora le propongo un segundo juego en el que se utilizan dos monedas,
que llamaremos B; y By. La moneda Bs se lanza cuando lo que llevo ganado
es multiplo de tres y la moneda Bj en el resto de los casos (recuerde que
la ganancia puede ser negativa; por multiplo de tres entendemos cualquier
numero entero que se pueda escribir como 3n con n entero). La probabilidad de
que yo gane con la moneda By es p; = 3/4—ey con la moneda By, py = 1/10—e¢,
tal y como se muestra en la figura 1. El andlisis de este segundo juego no es
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Figura 2: Ganancia media (sobre 5 000 jugadores), en funcién del niimero de turnos,
en cada uno de los juegos y en varias de sus combinaciones. En todos ellos € = 0.0005 y
se ha utilizado la notacién [a, b] para indicar que se juega a turnos al juego A seguidos
de b turnos del juego B.

tan simple como en el caso anterior. Sin embargo, puede demostrarse (ver la
seccién siguiente y la figura 2) que el juego es también favorable para usted,
en el sentido de que el valor medio de mi ganancia o capital (X(t)) es de
nuevo una funcién estrictamente decreciente de ¢. Llamemos A al primero de
los juegos que hemos descrito y B al segundo.

Una vez que esta usted convencido de que yo pierdo en ambos juegos, le
haré una tercera proposicién: alternemos los dos juegos siguiendo la secuencia
AABBAABB... Si usted frunce el cefio, puedo modificar ligeramente la pro-
puesta para hacerla menos sospechosa: en cada turno, elijamos al azar cudl de
los dos juegos jugamos.

Si acepta cualquiera de estas dos propuestas habra confiado demasiado en
su intuicion, sin tener en cuenta que los sistemas aleatorios, alin tan simples
como los que hemos descrito, pueden comportarse de manera sorprendente.

En efecto, tanto si alternamos los juegos formando una secuencia fija,
AABBAABB..., como si lo hacemos de forma aleatoria, el resultado es que mi
ganancia media (X (¢)) es una funcién estrictamente creciente de t. La figura
2 muestra mi ganancia en distintas situaciones: juegos A y B por separado,
varias combinaciones periddicas y la combinacion aleatoria.
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ANALISIS DETALLADO DE LOS JUEGOS

El fenémeno descrito en la seccidon anterior se conoce como Paradoja de
Parrondo, esté recibiendo cierta atencion [1, 2, 3, 4] y se piensa que puede tener
aplicaciones en distintos ambitos, como economia o teoria de la evolucién. El
optimismo acerca de las posibles aplicaciones de la paradoja se justifica por el
hecho de que el fenémeno puede en principio aparecer en cualquier situacién
en la que se combinen dos o mas dindmicas aleatorias. Sin embargo, debemos
hacer notar que hasta ahora no se ha descrito ninguna situacion real en la que
tenga lugar un efecto similar.

Antes de analizar los juegos en detalle, quisiera discutir un argumento
que, a pesar de ser erréneo, ayuda a comprender el mecanismo subyacente a
la paradoja. El argumento concluye que el juego B no es justo sino ganador y
consiste en suponer que la moneda Bs se lanza un tercio de las veces mientras
que la moneda B; se lanza dos tercios de las veces. De ser asi, la probabilidad
de ganar seria:

Pganar = Sp1+ 5p2

- S 1)

que, para € = 0, es ligeramente superior a 1/2, indicando que B es un juego
ganador. Esta conclusion es falsa porque lo es la suposicién inicial: la moneda
Bs se lanza con una frecuencia mayor que 1/3, debido a que el capital tiene
una probabilidad alta de oscilar entre un multiplo de 3, digamos 3n, y su
inmediato inferior, 3n — 1.

Es decir, son las propias reglas del juego B las que rompen la uniformidad
de la distribucién de probabilidad del capital ganado. Las verdaderas frecuen-
cias con las que se lanza cada moneda pueden calcularse mediante la teoria
de cadenas de Markov [5]. El juego B, asi como la combinacién aleatoria de A
y B, puede reducirse a una cadena de Markov de tres estados [5]. Estos tres
estados son: ganancia igual a un miltiplo de 3, a un multiplo de 3 méas 1, o a
un multiplo de 3 més 2. La variable que determina estos tres estados es

Y(t)= X(t) mod 3, 2)

que puede tomar sélo tres valores: 0, 1 6 2. La matriz de probabilidades de
transicion para esta cadena de Markov, cuando se juega tinicamente el juego
B, es:

0 1-p1 m
IIg = D2 0 1—p (3)
1—=p2 m 0
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en la que el elemento (HB)Z-]- es igual a la probabilidad de saltar del estado j
al 7 en un turno. La distribucién de probabilidad 7(t) = (mo(t), w1 (t), m2(t))
(utilizamos subindices 0, 1 y 2 para que coincidan con los posibles valores de
Y'(t)) verifica la ecuacién de evolucidn:

7(t+ 1) = pA(t). (4)

Esta distribucién 7(t) tiende, para t — 0o, a una distribucién estacionaria 7
que es la solucién de [5]:

7—r»est — HB,]—T»est7 (5)

es decir, 7" es el autovector de la matriz II con autovalor 1. La distribucién
estacionaria se alcanza a los pocos turnos, como puede verse en las gréaficas.
Por ello, podemos utilizarla para definir juego justo, ganador y perdedor’. La
probabilidad de ganar, una vez alcanzada esta distribucion estacionaria, es:

est

Pyanar = [ + 75| p1 + 767 p. (6)

Cuando se juega unicamente el juego B, la probabilidad de utilizar la mo-
neda Bs, es decir 7§, no es 1/3 sino ligeramente superior. Por esta razén el
argumento que conducia a la ecuacién (1) es incorrecto. La verdadera proba-
bilidad con la que se utiliza la moneda By se puede calcular resolviendo (5) y

resulta ser:

9 440
est _ Y
0 =13 —21976 + ... (7)

en donde hemos depreciado términos de orden €? para simplificar la exposicién.
Aplicando (6), obtenemos la siguiente probabilidad de ganar para el juego
B:

1 147
Pganarzi_@€+~n (8)

que es menor que 1/2 para cualquier € positivo. Vemos entonces que el juego
B es en efecto un juego perdedor, de acuerdo con la simulacién presentada en
la figura 2.

. Qué ocurre cuando combinamos aleatoriamente los juegos A y B? La
combinacién aleatoria puede tratarse de la misma forma que el juego B.
Matemaéaticamente tiene la misma estructura: puede reducirse a una cadena
de Markov de tres estados con una matriz de transicién que tiene una forma

LA lo largo de todo este trabajo, consideraremos juego justo aquél en el que la ganancia
media es constante en el estado estacionario. Se trata de una definicién aceptable, pero sin
embargo difiere, y es mds débil, de la definicién utilizada en la teoria de la probabilidad, para
la que juego justo es aquél en el que la ganancia es una martingala. Es inmediato comprobar
que el capital en el juego B no es una martingala.
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similar a la matriz IIg definida en (3). Mds concretamente, la matriz se puede
escribir como:

1
Haleat = 5 (HA + HB) y (9)

en donde la matriz II5 es la matriz de transicién del juego A, es decir:

0  1/2+4+¢ 1/2—¢
Ma=| 1/2—¢ 0  1/2+4¢ |. (10)
1/24€¢ 1/2—€¢ 0

Diagonalizando la matriz Il,,; obtenemos la probabilidad con la que
jugamos cada moneda en la combinacién aleatoria, que ahora es:

245 48880

est _ o

0 €
709 502681

(11)
y es menor que la calculada en (7). Finalmente, la probabilidad de ganar en

la combinacién aleatoria de los dos juegos es:

727 486795
sanmal = 1418 502681

et ... (12)

que es mayor que 1/2 si € es suficientemente pequernio.

Este analisis nos proporciona la siguiente explicacion intuitiva de la parado-
ja. El juego B utiliza dos monedas: una “mala”, la moneda Bs, y otra “buena”,
la moneda By (en la figura 1 todas las monedas desfavorables se muestran més
oscuras). Cuando se juega sélo el juego B, la probabilidad de utilizar la mo-
neda “mala” es mayor de un tercio. El juego A, a pesar de consistir en una
Unica moneda “mala”, redistribuye las frecuencias con las que se juegan las
dos monedas del juego B haciendo que la moneda “buena’ se utilice un mayor
ntimero de veces. Esta es la esencia de la paradoja: en el juego B coexisten
dos tendencias, una ganadora y otra perdedora, y, cuando se juega aislada-
mente, la tendencia perdedora es dominante; el papel del juego A es invertir
esta dominancia. A pesar de que el juego A es perdedor, el efecto de potenciar
la moneda “buena” del juego B es mayor que la propia tendencia perdedora
de A y el resultado neto es que la combinaciéon de A y B es ganadora.

Que el juego A disminuya la frecuencia con que se juega la moneda Bs
no debe extranarnos. Esa frecuencia es mayor que un tercio cuando se juega
sb6lo B. Por otra parte, el juego A es un simple camino aleatorio cuyo efecto
es “aleatorizar” el capital, es decir, hacer que su distribucién de probabilidad
sea mas parecida a la distribucién uniforme.

La combinacion periddica puede tratarse también como una cadena de
Markov con probabilidades de transicion dependientes del tiempo. La evolu-
cién de la distribucién de probabilidad es:

7(t +a + b) = N{ 47 (t) (13)
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si el juego A se juega a veces seguidas de b turnos del juego B. La probabilidad
estacionaria verifica en este caso

7 = I IR (14)

Obsérvese que esta distribucién de probabilidad no es en realidad un invariante
de la ecuacién de evolucién temporal, sino que se trata de uno los a+ b estados
de una érbita periédica con periodo a + b. En cualquier caso, a partir de 7
pueden calcularse todos los estados de dicha orbita y, a partir de éstos, las
probabilidades de ganar en cada paso. El calculo es més tedioso que en el caso
de la combinacion aleatoria pero puede realizarse sin dificultad, al menos para
a 'y b pequenos, con algin programa de cdlculo numérico o simbdlico. Merece
la pena destacar que la combinacién [1,1], es decir, la sucesion ABABAB...
es, para € = 0, un juego justo, de modo que en este caso no tiene lugar la
paradoja. Por el contrario, la combinacién éptima, es decir, aquélla en la que
es méxima la probabilidad de ganar, es la [1,2] o ABBABB..., para la que
Poanar = 0.52545. ..

Finalmente, no le serd dificil demostrar al lector que las pendientes de
las curvas que aparecen en la figura 2 se pueden calcular en funcién de la
probabilidad de ganar, ya que :

(X(t+1)) — (X (t)) = 2Pganar — 1. (15)

JUEGOS INDEPENDIENTES DEL CAPITAL

El juego B descrito en la secciéon anterior es un juego de azar un tanto
artificial y parece dificil encontrar ejemplos reales en donde alguna cantidad
aleatoria evolucione de forma parecida a cémo lo hace el capital X (¢) en dicho
juego®. La razén fundamental de este cardcter artificial es que las reglas de
B dependen del capital ganado. ;Es posible encontrar juegos paraddjicos con
reglas independientes del capital? La respuesta es si: es posible eliminar la
dependencia de las reglas en el capital pero Unicamente si consentimos que
éstas dependan de la historia del juego, es decir, de los ultimos resultados del
mismo.

Consideremos el juego B’, que se juega con cuatro monedas, B}, ... By,
dependiendo del resultado del juego en las dos anteriores jugadas. Las reglas
vienen dadas por la siguiente tabla:

Pentltimo turno | Ultimo turno | Moneda | Prob. de ganar | Prob. de perder
t—2 t—1 ent ent
perder perder B; p1 1—p1
perder ganar B} D2 1—po
ganar perder Bj D3 1—ps
ganar ganar B P4 1—py

2Aunque sf es posible encontrar un sistema fisico con una evolucién similar: una particula
browniana en un campo eléctrico asimétrico e intermitente [6, 7]. De hecho este ejemplo
inspiré los juegos originales [3, 4, 8]
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En este caso el capital X(¢) no es un proceso de Markov. Sin embargo, el
vector:
_ X(t)—X(t—-1)
Y(t)_<X(t—1)—X(t—2) (16)

que sélo puede tomar los cuatro valores (£1,+1), si forma una cadena de
Markov. Podemos de nuevo aplicar la teoria de cadenas de Markov al proceso
Y (t). En este caso la matriz de probabilidades de transicién es:

1—-m 0 1—ps 0

_ D1 0 D3 0
Her = 0O 1—-p» 0 I-—ps (17
0 D2 0 P4

y de nuevo el autovector con autovalor 1 es igual a la distribucién de proba-
bilidad estacionaria:

(1 —p3)(1 —p4)

. 1 (1 —pa)p1
TSt = — 18
N (1 —pa)p1 (18)
p1Dp2

en donde N es una constante de normalizacién.
Podemos calcular ahora la probabilidad de ganar en el régimen esta-
cionario:

4
: pi(p2 +1—p4) 1

P IlI': 7'(?51; . = = 19

sana ; i Di (1 —pa)2p1 +1—p3)+pip2 24¢/s 19)

en donde s = p1(p2 + 1 — p4), que es siempre positivo, y

c=(1—p4)(1—p3)—pipe. (20)

Por lo tanto, el cardcter del juego B’ se ajusta al siguiente criterio: si
¢ < 0, B’ es ganador; si ¢ = 0, B’ es justo; y si ¢ > 0, B’ es perdedor. De
nuevo, por ganador, justo y perdedor entendemos que el valor medio (X (t))
sea, respectivamente, una funcién mondtona creciente, constante o mondétona
decreciente.

Combinemos ahora aleatoriamente el juego B’ con uno A similar al descrito
en la seccién anterior, en el que la probabilidad de ganar sea siempre p y la
de perder 1 — p. Esta combinacién puede tratarse de forma andloga. El vector
Y (t) definido en (16) sigue siendo una cadena de Markov cuya matriz de
probabilidades de transicién es

1
Haleat = 5 (HA + HB/) (21)
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que tiene la misma forma que Ilg/ pero con las probabilidades reemplazadas
por p; = (pi +p)/2.

Reuniendo todos estos resultados, podemos concluir que la paradoja ten-
dra lugar siempre que encontremos un conjunto de 5 probabilidades, p y p;
(1 =1,2,3,4), que verifiquen las siguientes desigualdades:

1—-p > p
(1—ps)(I=p3) > pip2
2=ps—p)2—p3—p) < (p1+p)(p2+p). (22)

La primera y la segunda aseguran que son perdedores los juegos A y B/, respec-
tivamente, mientras que la tercera desigualdad (que es simplemente la segunda
invertida y con las p) en lugar de las p;) hace que la combinacién aleatoria sea
ganadora.

El argumento expuesto en la seccién anterior acerca de las monedas “bue-
nas” y “malas”, nos indica que, para obtener la paradoja, una de las monedas
del juego B’ debe ser “mala” y utilizarse méds de un cuarto de las veces. No
puede ser Bj ni B) porque la frecuencia de uso de estas dos monedas estd
ligada al cardcter ganador o perdedor del juego y sus combinaciones (si Bj
se utiliza mds frecuentemente que B, es obvio que el juego es perdedor). Las
monedas “malas” deben ser por tanto la Bj y/o la Bj. En efecto, la paradoja
se puede reproducir con la siguiente eleccion:

p=1/2—¢, p1 =9/10 —€, pa=p3=1/4—¢€, py =7/10 — c. (23)

Con estas probabilidades la dos primeras desigualdades en (22) se satisfacen
siempre que € > 0, mientras que la tercera lo hace si € < 1/168 = 0.00595. ..
Por tanto, estos juegos presentan la paradoja si 0 < € < 1/168.

Una simulaciéon de estos juegos se representa en la figura 3 y muestra
cémo el capital medio decrece para cada uno de los juegos A y B’, mientras
que crece para las combinaciones peridédica y aleatoria. De nuevo, utilizando
(15), las pendientes de estas curvas son féciles de calcular en funcién de la
probabilidad de ganar, Pyanar, dada por la ecuacién (19). Algunos detalles
adicionales sobre estos nuevos juegos y su andlisis pueden encontrarse en la
referencia [9)].

CONCLUSIONES

Hemos mostrado dos ejemplos de parejas de juegos paraddjicos, en donde
la tendencia de cada uno de ellos por separado se invierte cuando se alternan.
En el primer ejemplo, uno de los juegos obedece reglas que dependen del capital
ganado hasta el momento. En el segundo, esta dependencia se ha eliminado,
pero a costa de incluir otra en los ultimos resultados de la partida, que hace
que el capital ganado deje de ser un proceso de Markov [9]. Sin embargo, este
segundo ejemplo es més susceptible de encontrar aplicacién en alguna situacion
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Figura 3: Evolucién del capital medio en funcién del ntimero de turnos. Las dos curvas
inferiores corresponden a los juegos A y B’ jugados individualmente. Como en la figura
anterior, [2,2] denota la combinacién AABBAA... La curva superior corresponde a
la combinacién aleatoria entre A y B’. En estas simulaciones ¢ = 0.003 y se ha
promediado sobre 500 000 jugadores. El resto de las probabilidades son las estudiadas
enel texto: p=1/2—¢,p1 =9/10 — ¢, po =p3=1/4— ¢,y ps = 7/10 — ¢.

real, ya que existen muchas situaciones en economia, fisica o dindmica de
poblaciones, descritas mediante dindmicas aleatorias con memoria.

En cualquier caso, la relevancia de estas paradojas es que ponen de ma-
nifiesto que la combinacién de dindmicas estocasticas puede dar lugar a una
dindmica completamente distinta de las originales. Pienso no sélo en lo descrito
en este articulo, que el crecimiento de una determinada cantidad se invierta en
la combinacion, sino en otros posibles efectos como: la creacién de estructuras
o patrones espaciales combinando dindmicas que, por separado, den lugar sélo
a estados uniformes; una sustancial reduccién o amplificacién del tiempo de
relajacién de un sistema cuando se alternan dindmicas; cambios de estabilidad
de soluciones, etc.

El papel de estos juegos paraddjicos, y los que quizé les sigan reproducien-
do alguno de los fenémenos mencionados en el parrafo anterior, es invitar
a investigadores de muy diversas areas a explorar los efectos de la combi-
nacién o alternancia de dinamicas, ya que los juegos nos estan indicando que
alguno de estos efectos puede ser sorprendente y desafiar nuestra intuicion.
Cualquiera puede pensar ejemplos de combinaciones de este tipo: alternan-
cia de estrategias econémicas, alternancia de temperatura o luminosidad en
reacciones quimicas, o alternancia de presién ambiental en dindmica de pobla-
ciones.

Desde un punto de vista puramente matemaético, es interesante detectar
los mecanismos basicos de la paradoja, generalizarla a otras situaciones y en-
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contrar cudles son los ingredientes necesarios para que ocurra. En este trabajo
he abordado alguno de estos puntos, exponiendo el mecanismo de “reorga-
nizacién de tendencias” y mostrando con un ejemplo como el capital o bien
obedece reglas que dependen del mismo o bien debe ser no markoviano.

El lector interesado en otras generalizaciones (reglas médulo M, combi-
naciones de mas de un juego) puede consultar [10] o algunas de las referencias
citadas en [9]. Finalmente, Pearce en [11] ha estudiado los juegos desde un
punto de vista diferente, analizando la entropia de las cadenas de resultados
en cada uno de los juegos y en sus combinaciones.
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