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An isotonicity test for the regression function
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Resumen This paper deals with the problem of finding a (completely)-parametric test for the in-
creasing character of the regression function. In this wapmpose an statistic based on thedistance
from a non-smooth estimate of the regression to the set ofakasing functions. We show that the test
is asymptotically of the prefixed level and that its powerermuabrmality is the same than one of the usual
chi-square tests.

Un contraste de isotonia para la funci  6n de regresi 6n

Resumen. En este trabajo se pretende desarrollar por primera vestcampletamente no paramétrico
para contrastar el crecimiento de la funcion de regre$tana ello se propone un estadistico basado en la
L.-distancia de un estimador no suavizado de la regresioonglicto de todas las funciones crecientes.
Se prueba que el test es asintdticamente del nivel prefjjgde su potencia bajo normalidad es la misma
que las de los usuales contrastes chi-cuadrado.

1.. Introducci 6n

En muchas situaciones se supone a priori que la funciongtesién cumple ciertas propiedades que
deberia seguir verificando un estimador cualquiera de &ltunas de estas propiedades, como la conti-
nuidad o la suavidad, se pueden obtener de forma autoneaticis estimadores habituales (por ejemplo
tipo kernel). Otros casos, como el nimero de extremos danleién o la monotonia de la misma, plan-
tean un problema mas complejo. Esta tltima propiedaddibide especial atencion: en muchos contextos
de tipo econbmico (ingresos-gastos), médico (evolud® una enfermedad segln el suministro de ciertos
medicamentos), etc. suele ser evidente dicho caracteiente. La literatura ha abordado ampliamente la
estimacion de la regresion bajo la restriccion de cremimo o isotonia (conocida como regresion isotonica);
ver Barlow et al. [1], Brunk [3], Hanson et al. [10], Wrightq{118], Robertson et al. [16], Mukerjee [13],
Mammen [12], Cuesta et al. [4, 5], Dominguez y Lopez [7].

El problema de contrastar la isotonia de la funcion deeign esta menos estudiado en la literatura. En
Robertson y Wegman [15] y Robertson et al. [16] se desarrpllacedimientos paramétricos que restringen

las observaciones al caso de normalidagigHest y eIFTQ-test. También se trata el caso mas general de
familias de distribucion exponenciales. Algunos trabag@tientes consideran este problema de contrastar la
isotonia de la funcién de regresion en un contexto norpar&o: Bowman et al. [2] , Hall y Heckman [9],
Ghosal et al. [8], pero presentan diversos inconveniedtfisultad de calculo del estadistico o utilizacion
de regresiones lineales que plantean problemas con ldgetstt
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En este articulo se presenta un test completamente no @@ieode la isotonia de la funcion de re-
gresion, basado en un estadistico de facil calcula: 85 la funcion de regresioni es un estimador no
suavizado de la misma, el contraste esta basado en unaaneedjdrica de la isotonia de (llamadaDip)

a través de und,-distancia entreén y el conjunto de las funciones isotbnicas. Bajo ciertagl@aones, el
DipYy el estadisticgrz, del contexto paramétrico estan fuertemente relacionddis resultados conocidos
sobre elDip permiten, en un principio, un modelo de disefio de las obs@xes completamente aleatorio
y el uso de estimadores suaves de la regresion tipo keinan®argo, por simplicidad, nosotros conside-
ramos en este trabajo un modelo de disefio fijo y cuando seaelstiregresion no se utilizaran técnicas de
suavizado. Esto permitira ademas disponer de un marcarcpara comparar los resultados obtenidos con
los ya existentes en el contexto paramétrico.

Este articulo esta organizado de la siguiente forma. Betzxion 2 se introduce el estadistiddp en
el cual se basa el contraste completamente no paraméé&seordllado. Asimismo, se describe el modelo
elegido para abordar el contraste de isotonia. En la Pimposl se formaliza la idea intuitiva de que las
distribuciones mas desfavorables, bajo la hipotesia dalcrecimiento de:, son las que tienen regresion
constante. En la Seccion 3 se estudia el comportamienttbisd del estimador isotonizadd; bajo re-
gresion constante. Los resultados dados en la Propoggeérmiten obtener la distribucion asintbtica bajo
regresion constante de cierta modificacion Béb, el s — Dip. En la Seccion 4 se muestra como el com-
portamiento de adecuades Dip puede ofrecer informacién sobre el dedp (Proposicion 3). El Teorema
1 obtiene cotas asintoticas para la distribucionidé) bajo regresion constante que permiten desarrollar
un test para el caso de varianzas conocidaBigtest, que asintbticamente es al menos conservador. La
Seccion 5 es un estudio de simulacion. Se obtiene gieelest si es asintoticamente del nivel prefijado,
pero en la practica muy conservador. Esto no parece afgtaficativamente a la potencia del test que, en
el caso de normalidad y varianzas iguales, es competitigeento a la dey?,-test aun con pocos datos.

2.. Planteamiento.

Se consideraun intervalo [a,b] y una familia de distribne®de probabilidad en larecta r¢a} ()}, <, 4
con mediagm(z)}, ¢, ¥ desviaciones tipicas finitds (x)},c(, ;- En este contexto, la funcion de re-
gresion es entonces la funciem : [a,b] — IR. En el intervalo [a,b] se tomaram puntos de disefio,
a <z <..<zx,=>0(m e IN)igualmente espaciadas,; := a + b*T“i, 1<i<n. La familia de puntos de
disefio{z,; : 1 < i < n} se denotara paot,,. En cada uno de los puntos de de disefia,,;, se dispon-
dra der observaciones independienté§, ..., Y;"; definidas en un mismo espacio probabilistitn 7, P)
de forma que la distribucion dérfl esD(xp)i=1,...n,j=1,...,r.

El problema a resolver se puede expresar en los siguientass.

Problema P . Dadon € IN, se quiere contrastar la hipotesis nilg: m es creciente, frente a la hipotesis
alternatival, : m no es creciente, a partir depuntos de disefio y observaciones en cada uno de ellos,
{Ygi}j_ill ..... ne B

=1,...,

Dadosn puntos de disefioyobservaciones en cada uno de ellos, un estimador natusategresionn
es la funcionm = m,,,. : X,, — R tal quem(z,;) = Z;ZlYé/r. La isotonizacion dén,,,, mr = M1,
se define como la mejdr, (11, )-aproximacion creciente@,.,.: ||mn, — Mnrrlly = Mf geryn) |Mnr — gllo
siendoH(n) := {g : &, — IR, talquegescrecientey La(u,) €l conjunto de todas las funciones
f : X, — IR conla norma dada por la probabilidad empirjeg, que asigna masa o peso' a cada punto

2 1/2
de disefio deX,,, || f|, := [Z?:lf W)} '

n
En Barlow et al. [1] se demuestra qiig,,-; existe y es Unica. Ademéas,,,.;(z,;) es la pendiente por la
izquierda en i de la mayor minorante convexa a la funciorsttaida por interpolacion lineal a partir de los

puntos(0, 0) U { <i, Zl_ lﬁnr(znj)) } . Ademas de este procedimiento de calculo (que sera tiluy
j:

i=1
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como herramienta técnica en los desarrollos teoricesjlispone de algunos algoritmos como el método
PAVA 'y las formulas Max-min (Barlow et al.[1]).

Como es habitual, extenderem@sy m; a todo el intervalo [a,b] como funciones continuas por la
izquierda y constantes en{g;] y entre puntos de disefio.

Contexto pararétrico.

Existen diversos resultados relativos a la resoluciorPdeblema P cuando la familia de distribucio-
nes de probabilidad esta sujeta a importantes restriesiparamétricas. Asi, los resultados fundamentales
exigen que las distribuciones sean NormalRé&r) = N(m(z),o(x)), exigiendo la mayoria de ellos el
conocimiento completo de las varianzas (puede encontuarsesumen en Robertson et al. [16]). En este
caso de normalidad, se sabe que el test de la razon de véitasimechazaria ki para valores grandes del
estadistico

n
Xis = Z(ﬁl(xm) — i (0i))?
=1
dondem,, es la isotonizacion dé:, pero sustituyendg,, por la medida que al punte,; le asigna peso
1/0%(z,;). El problema se resuelve entonces encontrando, para uindeivggnificacionn € [0, 1], un
valorH € IR tal que

r

02 (xn;)

sup P(X3, > H) = o 1)
O

dondeO, es el conjunto de familias de distribucion de probabilidada recta real con desviaciones tipicas
{o(2)},¢[q,p Y funcion de regresion creciente. Asi, se rechazartaegimiento den cuandom esta sufi-
cientemente alejado de su isotonizacion. Existe tamddgiim desarrollo cuando la varianza es desconocida
(Robertson et al. [16]), aunque se exige cierta inforntapércial como por ejemplo que las varianzas sean

iguales (en este caso se trabaja con el estad'Etigpde idea similar ai?,).

Al resolver el test (1) a un nivel se puede utilizar un resultado (ver Robertson et al. [168)igdica
que las distribuciones mas desfavorables bajosbh aquellas con regresion constante. Entonces, para
desarrollar el test bastaria encontrar la distribuc&g:d bajo regresion constante. En Robertson et al. [16]
se deriva la distribucibn exacta §@, bajo esa restriccion, resultando ser independiente Bara n-24,
esta distribucibn se puede aproximar por otra mas safEBbada en ciertos cumulantes. No obstante, tanto
la distribucibn exacta como la aproximacién, son muy ciejag.

Enfoque no paragtrico.

En este trabajo nosotros pretendemos avanzar en la atmetheiln contraste de regresion isotonica,
desarrollando un test mas sencillo que el basadg?ery que a la vez pueda ser aplicado en un mayor
nimero de casos, eliminando la normalidad; buscamos tindegpletamente no paramétrico. Dicho con-
traste esta basado en una medida empiricex detravés de Id.5(u., )- distancia entre el estimador y
el conjunto de las funciones crecientes sobre los puntossé@al Esta medida recibe el nombreldé
y fue propuesta por primera vez en Dominguez [6], en un noodieldisefio completamente aleatorio. Su
consistencia ha sido analizada en Cuesta et al. [4, 5] y bguez y Lopez [7] en el modelo de disefio
completamente aleatorio. Su definicion es la siguiente,

Dip = Dip,, := inf [|m —g|s,,
P Pnr geH(n) ” gHz
de forma que eDip es justamente l&,(u,, )-distancia entrén y m;:
1/2

n

Dip = || — gl = |

=1

(@ ni) = o1 (T0i)”

El Problema P se resolveria entonces, si dade [0, 1], se encuentra una constaifec IR tal que

sup P(Dip > H) = a. (2

O
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En este contexto no paramétrico el papel que desempefiaegeesiones constantes es el mismo que
en el caso paramétrico. El hecho de que, bajpléb distribuciones mas desfavorables sean las que tienen
regresion constante es bastante intuitivo: entre todgsdsaibles situaciones de crecimientodeaquellas
mas dificiles para detectar la isotonia a partir de leerdépuntos son justamente las de regresion constante.
En la siguiente proposicion se establece el resultadogeeifson et al. [16] se puede encontrar el resultado
correspondiente en el contexto parameétrico). Se puedmpoue el papel de las regresiones constantes se
mantiene utilizando un modelo de disefio completamengtalie, un estimador de la regresion tipo kernel
y L,-distancias en eDip (ver Lopez-Palomo [11]).

Proposici 6n 1 Seam creciente. Entonces, existe una fam{li@* (z)}
bilidad y una familia de variables aleatorigd7 }._.....
Js

nelN

e[a,p d€ distribuciones de proba-

., verificando que

(a) La funcbn de regresin deD*, m*, es constante.

(b) La familia de desviacionefpicas deD*, {o*(z)} coincide con la familigo(z)}

z€[a,b]’ z€la,b]

(c) Para cadan, {Y*/ i=1,..» SON variables aleatorias independientes y la distribacie Y,/ es
D*(xy;) parai =1,.

JEN
.,n,j € IN.
.A L _ vy . _
(d) Sim* es la funcbn definida ent,, (n € IN) por " (zn;) == » M- parai =1,...n, i} es
=1 r
su isotonizadn y Dip* := ||m* — mj||,, entonces se cumple quBip < Dip”.

DEMOSTRACION. Para cada € [a,b], seaY, una variable aleatoria (no necesariamente definida en el
espaciqf2, F, P)) con distribucionD(z), y seaD*(x) la distribucion d&’, —m(x). lgualmente, para cada
n,j € N,i=1,..,n,sedefin&? =Y’ — m(x,;).

Obviamente, se verifican (a) (cen*=0), (b) y (c). Para probar (d), notese qué = m — m ya que

P ~ Y,/ ~ Y Nl
) = =D = Y T = ) — mlan)
j=1 j=1 j=1
y entoncesDip* = [|[m* — mj|, = [|m — (M} +m)|,.
Por otro lado, coma} + m es creciente por hipotesis, se tiene que
Dip= inf |lm—gll, <|[|m—(m;+m)ll,=Dip*. W
geM(n)

En vista del resultado anterior nos planteamos si es rakomaiscar la distribucion asintotica (no
paramétrica) deDip bajo regresion constante. Para ello, observamos que sirianza es constante,
o(z) = 0*Va € [a,b], los estadisticoBip y X2, estan relacionados de la forma:Dip?> = o**x?,. Esta
relacion impide resolver el Problema P encontrando laibigtion asintbtica deDip bajo regresion cons-
tante, puesto que ello implicaria deducir laxglg en el caso de varianzas constantes, que es desconocida
incluso afadiendo la restriccion de normalidad. Podtese busca un planteamiento distinto a encontrar la
distribucion asintotica daDip bajo regresion constante.

3.. Estudio asint 6tico de m; bajo regresi 6n constante

En primer lugar estudiamos el comportamiento asintotioutyal dem; bajo regresion constante, en-
contrando que la distribucion convenientemente norradfizdeni; — m en un puntaz, € (a,b], es la
pendiente por la izquierda de la mayor minorante convexg efe un Movimiento Browniano (Proposicion
2 (i)). Aunque esta distribucion asintotica tiene ieteindependiente a la resolucion del Problema P, desde
el punto de vista deDip seria mas interesante disponer de la distribuciofgde- m. En la Proposicion
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2(ii) se obtiene que el comportamiento asintotico comjuié .y — m en s puntos distintos y fijos del
intervalo es el de una Normal multidimensional.

En adelante{5?(z)},(, ;) representara la familia de momentos absolutos centrazlosdgnpy > 0
correspondiente a la familigD(z)},(, ; de distribuciones de probabilidad. Asi, pare: 1,...,n,j =

. p
Lo,r, SP(zni) = E‘Ygi —m(zy;)| . Asimismo, denotamos p@ﬁo%comt:to [f(¥)] (donde “slog-
com”proviene de dope of thegreatestonvexminorant”) la pendiente por la izquierda en un putitce A
de la mayor minorante convexa de la funcibn A — IR, siendoA un intervalo real. La convergencia en
ley o en distribucién, vendra indicada por el simb6lo

Proposici 6n 2 Seam constanteg > 0 continuay sup S**°(z) < oo para algind > 0.
z€[a,b]

(i) Sir esunafundn cualquierade:, se cumpl&/ zy € (a,b],
1/2
_ (my(xo) — m(xo)) £, slogcom (W (U(x))]
(b—a)o e 0)) ;=% SIOBCIMa=a )
dondelW es un Movimiento Browniano €6, 1] y

b T
0 ::/ o?(u)du >0, Ulz):= %/ o?(u)du, (x € [a,b]).

(i) Sir es unafundn den tal quer — oo cuandon — oo, se cumple para cualesquiera, ..., zs, S
puntos distintos efu, ],

P2 (g () — )], =

. e
j:l n-—oo

dondel es la matriz identidad.

DEMOSTRACION. (i) ConsidérenseZ,,; := 7'/2(m(zn;) — m(zn:))(i = 1,...,n, n € IN). Para cada
y € [0,1] seanG(y) := a + (b — a)y y W1, ..., W, variables aleatorias independientes definidas en un
mismo espacio probabilistico con distribucibfG (y)). PorD,,(y) se denotara la distribucion de

/2 [ZT Wi nGw)

=1 r

que tiene por media 0 y por varianza(G (y)). La distribucion deZ,,; (i = 1,...,n,n € IN) esD,,(i/n)
y se obtiene (Brunk [3]) que

nr 1/2 ~ P
(7([) — a)9> blo%gmz:zo [V(z) —¥(z)] —= slo Lfﬁmz:mo [(W(U(x))]

siendo¥ (x) := / m(u)du y su estimador natural (z) := Zﬁl(ivni)xni(w% x € [a,b], de manera que
a i=1

Xni(T) 1= / Iz, 12 (w)du, 14 representa el indicador del conjurdoy z,,0 := a.
El resultado se deriva de la igualdﬁdgo{gmmzm [U(x) — U(x)] = s (x0) — m(zo). Para comprobar

dicha igualdad, observése qﬁees la funcibn construida por interpolacion lineal a paig los puntos

n

(a,0)U { <a + @ b_TaZZ-_lm(I"j)) }

1=

y quem; es la pendiente por la izquierda en i de la
1
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mayor minorante convexa de la funcign [0,n] — IR construida por interpolacion lineal a partir de los

puntos(0, 0) U { (Z Zj_ﬁ(x"”) }j_l

Teniendo en cuenta la relacion entre ¥y

f(t):bT\IJ( +(b_T”)t) t € [0,n]

se obtiene quéi;(zg) = sloFclﬁmz:m [0 ().
Por Gltimo, coman es cohstante,
m(xo) = sloﬁfﬁﬂlm:mo [(z — a)m(zo)] = sloéfgmmzmo (W ()]

~

y por tantom;(zo) — m(xo) = slogcom,_, [¥(x) — ¥(x)], con lo que se demuestra el apartado (i).

a,b

(i) En primer lugar vamos a obtener la distribucion asiitg dem — m enzy € [a, b].
Sea, para cada, xf := min{x,;, zn; > o, i = 1,...,n} y sea¥;, la observacion j-ésima en el punto
x. Consideramos la funcién

9n(2) = (2 = m(2})) T2 0 (a) 00) ([2 = m(2F)]?).

Es sencillo ver qugn(YT{O) converge er.1 (2, F, P) a0y se tiene que

1
Ve>0, lim ——~ / (Yoo — m(:zrg))QdP =0.
{(

n—oo 0'2(1'0) Y —m(zp))2>e2ro2(xp)}

Entonces, coma?(z})/o%(z9) — 1 por sers continua y comoY,), ..., Y,7, son independientes con
distribucionD(z{ ), el Teorema de Lindeberg implica que

. 1/2
(o) ()~ miat) £ N0

A partir de aqui y teniendo en cuenta guees constante ¥ constante a trozos, se obtiene

, 1/2
(5ay)  (an) = maw)) 2 N1, ©

Ahora, sedty, ...,ts) € IR°. Entonces,

Zt 2 (i () = ;) =

Y tj((b_

J

) 1/2 nr 1/2 R s e
) (52s) e - mie) - > o) = i)
El primer sumando converge en probabilidad a 0 por el apaii®dA partir de la convergencia dada en
(3) se tiene que;r'/?(m(z;) —m(z;)) é}; N(0,tjo(z;)), 5 =1,...,s. Ademas, sh es suficientemente
grande, las variablefﬁ(xl) m(zs) son independientes y se llega a que el segundo sumando genver
en distribucion az tjo :cj) i, dondeZy, ..., Z, son variables aleatorias independiem&), 1). El

apartado (ii) se 5|gue del Teorema de Cramer-Wolll
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La Proposicion 2 (ii) permite obtener de forma directa (o@mnsecuencia del Teorema de la Aplicacion
Continua) la distribucion asintotica de un estadissicbres puntos fijos:

1/2 1/2

/2 XS: (M (x;) — M(x;))” c XS: o*(z;)Z} @)

—
S

n— oo
S

j=1 j=1

dondeZy, ..., Z, son variables aleatorias independientg9, 1).
Dicho estadistico se llamasa— Dipy sia < z1 < ... < s = b(s € IN) son puntos fijos igualmente
espaciados, se define
) 1/2
(Minr () = Minr1(z5))
S

s — Dip=s— Dipy, :=

J=1

4.. El Dip-test.

Si se dispone de puntos de disefio y observaciones en cada uno de ellos, el siguiente resultado
muestra que el correspondier®ép siempre se puede acotar por un adecuadoDip. Esta acotacion
sera clave para desarrollar el test.

Proposici 6n 3 Seamn,r, k € INy seaj = kn. Entonces, se tiene que
Dipyr <n — Dipjy.

DEMOSTRACION. Puesto qug = kn, se tiene que,,; = z;, parau = ki,i = 1,...,n. En particular
&, es un subconjunto d&;. Comom,;,; s una funcion creciente sobre el conjunto de puatosambién
lo es sobre el subconjunfg, y

R 1/2

n ~ 2
Dipnr S Z (mnr(xnz) - mjrl(xni))
n

i=1

Ademas, iy, (zni) = Mjr(xni), ¢ = 1,...,n, y entonces, el Gltimo término es igual al estadistico
n— Dip;.. N

En el Teorema 1 se obtiene una cota asintotica grenr de la distribucion deDip bajo regresion
constante.

Teorema 1 Seam constanteg > 0 continuay sup S**(x) < co para algind > 0. Entonces,
z€a,b]

lim lim P (Dip > H) < «

n—oor—0o0

donde

n

. _ o2 (Tni 273 1/2
(i) H?>=H? =1 lz (n )+ (n(b—a)> Z1-a

i=1

b
siendoz;_, el (1 — «)-percentil de la distribuédn N (0,1), « € (0,1)y 3 := / ot (x)dz.

Si adenas existe la derivada de, o', en(a,b) y sup |a' (x)| < 0o, H puede tomarse de la forma
z € (a,b)
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(ii) H*=H?, =r1 l(b f ) + <n(b2f a)>1/2z1a] cond := /ab o?(z)d.

Sio(z) =0* Yz € [a,b],
iy  H?=H? =plo*? [1 + (2/n)1/221_a} .
DEMOSTRACION. Sin,r € IN, para cualquied € IR se tiene de la Proposicion 3 (cén= r) que

Iim P(Dip,, > Ar~/?) <Tfm P(n — Dip(rpyr > Ar=/2), (5)

r—00 T—00
Se considera la funcion

1, siu<2n-1

9(u) :_{ i, siin<u<(+ln (i=23,.) “EN
y a partir de (4) se tiene que
1/2
1 ; - = UQ(xni)ZiQ
ulirxgo P(n — Dipy,y > Ag 1/2) =P Z — > A

i=1

La sucesior P (n — Dip(rnyr > AT—1/2)}
r=1
puesto que = g(rn), y ha de tener el mismo limite:

es una subsucesion §& (n — Dipyg > Ag‘l/Q)} '

u=1
1/2
n 2 . 2
ZO’ (.Inl)ZZ ZA
n

=1

lim P (n — Dip(ynyr = Ar~ 1/2) =P

T—00

Sea ahordl2 = rH2, conH,,. como en (i). Tomandel comoH,, y pasando al limite cuando— o
se obtiene que

_ _ h— 1/2 n nz n "
Fm Tm P (Dipny > Hyy) < m P <[”(T“)} [Z G -3 o 1 > z1a> .

Nn—00T—00 n— o0 ‘ .
=1 =1

Es sencillo ver que el Gltimo limite existe y vaR¥ N (0,1) > z1_,) = «, lo que prueba el apartado (i).
De forma analoga y tomandd2 = rH?2, con H,,,. como en (ii), se tiene el segundo apartado.
El apartado (iii) se demuestra tomangdaonstante en (i). ®

Del resultado anterior se deriva un test no paramétfiaptest) que es al menos conservador asintbtica-
mente em y r : a partir den puntos de disefioy observaciones en cada uno de ellos, la isotonia se rechaza
si Dip > H dondeH vendria dado por (i), (ii) 6 (iii) en el Teorema 1, depemdie de las propiedades
gue se asuman para la varianza. A continuacion, se va eafl@tcomportamiento ddDip-test mediante
algunas simulaciones.

5..  Simulaciones
Considérense las familigsD(z)} (o ;) de distribuciones de probabilidad en el intervlol] de for-

ma queVax < [0, 1] se verifique una de las tres condicionesD(iy) = N(0,1) + m(z), (i) D(z) =
24/3U(0,1) +m(x) — /3, (iii) D(z) = E(1) +m(z) — 1y ademasin(z) = —Az, A >0, o(z) = 1.
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Notese que el casd = 0 sera el caso de regresion constante y servira para aseldiivel de sig-
nificacion. El casad > 0 significa regresion estrictamente decreciente y lo atiémos para estudiar la
potencia deDip-test.

Fijados el nUmerax de puntos de disefio, el nUmerale observaciones por punto, el modelo (i), (i)

o (iii) y la pendiente -A de la regresion, se generar&bservaciones con distribuci@n(z,,;) en cada
punto de disefia,;,i = 1,...,n, y de forma que lagr observaciones resultantes sean independientes. A
partir de esta nube de puntos se calculara el estadBtigoutilizando el algoritmo dado por Puri y Singh

[14] para obtenefi;.
En virtud de los resultados anteriores, para un nivel défgigniona € (0, 1) se rechazaria la hipotesis

de isotonia sDip > {r*l (1 + (2/n)1/2z1,a)} V2 dondez;_,, es el(1 — «)-percentil de la distribucion
N(0,1).

A continuacion hemos repetido el proceso generando 10w00€s de puntos, para valores fijosde

y Ay cada uno de los tres modelos anteriores, contabilizangi@fgorcion de rechazos de la isotonia a un
nivel prefijadoa = 0,05. Para valores fijos de y r, la potencia del test como funcion de> 0 bajo cada
uno de los tres modelos puede ser observada mediante epasgwoes. Salvo en valores muy proximos
a A = 0, la potencia resultd ser independiente del modelo elegigfiejaria entonces la potencia real del
test en funcion del, sin ninguna restriccibn paramétrica sobre la distimcde probabilidad.

En la Figura 1 se muestran las funciones de potencia cuar2, 50, 100 y-=10, 50, 100. En el eje
de abscisas aparecen los valoresAde en el de ordenadas los correspondientes porcentajes luezosc
de la hipobtesis nula. Las funciones fueron obtenidas potando mediante splines de tercer grado las
probabilidades de rechazo pafa € {0,1z : « = 0,1,...,20}. Las diferencias en puntos proximos a
A = 0 (incluyendo el propio punto) son imperceptibles a efectokad representaciones graficas.

100F A

90
80 ,
70F oy
601 [
50F !
40+ !
3o !
20F 1,

oy
n=50 1011/ n =100
-

/ n=20

0

0 02 04 06 08 1 12 14 16 0 02 04 06 08 1 12 14 16 0 02 04 06 08 1 12 14 16

Figura 1 .Funciones de potencia dBlip-test para distintos valores @enimero de puntos de disefiorynimero de observaciones
en cada punto de disefio-. (— r=10; —— r=50;—+=100).

En la practica, lo importante es qué pendientes puedetdetd test de forma efectiva, es decir con una
potencia alta: para un 90 de potenciap=20 y =50 se obtienel = 0,57, e incluso con el menor nUmero
de datos manejade=20,r =10, A es 1.26, resultados satisfactorios para una desviagizaide 1 y que
posterioremente se compararan con losyfgttest bajo normalidad. En la Figura 1 se observa también,
como cabe esperar, que para valores fijosida potencia crece tanto concomo conr. Sin embargo,

el efecto de aumentares mucho mayor: nétese que por ejemplo la funcion de petescsimilar para
n = 20,7 = 100 y paran = 100, » = 50, siendo los datos en el primer caso menos de la mitad que en el
segundo.

A continuacién, se estudia el caso de regresion constante 0, aumentando el nUmero de nubes
de puntos a 100.000. En en Cuadro 1 se muestran las probaledidie rechazo para los tres modelos y
distintos valores de y r. Se observa que los porcentajes de rechazo estan bastartelajo del 5,
incluso aunque el nimero de datos sea muy grande. En el oddeial no aparece porque no depende
del nimero de observaciones por columna (la distribud®g?, es independiente debajo normalidad
y regresion constante, Robertson et al. [16]) y si se olasdos otros modelos, a medida querece, los
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valores se van pareciendo a los de la Normal.
Ademas se han realizado simulaciones en el caso Normalalaras de: superiores a 1.000 mediante

la aproximacion de Robertson et al. [16],
1/2
P (Dip > [r_l (1 + (2/n)1/21,645)} ) —p (ﬁz >n (1 + (2/n)1/21,645)) ,

y se ha comprobado numéricamente que, cuande oo, el nivel tiende al %, pero muy lentamente: para
valores den=10.000, 100.000 y 500.000 se obtuvieron porcentajes di 4.45 y 4.80 respectivamente,
alcanzandose efectivamente el nivel prefijado, aunquedeaf muy lenta. Asi pues, ébip-test no es
asintéticamente conservador sino que es del nivel prefimghque éste se alcanza muy despacio.

Uniforme Normal Exponencial
n r=1 r=10 r=50 r=100 r=1 r=10 r=50 r=100
20 | 0.08]| 1.84 | 2.03| 2.06 2.11 9.45 | 3.46 | 2.45| 2.26
50 | 0.10| 2.11| 233 | 2.45 2.43 12.12| 402 | 281 | 2.66
100 | 0.12| 237 | 2.65| 2.73 2.70 14.02| 460 | 3.16 | 2.90
500 | 0.19| 3.07 | 3.41| 3.37 3.42 17.02| 554 | 3.98 | 3.60
1.000| 0.23| 3.32 | 3.82| 3.61 3.72 17.79| 5.85| 4.18 | 3.91

Cuadro 1 Porcentaje de rechazos pardip-test parad=0 y un nivel de significacion prefijade = 0,05.

Sin embargo, para valores fijos dey r el test es bastante conservador y se puede pensar que este
caracter afecte negativamente a la funcion de potenaia. Wer que esto no es asi, hemos comparado el
Dip-test con ely?,-test bajo normalidad (Figura 2).

Aunque ely?,-test es practicamente del niveprefijado para cualquier volumen de datos, en la Figura 2
se ve que la potencia del mismo no mejora significativamargetiencia deDip-test para valores pequefios

deny r, siendo de hecho totalmente similares payar grandes.
En conclusion, eDip-test no se ve afectado por su caracter conservador y adamwél caso de norma-

lidad su sencillez es una baza importante para usarlo enelgZ gtest especificamente desarrollado para
el caso Normal y que presenta dificultades de calculo eréletipa.
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Figura 2.Comparacion de las funciones de potenciaxefgl-test (trazo discontinuo) y débip-test (trazo continuo).
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