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Introduccion

En esta memoria nos referiremos a C(X) como el conjunto de todas las fun-
ciones valoradas en R que son continuas en cada punto de un espacio topolégico
completamente regular X (que supondremos Hausdorff a lo largo de toda la
introduccién). En ella se dan soluciones parciales al clasico problema de la
caracterizacién algebraico-topoldgica de C(X). Las herramientas bésicas uti-
lizadas son: diversos tépicos de la teoria de las estructuras algebraicas or-
denadas, en concreto de los espacios de Riesz y las f-algebras; la teoria de
la dualidad en espacios localmente convexos; la teoria de las dlgebras local-
mente m-convexas, en particular, la extension a las mismas de los resultados
de Gelfand sobre dlgebras de Banach.

Las operaciones usuales de suma y producto de funciones, definidas punto
a punto, dotan a C(X) de estructura de R-algebra. Asimismo el orden usual
de R induce en C(X) un orden arquimediano compatible con las operaciones
anteriores, a saber: f < g siy sélo si f(z) < g(x) para todo € X. Es obvio
que respecto a este orden C(X) es un reticulo.

En esta memoria llamaremos reticulo vectorial (6 espacio de Riesz), I-
grupo, l-anillo, [-algebra, ..., a un espacio vectorial real, grupo, anillo, R-
algebra, ..., dotado de un orden respecto al cual tiene estructura de reticulo,
y que ademas es compatible con las operaciones. Un morfismo de reticulos
vectoriales, [-grupo, etc., serd una aplicacién lineal, morfismo de grupos, etc.,
que conserve los supremos e infimos finitos.

Con el fin de hacer un analisis sistemdtico sobre la caracterizacién de C(X)
quizas convenga distinguir el problema algebraico del problema algebraico-
topoldgico.

Caracterizacion algebraica de C(X)

Abreviadamente el problema algebraico puede plantearse como sigue: en
primer lugar nos interesamos en una parte de la rica estructura algebraica
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de C(X), para fijar ideas, por ejemplo en la de anillo, y a continuacién nos
preguntamos por las propiedades internas (que se expresen en términos de la
estructura de anillo) que deberd tener un anillo para ser isomorfo a un anillo
de la forma C(X) para algun espacio topolégico X que sea compacto, Lindelof,
..., 0, con toda generalidad, completamente regular. De los diversos proble-
mas que encierra el enunciado anterior, los que pueden considerarse resueltos,
6 con una solucién mas satisfactoria desde el punto de vista matematico, son
los que corresponden a X compacto. En este caso, nosotros destacaremos la
caracterizacién dada por Yosida en 1942 [72] de C(X) como reticulo vector-
ial (espacio de Riesz) arquimediano: un reticulo vectorial arquimediano E es
l-isomorfo a C(X) para algin espacio compacto X si y sélo si es E uniforme-
mente cerrado y existe 0 < e € E tal que E = {x: |z| < ne para algin n € N}
(se dice entonces que e es una unidad fuerte de orden) (véase Teorema 1.2.10
en esta memoria 6 [43, Section 45]). Sin pretender ser exhaustivos, podemos
citar también la de Ky Fan en 1949 [17] como grupo ordenado, la de Kohls en
1957 [41] como anillo, la de Henriksen-Johnson en 1961 [31] como ®-algebra,
ete.

Para X no compacto, la mas celebrada de las caracterizaciones ha sido,
sin duda, la de Henriksen-Johnson de 1961 [31] para X un espacio de Lindeldf.
La estructura con la que ellos trabajan es la de ®$-algebra, un tipo especial de
[-dlgebras arquimedianas de las que C(X) es el mejor ejemplo. El enunciado
preciso de su resultado, en la versién muy mejorada de Plank [57], es el sigu-
iente: una ®-dlgebra A uniformemente cerrada y cerrada por inversion es
l-isomorfa a C(X) para algiin espacio topolégico Lindelof X, si y sélo si, todo
ideal propio uniformemente cerrado de A es interseccién de ideales maximales
reales (véase Teorema 2.3.16).

Las soluciones dadas al problema algebraico en el caso general, es decir
la caracterizacién de C(X) para X un espacio completamente regular, son
mas escasas. La primera, como anillo y como anillo ordenado, fue obtenida
por Anderson y Blair en 1959 [2]. Pero esta caracterizacién ha sido tildada
como de naturaleza externa, en el sentido de necesitar examinar, en cada
caso, un gran numero de extensiones del anillo para saber si éste es 6 no un
C(X). Caracterizaciones externas de C(X) como [-grupo, también en el caso
general, han sido dadas en 1982 por Anderson (M) y Conrad [3]. En cuanto a
caracterizaciones internas nosotros sélo conocemos dos, la de Anderson (F.W)
de 1962 [1] y la de Jensen de 1969 [35], que refina la anterior. La critica
matematica sobre ellas no ha sido demasiado buena, pues éstas se expresan
en términos poco manejables; de hecho Hager en 1976 [28] sigue buscando
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(sin conseguirlo) una solucién més agradable al problema, y ain en 1997
Henriksen considera un problema abierto la caracterizacién de C(X) para X
completamente regular, dentro de la clase de las ®-dlgebras [30].

El método de trabajo en las diversas caracterizaciones no varia esencial-
mente. Puede dividirse en tres partes diferenciadas: dado A (anillo, reticulo
vectorial, ®-algebra, ...) se trataria de:

1. Investigar condiciones que permitan considerar A como un subconjunto
(subanillo, subreticulo, ®-dlgebra, ...) de C(S), donde S es un conjunto
de morfismos de A en R, dotado de la topologia de subespacio de R4.
Con otras palabras que el morfismo natural A — C(S) que lleva cada
punto a € A a la funcién a € C(S) definida como a(w) = w(a) sea
inyectivo.

2. Considerar una topologia asociada de manera natural a la estructura
con la que se estd trabajando (anillo, reticulo vectorial, ®-dlgebra, ...),
que haga continuas las operaciones de esa estructura y un teorema de
densidad en C(X) relativo a esa topologia.

3. Establecer condiciones internas sobre A tales que: i) A sea completo
respecto a la uniformidad dada por la topologia anterior; ii) la topologia
de A coincida con la de subespacio inducida por C(S); iii) A sea denso

en C(S).
Obviamente de esto resultard que A es un anillo, reticulo vectorial, ®-
algebra, ... isomorfo a C(S).

En la caracterizacién de Yosida de C(X) para X compacto, si E es un
reticulo vectorial arquimediano con unidad fuerte e, S es la familia de todos
los morfismos de reticulos vectoriales de E en R que aplican e en 1. Se tiene
entonces, sin necesidad de hipétesis adicionales, que S es un espacio compacto
no vacio (Proposicién 1.2.4) y la representacién E — C(S) es inyectiva. La
topologia que se usa es la de la convergencia uniforme, que viene dada por
la norma ||z| = inf{\ € Ry : |z| < Ae}, y el teorema de densidad el de
Stone-Weierstrass. Para que F sea isomorfo a C(S) es condicién necesaria y
suficiente que E sea completo, es decir uniformemente cerrado.

En la caracterizacién de Anderson de C(X) para X completamente regular,
se parte de un anillo A al que se supone semisimple, es decir que existe un
conjunto S de morfismo de anillos de A en R que aplican 1 en 1 tal que la
representacién A — C(S) es inyectiva. Anderson considera en A la topologia
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inicial de la m-topologia del anillo A que representa a A en C(S) y establece
un teorema de m-densidad en C(X). Entonces impone a A tres condiciones
de enunciado bastante antipatico: i) que sea normal; ii) que sea o*-regular;
iii) que sea completa. A partir de ellas consigue probar que A es m-denso
en C(S) y que la m-topologia en A es justamente la topologia de subespacio
de C(S). La completitud de A da ya la igualdad A = C(S). Observemos
que, respecto a la m-topologia, C(X) tiene estructura de anillo topoldgico
completo, cualquiera que sea el espacio completamente regular X, por eso la
condicién A completo no impone ninguna restriccién a la topologia de X.

Jensen caracteriza C(X) como ®-dlgebra. Para una ®-algebra A, considera
el conjunto S de todos los morfismos de [-dlgebra de A en R que aplican 1 en 1
y entonces: i) supone que A — C(S) es inyectiva,; ii) considera sobre A y C(S)
la topologia de la convergencia uniforme (es obvio que si A y B son ®-algebras
y A C B entonces la topologia de la convergencia uniforme de B induce en
A la topologia de la convergencia uniforme de A); iii) supone también que A
es completa (uniformemente cerrada) y cerrada por inversién e impone una
condicién, que se expresa en términos de los ideales de A, que implica que
A Sl-separa ceros disjuntos de S . De esto tltimo se deduce, aplicando el
teorema de densidad uniforme de Hewitt [32], que A es uniformemente denso
en C*(S). De las demés condiciones se obtiene entonces la igualdad A = C(S).

Aunque el objetivo fundamental de esta memoria es la caracterizacién de
C(X) como algebra topoldgica ordenada en ciertos casos particulares, que més
adelante comentaremos, nosotros hemos obtenido también dos nuevas solu-
ciones al problema de la caracterizacién algebraica de C(X) como ®-élgebra.
Son soluciones parciales, puesto que no resuelven el caso general en que X es
un espacio completamente regular arbitrario, pero que se expresan en términos
muy simples.

En la primera de ellas caracterizaremos C(X) para X un k,-espacio real-
compacto. Supuesto que A es una ®P-dlgebra uniformemente cerrada, S sera
el conjunto todos los morfismos de [-dlgebra de A en R que aplican 1 en 1.
Siguiendo el esquema habitual, consideraremos en A la topologia del orden
To, €s decir la topologia localmente convexa maés fina que hace acotados a
los intervalos cerrados, y el teorema de densidad que utilizaremos en nuestra
argumentacion serd el de Stone-Weierstrass. Observemos que si X es real-
compacto la topologia del orden sobre C(X) coincide con la topologia de la
convergencia compacta (Corolario 4.3.14). Utilizaremos la notacién Ci(X)
para referirnos a C(X) dotado de la topologia de la convergencia compacta.
Nosotros probaremos que si (A,7,) es un algebra localmente m-convexa y
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completa (equivalentemente, cerrada por inversion y completa) entonces S es
un k,-espacio realcompacto y A es l-isomorfa a C(S). El reciproco es conocido
(Teorema 3.3.16).

También caracterizaremos algebraicamente C(X) para X un espacio nor-
mal y realcompacto. Dada una ®-dlgebra uniformemente cerrada A, se pro-
cede como antes, sélo que ahora para probar que (A, 7,) = Ci(S) se aprovecha
el resultado, ya citado antes, que dice: Si B C C(X) es un dlgebra unitaria,
uniformemente cerrada y cerrada por inversién (en C(X)) que S!-separa cer-
rados disjuntos, entonces B = C(X). Nosotros probamos que si i) (A,7,) es
localmente m-convexo y Hausdorff, ii) en (A, 7,) no existen ideales principales
propios y densos, y iii) en (A, 7,) no existen dos ideales cerrados cuya suma
sea propia y densa, entonces S es un espacio normal y realcompacto, y A es
l-isomorfa a C(S). Reciprocamente si X es un espacio normal y realcompacto
entonces Cr(X) = (C(X), 7,) satisface las tres condiciones anteriores. Ademads
las condiciones i) y ii) pueden sustituirse por la condicién A es cerrada por
inversién en C(S).

Se pueden poner ejemplos de espacios realcompactos que son normales,
que no son ky-espacios (ni de Lindelof): por ejemplo sea Y un conjunto de
cardinal 2y X = YU{w} (w € Y) con la topologia que tiene por abiertos a los
subconjuntos de Y y a los conjuntos que contienen a w cuyo complementario
es de cardinal a lo sumo c.

También existen espacios realcompactos que son k,.-espacios no normales
(ni de Lindelof) (véase [25, Ejemplo 3K]).

Caracterizacion algebraico-topolégica de C(X)

Las dos caracterizaciones algebraicas que acabamos de comentar no son
mas que casos particulares de la solucién que nosotros hemos encontrado al
problema de la caracterizacién algebraica-topolégica de C(X).

Sobre C(X) pueden definirse muchas topologias compatibles, segin los
casos, con algunas de las operaciones ahi definidas. Nos hemos referido ya a la
m-topologia, que dota a C(X) de estructura de anillo topolégico; a la topologia
de la convergencia uniforme, para la que C(X) es un l-grupo topoldgico y
también a la topologia de la convergencia compacta para la que es un algebra
topoldgica.

El problema de la caracterizacién algebraico-topolégica de C(X) puede
enunciarse de forma andaloga a como hicimos para el algebraico: jcudles son
los anillos topolégicos, algebras topoldgicas, I-algebras topoldgicas, ... que
son isomorfos y homeomorfos a algiin C(X) dotado de una topologia conc-
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reta? Como antes, el caso general del problema serd para X un espacio com-
pletamente regular y aspecto parciales del mismo se corresponderan con las
diversas topologias que se consideren en X.

La primera caracterizaciéon de este tipo fue la obtenida por Gelfand en
1941 para édlgebras de Banach complejas (véase [23]). La version de ésta para
algebras de Banach reales es la siguiente:

Un &lgebra de Banach real A es linealmente isométrica a algin algebra del
tipo C(X) para X compacto, respecto a la norma || f||co = max{|f(t)|: t € X},
si y solo si

(i) A es estrictamente real, i.e., 1 + a? es invertible para todo a € A.

(ii) ||la?|| = ||a||? para todo a € A.

Arens en 1952 [6] generaliza el resultado de Gelfand, caracterizando las
algebras topolégicas que son isomorfas y homeomorfas a Ci(X) para X lo-
calmente compacto y paracompacto. También Michael en 1952 en su famosa
memoria sobre las dlgebras localmente m-convexas (introducidas por Arens
en 1946 [4]), da una condicién para que un dlgebra localmente m-convexa sea
isomorfa y homeomorfa a algin C(X), respecto a una topologia 7p; méas débil,
en general, que la de la convergencia compacta. Dicho resultado fue mejorado
posteriormente por Morris y Wubert en 1965 [50]. Ellos caracterizan C(X),
respecto a la topologia 73; de Michael, como un algebra localmente m-convexa
estrictamente real y completa cuya topologia esta determinada por una familia
de m-seminormas {g;} con la propiedad ¢;(a?) = ¢;(a)? para todo a. Dada
un algebra A en estas condiciones, ellos obtienen su resultado por aplicacién
del teorema de Gelfand a la compleccién del dlgebra normada A, = A/Ny,,
donde Ny, = {a € A: gi(a) = 0}.

De nuevo en este problema, nuestro punto de partida seran las adlgebras or-
denadas, en concreto las ®-algebras uniformemente cerradas, marcando pues
una diferencia con respecto a las caracterizaciones anteriores. Nosotros car-
acterizaremos, en dos casos particulares, Ci(X) como ®-ilgebra localmente
m~convexa. El esquema de trabajo es idéntico al ya senalado en el caso
algebraico. Ahora, dada una ®-dlgebra localmente m-convexa A tomamos
S = Spec; A, donde Spec; A es el conjunto de todos los morfismos contin-
uos de algebras de A en R dotado de la topologia débil evidente; el espacio
topoldgico Spec; A se denomina espectro topoldgico de A.

En la primera de ellas supondremos que X es un k,-espacio realcompacto.
El motivo de elegir una topologia con estas propiedades es que en este primer
caso caracterizaremos Cr(X) cuando este &dlgebra topoldgica es completa y
ademas su topologia coincide con la del orden, y esto sucede justamente
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cuando X es de ese tipo (véanse [15, p. 117] y [18]). Precisamente por esto, en
este caso, una parte del problema consiste en caracterizar la topologia del or-
den, es decir en establecer condiciones para determinar 7, entre las topologias
7 que dotan a A de espacio localmente convexo y completo. A este respecto, se
tiene que 7 = 7, si y sélo si (A, 7) es bornolédgico y completo y cada intervalo
cerrado respecto al orden es T-acotado (véase Schaefer [64]).

Supuesto ya que T = 7,, lo que que queda del problema ya ha sido consid-
erado, se trata de la primera de las dos caracterizacion algebraica, que antes
comentiabamos.

Para la segunda caracterizaciéon de Ci(X) que presentamos en esta memo-
ria supondremos que X es un espacio normal. Dada una ®-algebra uniforme-
mente cerrada A y una topologia 7 sobre A localmente m-convexa, la con-
struccién del isomorfismo y el homeomorfismo entre A y Cx(X), via la repre-
sentacion (A, 7) — Cr(X), se basa esencialmente en un resultado de Requejo
[61]. En ese trabajo se caracteriza la topologia 71 de la convergencia com-
pacta de C(X) para X normal. Es bien conocido que, si X es un espacio
completamente regular, existe una biyeccién entre los cerrados de X y los
ideales cerrados de Ci(X) (Morris y Wulbert [50]); Requejo demuestra que si
X es un espacio normal y 7 es una topologia localmente m-convexa y Haus-
dorff sobre C(X), para la que se da tal biyeccién, entonces 7 < 7%; él prueba
también que la desigualdad contraria 7, < 7 es cierta si y solo si el conjunto
{f€C(K): 0¢& f(K)} es T-abierto para todo compacto K de X.

Nosotros hemos probado que, més generalmente, si (A4,7) es un &lgebra
localmente m-convexa y Hausdorff que separa cerrados de X = Spec, A (en
particular, X es normal) y satisface esas dos condiciones tltimas y A es
cerrada por inversién, entonces (A, 7) es [-isomorfo y homeomorfo a Ci(X).
Por otra parte, la referencia al Spec, A en todo lo anterior puede evitarse,
pudiéndose sustituir las condiciones correspondientes por otras que se expre-
san en términos de los ideales cerrados de A.

Nosotros consideramos separadamente el caso X normal y realcompacto.
Puesto que entonces Ci(X) = (C(X), 75), para que la representacién (A4,7) —
Cr(Spec; A) sea un l-isomorfismo y homeomorfismo, bastara obtener primero
condiciones para que 7 coincida con la topologia del orden 7,, y conseguir
después el [-isomorfismo algebraico. Acorde con esto, hemos probado que
T = T, si y sélo si i) 7 es compatible con el orden, i.e., cada intervalo cerrado es
T-acotado; ii) cada ideal maximal real es T-cerrado y iii) para I ideal 7-cerrado
se tiene que A/I es una @Q-dlgebra (los elementos inversibles constituyen un
abierto) si y sélo si 1 es unidad fuerte de A/I.
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En cuanto a las condiciones para el isomorfismo algebraico, éstas han sido
ya comentadas.

La memoria estd dividida en cinco capitulos en los se interelacionan tépicos
concretos correspondiente a extensas areas matematicas. Para facilitar la lec-
tura y poner de manifiesto cudles son los métodos utilizados, hemos incorpo-
rado practicamente todas las demostraciones de los resultados que se exponen.
En algunos de ellos las demostraciones son originales 6 no son las mismas que
hicieron sus autores. Puesto que muchos de esos resultados conocidos apare-
cen en contextos mas generales, a fin de hacer una presentacién unificada y
coherente, hemos tenido necesidad de realizar una tarea de filtrado que, en
ocasiones, nos ha resultado francamente ardua.

Capitulo 1

Se tratan en este primer capitulo aspectos puramente algebraicos acerca
de las estructuras de orden dentro del marco de los espacios vectoriales reales.
Nos interesan especialmente los reticulos vectoriales arquimedianos con unidad
débil de orden. La referencia cldsica sobre reticulos vectoriales, que, por un
lado recoge y unifica las diversas aportaciones realizadas anteriormente, y por
otro establece la metodologia habitual en esta materia, es la obra de Luxem-
burg y Zaanen [43], Riesz Spaces I. Es preciso destacar que paralelamente a
esta teoria, del gusto de los analistas, se ha desarrollado otra de un parecido
evidente con la anterior, que es la teoria de los grupos y anillos reticulo-
ordenados (también denominados [-grupos y [l-anillos), con métodos més del
gusto de los algebristas. La obra maés conocida y precursora de posteriores
investigaciones en este campo es el libro de Birkhoff [11], Lattice Theory.
A ella hay que anadir la excelente recopilacion hecha por Bigard, Kiemel y
Wolfenstein [10]. Ambas tendencias, aunque se mantienen actualmente, han
confluido con frecuencia a la hora de abordar problemas concretos, algunos de
los cuales se abordan en esta memoria.

En la seccién 1 se consideran las propiedades fundamentales de un reticulo
vectorial, estudiando con especial interés sus [-subespacios maximales.

En la seccion 2 se introduce el espectro de un reticulo vectorial con unidad
débil de orden. Dado un reticulo vectorial E con unidad débil de orden e,
definimos respectivamente el espectro y el espectro acotado de E como

Spec E = {w : E — R morfismo de reticulos vectoriales tal que w(e) = 1},

Spec E* = {w : E* — R morfismo de reticulos vectoriales tal que w(e) = 1},
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donde E* = {x € E : |x| < ne para algin n € N} es el reticulo de los
elementos acotados de E. Se prueba que si F es arquimediano entonces
Spec E* (Spec E) dotado de la topologia débil definida por E* (E) es un
espacio topoldgico compacto (realcompacto) (véanse 1.2.4 y 1.2.13), y que la
representacion

E* — C(Spec E™)

es un morfismo de reticulos inyectivo. Ademads, si dotamos a E* de la norma
|z]le = inf{\ € Ry : x| < Ae},

entonces dicha representacion es una isometria (considerando C(Spec £*) dotado
de la norma del supremo) (véase 1.2.6). No sucede lo mismo con la repre-
sentacion

E — C(SpecE).

Concretamente: no necesariamente Spec E # & (véase [43, p. 159]), ni la
representacion de Riesz es inyectiva, y aunque tal representacion sea inyectiva
y E sea e-uniformemente cerrado, E puede ser distinto de C(Spec E).

A pesar de los aspectos negativos que hemos senalado en el parrafo an-
terior, cada reticulo vectorial arquimediano con unidad débil de orden E es
l-isomorfo a un reticulo vectorial de funciones continuas sobre Spec E* que
toman sus valores en R = R U {£oc0}. Este resultado consiste basicamente en
el teorema de representacién espectral de Yosida, cuyos detalles pueden verse
en [43]. Sin embargo, la exposicién que nosotros hacemos de este teorema di-
fiere de la de [43] en que alli se representa a E' como funciones extendidas sobre
el espacio de los [-subespacios que son maximales respecto a la propiedad de
no contener a la unidad débil, en lugar de hacerlo sobre Spec E*.

En la seccién 3 se trabaja con reticulos vectoriales cuyos elementos son ya
funciones reales sobre un conjunto X. Como caso particular se estudia la real-
compactacién de Hewitt-Nachbin v X de un espacio topoldgico completamente
regular X.

La seccién 4 la dedicamos al estudio de la 2-universal completitud, una
propiedad estrechamente relacionada con ciertas propiedades de inversion
ligadas a la representacion espectral.

Capitulo 2

Este capitulo esta dedicado al estudio de las ®-algebras, el concepto mas
importante de la memoria. El término ®-algebra fue utilizado por Henrik-
sen y Johnson [31] para referirse a una f-algebra arquimediana. En [12, §9,
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Cor. 3], Birkhoff y Pierce habian probado que éstas dlgebras coincidian con las
algebras reticulo-ordenadas y arquimedianas en las que la unidad es unidad
débil de orden. La demostracién que ellos hacen de este hecho se basa en
la representacién de una f-algebra como producto subdirecto de f-dlgebras
totalmente ordenadas. En la seccion 1 de este capitulo se da una prueba alter-
nativa en la se utiliza un resultado de Huijsmans y de Pagter [33], que permite
esquivar dicha representacion.

Henriksen y Johnson consideran en [31] un teorema de representacién para
d-dlgebras andlogo al de Yosida para espacios de Riesz [72]: toda ®-algebra
puede considerarse como un algebra de funciones continuas sobre un espacio
topolégico compacto con valores en R. De hecho, en la seccién 2 se probara,
este teorema (véase 2.2.10) como una extensién a las ®-algebras de la version
del teorema de Yosida que se obtuvo en 1.2.19.

Por tltimo, en la seccién 3 se estudian las ®-algebras uniformemente cer-
radas.

Capitulo 3

Este capitulo estd dedicado a las dlgebras localmente m-convexas reales y
comienza con una seccién preliminar en la que se dan algunas definiciones y
resultados previos bien conocidos de la teoria general de espacios localmente
convexos y la dualidad.

En la seccién 2 se estudian las dlgebras localmente m-convexas y se con-
sidera, en particular, el problema de la complejificacién de un algebra real,
mostrandose el paralelismo entre las propiedades de un algebra real A y las
de su complejizacién Ac.

Prestaremos un interés especial a las dlgebras reales conocidas como racionales
(C(X) y, mas generalmente, toda ®-algebra uniformemente cerrada es siem-
pre racional). Un &lgebra real A es racional si y sélo si su complejificacién
Ac es simétrica. Utilizando este hecho, extendemos a las dlgebras topolégicas
racionales propiedades bien conocidas de las dlgebras de Banach complejas
que resultaran esenciales en el desarrollo posterior de la memoria; por ejem-
plo, si A es un algebra localmente m-convexa Hausdorff y racional, entonces
Spec; A es no vacio, todo ideal no denso de A esta contenido en algin ideal
maximal cerrado, todo ideal maximal cerrado de A es un hiperplano (3.2.38),
etc.

La seccién 3 estd dedicada al estudio particular de Ci(X). Probamos aqui:
el resultado de Morris y Wulbert sobre la biyeccién entre los ideales cerrados
de C(X) y los subconjuntos cerrados de X, via la aplicacién C — {f € C(X) :
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f(C) =0}, para un espacio X completamente regular (3.3.8); el teorema que
establece que Ci(X) es completo si y sélo si X es un k,-espacio (3.3.16); y
el resultado de Arens que afirma que Cx(X) es metrizable si y sélo si X es
hemicompacto (3.3.15). Como consecuencia de los dos anteriores tenemos
el siguiente teorema de Warner [69]: Cp(X) es Fréchet si y sélo si X es un
k-espacio hemicompacto (3.3.17).

Capitulo 4

En los capitulos precedentes, sobre un espacio vectorial 6 un algebra se han
considerado separadamente cuestiones relativas a una estructura de orden y a
una estructura topoldgica. En este capitulo, y en el siguiente, contaremos con
la presencia de ambas estructuras, la de orden y la topoldgica, y como conse-
cuencia de las relaciones entre ellas obtendremos los principales resultados de
esta memoria.

Comenzamos este capitulo estableciendo diversas formas de entender la
compatibilidad de una topologia con la estructura de reticulo vectorial. En
particular definimos, siguiendo basicamente el libro de Schaefer [64], el con-
cepto de espacio localmente sélido y estudiamos sus propiedades.

En la seccién 2 introducimos la topologia del orden sobre un reticulo vecto-
rial, topologia localmente convexa asociada de modo natural a la estructura de
espacio vectorial ordenado, y se la compara con la inducida por la topologia de
la convergencia compacta del espacio de funciones continuas sobre su espectro.

La seccién 3 se desarrolla en el marco de las [-dlgebras. Probamos que,
en general, la topologia del orden sobre una I-dlgebra no es localmente m-
convexa. Proponemos algunas posibles definiciones para una “topologia del
orden localmente m-convexa” sobre [-algebras, y probamos que para las ®-
algebras uniformemente cerradas todas ellas coinciden entre si, y para las que
ademas son cerradas por inversién coinciden también con la clasica topologia
del orden y con la inducida por la topologia de la convergencia compacta del
espacio de funciones continuas sobre el espectro. Esto tultimo se obtiene a
partir de un interesante resultado de Buskes [13], en el que se se caracterizan
las seminormas reticulares sobre un reticulo vectorial asociadas en un cierto
sentido a los conjuntos compactos del espectro (4.2.13). Después de esto, del
estudio de las ®-algebras uniformemente cerradas realizado en los capitulos
anteriores, y de la extensién de la teoria de Gelfand a las algebras localmente
m-~convexas, podemos establecer al final del capitulo el teorema de caracteri-
zacién de Ci(X) como ®-algebra localmente m-convexa para X un k,-espacio
realcompacto.
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Capitulo 5

En la caracterizaciéon de C(X) obtenida en el capitulo anterior se puede ob-
servar que las dlgebras consideradas son completas y a fortiori estdn provistas
de la topologia del orden, por lo tanto X debe ser un espacio realcompacto.
Si sélo hubiéramos pretendido caracterizar C(X) algebraicamente, podriamos
haber supuesto, sin pérdida de generalidad, que X es realcompacto ya que,
como P-algebras, C(X) y C(vX) son isomorfas. Sin embargo, como algebras
topoldgicas, no son en general homeomorfos, por ejemplo C(X) es bornoldgico
s6lo cuando X sea realcompacto (véase [9]). En este capitulo caracterizamos
las ®-algebras localmente m-convexas que son homeomorfas e isomorfas a
algun C(X) para X normal. Ya sabemos que tales dlgebras pudieran no ser
completas. Por otra parte no es dificil encontrar espacios normales que no sean
realcompactos, por lo que la topologia de las mismas no es necesariamente la
topologia del orden.

Como es habitual nuestro objetivo es encontrar condiciones internas so-
bre una ®-dlgebra A que nos permita identificar A con C(Spec, A). Estas
condiciones se expresan en términos que involucran a los conjuntos cerrados
de Spec; A. Una condicién sobre A sera tanto mas interna cuanto menor ref-
erencia haya que hacer, en su formulacién, al espacio topoldgico Spec, A 6 al
morfismo A — C(Spec; A). Con esto en mente, en la seccién 1 analizamos la
relaciéon entre los conjuntos cerrados de Spec, A y los ideales cerrado de A.
De este modo conseguiremos expresar propiedades del espectro topoldgico de
A 6 de la representacién espectral en términos de los ideales cerrados de A.
Por ejemplo, nosotros expresamos de esta manera la continuidad del morfismo
A — C(Spec; A) 6 la condicién de que A separa cada par de cerrados disjuntos
de Spec; A.

En la seccién 2 se prueba el resultado principal (5.2.8), i.e., la caracter-
izacién de Cp(X) para X un espacio normal. Todas las hipétesis de este
teorema son expresadas en términos de ideales cerrados, y una parte esencial
de su demostracién radica en que la representacion espectral de un dlgebra lo-
calmente m-convexa es un morfismo inyectivo de reticulos cuando este algebra
es también una ®-algebra uniformemente cerrada.

En la seccién 3 damos la versién del resultado principal en el caso normal y
realcompacto. Por tultimo en la seccién 4 se caracteriza la completa separacién
de conjuntos en el espectro topolégico de un algebra topoldgica y se propone
una caracterizacién algebraica interna de C(X) para el caso general.



Capitulo 1

Reticulos Vectoriales

Se tratan en este primer capitulo aspectos puramente algebraicos acerca de las
estructuras de orden dentro del marco de los espacios vectoriales reales. Nos
interesan especialmente los reticulos vectoriales arquimedianos con unidad
débil de orden, cuyas propiedades son estudiadas a lo largo de la primera
seccién. En la segunda seccién se define el espectro de un reticulo vectorial
arquimediano con unidad débil de orden, y se establecen condiciones para
poder ser representado como un reticulo de funciones reales y continuas sobre
su espectro. En la seccién 1.3 se describe la estructura topolédgica del espectro
del reticulo vectorial C(X) de todas las funciones continuas reales sobre un
espacio topolégico completamente regular X. Finaliza el capitulo con una
cuarta secciéon donde se estudia la 2-universal completitud, una propiedad
estrechamente ligada al concepto de ser cerrado por inversién.

1.1 La estructura de reticulo vectorial

Puede considerarse que el estudio de los reticulos vectoriales (espacios de
Riesz) tiene su inicio sobre 1935 con los trabajos de Riesz [63], Freudenthal
[20] y Kantorovitch [38]. A ellos hay que anadir las importantes contribu-
ciones realizadas entre los afios 1940 y 1945 por Nakano [54] y Yosida [72].
Sin embargo la referencia clasica sobre reticulos vectoriales, que, por un lado,
recoge y unifica las diversas aportaciones realizadas hasta entonces, y por otro
establece la metodologia habitual en esta materia, es la obra de Luxemburg
y Zaanen, Riesz Spaces I [43]. Es preciso destacar que paralelamente a esta
teoria, del gusto de los analistas, se ha desarrollado otra de un parecido evi-
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dente con la anterior, que es la teoria de los grupos y anillos reticulo-ordenados
(también denominados [-grupos y l-anillos), con métodos mas del gusto de los
algebristas. La obra mas conocida y precursora de posteriores investigaciones
en este campo es el libro de Birkhoff [11], Lattice Theory. A ella hay que
anadir la excelente recopilacién hecha por Bigard, Kiemel y Wolfenstein [10].
Ambas tendencias, aunque se mantienen actualmente, han confluido con fre-
cuencia a la hora de abordar problemas concretos, algunos de los cuales se
presentan en esta memoria.

En lo que sigue todos los espacios vectoriales que consideremos se supondran
sobre el cuerpo R de los ntimeros reales.

. . 1.1 ‘o v . o v .
Definiciéon 1.1.1. Un espacio vectorial ordenado es un espacio vectorial F

una r i6én r < i ructura v ri
dotado de una relacion de orden “<” compatible con la estructura vectorial,
esto es, satisfaciendo

r+z<y+z para todo z € F,

zyelb, <y = {
Az < Ay para todo A€ R, A >0.

Si E es un espacio vectorial ordenado, entonces el conjunto F = {z € E :
x > 0} se denomina cono positivo de E. Es facil comprobar que F, + E; C
E,, ExN—E; ={0} y AE; C E; para todo A € R, A > 0; ademas, dados
x,y € E se satisface x <y siysélosiy—xz € E,.

Reciprocamente, si C' es un cono positivo sobre un espacio vectorial E
(esto es, C' es un subconjunto de E tal que C+C C C, CN—-C = {0} y
AC C C para todo A € R, A > 0), entonces sobre E tenemos definida la
siguiente relacion: x,y € F,

r<y <= y—zel,;

dicha relacion es una relacién de orden y dota a E de estructura de espacio
vectorial ordenado cuyo cono positivo es C.

Definiciéon 1.1.2. Sea E un espacio vectorial ordenado. Dados x,y € FE,
llamaremos intervalo cerrado de extremos x e y al subconjunto [z,y] de E
definido por la igualdad

[zyl={z€E:x<z<y}=(x+E)N(y— E;).
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Definicién 1.1.3. Un reticulo vectorial (6 espacio de Riesz) es un espacio
vectorial ordenado que posee estructura de reticulo (todo subconjunto finito
no vacio tiene supremo e infimo).

Un subespacio vectorial F' de un reticulo vectorial F se dice que es un
subreticulo vectorial de E, si F' es un reticulo vectorial con el orden inducido
por E, esto es, si el supremo y el infimo de todo subconjunto finito no vacio
de F estdn en F.

Definiciones 1.1.4. Sea F un reticulo vectorial. Como es usual, el supremo
y el infimo de un subconjunto finito {z1,...,z,} de E se denotaran respecti-
vamente por x1 V---Vx, y £1 A--- Ax,. Dado un elemento x € E, su parte
positiva, su parte negativa y su valor absoluto son elementos de F, que se
denotan respectivamente 7, 7, |z| y se definen por las igualdades

zF=2v0, 2 =(-z)Vv0, |z|/=zTVva.

Es claro que |z| = 0 si y sélo si x = 0. Dado otro elemento y € E es inmediata
la equivalencia
r<y <~ -y<-uw,

y si ¢ > 0 tenemos
yl <z <= yé€l[-za].

Ejemplo 1.1.5. El cuerpo R de los niimeros reales con su orden usual es un
reticulo vectorial para el cual Ry = {A € R: A > 0}. Dado A € R, [\ € Ry
denotara el valor absoluto del nimero real A, esto es, |\ = Asi A >0y
Al = =AsiA<O.

Si X es un conjunto y R¥ denota el espacio vectorial de todas las funciones
reales definidas sobre X, entonces sobre R¥ tenemos la siguiente relacién de
orden: dadas f,g € R¥,

f<g = flw)<gw) VweX;

dicha relacién, que es conocida como orden puntual, dota a RX de estructura
de reticulo vectorial.

Supongamos que X es un espacio topoldgico, en cuyo caso es bien conocido
que el conjunto C(X) de todas las funciones reales y continuas definidas sobre
X es un subespacio vectorial de RX. Es facil comprobar que si f € C(X),
entonces para el orden puntual se satisface |f| € C(X). Como dadas f,g €
C(X) tenemos

fVvg=1/2(f+g+|f —gl) € C(X),
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(véase (xi) del lema 1.1.6 siguiente), concluimos que C(X) es un subreticulo
vectorial de RX y en consecuencia un reticulo vectorial.

En el lema que presentamos a continuacién, aparecen ciertas propiedades
de interés que satisfacen los reticulos vectoriales y que serdn utilizadas a lo
largo de la memoria.

Lema 1.1.6. En todo reticulo vectorial E y para cualesquiera elementos
x,y,z € B, se satisfacen:

) —@Ay) = (-2)V(-p), —(&Vy) = (~2) A (~3);

i) z4+WAz)=@+yA(x+2), e+ @yVz)=(@+y V(r+z);
(i) z4+y=zVy+axAy

(iv) @-ywt=z—zAy, (x—-y) =y—zAy;

(v r=x" -2, 2t A" =0, |[g|=2"+27, |z|=]|—a|;

(i) lel =2V (=), lo+yl < [o]+lyl, izl — o] < 2 -y

(vii)  six,y >0 entonces [0,z + y] = [0, 2] + [0, y];

(viii)) st z,y,2 >0 entonces x A (y+2) <x Ay+z Az

(ix) st nxz >0 para algin n € N, entonces x > 0;

(x)  n(zVy)=nzVny, nlxAy)=nxAny, para todo n € N;

(xi) 2@Vy)=z+y+|z—yl;

(xii)  |Ax| = |\||z| para todo X € R;

(xiii) zA(@yVz)=(@Ay)V(@Az), zVyAz)=(xVy A(zVz).

Demostracion. Las propiedades (i) y (ii) son inmediatas.

(iii) Como z Ay < z,y debe ser x —xz Ay >0, y—x Ay > 0y por lo tanto
r+y—xAy>x,y,esdecirc+y—x Ay > xVy. Sien la dltima desigualdad
cambiamos x,y por —x, —y y aplicamos (i) obtenemos z +y —z Ay <z V y.

(iv) Probemos la primera igualdad: (z —y)T = (z —y)V0= (z —y)V
(x—z)=z+(-y)V(-z)=z—yAuz

V)zt=z—2A0=z+(—2)VO=x+2",luego z =2 —27;
et AT —z =@t -2 )A(z” —27)=2A0=—(—2) V0= —27;
lz| =2t Va =zt Ve +at AzT =2t +27;

(—2)T =27, (—x)” =at, luego |z| = | — z|.

(vi) Probemos que |z +y| < |z| + |y|: 2 <2t yy < yt, luego z +y <
2t +yT, y como 0 < 27 + y* obtenemos (z + y)™ < 2t + yT; del mismo
modo (z +y)” <z~ +y~ y se concluye por (v).

(vii) La inclusién [0,z] + [0,y] C [0,z + y| es inmediata. Sea ahora z €
[0,2 + y] y definamos k1 := z Az, ko := z — ki, es claro que k; € [0, 2] y que
z = k1 + ko, de modo que concluimos si vemos que kg € [0, y]:
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ke=z—zANz=2+4+(—2)V(-2)=(2—2) V(2 —2) = (2 —x)" > 0; como
ademds z —z <y y 0 <y, tenemos ko = (z — )" < .

(viii) Sean z,y,z > 0 y denotemos k = = A (y + z); como k € [0,y + z]
existen k1 € [0,y], k2 € [0, 2] tales que k = k1 + ko; es claro que ky <z Ayy
ke < x A z, con lo que se concluye.

(ix) De (ii) se sigue por induccién la igualdad

n(xA0)=nzAn—1zA---ANxz A0,

de modo que: nz >0 = n(xA0)=(n—1)(zA0) = zA0=0.
(x) De (viii) se sigue que si z A k = 0 entonces

0=2A2k)=---=zAN(nk)=...;

por tanto: 0 = (z—y)"A(z—y)” = (z—zAYy)A(y—xAy) = (x—xAYy)A(ny—
n(xAy)) =0 = (nz—n(xAy))A(ny—n(zAy)) =0= nxAny—n(zxAy)=0.

(xi) Es corolario de (x).

(xii) Basta probar que |Az| = A|z| cuando A > 0: como Az < Mz| y
—Az = A(—2) < Alz| tenemos |Az| < Alz|; en particular |z| = [$Az| < +|Az],
es decir \|z| < |Az|.

(xiii) Veamos la primera igualdad. Si denotamos k =z A (y V z), es claro
que k es cota superior del conjunto {x Ay, z A z}. Sea h otra cota superior del
conjunto {x Ay,z Az} y veamos que k < h: tenemos h > x Ay =x+y—axVy
vyvh>xNz=x+z—xVzesdecirh—ax+axVy>yyh—x+zVz2>z por
lo tanto debe ser h —z+x V (y V z) > y V z y obtenemos

h>z+yVz—zV(yVz)=zA(yVz)=Ek,
lo que concluye la demostracién. O

Nota. Hagamos algunos comentarios al lema 1.1.6 que serdn muy utiles para
el desarrollo de la memoria. Todas las propiedades recogidas en él, salvo la
(xii), que hace referencia explicita a la multiplicacién por escalares, son validos
en [-grupos. Las demostraciones dadas lo ponen claramente de manifiesto. La
propiedad (i) dice que para que un espacio vectorial ordenado sea un reticulo
vectorial es suficiente con que existan supremos de familias finitas no vacias
(6 que existan infimos). Ademds, de (ii) se sigue que para que un espacio
vectorial ordenado E sea un reticulo vectorial es suficiente con que exista
x V 0 para todo = € FE.
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Las propiedades (i), (ii) y (xiii) son véalidas para familias arbitrarias de
elementos de un reticulo vectorial F, siempre que tengan sentido. Por ejemplo,
dado un subconjunto no vacio X de E, existe el infimo A z siy sélo si existe

reX
el supremo \/ —z, en cuyo caso —( A :c) = \/ —z,yparacaday € E se
zeX rzeX zeX
satisface ( A\ z) Vy= A (zVy).
zeX zeX

Definicion 1.1.7. Sean E y F reticulos vectoriales. Diremos que una apli-
cacién T : E — F es un morfismo de reticulos, si T(x Vy) =T(z) VT(y) y
T(x Ny) = T(x) N T(y) para cualesquiera x,y € E. Diremos que una apli-
cacion T': ' — F es un morfismo de reticulos vectoriales, si T' es un morfismo
de reticulos y es una aplicacién lineal.

Un morfismo de reticulos vectoriales se dice que es un isomorfismo de
reticulos vectoriales, si es biyectivo y su aplicacién inversa es también un
morfismo de reticulos vectoriales. Diremos que E y F' son [-isomorfos si existe
entre ellos algtin isomorfismo de reticulos vectoriales.

SiT: E — F es un morfismo de reticulos vectoriales, es facil comprobar
que para que 1’ sea un isomorfismo de reticulos vectoriales es suficiente con
que T sea biyectiva.

1.1.8. SeaT': E — F una aplicacién lineal entre reticulos vectoriales. Puesto
que dados x,y € E se satisface —(x A y) = (—z) V (—y), es claro que para
que T sea morfismo de reticulos es suficiente con que T' transforme supremos
en supremos (6 infimos en infimos); como ademés xVy=x+0V (y —z), T
manda supremos a supremos si y sélo si T'(z VvV 0) = T'(x) V0 para todo x € E;
por ultimo, como 2(z V 0) = x + |z|, concluimos que T es un morfismo de
reticulos vectoriales si y sélo si T'(|z|) = |T'(x)| para todo = € E.

Definicion 1.1.9. Sea E un reticulo vectorial. Un subconjunto S de E se
dice que es solido si se satisface

{reE:|z|<|s|} €85 paratodoseS.

Llamaremos I-subespacio de E a todo subespacio vectorial suyo que sea sélido.
Llamaremos [-subespacio maximal de E a todo [-subespacio de E que no esté
contenido estrictamente en ningun /-subespacio propio de E.

1.1.10. Sea E un reticulo vectorial. Dado un subespacio vectorial F' de FE,
aparece de modo natural la siguiente cuestién: jcuando podemos dotar al
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espacio vectorial cociente E/F de estructura de reticulo vectorial, de modo
que el morfismo de paso al cociente 7 : E — E/F sea morfismo de reticulos
vectoriales? Tenemos el siguiente resultado:

Lema 1.1.11. Sea F' un subespacio vectorial de un reticulo vectorial EZ. Son

equivalentes:

(i)  F es un l-subespacio de E;

(ii) w(E4) es el cono positivo para una estructura de reticulo vectorial sobre
E/F para la cual 7 es un morfismo de reticulos vectoriales.

Demostracion. Es claro que la imagen inversa de un [-subespacio por un mor-
fismo de reticulos vectoriales es un [-subespacio, por lo que la demostracién
de la implicacién (ii)=-(i) es inmediata.

Supongamos ahora que F es sélido. Es claro que m(E4) +m(EL) C n(EL)
y que At(F4) C m(Ey) para todo A € Ry. Ademds, dado n(z) € n(E4+) N
—m(Ey) existen x1,z2 € E tales que w(z) = m(x1) = m(—z2), de modo que
0 <z <x1+x2 € Fy por tanto w(z) = w(x1) = 0; es decir, n(Ey) N
—n(E4+) = {0}. Para terminar veamos que m es un morfismo de reticulos
vectoriales para la estructura de reticulos que 7(E; ) define sobre F/F, para
lo cual serd suficiente probar que m(x V 0) = w(x) V 7(0) para todo x € E. Es
evidente que 7 conserva el orden, de modo que w(z VvV 0) > 7(x) y w(z VvV 0) >
7(0). Dado 2’ € E tal que w(a’) > m(x) y m(a’) > m(0), concluimos si vemos
que m(z’') > w(x Vv 0). Nétese que la relacién de orden en E/F es la siguiente:
dado y € E, m(y) > 0 si y sélo si existe z € F tal que y + z > 0. Por lo tanto
existen 21,29 € F tales que 2’ — 2+ 21 > 0y 2’ + 29 > 0; como F es sélido
podemos suponer que 21,23 > 0, de modo que si 2 = 21 + 2o y 2"’ =2/ + 2
entonces 2" —x > 0, 2" > 0 y w(2’) = w(2”), por lo tanto 7(z') > w(zVv0). O

Nota. Siempre que F' sea un [-subespacio de un reticulo vectorial E, sobre
E/F se considerard la estructura de reticulo vectorial definida por el cono
positivo w(Ey).

Lema 1.1.12. Dado un l-subespacio F' de un reticulo vectorial E, existe una
biyeccion natural entre el conjunto de los l-subespacios de E que contienen a
F y el conjunto de los l-subespacios de E/F.

Demostracion. Es conocido que las aplicaciones “imagen directa” e “imagen
inversa” del morfismo de paso al cociente 7 : E — E//F establecen una corre-
spondencia biunivoca entre los subespacios vectoriales de E que contienen a F
y los subespacios vectoriales de E//F. Para concluir basta tener en cuenta que,
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por ser m morfismo de reticulos vectoriales, dichas aplicaciones transforman
l[-subespacios en [-subespacios. ]

Definiciones 1.1.13. Sea E un reticulo vectorial. Fijado un elemento e € E
definimos el conjunto

E*(e) ={z € E : |z| < ne para algin n € N};

es claro que E*(e) # @ (ne € E*(e) para todo n € Z), y es facil comprobar
que E*(e) es un subreticulo vectorial de F, el cual llamaremos reticulo de los
elementos acotados de E respecto a e.

Diremos que e es una unidad débil de orden si para cada = € E se
satisface

x:\/{yGE*(e):Ogny}.

Noétese que {y € E*(e) : 0 <y <z} # & para todo x € E; porque 0 < x Ae
< z. Diremos que e es una unidad fuerte de orden si E*(e) = E.

Definicion 1.1.14. Un reticulo vectorial E se dice arquimediano, si dados
z,y € By, nx <y para todo n € N implica x = 0; 6 equivalentemente, si
dados x € F e y € E;, nx <y para todo n € N implica = < 0.

Ejemplo 1.1.15. Si X es un espacio topoldgico, entonces C(X) es un reticulo
vectorial arquimediano en el que la funcién constante 1 es una unidad débil de
orden. Si C*(X) denota las funciones de C(X) que son acotadas en el sentido
usual, entonces C*(X) = C(X)*(1).

Proposicion 1.1.16. Sean E un reticulo vectorial arquimediano y e € FE.
Son equivalentes:

(i) e es una unidad débil de orden;

(ii) x=V,(z Ane) para todo x € E;

(i) six Ae=0 entonces x = 0.

Demostracion. Para toda la demostracién fijamos x € E.

(i)=(ii) Es claro que x A ne < x para todo n € N, y tenemos que probar
que si z € E es tal que z A ne < z para todo n € N entonces < z. Por
hipétesis x = \/{y € E*(e) : 0 < y < x}; pero si consideremos y € E*(e) tal
que 0 < y < x, entonces existe n € Ntal que y =yAne <zxAne<zy
concluimos que x < z.

(ii)=(i) Sea z € E4 tal que 0 < y < z para todo y € E*(e) satisfaciendo
0 <y < z. Entonces, la condicién x A ne € E*(e) implica que 0 < z Ane < z
para todo n € N, luego = < z, es decir e es unidad débil.
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(ii)=-(iii) Supongamos que z A e = 0, en cuyo caso z € E. Por hipdtesis
z =V, (x Ane). Como z Ane < n(xAe) =0 (véase el lema 1.1.6 (viii)),
concluimos que = = 0.

(iii)=(i) Sea z € B4 tal que 0 <y < z paratodoy € E*(e), 0 <y <z, y
veamos que = < z, es decir, que z A z = x. Seat = (x — x A z) A e, entonces
para todo y € E*(e), 0 <y < x, se satisface

t+ty<t+azAzZ<z—xANz+zxzANz=u;

como t € E*(e), 0 <t < x, obtenemos 2t < z, y es facil probar por induccién
que nt < z. Por ser E arquimediano concluimos que x —x Az =1t = 0. ]

Nota. Si e es una unidad débil de orden de un reticulo vectorial E, entonces
es facil comprobar que e = 0 si y s6lo si E = {0}.

En lo que resta de capitulo, los reticulos vectoriales que consideremos seran
no nulos, y si e es una unidad débil de orden de un reticulo vectorial E (en
cuyo caso e > 0), entonces el reticulo E*(e) lo denotaremos E* siempre que no
haya motivo de confusion. Para abreviar, los elementos de E* los llamaremos
“acotados”, y diremos “unidad débil” y “unidad fuerte” en lugar de “unidad
débil de orden” y “unidad fuerte de orden”.

Lema 1.1.17. Sea E un reticulo vectorial con unidad débil e. Todo l-subespa-
cto propio de E* estd contenido en un l-subespacio mazimal.

Demostracion. Veamos en primer lugar que la unidad débil e no puede pertenecer
a ningun [-subespacio propio de E*. Si F' es un [-subespacio de E* tal que

e € F, entonces para todo z € E* existe n € N tal que |z| < ne € F' y por
tanto x € F, de modo que F' no es propio.

Sea ahora S un l-subespacio propio de E* y sea S la coleccién de todos los
l-subespacios propios de E* que contienen a S. Si {F;}icr es un subconjunto
de S que estd totalmente ordenado por inclusién, entonces F' = J; F; es un
[-subespacio de E* que contienen a S, y F' es propio porque e ¢ F es decir
F € S. Para concluir basta aplicar el lema de Zorn. ]

Corolario 1.1.18. Si E es un reticulo vectorial con unidad débil e, entonces
en E* existen l-subespacios maximales.

Lema 1.1.19. Sea E un reticulo vectorial. Si los unicos l-subespacios que
admite E& son los triviales, entonces E es l-isomorfo a R.
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Demostracion. Veamos en primer lugar que E es arquimediano y totalmente
ordenado. Sean x,y € Ey tal que ny < x para todo n € N, y consideremos el
l-subespacio Sy generado por y:

Sy ={z € E:|z| < Ay para algin A € R, }.

Six € Sy entonces existe m € N tal que ny < my para todo n € N; en
particular y < 0 y por tanto y = 0. Si por el contrario z ¢ Sy, entonces por
hipétesis S, = {0}, es decir, y = 0. Esto prueba que E es arquimediano.
Para ver que E es totalmente ordenado tenemos que ver que dado = € FE,
x <06z >0,es decir, ¥ =0 6 2~ = 0. Supongamos que z~ > 0, en cuyo
caso S, = E y por lo tanto existe n € N tal que 27 < na~, de modo que
zt =zt Anz” <n(zt Az")=0.

Fijemos ahora x > 0, y veamos que la aplicacion lineal e inyectiva ¢ : R —
E, ¢(\) = Az, es epiyectiva. Sea y > 0. El conjunto {\ € R: Ay < z} es no
vacio porque S, = F, y esta acotado superiormente porque F es arquimediano;
el conjunto {A € R : & < Ay} es no vacio porque Sy, = E, y esta acotado
inferiormente por 0. Denotemos o« = sup{\A € R : A\y < z} y f = inf{\ €
R : z < Ay}, y probemos que o y 8 son méximo y minimo respectivamente:
tenemos (o — 1/n)y < x para todo n € N, es decir, n(ay — z) < y para todo
n € N, y por tanto ay < z, es decir, « € {A € R: Ay < z}; del mismo modo
se prueba que f € {A € R:z < A\y}. Es claro que o < 3, y si existiera A € R
tal que v < A < 3, entonces Ay £ x y x £ Ay, lo cual no es posible porque E
estd totalmente ordenado. Por tanto a = B e y = a~ 'z = ¢(a™t).

Para terminar, es inmediato comprobar que ¢ y ¢! son morfismos de
reticulos vectoriales. O

Corolario 1.1.20. Todo l-subespacio maximal de un reticulo vectorial es un
hiperplano.

1.2 Representacion de reticulos vectoriales

Definicion 1.2.1. Sea E un reticulo vectorial con unidad débil e. Definimos
respectivamente el espectro de E respecto de e y el espectro acotado de E
respecto de e como los siguientes conjuntos:

Spec E = {w : E — R morfismo de reticulos vectoriales tal que w(e) = 1},

Spec E* = {w : E* — R morfismo de reticulos vectoriales tal que w(e) = 1}.
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1.2.2. Segun 1.1.20, si M es un [-subespacio maximal de E* entonces E*/M
es un R-espacio vectorial de dimension 1; ademds en este caso e ¢ M, es decir,
m(e) > 0, por lo tanto la composicién

E* L E*/M - R
Am(e) — A

es un morfismo de reticulos vectoriales w : E* — R tal que w(e) = 1. En otras
palabras, hay una correspondencia biunivoca entre Spec E* y el conjunto de
todos los [-subespacios maximales de E*.

1.2.3. Sea F un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e. Podemos
definir de forma natural la siguiente norma sobre E*: dado = € E*,

|z]|e = inf{\ € Ry : |z]| < Ae}.

Es fécil comprobar que || || es una norma y que |le||e = 1. Veamos que el
infimo de la definicién es un minimo, estos es, que para todo x € E* se satisface
|z| < ||z||ce. Dadon € N, por definicién de infimo tenemos |z| < (||z|lc+1/n)e,
es decir, n(|z| — ||z|lce) < e, y por la propiedad arquimediana concluimos que
|| < Jlz]ce.

Sobre Spec E* consideramos la topologia débil definida por E*, teniendo
en cuenta que cada elemento x € E* define una funcién sobre Spec E*:

x:SpecE* — R
w— zw):=w(x).

Hay una aplicacién natural E* — C(Spec E*), conocida como representacion
de Riesz de E*, que es un morfismo de reticulos vectoriales y cuyo ntcleo
es la interseccién de todos los [-subespacios maximales de E* (véase 1.2.2).
Las funciones de E* separan puntos de Spec E*, por lo que Spec E* es un
subespacio topolégico de RE": w € Spec E* +— (w(z))zcp- € RE.

Proposicion 1.2.4. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad
débil e. Entonces Spec E* dotado de la topologia débil definida por E* es un
espacio topologico compacto y no vacio.

Demostracion. Notemos en primer lugar que Spec E* # & en virtud del
corolario 1.1.18. Veamos que Spec E* es un cerrado de RE", esto es, sea
wp € Spec E* y probemos que wg : E* — R es lineal, morfismo de reticulos, y
tal que wp(e) = 1.
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Sean x,y € E* y A\, u € R. Es claro que hay aplicaciones de E* en R que
en x + y valen wo(z + y), en x valen wp(x) y en y valen wp(y), de modo que,
dado e > 0, tenemos el abierto no vacio  de R definido como

Q={weRF :jw\x + py) — wo(Ax + py)| < &}
N{w e RE : |w(x) —wo(z)| < e}
N{w € R¥" : Jw(y) — wo(y)| < c}.

Si w1 € QN Spec E* # &, entonces

wo(Az + py) — dwo (@) — pwo(y)] < Jwo(Ax + py) — wi(Az + py)|
+ [Awo(z) = Adwi(2)] + [pwo(y) — pwi (z)]
< (14 AL+ |ule,

y como € > 0 es arbitrario concluimos que wo(Az + py) = Awo(x) + pwo(y), lo
que prueba la linealidad.
Consideremos ahora el abierto no vacio II definido como

II={weRE : |w(x) —w(z)| <e/2}
N{w € R" : |w(|z]) — wo(l2])] < &/2};

si w € I N Spec £, entonces

|wo(|]) = lwo(2)]| < |wo(lz]) — w(|z])| + [lwo(2)| — w(|2])]
<e/2+ Hwo(x)\ — ]w(ac)H <e,

y concluimos que wy es morfismo de reticulos.
7 . .7 *
Por tltimo, puesto que la proyeccién 7 : RF" — R, w +— 7. (w) := w(e) es
continua obtenemos

Te(Spec E*) C m.(Spec E*) = {w(e) : w € Spec E*} = {1}.

Una vez que hemos probado que Spec E* es cerrado, si vemos que las
imégenes de los elementos de Spec E* por todas las proyecciones son acotadas,
tendremos que Spec E* es un espacio topoldogico compacto: dado = € E*,
existe n € N tal que |z| < ne, con lo que para todo w € Spec E* se satisface
w(@)] < wila]) < n. 0
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1.2.5. Segun la proposicién 1.2.4, sobre C(Spec E*) tenemos definida la norma
del supremo || ||oo: dada f € C(Spec E*),

[flloo = sup{|f(w)| : w € Spec E*}.

Teorema 1.2.6. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil
e. Entonces E* es isométrico a su imagen por la representacion de Riesz
E* — C(Spec E*). Como consecuencia, dicha aplicacion es inyectiva, es decir,
la interseccion de todos los l-subespacios mazximales de E* es nula.

Demostracion. Sea x € E*, x # 0. Tenemos |z| < ||z|.e (véase 1.2.3), luego
lw(x)| = w(|z]) < ||z||e para todo w € Spec E* y por lo tanto ||z||e < ||2e.

Sea ahora v = sup{ € R : fe < |z|} # @. Como en ocasiones anteriores
(véase la demostracion del lema 1.1.19), la propiedad arquimediana prueba que
dicho supremo es un méximo, es decir, se satisface ye < |z|. Como |z| < ||z]le,
si fuera v = ||z||e tendriamos |z| = ||z||ce, con lo que w(|z|) = ||z||e para todo
w € Spec E* y por tanto ||z|le = ||*]lcc. Supongamos que existe A tal que
¥ < A < ||z]le, en cuyo caso Ae £ |z| y || £ Ae, es decir, (Ae — |z])T >0y
(Ae—|z])~ > 0. Argumentando como en la demostracién de 1.1.19 obtenemos
(Ae = [x])™ & Sre|a|)+, € decir, S(ye_|g)+ €s un l-subespacio propio de E*
(aqui, dado z € E*, S, denota el I-subespacio de E* -no de E- generado por z).
Segun el lema 1.1.17, existe un l-subespacio maximal M en E* que contiene
a S(re—|z|)+- Sl kerw = M, w € Spec E*, entonces

w(re — [z]) = w((Ae — [2)T = (Xe = [2])7) = —w((Ae — |2[)7) <0,

es decir, w(|z|) > A. Por lo tanto ||z]|« > A, y como esto era valido para todo
A arbitrario satisfaciendo v < A < ||| concluimos que ||Z||oc > [|2]|e- O

Definiciones 1.2.7. Sea E un reticulo vectorial arquimediano y sea e € E
(e no necesariamente unidad débil). Una sucesién {z,, }, en E se dice que es e-
uniformemente de Cauchy, si para cada e > 0 (¢ € R) existe un entero positivo
v tal que si n,m > v entonces |z, — z,,| < ce. Una sucesién {x,}, en E se
dice que es e-uniformemente convergente si existe x € FE satisfaciendo: para
todo € > 0 existe un entero positivo v tal que si n > v entonces |z, —z| < ce.
Es facil comprobar que si {z,}, es e-uniformemente convergente entonces el
elemento x es Unico y se denomina Iimite e-uniforme de la sucesion {x,},.
Un subconjunto D de FE se dice que es e-uniformemente cerrado, si cada
sucesion e-uniformemente de Cauchy de D es e-uniformemente convergente a
un elemento de D. Un subconjunto D de E se dice que es e-uniformemente
denso, si cada elemento de E es limite e-uniforme de una sucesién de D.
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Nota. Sea E un reticulo vectorial arquimediano y sea e € E, tal que E es
e-uniformemente cerrado. En adelante utilizaremos la siguiente propiedad de
comprobacién inmediata: si e es una unidad débil, en cuyo caso tenemos el
reticulo vectorial E*, entonces E* es también e-uniformemente cerrado.

Ejemplo 1.2.8. Sea X un espacio topolégico. Si dado A € R, A > 0, con-
sideramos la funcién constante A, que es continua, es facil comprobar que
en C(X) las nociones “sucesién A-uniformemente de Cauchy”, “sucesién A-
uniformemente convergente”, “conjunto A-uniformemente cerrado” y “con-
junto A-uniformemente denso”, coinciden con las nociones clasicas de “sucesion
uniformemente de Cauchy”, “sucesion uniformemente convergente”, “conjunto
uniformemente cerrado” y “conjunto uniformemente denso”.

Cuando X es compacto Hausdorff, sobre C(X) tenemos la topologia definida
por la norma del supremo, y es claro que las nociones anteriores coinciden con
las de “sucesion de Cauchy”, “sucesién convergente”, “conjunto cerrado” y
“conjunto denso” para dicha topologia. Sea F' un subconjunto de C(X) que
separa puntos de X y contiene las funciones constantes; el célebre teorema de
Stone-Weierstrass afirma si F' es subalgebra de C(X) entonces F' es uniforme-
mente denso en C(X), y el no menos conocido teorema de Kakutani-Stone
dice que si F' es subreticulo vectorial de C(X) entonces F' es uniformemente
denso en C(X).

1.2.9. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e. El teo-
rema 1.2.6 permite que en adelante consideremos a E* como un subreticulo
vectorial de C(Spec E*). Dicho subreticulo separa puntos de Spec E* y con-
tienen las funciones constantes: dado A € R, el elemento Ae € E* representado
como funcién sobre Spec E* es la funcién constante A. Por lo tanto E* es uni-
formemente denso en C(Spec E*).

Teorema de Caracterizaciéon 1.2.10. Un reticulo vectorial arquimediano
E es l-isomorfo a C(K) para algin espacio topoldgico compacto Hausdorff K,
si y solo si, en B existe una unidad fuerte e para la cual E es e-uniformemente
cerrado.

Demostracion. Si K es un espacio topoldgico compacto Hausdorff, entonces
la funcién constante 1 es una unidad fuerte en C(K), y ya hemos dicho en el
ejemplo 1.2.8 que C(K) es 1-uniformemente cerrado.

Reciprocamente, sea F un reticulo vectorial arquimediano en el que ex-
iste una unidad fuerte e tal que E es e-uniformemente cerrado, de modo
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que E = E* visto como subreticulo de C(Spec E*) es 1-uniformemente cer-
rado. Basta tener en cuenta que E* es l-uniformemente denso en C(Spec E*)
para concluir que E* = C(Spec E*), esto es, que la representaciéon de Riesz
E = E* — C(Spec E*) es un [-isomorfismo. O

Ya hemos mencionado que E* es un subreticulo vectorial de C(Spec E*)
que separa puntos. Vamos a ver que como consecuencia de ser ademas uni-
formemente denso en C(Spec E*), se satisface un tipo de separacién mas fuerte.

Definicion 1.2.11. Sea X un espacio topoldgico y sea E un subconjunto
de C(X). Diremos que E S'-separa cerrados, si para cada par de cerrados
disjuntos no vacios F'y G de X existe h € E, 0 < h <1, tal que h(F) =0y
h(G) = 1.

Corolario 1.2.12. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil
e. Entonces E* S'-separa cerrados de Spec E*.

Demostracion. Si F, G son cerrados disjuntos de Spec E*, entonces por el lema
de Uryshon existe f € C(Spec E*) tal que f(w) = —1siw € Fy f(w) =2si
w € G. Puesto que E* es uniformemente denso en C(Spec E*), existird z € E*
tal que ||z — flloo <1, es decir —1 < w(z) — f(w) <1 para todo w € Spec E*.
Siw € F, entonces —2 < w(z) <0y siw € G, entonces 1 < w(x) < 3. Sea
y=0V (xAe), entonces w(y) =0siw e Fyw(ly) =1siweqG. O

1.2.13. Sea como ya es habitual, E un reticulo vectorial arquimediano con
unidad débil e. Procediendo como en 1.2.3 dotamos a Spec E de la topologia
débil definida por E: dado x € E tenemos la funcién

xz:SpecE — R
w i r(w) =w(x).

La aplicacién w € Spec E — (w(z))zce € RF es inyectiva porque E sep-
ara puntos de Spec F, siendo la topologia de Spec E justamente la inducida
por la topologia producto de R”. Con una demostracién idéntica a la de
la proposicién 1.2.4 se comprueba que Spec E es cerrado en R¥. Podemos
definir también una aplicacién natural E — C(Spec F), conocida como rep-
resentaciéon de Riesz, que es un morfismo de reticulos vectoriales. Sin em-
bargo existen diferencias notables respecto a la situacién que se tenia para
E*. Concretamente, puede ocurrir que Spec E = @ (véase [43, p. 159]) 6
que la representacién de Riesz no sea inyectiva; ademads, aunque tal repre-
sentacién sea inyectiva y F sea e-uniformemente cerrado, F puede ser distinto
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de C(Spec E). De hecho una parte importante de esta memoria consistird en
investigar algunos casos particulares en los que E = C(Spec E).

A pesar de los aspectos negativos que hemos senalado en el parrafo ante-
rior, vamos a ver a continuacién que cada reticulo vectorial arquimediano F
con unidad débil es I-isomorfo a un reticulo vectorial de funciones continuas
sobre Spec E* que toman sus valores en R = R U {—o0, +oc}. Este resultado
consiste basicamente en el teorema de representacion espectral de Yosida,
cuyos detalles pueden verse en [43]. La diferencia radica en que este tltimo
representa 2 como funciones extendidas sobre el espacio de los [-subespacios
que son maximales respecto a la propiedad de no contener a la unidad débil,
en lugar de hacerlo sobre Spec E*.

1.2.14. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e, y sea
R la compactificacién de R por dos puntos. Se define el conjunto D(Spec E*)
como las aplicaciones continuas f : Spec E* — R para las cuales el abierto
R(f) = {w € SpecE* : f(w) € R} es denso en Spec E*. Los elementos
de D(Spec E*) se conocen como funciones extendidas. Es claro que E* C
C(Spec E*) C D(Spec E*).

Dadas f, g € D(Spec E*), es facil ver que para el orden puntual se satisface
que las aplicaciones f A gy fV g son continuas y tales que R(f) N R(g) C
R(f Ag)NR(fV g); es decir, D(Spec E*) es un reticulo.

Sin embargo D(Spec E*) no es un espacio vectorial, ya que la suma de dos
elementos de D(Spec E*) no siempre estd definida: dadas f,g € D(Spec E*),
si para cada wg € Spec E* existe el limite

lim  (f(w) +g(w)),

w—rw

weR(f)NR(g)

entonces estard bien definida la aplicacién f + g, y para cada w € Spec E*
serd (f + g)(w) = f(w) + g(w). Cuando f,g > 0 siempre estd definida f + g.

Dado A € Ry f € D(Spec E*), definimos Af teniendo en cuenta que si
A =0y f(wy) = £oo, entonces (Af)(wp) = 0 puesto que debe satisfacerse

(AN)(wo) = Tim (Af(w)).

weR(f)

Nota. Dados elementos x, y, z de un reticulo vectorial, en general no es cierta
la igualdad (x Vy) Az = & V (y A 2); sin embargo, ésta si que se satisface
cuando x < z. En ese caso tiene sentido la expresion xV y A z que utilizaremos
en adelante.
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Para probar, como ya hemos dicho, que F es isomorfo a un subreticulo de
D(Spec E*) necesitamos algunos resultados previos:

Lema 1.2.15. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e.
Dados x € E, w € Spec E*, se satisfacen:

(i) w(—eVzAe)>0 & sup,w(@” Ane)=0;

(i) w(—eVxzAe) <0 & sup,w(z Ane)=0.

Demostracion. Veamos, por ejemplo, (i): w(—eVax Ae) >0 & w(—eV A
e)AN0=0< w(—eVzA0) =0 w(—eV(—27)) =0 w(—(ehz7)) =
0 < w(z™ Ae) =0. Puesto que dado n € N se satisface = Ane < n(z~ Ae),
tenemos w(z~ Ae) =0 < w(z™ Ane) =0 para todo n € N. O

Definicion 1.2.16. Dada una funcién real f : X — R definida sobre un
conjunto X, llamaremos cocero de f al subconjunto coz(f) de X definido por
la igualdad coz(f) ={w € X : f(w) # 0}.

Lema 1.2.17. Sea X un conjunto y sea E un subreticulo vectorial de RX que
contiene a las funciones constantes. Una base de abiertos para la topologia
débil definida por E sobre X es {coz(zx): x € E}.

Demostracion. Dado que {x7'(a,3) : x € E, a, 3 € R} es una subbase para
la topologia débil definida por E sobre X, y puesto que

o, B) ={we X a<zw) <p}
={weX: (z—a)w)>0}N{we X :(8—12)(w) >0}
={weX: (z-a)t(w)#0}N{we X : (B—2)"(w) #0}
={weX:[(@—a)"V(8-2)T)(w)# 0}
=coz((z —a)" V(8 —2)"),

obtenemos que {coz(z) : € E} es subbase de dicha topologia; teniendo en
cuenta que dados z1,...,x, € E se satisface

coz(zy) N---Ncoz(xy,) = coz(|x1| V-V |za|),
concluimos la demostracion. O

1.2.18. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e. Para
cada x € F vamos a definir una aplicacién & : Spec E* — R. Supuesto en
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primer lugar que x € E, en cuyo caso tenemos x = \/, (xAne) (véase 1.1.16),
dada w € Spec E* definimos

Z(w) = supw(x A ne) € [0,+00] .

n
Noétese que si x € E} entonces = x, puesto que en ese caso existe ng tal que
x < nge y por tanto x = = A ne para todo n > ng. En general, dado x € F
definimos & por la igualdad

=t —a.
La anterior suma estd bien definida porque, dada w € Spec E*, el lema 1.2.15
asegura que T (w) =0 6 2~ (w) = 0. Denotemos E = {z : z € E}.

Teorema 1.2.19. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil
e. Bl conjunto E es un subreticulo de D(Spec E*) y un espacio vectorial, y la
aplicacion E — E, x — &, es un l-isomorfismo.

Demostracion. Veamos en primer lugar que E C D(Spec E*). Teniendo en
cuenta la igualdad & = ot — 5:, serd suficiente ver que si x € E entonces la
aplicacién & : Spec E* — [0, +00] es continua y R(Z) es denso en Spec E*.

Para ver que Z es continua hay que probar que, cualesquiera que sean
a, 8 € R, los conjuntos {w € Spec E* : Z(w) > a} y {w € Spec E* : Z(w) < 3}
son abiertos. Para cada n € N tenemos que {w € Spec E* : w(xz A ne) > a} es
abierto porque z A ne € E* , de modo que de la igualdad

{w € Spec E* : &(w) > a} = U{w € Spec E* : w(z A ne) > a}

se sigue que {w € Spec E* : Z(w) > a} es abierto. Por otro lado, si #(w) < Sy
no > B, entonces 5 > w(zAnge) = w(zAnge) A\ = w(xAnpeAfe) = w(zAfe).
Reciprocamente, si w(z A fe) < 3, considerando w(z A Be) < A < 3 tenemos
w(zAde) <w(zAPe) < A, ysin > \entonces w(xAne) AN = w(xAneAde) =
w(z A Xe) < A, de modo que #(w) < A < 3. Hemos probado la igualdad

{w € Spec E* : &(w) < B} = {w € Spec E* : w(x A fe) < [},

y por lo tanto que {w € Spec E* : &(w) < B} es abierto.
Veamos ahora que el abierto

R(z) ={w € Spec E* : &(w) < o0} = U{w € Spec E* : #(w) < n}
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es denso, es decir, sea y € EY tal quecoz(y) N R(Z) = & y probemos entonces
que coz(y) = @ (Lema 1.2.17). Nétese que la igualdad coz(y) N R(%) = @
significa que se satisface: si w € Spec E* es tal que Z(w) € R, entonces w(y) =
0. Fijemos ng > ||y|lcc. Como K = {w € Spec E* : &(w) = oo} es compacto y
la coleccién {w € Spec E* : w(x A ne) > n3}nen es un recubrimiento abierto
creciente de K, existe n € N tal que K C {w € Spec E* : w(z A ne) > ni}.
Dada w € Spec E* tenemos: si #(w) < oo entonces w(y) = 0 y por tanto
w(noy) < w(xz Ane), y si Z(w) = oo entonces w(ney) = now(y) < nollylle <
n3 < w(x A ne). De lo anterior se sigue que ngy < z A ne (porque E* es
un subreticulo de C(Spec E*)), y como x A ne < x obtenemos nogy < z. La
anterior desigualdad la hemos probado para todo ng > [|y||ec, de modo que es
cierta para todo n € N y por tanto debe ser y = 0, es decir, coz(y) = &.

Para probar que E es un espacio vectorial veamos que cualesquiera que
sean z,y € 'y A € R se satisfacen m =49y Nz = Az, de modo
que también quedara probado que la aplicacién E — E, x +— I, es lineal.
Demostrémoslo para la suma (para el producto por escalares se procede de
modo andlogo). Si z,y € E, dado w € Spec E* tenemos

w(z Ane)+w(y Ane) <w((z+y) A2ne)
<w(z A 2ne) +w(y A 2ne)
<z

(W) +9(w),

luego = + y(w) = &(w) + J(w). Antes de probar el caso general nétese que se
satisface 7 = xT. En efecto, si w € Spec E* entonces

T (w) = (2 V0)(w) =2(w) V0= (stllpw(x Ane)) V0= sgp(O V w(z Ane))

=supw(0Vzx Ane) = supw(a:Jr Ane) = :I?\F(W) .
n n

-~

Del mismo modo se prueba que £~ = x~, y como consecuencia se obtiene la
igualdad |z| = |z|. De lo anterior se seguird que F es un reticulo y que la

aplicacién £ — E es un morfismo de reticulos, cuando probemos que dados
x,y € E se satisface :c/—k\y =z + y. Nétese también que si x,y € F son tales
que x < y, entonces se satisface & < g, como se comprueba facilmente.

Dados z,y € E tenemos z+y = (z+y)" — (z+y)" =2t -2z~ +yT —y~,
es decir, (x+y)T +2~ +y = (r+y)” +at +y*, y aplicando lo probado
para los elementos de F; obtenemos

—

Tty +i +9 =@ty +at+gt
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Como (z+y)" < |z +y| <|z|+|y|, siw e R(Z) N R(Y) serd

— — — —~

(w+y) @) =@ +y)* W) < (o] +y)w) < [olw©) + 2](w) < +o.

Lo mismo ocurre para las otras partes positivas y negativas, por tanto, de la
igualdad

(@ +9) (@) +E ()5 (W) = (T +y) " (W+ET W)+ (W), w e R@)NR(H)

se deduce

=iT(Ww) -2~ (W) + 7 (@) - (W) = 3(w) +§(w).

Basta tener en cuenta que R(Z) N R(y) es un abierto denso para concluir que
Tty=4a+7.

Veamos para terminar que la aplicacién £ — E es inyectiva. Sea x € F
tal que & = 0. Segtin el lema 1.2.15, si w € Spec E* entonces 7 (w) = 0 6
27 (w) = 0, de modo que debe ser 1 (w) = 2~ (w) = 0 para todo w € Spec E*.
Lo anterior significa que w(xt Ane) = w(z~ Ane) = 0 para todo w € Spec E*,
y de esto se deduce que 27 Ae = 2~ Ae = 0, ya que la representacién de Riesz
E* — C(Spec E*) es inyectiva; basta tener en cuenta que e es unidad débil
para obtener 27 = 2z~ = 0 (véase la proposicién 1.1.16). ]

Observacién 1.2.20. (i) En la demostracién anterior hemos podido aplicar
el lema 1.2.17 porque, como ya se dijo en 1.2.9, el subreticulo £* de C(Spec E*)
contiene las funciones constantes.

(ii) También hemos senalado que, dado x € E*, se da la igualdad & (w) = w(z)
para cada w € Spec E*. En lo que sigue se probard que Spec E se puede
considerar como un subespacio topoldgico de Spec E*, y que también es cierta
la igualdad Z(w) = w(z) cuando x € F' y w € Spec E.

Teorema 1.2.21. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil
e. El morfismo de restriccion w € Spec E +— wp« € Spec E* es un homeo-
morfismo entre Spec E y su imagen.

Demostracion. El morfismo de restriccién Spec E — Spec E* es inyectivo:
sean wy,wp € Spec E tales que wy|px = wyp+; dado x € E,, existe n € N
tal que wi(z) < ny wa(zr) < n, de modo que wi(z) = wi(r Ane) y wa(x) =
wa(zAne); como zAne € E*, tenemos que wi(x) = wa(x) y por tanto w; = ws.
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Veamos ahora que Spec ' es homeomorfo a su imagen en Spec E*. La
topologia inducida por Spec E* en Spec E es la inducida por las composiciones

{Spec £ — Spec E* L R:ye E*},

pero dados y € E*, w € Spec E tenemos que y(w g+) = w(y) = y(w), viendo
y en E; por tanto, la topologia inducida por Spec E* en Spec E es la débil
inducida por las funciones de £* C FE. Teniendo en cuenta que para cada
x € FE se satisfacen coz(z) = coz(|z|) = coz(|z| Ae) y |x| A e € E*, basta
aplicar el lema 1.2.17 para concluir con que ambas topologias coinciden (véase
la observacion 1.2.20 (i)). O

En adelante identificaremos Spec E con su imagen en Spec E*. El siguiente
lema nos dice cémo podemos ver Spec ' dentro de Spec E*:

Lema 1.2.22. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e.
Se satisface

Spec B = {w € Spec E* : &(w) € R Vx € E;}.

Demostracion. Si w € SpecE y © € E., entonces existe ng € N tal que
w(x) < mg y por tanto w(x) = w(x) An = w(z A ne) para todo n > ng, de
modo que Z(w) = sup,, w(x Ane) =w(z) € R.

Sea ahora w € Spec E* tal que Z(w) € R para todo x € E;. Definimos
w : B — R del siguiente modo: dado =z € E, w(z) = Z(w) € R. Veamos que
w € Spec E: dados z,y € E'y A € R tenemos

&
K
+
s
I
K
+
<!
£
|
/&\
€
+
Sl
I
€l
5/
+
€
S

Obviamente w = &|gs. O

Veamos una propiedad importante de Spec F como subespacio topolédgico
de Spec E*.

Definiciones 1.2.23. Sea Y un subconjunto de un espacio topolégico X. Se
dice que Y es un conjunto G, si Y es igual a la interseccién de una familia
numerable de abiertos. Dada f € C(X), es facil ver que coz(f) es un conjunto
Gs. Se define la Q-clausura de Y como el conjunto de puntos w € X que
satisfacen: cada conjunto Gs que contiene a w tiene interseccién no vacia con
Y. Se dice que Y es Q-cerrado cuando coincida con su Q-clausura.
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Lema 1.2.24. 5i E es un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e,
entonces Spec E es un subespacio Q-cerrado de Spec E*. Mds concretamente,
dada wy € Spec E* \ Spec E, existe h € C(Spec E*), h > 0, tal que h(wy) =0
y h(w) > 0 para todo w € Spec E.

Demostracion. Sea wy € Spec E* \ Spec E. Por 1.2.22 sabemos que existe
x € F4 tal que &(wg) = +00. Definimos h : Spec E* — R del siguiente modo:

1 . ~
h(w) _ H—T(w) Sl w &€ R(.’IJ),
0 siw ¢ R(Z);

h es continua porque R(Z) es un abierto denso de Spec E*, h(wy) = 0 porque
wo ¢ R(2), y h(w) > 0 para todo w € Spec E porque Spec E C R(z). O

Definicion 1.2.25. Sea E un reticulo vectorial con unidad débil e. Se dice
que E es e-semisimple si su representacion de Riesz es inyectiva.
Segin vimos en el teorema 1.2.6, E* es e-semisimple.

1.2.26. Si F es un reticulo vectorial con unidad débil e, y si F es e-semisimple,
entonces debe ser Spec F # @. En efecto, si fuera Spec E = @& entonces
C(Spec E) tiene como tnico elemento la inclusion @ — R, luego la repre-
sentacién E — C(Spec E) no puede ser inyectiva porque en E hay més de un
elemento (recuérdese que es E # 0).

Proposiciéon 1.2.27. Un reticulo vectorial arquimediano E con unidad débil
e es e-semisimple, si y solo si Spec F es denso en Spec E*.

Demostracion. Que E sea e-semisimple significa que si x € F es tal que z(w) =
0 para todo w € Spec E entonces x = 0. Dado que coz(x) = coz(|z| A e), el
que E sea e-semisimple es equivalente a que si x € E* es tal que z(w) = 0
para todo w € Spec E entonces x = 0.

Por otra parte, el que Spec E sea denso en Spec E* significa que si z € E*
es tal que z(w) = 0 para todo w € Spec F, entonces x(w) = 0 para todo
w € Spec E*; pero teniendo en cuenta que E* es e-semisimple, lo anterior
es equivalente a que si € E* es tal que z(w) = 0 para todo w € Spec F
entonces x = 0. O
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1.3 La realcompactificacion de Hewitt-Nachbin

En esta seccion trabajaremos con reticulos vectoriales cuyos elementos son ya
funciones reales sobre un conjunto. Si X es un conjunto y F es un subreticulo
vectorial de RX que contiene a las funciones constantes, entonces E es arqui-
mediano y la funciéon constantemente igual a 1 es unidad débil de orden. En
tal caso Spec E # @ puesto que para cada w € X el morfismo de evaluacién
en w,

bw:FE — R

x — Oy(z) =2(w),

pertenece a Spec E. Ademéds E es 1-semisimple: si z € E es tal que w(z) =0
para todo w € Spec E, en particular debe ser §,(z) = z(w) = 0 para todo
w € X, y entonces x = 0.

Cuando F separe puntos de X, la aplicaciéon w +— ., es inyectiva y por
tanto X dotado de la topologia débil definida por F puede considerarse como
un subespacio topolégico de Spec E. Para precisar las propiedades de X como
subespacio topoldgico de Spec E' necesitaremos las siguientes cuestiones pre-
vias:

Definiciones 1.3.1. Sea X un espacio topolégico completamente regular. Se
dice que X es realcompacto si es homeomorfo a un subespacio cerrado de un
producto de copias de R. Es claro que todo espacio topolégico realcompacto
es Hausdorff. Dado Y C X, se dice que Y estd C-sumergido en X si cada
funcién continua f : Y — R se extiende a una funcién continua f : X — R,
y se dice que Y estd C*-sumergido en X si cada funcién continua y acotada
f:Y — R se extiende a una funcién continua f : X — R.

1.3.2. Si E es un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil, entonces
Spec E es un espacio topoldgico realcompacto (véase 1.2.13).

Proposicion 1.3.3. Sea X un espacio topoldgico completamente regular. Son

equivalentes:

(i) X es realcompacto;

(ii) i X es un subespacio denso y C-sumergido de un espacio completamente
regular T', entonces X =T.

Demostracion. (1)=-(ii) Supongamos que X es realcompacto, es decir, X es
homeomorfo a un subespacio cerrado de R, y supongamos que X es denso y
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C-sumergido en T'. Denotemos por %, j las respectivas inmersiones de X en T’
y de X en R!. Podemos considerar el siguiente diagrama conmutativo

X L R!

il
T

donde j es una extension continua a T" de la aplicacién j. Como

J(T) = (X)) € 4(X) = j(X),
tenemos que la aplicacién continua
Z'oji1 oj T —-T

coincide en i(X) con la aplicacién identidad. Pero i(X) es denso en T', de
modo que coinciden en todo punto de T

(ii)=(i) Puesto que X es completamente regular, X tiene la topologia débil
dada por C(X) (Lema 1.2.17). Denotemos por ¢ la inmersién topolégica de X
en RCX) y sea f € C(X). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

xR
il oy
RC(X)

donde 7y denota la proyeccién sobre la coordenada f. Asi pues, 7; es una
extensién continua de f a RC(X) | y en particular a i(X). De acuerdo con (ii)
concluimos que X = i(X) = i(X), y por lo tanto X es realcompacto. O

Definiciones 1.3.4. Sea X un espacio topoldgico completamente regular.
Llamaremos realcompactificacion de X a todo espacio topoldgico realcom-
pacto Y dotado de una aplicacién continua i : X — Y tal que i(X) es denso
en Y ei: X — i(X) es un homeomorfismo. Llamaremos compactificacion
de X a todo espacio topolégico compacto Hausdorff Y dotado de una apli-
cacién continua ¢ : X — Y tal que i(X) esdensoen Y ei: X — i(X) es un
homeomorfismo.

Proposicion 1.3.5. Sean X un conjunto y E un subreticulo vectorial de
RX que contiene a las funciones constantes y separa puntos de X. Si se
considera X dotado de la topologia débil definida por E, entonces Spec E es
una realcompactificacion de X y Spec E* es una compactificacion de X.
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Demostracion. Consideremos X como subespacio topoldgico de Spec E (y por
lo tanto de Spec E*) via la inclusién natural w € X — 0, € Spec E (véase la
introduccion a esta seccién 1.3). Segun la proposicién 1.2.27, Spec E' es denso
en Spec E*, asi que sélo tenemos que probar que X es denso en Spec E.
Sean g € SpecFE, x1,...,2, € E y e > 0, y veamos que existe wg €
X tal que dy, € (;{e € SpecE : |p(x;) — po(xi)| < €}. Consideremos
z = \,|zi — po(z;)| € E; es obvio que go(xz) = 0 y en consecuencia existe
wo € X tal que xz(wp) < €, pues si fuera z(w) > ¢ para todo w € X, entonces
tendrfamos e < x y por tanto po(x) > ¢ > 0. Por tltimo, de la desigualdad
x(wp) < € se sigue que |z;(wo) — @olz;)| <e,i=1,...,n. O

Definiciones 1.3.6. Sea X un espacio topolégico completamente regular. El
espacio topoldgico realcompacto SpecC(X) se denota por vX y es conocido
como la realcompactificacion de Hewitt-Nachbin de X, y el espacio topologico
compacto SpecC*(X) se denota por X y es conocido como la compactifi-
cacion de Stone-Céch de X.

Proposicion 1.3.7. Para cada espacio topoldgico completamente reqular X

se satisfacen:

(i) X estda C-sumergido en vX y esta C*-sumergido en 3X;

(il) X es realcompacto si y sélo si X = vX;

(iii) vX esla Q-clausura de X en X ; como consecuencia, X es realcompacto
siy solo si X es Q-cerrado en BX.

Demostracion. El apartado (i) es una tautologia, y el (ii) se sigue de (i) y de
la proposicién 1.3.3.

Veamos (iii). La @Q-clausura de X en X estd contenida en vX porque
vX es Q-cerrado en BX (véase el lema 1.2.24). Supongamos ahora que
wp € vX y sea G un conjunto Gy de BX que contiene a wy. Considere-
mos en $X una sucesion de abiertos {Uy,}, tal que G = (), Uy, y para cada
n sea h, € C(BX) tal que 0 < h,, < 1, hp(wy) = 0y h(BX \ Up) = 1.
Es claro que h = 3, (hn A ) es una funcién continua sobre 3X que satis-
face wp € {w € vX : h(w) = 0} C G, por lo que para probar que G corta
a X bastard ver que h se anula en algun punto de X. Si fuera h(z) # 0
para todo x € X, entonces 1/h seria una funcién continua sobre X, por lo
que deberia extenderse continuamente a wy € vX; pero esto es absurdo
porque h(wgy) = 0. O
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1.4 Reticulos vectoriales 2-universalmente
completos

FEn esta seccion caracterizamos los reticulos vectoriales e-uniformemente cer-
rados (e unidad débil) que son 2-universalmente e-completos (este tltimo
concepto introducido por Feldman y Porter [19]), en términos de ciertas
propiedades de inversién ligadas a la representacién espectral (véanse [13]

y [71)).

Definicién 1.4.1. Una sucesién {zy}, de un reticulo vectorial E se dice que
es 2-disjunta, si para cada n € N existen a lo sumo dos indices m tales que
ZTn N Ty # 0. Es claro que si {zy}, es 2-disjunta entonces {z,}, C Ey.

Definiciones 1.4.2. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad
débil e. Diremos que F es 2-universalmente e-completo, si para cada sucesién
2-disjunta {z,}, de E tal que {coz(zy)}, es un recubrimiento de Spec E' se
satisface que el supremo \/,, x, existe.

Diremos que F es e-cerrado por inversion cuando Spec E # & y se sat-
isfaga: si x € F es tal que w(z) # 0 para todo w € Spec E, entonces existe
y € E tal que w(y)w(x) = 1 para todo w € Spec E.

Definiciones 1.4.3. Sea X un conjunto. Un recubrimiento numerable {U,},
de X se dice 2-finito, si U, NU,, = @ cuando |n —m| > 1. Sea f € RX. Para
cada A € R, definimos los conjuntos de Lebesgue de f como

L) ={weX:fw<A, IMNH={weX:[w) =}

Diremos que un subconjunto F de RX Sl-separa los conjuntos de Lebesgue
de f, si para cualesquiera o, 3 € R, a < 3, existe g € F tal que 0 < g < 1,

9(La() =0y g(L7(f)) = 1.

1.4.4. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e y sea
{zn}n € E4. Sobre Spec E* tenemos la sucesién de funciones extendidas
{Zn}n. Es claro que el supremo puntual f = sup,, &, siempre existe, pudiendo
ser f(w) = +oo para algin w € Spec E*. Dado un subespacio Y de Spec E*,
cuando f(w) € R para todo w € Y diremos que “el supremo puntual f =
sup,, Zn, es una funcion real sobre Y 7. Puede ocurrir que f no sea una funcién
real sobre Y, pero que, como funcién extendida, f sea continua sobre Y.

Lema 1.4.5. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e,
y sea {Tn}n una sucesion de Ey para la que existe v = \/,, x,. Supongamos
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que el supremo puntual f = sup,, &n es una funcion real y continua sobre un
abierto U de Spec E*. Entonces f = & sobre U.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que x € E*, en cuyo caso es clara
la inclusién {z,}, € E*. Como x,, < z se deduce que Z,(w) < Z(w) para todo
w € Spec E*, luego f(w) < &(w) para todo w € U. Supongamos que existe
wi € U tal que f(w1) < Z(wy1). Como f y Z son continuas en U, el conjunto
W ={weU: f(w) < &(w)} es un entorno abierto de wy; consideremos un
entorno compacto K de w; contenido en W (existe por ser Spec E* compacto),
y sea o = inf{Z(w) — f(w) 1w € K} > 0. Sea 0 < ¢ <1 tal que f(w) < 1% a,
para todo w € K (dicho c existe pues la funcién A — ﬁ aes continua en (0, 1)
y toma todos los valores del intervalo (0, +00). Consideremos g € C(Spec E*),
o

¢ <g<1,tal que g(w1) = cy g(w) =1siw e Spec E* \ K. Es claro que
g% < & sobre Spec E* porque g(w1) =c< 1y &(w1) > f(w1) > 0.

Veamos que &, < g2 < & para todo n: si w ¢ K, entonces Z,(w) < &(w) =
(92)(w); si w € K entonces

(92) (W) = f(w) = ci(w) = f(w) = c(E(w) = f(w)) = (1 =) f(w)

an—(l—c)lc a=0,

y por tanto &p(w) < f(w) < (92)(w).

Si probamos que existe z € E* tal que g2 < Z < & sobre Spec ¥, entonces
tendriamos =, < z < z para todo n, lo cual contradice la igualdad =z =
V,, n. Puesto que E* es uniformemente denso en C(Spec E*) (1.2.9), dado
e =&(w1) —g(w1)Z(w1) = (1—c)T(w1) > 0, existe y € E* tal que ||gZ —F|loc <
£/3; tenemos

9 <y+¢e/3<gi+2/3.

Siz =z A (y+ 5e), entonces g& < 2 < &. En efecto, de la definicién se
sigue trivialmente que g# < 2 < #; ademés 2(w1) = Z(w1) A (J(w1) +¢/3) <
g(w1)d(wr) +2¢/3 = ci(wr) + 2(1 — )& (w1) < Z(w1).

Veamos el caso general. Para cada k € N sea Uy = {w € U : f(w) < k}.
Fijado k € N, {z, A ke},, es una sucesién en E} que tiene supremo en F,
V., (zn A ke) = (\/,,zn) AN ke = z A ke, y tal que f = supn(a:me) es una
funcién real y continua sobre Uy: dado w € Uy tenemos

o —

Fr(w) = sup(zn A ke)(w) = (supZp (W) Ak = flw) Nk = f(w).
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Como xAke € E*, del caso anterior obtenemos fi(w) = (m)(w) = Z(w)Ak
para todo w € Uy, y al ser fy, = f < k sobre Uy, concluimos que f(w) = &(w)
cuando w € Uy. Para terminar basta tener en cuenta que U = (J, Uj. O

Observacién 1.4.6. En C(X), el supremo puntual, si existe como funcién
real, no siempre coincide con el supremo en C(X); puede incluso ocurrir que
el dltimo no exista aunque exista el primero. Cuando el supremo puntual es
una funcién real y continua, entonces si es igual al supremo en C(X).

Por ejemplo: X = [0,1], fo(w) =1 —w™, n € N; el supremo puntual de la
sucesién { fy, }, es la funcién

1 si0<w<l,
-

0 siw=1;
es claro que f no es continua y que \/,, f, =1 # f.

El lema 1.4.7 se debe a Garrido y Montalvo [22], y el lema 1.4.8 es un caso
particular de un resultado del mismo trabajo [22].

Lema 1.4.7. Sean X un conjunto, E un subreticulo vectorial de RX que

contiene a las funciones constantes, y una funcion x € E. Se satisfacen:

(i) E Sl-separa los conjuntos de Lebesgue de x;

(ii) para cada sucesion estrictamente decreciente {an}n>0 en R, eziste una
sucesion {xpn>0 de funciones de E, 0 < z,, < 1, satisfaciendo:

coz(zg) C Cp ={w e X : z(w) > a1},
coz(zn) CCp ={we X :tap_1 > x(w) > apnt1} (n>1),
sup x,(w) =1 Vwe U Ch.
" n>0

Demostracion. (i) Dados «, 5 € R, a < 3, es claro que Lo (z) = Lo(aVzAf),
LAx) = LP(avaAB)yaVazAB € E* C C(SpecE*) (véase lo dicho al
comienzo de la seccién 1.3). Si denotamos
K,={we€SpecE*:aVi(w)Ap<a}l
KP ={weSpecE*:aVi(w)AB> 6}
entonces K, y K? son compactos disjuntos de Spec E*, luego, por 1.2.12,

existe y € E* C E,0 <y < 1, tal que y(K,) = 0 e y(K’) = 1. En
consecuencia, y(Lq(2)) = 0 e y(L?(z)) = 1.
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(ii) Sea agp > a1 > ... una sucesién de numeros reales, y para cada n
consideremos un nimero real g, tal que a,,—1 > B, > ;. Segin (i), existen
en E sucesiones {Yn}n>1, {#n}tn>0, 0 < yn <1, 0 < 2, <1, tales que

Yo (LM (2) =1, yn(Lp, () =0,  (n2>1)
#n(Lan (@) =0, z(L7(2)=1.  (n20)

Si definimos xg = 29 y @ = 2zn — yn para n > 1, entonces xg(w) = 1 si
z(w) > P11y xo(w) =0 si z(w) < a1, y paran > 1 tenemos

{0 si z(w) <apy1 6 z(w) > ap-1,
1 si Bpi1 < m(w) < Bn;

por lo tanto coz(zg) C Cp = {w € X : z(w) > a1}, y coz(zy,) C Cp, ={w e X :
ap—1 > x(w) > apt1} cuando n > 1. Por tltimo, se comprueba ficilmente
que para todo w € J,,5o Oy se satisface sup,, z,(w) = 1. O

Lema 1.4.8. Sea X un conjunto y sea E un subreticulo vectorial de RX
uniformemente cerrado y conteniendo a las funciones constantes. Si para
cada sucesion {x,}, C E% tal que {coz(x,)}, es un recubrimiento 2-finito
de X se satisface que la funcion supremo puntual f = sup,, x, pertenece a
E, entonces E tiene la siguiente propiedad: si x € E y x(w) # 0 para todo

w € X, entonces la funcion w € X — ﬁ € R pertenece a E.

Demostracion. Sea x € E tal que x(w) # 0 para todo w € X y denotemos
1
Ve, Yn=—"—VzA— (n>1).
n n

Para n > 1 tenemos y, € E* = C(SpecE*) e y, > n%_Q,
1

o € E*. Ahora, si consideramos la representacién £ — D(Spec E*), entonces

Jo(w) = 3 V &(w) > 1/2 para todo w € Spec E*. Definamos

— si we R(9o),
yo—l(w) — {yo( )

y por lo tanto

0 si #(w) = 0,

de modo que la funcién y,, ! es continua y acotada en Spec E*. En particu-

. . —1 _ 1 _ 1 1 *
1ar,,s1 we X se tlene‘ que y, (w) = @ = @) de modo que o € BT
Anélogamente, si consideramos las funciones

W=5V(D), = V(DA (1),
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concluimos de igual modo que yi, € E* para todo n > 0.
Consideremos en X los conjuntos

CO:{wEX:m(w)>;},
1

Cn:{weX:;>x(w)>n+2} (n>1).

Aplicando el lema 1.4.7 (ii), existe {xy, }n>0 C E, 0 < z,, < 1, tal que coz(z,) C
Cy, para todo n y sup,, ¥p(w) = 1 para todo w € (59 Cn. De igual modo, si
1
C('):{wEX : —:L‘(w)>2},
1
n 4+ 2

1
C;L:{wEX:>—x(w)> } (n>1),
n
entonces existe {z),}n,>0 C E, 0 < z/, < 1, tal que coz(z],) C C, para todo n
y sup,, 2;,(w) = 1 para todo w € |J,,~( Cy,-
Puesto que z(w) # 0 para todo w € X tenemos X = (|J,,Cn) U (U,, Cy,),
y por lo tanto

x(lw) = sup (56(1(0) xn(w)> —sup (:c;) w;(w)) (weX).

Observemos que sobre coz(zy,) la funcién z coincide con y,, y que sobre coz(z],)
coincide con —y,,, por lo que tenemos

1 xn(W)) (fﬂ%(@)
—— =sup — sup weX).
() —w(Bg) e
En virtud de que E* = C(Spec E*) es un anillo se tiene que z—" € E*. Es claro

que coz(32) = coz(zy), lo cual implica que |J, coz($*) = {Zu € X :z(w) >

0}. De aqui se sigue que aunque la coleccién {coz(z—”)}n es 2-finita, ésta no
necesariamente es un recubrimiento de X (luego no es posible ain aplicar la
hipétesis para deducir que sup,, Z—" € F). Seay=—-1VxAle E*" entonces

coz(yt) = coz(xt) y coz(y~) = coz(x™), con lo que ahora ya se sigue que

y~ V(sup, 3—:) € E (pues coz(y~)Ncoz(3) = @y X = coz(y~)U(U, coz(g—z)),

y del mismo modo y* V (sup,, %) € E. Para concluir tenemos

y (W) Vv (s%p M) —y (W) Vv (Sl;p ;i‘gzj))) = x(lw) —yw)  (weX),

demodoquei—yEE yporlotanto%GE. O
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Nota. El reciproco del lema anterior también es cierto; éste no es mas que
un caso particular de (iii) = (ii) en el siguiente teorema.

Teorema 1.4.9 (M-P-R [49]). Sea E un reticulo vectorial arquimediano con

unidad débil e. Si E es e-semisimple y e-uniformemente cerrado, entonces

son equivalentes:

(i) E es 2-universalmente e-completo;

(ii) para cada {x,}, C E7 tal que {coz(xn)}n es un recubrimiento 2-finito
de Spec E se satisface que \/, xy, eziste;

(iii) FE es e-cerrado por inversion.

Demostracion. (i)=-(ii) Es inmediato.

(ii)=(iii) Sea {zp}, € K7} una sucesién para la que {coz(z,)}, es un
recubrimiento 2-finito de Spec E, y sea f = sup,, x,, el supremo puntual de la
sucesién {x, }, sobre Spec E. Para probar que E es e-cerrado por inversién
bastarfa, segin el lema 1.4.8, probar que f € E C C(SpecE). Segun (ii)
existe x = \/,,x, € E. Si probamos que f es una funcién real y continua
en un entorno abierto de Spec E' en Spec E*, entonces aplicando el lema 1.4.5
concluirfamos que f = z. Si para cada n, coz*(x,) denota el cocero de x,
calculado en Spec E* (puesto que z, € E* = C(Spec E*)), entonces U =
(U, coz*(xy,) es un abierto de Spec E*; ademas Spec E C U, pues {coz(x,)}
es un recubrimiento de Spec E y coz(x,) = coz*(x,) N Spec E para cada n.
Fijado k € N, todas las funciones de la sucesién {x, },, salvo a lo sumo zj_1,
Tk Y Tpa1, se anulan sobre coz*(xy) porque coz(zy) es denso en coz*(zy); por
lo tanto

f| coz*(zg) — (:I:k:—l VgV xk+1)|c0z*(:vk) .

De todo lo anterior se sigue que f es una funcién real y continua sobre U.

(iii)=(i) Sea {zy }, una sucesién 2-disjunta de E tal que {coz(z,)}n es un
recubrimiento de Spec E. Para cada n se satisfacen coz*(Z,) = coz*(Z, A1) =
coz*(xy N e) y coz(xy) = coz(xzy, A e) = coz*(zy, A e) N Spec B, de modo que
coz(zy,) = coz*(Zy) N Spec E; por tanto, al igual que antes se prueba que
U = U, coz*(Z,) es un entorno abierto de Spec E en Spec E* y que el supremo
puntual f = sup,, &, existe y es continuo sobre U (pudiera ser que f(w) ¢ R
para algin w € U). Sea g € E* = C(Spec E*) tal que coz*(g) = U y definamos
h : Spec E* — R como

g(w) : *
hw) = (&) si w € coz*(g),
0 siw ¢ coz*(g);
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h es continua porque dado wy € Spec E* tal que wy ¢ coz*(g) se satisface

lim h(w)=0;

w—wo

wecoz*(g)

tenemos h € C(Spec E*) = E* C E. Como se satisface que h(w) > 0 para todo
w € Spec E'y E es e-cerrado por inversion, existe y € E tal que h(w)w(y) =1
para todo w € Spec E, es decir, f = gy — e con h,y € E. Por lo tanto f € F,
y como f = sup, x, debe ser f =\/, . O

Proposicion 1.4.10. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad
débil e satisfaciendo:

(i) E es e-uniformemente cerrado;

(ii) FE es e-semisimple;

(ili) E es e-cerrado por inversion.

Entonces E = D(Spec E*).

Demostracion. Sabemos que la representacién E — D(Spec E*), © — & es
inyectiva (Teorema 1.2.19), por lo que debemos probar que es epiyectiva, es
decir, que dada f € D(Spec E*) existe z € E tal que & = f. Como f = f+—f~
podemos suponer f > 0. Por definicién, el conjunto R(f) = {w € Spec E* :
f(w) € R} es un abierto denso de Spec E*, con lo que la funcién

1 .
R Ay siw e R(f),
9() {0 siwd R(f),

es continua, acotada y positiva sobre Spec E*, es decir, g € C(Spec E*) =
E* C E. Como w(g) # 0 para todo w € SpecE, existe z € E tal que
w(z) = % =1+ f(w) para todo w € Spec E. Finalmente, si x =z —e € E,

w
entonces & = f porque Spec E es denso en Spec E*. 0

Observacion 1.4.11. La proposicion anterior dice que si E es un reticulo vec-
torial arquimediano con unidad débil e, que es e-semisimple, e-uniformemente
cerrado y e-cerrado por inversién, entonces E consiste en las funciones con-
tinuas sobre Spec E que tienen limite (finito 6 no) en todo punto de Spec E*.



Capitulo 2

CIJ-Algebras

En este capitulo se consideran reticulos vectoriales que tienen ademas estruc-
tura de algebra conmutativa con elemento unidad. Entre éstos tendran es-
pecial interés en esta memoria las ®-dlgebras, cuyas primeras propiedades
se establecerdn en la primera seccién. La segunda seccién estd dedicada
béasicamente a describir la representacién de una ®-dlgebra como algebra
de funciones extendidas. Por 1ltimo, en la seccidon 2.3 se estudian las ®-
algebras uniformemente cerradas. Se extenderan a este marco algunas de las
propiedades de C(X) y se probara el conocido teorema de caracterizacién de
C(X) para X Lindelof.

En todo lo que resta de memoria supondremos conocidas las nociones de
anillo, cuerpo, ideal, anillo cociente, ideal maximal, ... . Todo anillo serd
conmutativo y con unidad, y todo morfismo de anillos mandara la unidad a
la unidad.

2.1 La estructura de ®-algebra

El término ®-dlgebra fue utilizado por Henriksen y Johnson [31] para referirse
auna f-algebras unitaria y arquimediana. En [12, §9, Cor. 3], Birkhoff y Pierce
probaron que éstas algebras coinciden con las algebras reticulo-ordenadas y
arquimedianas en las que la unidad es unidad débil de orden. La demostracién
que ellos hacen de este hecho se basa en la representacion de una f-algebra
como producto subdirecto de f-dlgebras totalmente ordenadas. Al final de
esta seccién damos una prueba alternativa que permite esquivar dicha repre-
sentacion. En dicha prueba se utiliza una propiedad de las f-dlgebras debida

33
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a Huijsmans y de Pagter [33].

Definiciones 2.1.1. Sea k un cuerpo. Llamaremos k-dlgebra a todo anillo
A dotado de un morfismo de anillos & — A, el cual se denomina morfismo es-
tructural de la k-algebra A. Como el morfismo estructural debe ser inyectivo,
identificaremos k con su imagen en A y consideraremos que k es un subanillo
de A, como es usual.

Si Ay B son k-dlgebras, una aplicacién A — B se dice que es un morfismo
de k-algebras si es un morfismo de anillos que deja invariante a k, es decir, si
es un morfismo de anillos que hace conmutativo el diagrama

k
SN
A — B.

Si A es una k-algebra e I es un ideal propio de A, entonces la composicién
del morfismo estructural de £ — A con el morfismo de paso al cociente A —
A/I dota a A/I de estructura de k-dlgebra, que serd la que consideraremos
en adelante; es claro que dicha estructura es la tnica para la cual A — A/I
es un morfismo de k-dlgebras.

Definiciones 2.1.2. Llamaremos [-dlgebra a toda R-algebra A dotada de una
relacién de orden “<”, compatible con su producto (si a,b € A son tales que
a < byc >0, entonces ac < bc) y que la dota de estructura de reticulo
vectorial.

Sean A y B l-dlgebras. Diremos que una aplicaciéon T : A — B es un
morfismo de l-algebras si es morfismo de R-algebras y morfismo de reticulos.
Llamaremos isomorfismo de [-algebras a todo morfismo de I-algebras biyectivo
cuya aplicacién inversa sea también morfismo de [-algebras. Diremos que A y
B son [-isomorfas si existe entre A y B algin isomorfismo de [-dlgebras.

2.1.3. Sean Ay B l-dlgebrasy seaT : A — B un morfismo de algebras. Como
Ay B son reticulos vectoriales, para T' son véalidos los comentarios hechos en
1.1.7 y 1.1.8: T es morfismo de [-algebras si y sélo si |T'(a)| = T(]a|) para
todo a € A, y si T' es morfismo de [-dlgebras, entonces para que T sea un
isomorfismo de [-algebras es suficiente con que T sea biyectiva.

Definicién 2.1.4. Sea A una [-dlgebra. Un ideal I de A diremos que es
un [-ideal si I es un subconjunto sélido de A. Un I-ideal maximal es un [-
ideal propio que no esta contenido estrictamente en ningtn otro l-ideal propio.
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Haciendo uso del lema de Zorn (como en la demostracién del lema 1.1.17) se
deduce que cada [-ideal propio estd contenido en algin [-ideal maximal.

2.1.5. Sea I un ideal propio de una [-algebra A y sea m: A — A/I el morfismo
de paso al cociente. Igual que se hacia para un [-subespacio de un reticulo
vectorial, se demuestra que m(Ay) es el cono positivo para una estructura
de [-algebra sobre A/I tal que m es morfismo de [-dlgebras, si y sélo si I es
un l-ideal, en cuyo caso existe una biyeccién natural entre el conjunto de los
l-ideales de A que contienen a I y el conjunto de los [-ideales de A/I; ademés,
los I-ideales maximales se corresponden por dicha biyeccién (véanse 1.1.11 y
1.1.12)

Ejemplo 2.1.6. Dado un espacio topolégico X, C(X) es una [-dlgebra en la
que tenemos: si Y es un subconjunto de X e Iy = {f € C(X) : f(Y) = 0},
entonces Iy es un [-ideal de C(X).

Lema 2.1.7. Sea A una l-dlgebra. Para cualesquiera a,b € A se satisfacen:
(i) clanb)<caNcb y claVvb)>caVch para todo c € Ay;
(ii)  [ad| < |al[b].

Demostracion. Las desigualdades de (i) son inmediatas. Veamos (ii):

—la||b| = —(at +a")(bT +b7 ) =—a"b" —atb —a b" —a"b"
<a"bt —ath —a bt +a b =(at —a")(bT —b7)
=ab<a"bt+atb +a b +a" b =|alb],

y por tanto |ab| < |al|b|. O

Definiciéon 2.1.8. Una subédlgebra B de una [-dlgebra A se dice que es una
l-subdlgebra, si B es una [-dlgebra con el orden inducido por A.

Ejemplo 2.1.9. Sea A una l-dlgebra. Fijado e € A4 sea A*(e) el subreticulo
vectorial de A formado por los elementos que son acotados respecto de e (véase
1.1.13). El lema 2.1.7 (ii) nos dice que si e-e € A*(e) y 1 € A*(e), entonces
A*(e) es una [-subdlgebra de A. En particular, si 1 > 0 entonces A*(1) es una
l-subdlgebra de A.

Lema 2.1.10. Si J e I son l-ideales de una l-dlgebra A, entonces I + J =
{a+b:ael, be J} también es un l-ideal. Si ademds 1 € A, entonces se
satisface la igualdad (I + J)NA*(1) =1NA*(1)+JNA*(1).
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Demostracion. Veamos que I +J = {a+b:a € I,b € J} es un l-ideal.
Sea ¢ € A tal que |¢| < |a+b|, con a € I, b € J; como ¢™ < |a| + |b]
y ¢ < |a|] + |b|, existirdn a1,a2 € I, by,ba € J tales que 0 < a; < |a,
0 <as <la|, 0 < b < |b], 0 < by < |b| satisfaciendo ¢t = a1 + b1 y
¢~ = ag + be. En consecuencia ¢ = ¢ — ¢~ = (a1 —ag) + (by — b)) € I + J.
Trivialmente I N A*(1) + J N A*(1) C (I + J) N A*(1). Veamos la otra
inclusién. Sice (I+J)NA*(1) entoncesc=a+be A*(1)cona el ybe J.
Como ¢ < |a|+|b| y ¢ < |a|+]b|, existen ay,as € INA*(1), by, by € JNA*(1)
tales que 0 < a3 < |al, 0 < az < lal, 0 < by < |b], 0 < by < |b| satisfaciendo
¢t =a;+byyc =as+by. Asipues,c=c" —c = (a1 —az) + (b —b2) €
TN A*(1) + J N A1), O

Definiciones 2.1.11. Diremos que una [-algebra A es una f-dlgebra si tiene
la siguiente propiedad: si a,b € A son tales que a A b = 0, entonces para todo
c € Ay se satisface a A bc = 0. Llamaremos ®-dlgebra a toda f-algebra que
sea arquimediana.

A continuaciéon probaremos las propiedades mas elementales de las f-
algebras. Excepto las dos ultimas, debidas a Huijsmans y de Pagter [33],
el resto son bien conocidas. Hay, que sepamos, dos demostraciones de que
una ®P-dlgebra carece de elementos nilpotentes, la que dan Birkhoff y Pierce
en [12], que hace uso de la representacién de una f-algebra como “producto
subdirecto” de f-algebras totalmente ordenadas, y la que aparece en el libro
de Bigard, Keimel y Wolfenstein [10], en la cual se utiliza la “teoria de orto-
morfismos” en f-anillos. La propiedad (v) del siguiente teorema nos permitird
dar en el lema 2.1.14 una prueba alternativa del hecho mencionado.

Teorema 2.1.12. Sea A una f-dlgebra. Dados a,b € A se satisfacen:
i) cland)=caNcb y claVb)=caVch para todo c € Ay;

labl = [allbl;

iii) si a Ab=0 entonces ab=0; en particular tenemos a*a™ = 0;

(
(
(
(iv) a?=|al®> > 0; en particular tenemos 1 =1-1>0;
(
(

11

~—

v) si a,b>0 entonces 0 < ab— (abAnb) < L a®b para todo n € N;
vi) ab= (aAb)(aVb); como consecuencia, si I es un l-ideal de A y a >0,
entonces a € I siy sélo si aNl€el.

Demostracion. La demostracién de (i) es andloga a la de (x) del lema 1.1.6.
(ii) Sia € A4 es consecuencia de (i):

|ab] = (ab) V (—ab) = a[bV (=b)] = a|b] = |a][b];
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en general tenemos

alb] = a*|o| — a~|o] = |a*b| — |a7bl| < |la™0| — |a~0]]
<l|ath—a"b| =|abl,
y del mismo modo —alb| < | — ab| = |ab|; por lo tanto se satisface |a||b| < |ab

y concluimos por (ii) del lema 2.1.7.
(iii) Si @ A b = 0 entonces a,b > 0, y al ser A una f-algebra obtenemos

ab A ab = 0, es decir, ab = 0; en particular, como a™ A a~ = 0 obtenemos
ata” =0.
(iv) Teniendo en cuenta que ata™ = 0, es inmediato comprobar que a? =

(@*)? +(a™)? = |af*.

(v) Sean a,b > 0. De las propiedades elementales de las [-algebras obten-
emos (ab —nb)t =ab — (abAnb) y (ab—mnb)~ = nb— (ab A nb), por lo que
se satisface

(ab — (ab Anb)) A (nb— (ab Anb)) = (ab—nb)™ A (ab—nb)” = 0.

De aqui, y puesto que A es una f-dlgebra, obtenemos la siguiente cadena de
implicaciones:

(ab — (ab A nb)) A (%nb - %(ab Anb)) =0 =

(ab — (ab A nb)) A (ab — a(%b/\b)) -0 =
ab+(—(ab/\nb)/\—a(%b/\b)) =0 =
ab—((ab/\nb)\/a(%b/\b)):() =
ab = (ab A nb) V (a(%b/\ b)) < (ab A nb) + a(%b/\ b).

En consecuencia, ab — (ab A nb) < a(2b A b) < 1a?b.
(vi) Como a+b=aAb+ aV b tenemos

ab— (anb)(aVvb)=ab— (aANb)(a+b—aAb)
=(a—aAb)(b—aAnb)=(a—b)T(a—b)",

y basta aplicar (iii) para concluir la demostracién. O
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Nota. Sea A una l-dlgebra. Dadosa € Ay a € R, cuando escribimos “a < a”
estamos entendiendo a € A via la inclusién natural R — A. Si 1l € Ay (lo
que, segun el teorema 2.1.12 (iv), ocurre con seguridad cuando A es una f-
algebra), entonces es claro que el orden que A induce en R es el orden usual
de R, es decir, dados o, 3 € R se satisface “a < fen R siy sdlosies a <
en A”, motivo por el cual no haremos distincion.

Lema 2.1.13. Si la unidad de una l-dlgebra A es una unidad fuerte, entonces
A es una f-dlgebra. En particular, si 1 > 0 en A, entonces A*(1) es una f-
algebra.

Demostracion. Supongamos que 1 es una unidad fuerte en A, es decir, 1 > 0
y A*(1) = A. Dados a,b,c € A4 con aAb = 0, existe n € N tal que a,b,c < n,
luego

0<aAnbc<aAnb<naAnb=n(aNb)=0

y por tanto a A bc = 0. Para probar la segunda parte del lema basta tener en
cuenta que, dado e € A4, e es una unidad fuerte de A*(e). ]

Lema 2.1.14. En una ®-dlgebra A no existen elementos nilpotentes.

Demostracion. Sea ¢ € A tal que ¢ = 0 para algin p; podemos suponer que
p es el menor natural par que lo satisface, en cuyo caso ¢ = |c¢|P, por lo que
podemos suponer ¢ > 0. Si k € N tal que p = 2k y denotamos d = c¥, entonces
(md)? = m2d? = m%c? = 0 para todo m € N. Segtin el teorema 2.1.12 (v),
se satisface 0 < md — (md A 1) < (md)? = 0 (considerando a = md, b = 1
y n = 1), con lo que md = md A 1, es decir, md < 1 para todo m € N. Por
ser A arquimediana debe ser d = 0. Si p = 2 entonces ¢ = d = 0 y hemos
terminado, y si p > 2 entonces k 6 k + 1 es par y menor estrictamente que p,
lo cual es una contradiccién. O

Corolario 2.1.15. Sea A una ®-dlgebra. Para cualesquiera a,b € Ay se
satisface
a<b < a®<b.

Demostracién. Es obvio que a? < b? cuando a < b. Supongamos ahora que
a? < bz; sea ¢c =a—aAb >0y probemos la igualdad ¢ = 0. En virtud
del teorema 2.1.12 tenemos ab = (a A b)(a V b) = [a(a V D)] A [b(a V)] =
(a® Vv ab) A (abV b?) = (a® A b%) V (ab), asi que a® A b> < ab y por lo tanto
a? =a? Ab? = a®> AB2 A (ab) = (a Ab)? < a? — 2, es decir, ¢2 = 0. Como,
segun 2.1.14, en A no hay elementos nilpotentes debe ser ¢ = 0. O



2.2 REPRESENTACION DE ®-ALGEBRAS 39

El siguiente resultado se debe a Birkhoff y Pierce [12, §9, Cor. 3]. La
prueba que daremos de él estd inspirada en la dada en [10, Prop. 12.3.20].

Teorema 2.1.16. Sea A una l-dlgebra arquimediana. Son equivalentes:
(i) A es una ®-dlgebra;
(ii)) 1 es una unidad débil.

Demostracion. (1)=-(ii) Es consecuencia de la proposicién 1.1.16 y de la propiedad
(iii) del teorema 2.1.12.

(ii)=(i) Veamos que A es una f-algebra. Sean a,b,c € A, tales que
aANb=0. La condicién a A bc = 0 se satisfard si y sélosia Abc A1 =0 (1 es
unidad débil), de modo que a Abc = 0 si y sélo si (a AbcA1)? =0 (de acuerdo
con 2.1.14, A*(1) no tiene elementos nilpotentes por ser, segin 2.1.13, una -
algebra). Como (aAbcA1)? < alanbeA1)Abc(anbeA1)A(aAbeAl), y ademds
a(aNbeAL)Abc(aNbe A1) A(aNbeAl) = 0si (aAbeAL)b = 0, es suficiente probar
la igualdad (aAbcA1)b =0, 6 lo que es lo mismo [(aAbeA1)bA1]? = 0. Ahora
bien, 0 < [(aAbe A1)bAT]? < [(aAbeA1)DAL][(aAbeAT)b] < (BAT)(aA1)b <
(anb)b=0,pues (aAN1)(bALl)<ay(anl)(bA1l)<b. O

2.2 Representacion de P-algebras

Henriksen y Johnson consideran en [31] un teorema de representacion para
®-dlgebras andlogo al de Yosida para espacios de Riesz [72]: toda ®-algebra
puede considerarse como un algebra de funciones continuas sobre un espacio
topoldgico compacto con valores en R. En esta seccién se probard este teorema
(ver 2.2.10) como una extension a las ®-algebras de la versién del teorema de
Yosida que se obtuvo en 1.2.19.

Definiciones 2.2.1. Sea A una [-algebra. Cuando hablemos en A de una
sucesion uniformemente de Cauchy (uniformemente convergente), 6 cuando
digamos que un subconjunto de A es uniformemente cerrado (uniformemente
denso), estaremos suponiendo que es 1 > 0 en A y que dichas nociones sig-
nifican l-uniformemente de Cauchy (1-uniformemente convergente) para las
sucesiones, y 1-uniformemente cerrado (1-uniformemente denso) para los sub-
conjuntos (véanse las definiciones 1.2.7).
Recordemos que cuando A es una f-algebra siempre se satisface 1 > 0.

2.2.2. Sea A una P-algebra. Entonces A es un reticulo vectorial arquimediano
en el que 1 > 0 es una unidad débil, y por lo tanto en A tenemos las nociones
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dadas en 1.1.13: A* = A*(1) = {a € A : |a|] < n para algin n € N} serd la
subélgebra de los elementos acotados de A (A* también serd una ®-dlgebra),
Spec A* = {w : A* — R morfismo de reticulos vectoriales tal que w(1) =1} es
un espacio topolégico compacto Hausdorff, Spec A = {w : A — R morfismo de
reticulos vectoriales tal que w(1) = 1} es un espacio topolégico realcompacto,
y tenemos las representaciones A — C(Spec A), A* — C(Spec A*) y A —
D(Spec A*), de las que conocemos ciertas propiedades (como, por ejemplo, las
enunciadas en 1.2.10, 1.2.19, 1.2.27 y 1.4.10).

Ejemplo 2.2.3. Si X es un espacio topolégico, entonces es claro que C(X)
es una P-algebra. Como ya se hizo notar en el ejemplo 1.2.8, las definiciones
dadas anteriormente coinciden en C(X) con las nociones clésicas de “sucesién
uniformemente de Cauchy”, “sucesion uniformemente convergente”, “conjunto
uniformemente cerrado” y “conjunto uniformemente denso”. Es bien conocido
(v facil de probar) que C(X) es una ®-dlgebra uniformemente cerrada. Ademés
C(X)* son las funciones de C(X) que estan acotadas en el sentido usual, esto es,
C(X)* =C*(X); es claro que C*(X) también es una ®-algebra uniformemente

cerrada.

Teorema 2.2.4. Sea A una f-dlgebra y sea w : A — R un morfismo de
reticulos vectoriales. Si w # 0, entonces existe un unico o € R tal que para
cualesquiera a,b € A se satisface

w(ab) = aw(a)w(b).

Es claro que w(1) 20 y a = %1)

Demostracion. Fijado a € A, consideremos la forma lineal w, : A — R,
b — we(b) := w(ab). Veamos que kerw C kerw,: sea b € kerw, en cuyo caso
|b| € kerw. Segun 2.1.12 (v), para todo n € N tenemos

1 1 1
|ab] — |ab] A n|b| < - bla®> = |ab|] < |ab| A n|b| + - bla® < n|b| + - |bla?,

de modo que |w(ab)| = w(|ab]) < w(n|b| + L |bla?) = Lw(|bla?) para todo
n € N, y por lo tanto w(ab) = 0. Se deduce pues que w(ab) = A\,w(b) para
todo b € A, para algin A\, € R. Andlogamente se prueba que w(ab) = \yw(a)
para todo a € A para algin A\, € R.

Si w(a) # 0y w(b) # 0, entonces w(ab) = A\w(b) = Myw(a), y por tanto

a= W)E‘;) = % es constante y satisface w(ab) = aw(a)w(b).

Siw(a) =014 w(b) =0, entonces w(ab) = 0 porque kerw C kerw, Nker wy,
y por lo tanto la igualdad w(ab) = aw(a)w(b) es trivial. O
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Definiciones 2.2.5. Sea A un dlgebra y denotemos por Specy A el conjunto
de todos los morfismos de dlgebras de A en R. Llamaremos espectro real de
A al conjunto Specy A dotado de la topologia inicial que definen las funciones
{a : Specg A — R, w — a(w) := w(a)}qeca; es claro que Spec A es un espacio
topolégico completamente regular Hausdorff (que puede ser vacio). Diremos
que A es real-semisimple cuando el morfismo natural A — C(Specy A) sea
inyectivo. Es claro que si A es real-semisimple entonces debe ser Specp A # @
(véase 1.2.26).

Un ideal maximal M de A se dice que es real si su cuerpo residual A/M es
R, en cuyo caso el morfismo de paso al cociente A — A/M = R es obviamente
un morfismo de dlgebras. Ademas, si w: A — R es un morfismo de dlgebras,
entonces su nicleo ker w es un ideal maximal real de A. Se sigue de lo anterior
que existe una correspondencia biunivoca entre los puntos de Specy A y el
conjunto de todos los ideales maximales reales de A; en particular, cuando
Specg A # @, el ntcleo de la representaciéon A — C(Specy A) es la interseccién
de todos los ideales maximales reales de A.

El corolario siguiente puede verse en [19, Lem. 2], [71, Th. 2] 6 [14,
Cor. 2.5 (a)].

Corolario 2.2.6. Sea A una f-dlgebra. Siw : A — R es un morfismo de
reticulos vectoriales tal que w(1) = 1, entonces w es morfismo de dlgebras (y
por tanto de l-dlgebras). Como consecuencia, si A es una ®-dlgebra entonces
Spec A C Specy A.

Corolario 2.2.7. Si M es un subconjunto de una f-dlgebra A, entonces M
es un l-ideal mazximal real si y sélo si M es un l-hiperplano.

Demostracion. Si M es un l-ideal maximal real entonces es evidente que M
es un [-hiperplano. Reciprocamente, supongamos que M es un [-hiperplano
y consideremos el morfismo de paso al cociente 7 : A — A/M = R, que debe
ser un morfismo de reticulos. Como 7(1) # 0, si definimos w = ﬁl), entonces
w es un morfismo de [-dlgebras tal que kerw = kerm = M, de modo que M es
un [-ideal maximal real. ]

Corolario 2.2.8. Si A es una ®-dlgebra, entonces todo l-ideal maximal de A*
es real. Como consecuencia, la interseccion de todos los l-ideales mazximales
de A* es nula.

Demostracion. Sea M™* un [-ideal maximal de A*. De 1.1.17 y 1.1.20 se sigue
que existe un [-hiperplano H* en A* tal que M* C H*, y del corolario 2.2.7 se
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sigue que H* es un [-ideal maximal real; por lo tanto M* = H* y concluimos
que M* es un [l-ideal maximal real. La consecuencia se obtiene del teorema
1.2.6. O

2.2.9. Sea A una ®-élgebray consideremos la representacién A — D(Spec A*),
a +— a. En el teorema 1.2.19 se probé que A= {a:a € A} es un subreticulo
de D(Spec A*) y es un espacio vectorial, y que A — A es un isomorfismo de
reticulos vectoriales. Ahora tenemos ademas:

Lema 2.2.10. Dada una ®-dlgebra A, A es una l-algebra y A — A es un
isomorfismo de l-dlgebras.

Demostracion. Dadas f, g € D(Spec A*), el producto fg esta definido cuando
para cada wgy € Spec A* esté definido el limite

lim — (f(w)g(w)) -

w—w(

weR(f)NR(g)

El lema quedara demostrado si probamos que, para cualesqmera a,b € A,
el producto ab esté definido y satisface la igualdad ab = ab. Supongamos
primero que a,b > 0, en cuyo caso es claro que el producto ab esté definido.
Tenemos

ab = (\n/ a/\n) =\/ ((a An)d)

n

[a/\n ( bAkz)ﬂ :\/[(a/\n)(b/\k)],

n,k

de modo que si vemos que sobre el abierto U = R(a)NR(b) el supremo puntual

f =sup, x[(a An)(bAk)| es una funcién real y continua, entonces serd f = ab
sobre U en virtud del lema 1.4.5: dada w € U tenemos
(%)

flw) = iu}gw((a An)(bAK)) = ST}%) [w@aAn)wbAk)] = a(w)b(w),

donde en la igualdad (*) hemos usado que, segin el corolario 2.2.6, w : A* — R
es morfismo de dlgebras. De lo anterior se sigue ademds que ab = ab sobre
U, y como U es denso concluimos que ab = ab. El caso general se prueba
argumentando como en la demostracién de 1.2.19. O
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Definiciéon 2.2.11. Sea A una [-dlgebra. Dado un elemento a € A, es facil
comprobar que el conjunto S(a) = {¢ € A : |c| < |ab| para algin b € A} es
un [-ideal de A, y que es el mas pequeno de todos los [-ideales de A a los que
pertenece a. Diremos que S(a) es el [-ideal generado por a.

Lema 2.2.12. Sea A una ®-dlgebra. Si M* es un l-ideal mazximal de A*,
entonces M :={a € A: S(a) N A* C M*} es un l-ideal mazimal de A.

Demostracion. Dados a,b € M, se satisface S(a + b) C S(a) + S(b) porque
S(a)+S(b) es solido en virtud del lema 2.1.10; ademas tenemos S(a+b)NA* C
(S(a)+S(b)NA* = S(a)NnA*+S(b)NA* C M*, y por lo tanto a+b € M. Del
mismo modo, dados m € M y a € A tenemos S(am)NA* C S(m)NA* C M*,
y por lo tanto am € M. Ahora, si m € M y a € A son tales que |a| < |m|,
entonces S(a) C S(m) y por lo tanto a € M. Todo lo anterior prueba que M
es un [-ideal.

Como 1 ¢ M porque S(1) = A, tenemos M # A. Por lo tanto para probar
que el l-ideal M es maximal debemos ver que si a € A\ M entonces S(a)+M =
A. Sia ¢ M se tiene S(a) N A* ¢ M*, con lo que S(a) N A* + M* = A*, es
decir, 1 = m+b con m € M*, b € S(a) N A*, lo cual implica que |b] < |ac]
para algiin ¢ € A. Segun el corolario 2.2.7, existe un morfismo de [-dlgebras
w*: A* — R tal que M* = kerw*; como w*(1) = 1, debe ser w*(b) = 1 ya que
m € M*. Como A* es un subreticulo vectorial de C(Spec A*) (Teorema 1.2.6)
la situacién que tenemos es b € C(Spec A*) y w* € coz(b), y por tanto existe
un entorno cerrado F' de w* en Spec A* tal que F' C coz(b). Segun el corolario
1.2.12, existe d € A*, 0 < d < 1talque d(F) =0y d(w) =1 siw ¢ coz(b).
Veamos que d € M, esto es, que S(d) N A* C M*. Siu € S(d) N A*, entonces
existe v € A tal que |u| < |vd|, y como w* € R(0) N F porque R(¥) es un
abierto denso y w* € F', obtenemos

W' (w)] < [odl(@") = lim (jol(w)d(@) = lim  (jo](w)d(w)) = 0.

weR(0) weR(D)NF
pues d(F) = 0; por lo tanto u € kerw* = M*. Ahora, como d + [b| > 0y
Spec A* es compacto, existe A € R tal que 0 < A < d + |b|, de modo que
1< +d+$|b| € M+ S(a)y por lo tanto 1 € M + S(a). O

Lema 2.2.13. Sea A una f-dlgebra. Todo l-ideal primo de A estd contenido
en un unico l-ideal maximal de A.

Demostracion. Sea P un l-ideal primo de Ay seaw: A — A/P el morfismo de
paso al cociente. Veamos en primer lugar que A/P es una [-algebra totalmente
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ordenada. En efecto, para todo a € A tenemos ata™ =0 € P, luego a™ € P
6a~ € Py porlo tanto 7(a) = w(a™) >0 6 7(a) = m(—a~) < 0.

Ahora, si probamos que los l-ideales de A/P constituyen una cadena para
el orden definido por la inclusién, entonces tendremos que en A/P hay un
unico [-ideal maximal (véase 2.1.4), y por lo tanto en A hay un tnico l-ideal
maximal que contiene a P. Consideremos en A/P [-ideales I y J, y supong-
amos que existe w(a) € I\ J, donde podemos suponer m(a) > 0. Entonces
para todo b € J debe ser |b| < m(a), pues de lo contrario 7(a) estarfa en J
por ser J sélido, y por lo tanto J C 1. ]

Teorema 2.2.14. Sea A una ®-dlgebra. FExiste una correspondencia biuni-
voca entre los l-ideales maximales de A y los l-ideales maximales de A*.

Demostracion. Segun los corolarios 2.2.7 y 2.2.8, el conjunto de los [-ideales
maximales de A* es el conjunto de puntos de Spec A*. Denotemos M(A) = {I-
ideales maximales de A}; tenemos Spec A C M(A), pero en general no se
satisface la igualdad. Sea M un l-ideal maximal de A y veamos que M es
primo, de modo que M N A* serd un [-ideal primo de A*: si a,b € A son tales
que ab€ M y a ¢ M, entonces S(a) + M = Ay por lo tanto existen c € Ay
m € M satisfaciendo 1 < m + ac; debe ser b € M porque b < mb+ cab € M.
Ahora, de acuerdo con 2.2.12 y 2.2.13 tenemos las aplicaciones

Spec A* — M(A)
M*—{aecA:S(a)NnA* C M*},
M(A) — Spec A*

M +— {tnico l-ideal maximal de A* que contiene a M N A*},

que son inversa una de la otra. En efecto, consideremos M € M(A) y sea
M* el tnico l-ideal maximal de A* que contiene a M N A*;si M} ={a € A:
S(a) N A* C M*} # M, entonces M1 + M = A y del lema 2.1.10 obtenemos
A= (M +M)NA* =M NA*+MnNA* C M* lo cual es absurdo. Sean
ahora M* € Spec A* y M ={a € A:S(a)NA* C M*}; como M N A* C M*,
es obvio que M* es el tinico [-ideal maximal de A* que contiene a M N A*. O

El siguiente corolario se debe a Johnson [36, Th. 2.11]. Para probarlo él uti-
liza la representacién de una f-algebra como producto subdirecto de algebras
totalmente ordenadas. Aqui proponemos una prueba directa apoydndonos en
el teorema 2.2.14:
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Corolario 2.2.15. Sea A una ®-dlgebra. La interseccion de todos los l-ideales
mazximales de A es nula.

Demostracion. Ya sabemos que la intersecciéon de todos los [-ideales maxi-
males de A* es nula (Corolario 2.2.8). Si a € M para todo M € M(A)
entonces
alate () MnAnc () M ={0},
MeM(A) M*eSpec A*

y debe ser a = 0 porque 1 es una unidad débil en A. ]

2.3 &P-algebras uniformemente cerradas

Definiciones 2.3.1. Sea A una R-dlgebra. EI conjunto de los elementos
invertibles de A lo denotaremos por A~!. Diremos que A es estrictamente
real si para cada a € A se satisface 1 + a? € A~!. Llamaremos radical de
Jacobson de A, y lo denotaremos rad; A, a la interseccién de todos los ideales
maximales de A.

Definiciones 2.3.2. Sea A una [-algebra. Diremos que A es cerrada por
inversién acotada si para cada a € A tal que a > 1 se satisface a € AL
Diremos que en A existen raices cuadradas si para cada a € A, existe un tnico
b€ Ay tal que a = b?. Diremos que en A existe descomposicién multiplicativa
si para cualesquiera a,b € Ay se satisface [0,ab] = [0,a] - [0,b] := {cd :
c€[0,al, d € [0,b]}.

Nota. Sea A una ®-dlgebra. Se satisfacen las siguientes propiedades que
utilizaremos en lo que sigue: (i) si @ € A~! es tal que a > 0, entonces
a™!' > 0; (ii) sia,b € A™! son tales que 0 < a < b, entonces b~! < a1

La propiedad (ii) es consecuencia inmediata de (i), asi que veamos esta
dltima. Como aa™! =1 y la aplicacién A — fAl, a +— a, es un isomorfismo de
l-dlgebras, se satisfacen aa~! =1y @ > 0; entonces debe ser a~* > 0 y por lo
tanto =1 > 0.

Demostraciones alternativas de los distintos apartados del teorema que
presentamos a continuacién pueden encontrarse en [31], [33] y [57]:

Teorema 2.3.3. Sea A una ®-dlgebra uniformemente cerrada. Se satisfacen:
(i) A es cerrada por inversion acotada.
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ii) A es estrictamente real.
iii) En A existen raices cuadradas.
) En A existe descomposicion multiplicativa.
v) Todo ideal primo de A es un l-ideal. Como consecuencia, “l-ideal
mazimal ” e “ideal maximal” son nociones equivalentes en A.
(vi) FEl radical de Jacobson de A es nulo.
(vii) Todo ideal uniformemente cerrado de A es un l-ideal.

Demostracion. (i) Sea a € A, a > 1, y consideremos a € A. Es claro que la
funcién w € R(a) — ﬁ es continua y acotada, y puede prolongarse por 0 a

una funcién b de C (Spec A*) = A*. Puesto que la representacién A — A es
un isomorfismo de [-algebras y ab = 1, debe ser ab =1, es decir a € A1,

(ii) Es una consecuencia inmediata de (i).

(iii) Sea a € A, y veamos que existe b € A, tal que b? = a; la unicidad
se sigue del corolario 2.1.15. Supongamos en primer lugar que existe A € R,
A >0, tal que @ > \. Sid= (1/\)a > 1, entonces por (i) existe d~! € A*
tal que dd~' = 1. Segin el corolario 2.2.6 tenemos Spec A C Specg A, de
modo que el isomorfismo de reticulos vectoriales A* = C(Spec A*) dado por el
teorema 1.2.10 es también isomorfismo de R-algebras. Por tanto, en A*, como
en C(Spec A*), existen raices cuadradas de elementos positivos. Sea ¢ € A%
tal que ¢ = d~!; es claro que c es invertible: 1 = dd~! = (dc)c. Entonces
1 =dd ' =dc?, luego d = (1/c)? y por lo tanto a = A\d = (vV/\/c)2.

En general, sea a > 0. Si para cada n € N definimos a, = a + 1/n >
1/n > 0, entonces existe b, € A tal que b2 = a,; {by}n es uniformemente de
Cauchy: dados n, m se satisface by, + by, > 1/v/n+ 1/y/m, por lo que by, + by,
es invertible porque 1/y/n + 1/y/m lo es; si n < m tenemos

ap — Gm 1/n—1/m
0<b, — b, = < =1 -1 .
She=bn =3 o STy VR Vm
Sea b € A, tal que b, — by veamos que b? = a, esto es, que (—1/n) — a— b
dado 0 < & < 1 existe ng tal que |b, — b| < & si n > ng, por lo tanto

la — b% + 1/n| = |b2 — b?| = |b, — b||by + b
= |by, — b||by, — b+ 2b| < e(e + 2b) < (1 +2D).

(iv) Sean a,b € Ay y ¢ € [0,ab], y veamos que existen p € [0,a] y ¢ € [0, ]
tales que ¢ = pqg. Segun (iii), existe un tnico d € A4 tal que c—l—% (a—b)? = d?.
Definamos ) )

pzi(a—b)—i—d, qzi(b—a)—f—d.
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En virtud del corolario 2.1.15 tenemos d > % la — b|, de modo que p,q > 0.
Ademas

1 1 1 1
p 2(@ b)+\/c+4(a b)? < 2(@ b) + ab+4(a b)

1 1 1 1 1 1 1 1

—Z(a—b bt -a2+-b2—=~ab=—(a—b \/2 SR 4 -ab
2(@ )—i-\/a +4a +4 50 2(@ )+ ke +4 +2a
1

1
25( b) + Z(a—i—b)?:a;

del mismo se prueba que ¢ < b. Tenemos

pq = <d+;(a—b)><d—;(a—b)>:dQ—i(a—b)ch.

(v) Sean P un ideal primo de Ay a € A tales que |a| < b para algin b € P,
y veamos que a € P. Como a? = |a|?, se satisface a € P si y sélo si |a] € P,
de modo que podemos suponer a > 0. Veamos que la sucesién {a?/(b+ 1)}
es uniformemente de Cauchy (b + % es invertible): si n > k entonces

a? a? (n—k)a®>  n—k na - ka -

0< —
b+1 b+1 (mb+1)(kb+1) nk  (nb+1)(kb+1)

S|

1

k
Para obtener la tltima desigualdad basta tener en cuenta que porser 0 < a <b
se satisface ]#il < 1 para todo p € N.

Sea ¢ € A el limite uniforme de la sucsién {c, = a*/(b+ 2)}. Fijado n,
sea m > n tal que |cp,, — ¢/ < L y denotemos by, = b+ L ; tenemos

1 1 1
|a? —be| = [bycm —be| < bp|cm — |+ |c]|bm —b] < gbm+ayc| < E(b+\cy+1),

lo que implica, por ser A arquimediana, que a® = be.

(vi) Es consecuencia de (v) y del corolario 2.2.15.

(vii) Sea I un ideal uniformemente cerrado de A. Como A* es una &-
algebra uniformemente cerrada tenemos A* = C(Spec A*) (véase 1.2.10), y por
lo tanto los ideales uniformemente cerrados de A* son justamente los ideales
de C(Spec A*) que son cerrados para la topologia del supremo. Probaremos
mas adelante en el lema 3.3.7 que todo ideal de C(Spec A*) que sea cerrado
para la topologia del supremo es de la forma {f € C(Spec A*) : f(F) = 0}
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para algin cerrado F' de Spec A*, y por lo tanto es un l-ideal (véase 2.1.6).
Como I N A* es un ideal uniformemente cerrado de A*, de lo dicho se sigue
que I N A* es un [-ideal de A*. Sean a € Ay b € I tales que |a|] < |b] y sea
c= m € A*. Es claro que |ac| < |be| y que be € I N A*, de modo que
ac € I N A*; por lo tanto a = ac(1 + |b]) € I. O

Lema 2.3.4. Sean A y B ®-dlgebras uniformemente cerradas. Todo mor-
fismo de dlgebras T : A — B es un morfismo de l-dlgebras.

Demostracion. Se sigue de 2.3.3 (iii). Sea a € A. Por una parte, existe b € A
tal que |a] = b% y por lo tanto T'(|a|) = T'(b?) = T'(b)2 > 0; por otra parte
|T(a)|?> = T(a)? = T(a®) = T(|a|*) = T(Ja])?>. De todo se sigue T(|a|) =
|T'(a)|, lo que concluye la demostracién. O

Corolario 2.3.5. Si A es una ®-dlgebra uniformemente cerrada, entonces
Spec A = Specy A.

Demostracion. Es consecuencia del corolario 2.2.6 y del lema 2.3.4. O

Corolario 2.3.6. Si A es una ®-dlgebra uniformemente cerrada, entonces la
representacion A — C(Spec A) = C(Specg A) es un morfismo de l-dlgebras.

2.3.7. Sea A una ®-ilgebra uniformemente cerrada. Una consecuencia del
corolario 2.3.5 es que en A coinciden las nociones “l-semisimple” y “real-
semisimple” (véanse 1.2.25 y 2.2.5). Otra consecuencia de dicho corolario es
que el concepto de “l-cerrada por inversién” dada en 1.4.2 coincide para A
con la nocion clasica de “R-algebra cerrada por inversién”, la cual aparece
usualmente en la literatura del siguiente modo:

Definiciéon 2.3.8. Una R-dlgebra A se dice que es cerrada por inversion, si
sus elementos invertible son justamente aquellos elementos no nulos que no
pertenecen a ningun ideal maximal real de A.

Observacion 2.3.9. Si A es una $-dlgebra cerrada por inversién, entonces
debe satisfacerse Specgr A # @. En efecto, si el espectro real de A es vacio,
entonces todo elemento no nulo de A es invertible y por lo tanto A es un
cuerpo. Es inmediato comprobar que dicho cuerpo es totalmente ordenado
(véase [12, p. 57]), y como es arquimediano debe ser un subcuerpo de R
(véase [25, 0.21]). Entonces A =R y Specy A es un punto, lo cual es absurdo.

Corolario 2.3.10. Sea A una P-dlgebra uniformemente cerrada. Si A es
cerrada por inversion, entonces A es real-semisimple.
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Demostracion. Segun 2.3.9 es Specg A # . Sea a € A, a # 0, y veamos
que existe w € Specy A tal que w(a) # 0. En virtud de 2.3.3 (vi) tenemos
rady A = 0, asi que existe un ideal maximal M en A tal que a & M, es decir,
existen b€ Ay c € M tales que 1 = ab+c; como c & A~! y A es cerrada por
inversion, existe w € Specy A tal que w(c) = 0, esto es, w(a)w(b) = 1. O

Ejemplo 2.3.11. Puede suceder que una ®-ilgebra uniformemente cerrada
sea real-semisimple y que no sea cerrada por inversién. Sea A = {f € C(R) :
|f| < P para alguna funcién polinémica P}. Es claro que A es una subalgebra
y es un subreticulo de C(R), esto es, con el orden inducido por el de C(R), A
es una ®-algebra. Si {f,}, es una sucesién uniformemente de Cauchy en A,
entonces también lo es en C(R) y por lo tanto existe g € C(R) tal que f,, — ¢
uniformemente; en particular existe ng € N satisfaciendo |g — fn,| < 1, y si
P es una funcién polinémica de C(R) tal que |f,,| < P, entonces |g| < |g —
frol + | fro| < 14 Py concluimos que g € A. Por lo tanto A es uniformemente
cerrada. Ademas, A es real-semisimple porque Spec A = Specg A y A es 1-
semisimple (véanse 2.3.5 y lo dicho al comienzo de la seccién 1.3). Sin embargo
A no es cerrada por inversion: supuesto probada la igualdad Specyp A = R,
es claro que e Ae™® € A no estd en ningun ideal maximal real de A y que
(e*Nne ®)"l g A

Veamos la igualdad Specg A = R. La topologia de R es la topologia
débil definida por las funciones de A (ndtese que A contiene a la funcién
identidad de R), asi que R es un subespacio topoldgico de Specy A, que es
denso en Spec A* (véase 1.3.5). Sea w € Spec A* tal que w ¢ R y veamos
que w & Specy A, esto es, que existe ap € A4 tal que Gp(w) = +o0 (véase el
lema 1.2.22). Consideremos en A la funcién ag(z) = |z| (z € R); dadon € N,
como {x € R: |z| < n} es un compacto de Spec A* que estd contenido en R
tenemos ap(w) =  lim  ap(x) > n; por lo tanto ag(w) = +o0.

{xEI?RETmLT>n}

Definiciones 2.3.12. Sea A un anillo. Llamaremos espectro maximal de A al
conjunto Spec,,, A de todos los ideales maximales de A. Si para cada ideal I de
A escribimos [I]g := {M € Spec,,, A : I C M}, entonces la coleccién {[I]o : I
ideal de A} son los conjuntos cerrados para una topologia sobre Spec,, A,
conocida como topologia de Zariski: dada una familia {I)} ep de ideales de
A es fécil ver la igualdad (M, [Ix]o = [ X5 1a] v dados Iy, ..., I, ideales de A
tenemos [I1]oU---U[I,]Jo = [[1 N---NI,]o, pues si M es un ideal maximal de
A tal que M ¢ [I;]p para todo i, entonces existen a; € I1,...,a, € I, tales
que a; ¢ M para todo i y por tanto ai---an, ¢ M y ar---an € (); I, lo cual
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prueba la inclusién [I; N -+ N In]o C [LiJoU---U[Iy]o (la otra inclusién es
trivial); ademds tenemos [A]p = @ y [0]o = Spec,,, A.

Consideraremos siempre el espectro maximal de un anillo dotado de su
topologia de Zariski. Se satisface que Spec,,, A es un espacio topolégico com-
pacto (no necesariamente Hausdorff): si {I)} ca es una familia de ideales
de A tal que y[I\Jo = [X11a], = 9, entonces debe ser Y, Iy = Ay
por lo tanto existen Ai,...,\, € A tales que 1 € I\, +--- + I, es decir,
[I)\l]o n---N [I)\n]o = .

Si para cada a € A denotamos [a]g := {M € Spec,, A : a € M}, entonces
{[a]o : @ € A} es una base de cerrados para la topologia de Spec,, A, pues
para todo ideal I de A se satisface [I]o = (),¢;[ao-

2.3.13. Supongamos que A es una $-algebra uniformemente cerrada, en cuyo
caso tenemos Spec A C Spec,, A porque Spec A = Specp A (véase 2.3.5).
Entonces sobre Spec A podemos considerar dos topologias: la débil (que es la
que hemos venido utilizando hasta ahora) y la de Zariski (esto es, la inducida
por la topologia de Spec,,, A). Es facil ver que ambas topologias coinciden: una
base de abiertos para la primera es la coleccién {coz(a) : a € A} (véase 1.2.17),
una base de abiertos para la segunda es {Spec A \ (Spec AN alp) : a € A}, y
es claro que dado a € A se satisface coz(a) = Spec A \ (Spec AN [alo).

Definicion 2.3.14. Fijemos un anillo A. Sea S un sistema multiplicativo de
A, esto es, un subconjunto de A que satisface: 1 € S, y si a,b € S entonces

13 7

ab € S. Se define una relacién de equivalencia “~” sobre A x S como sigue:
(a,s) ~ (b,t) <= r(at—0bs)=0 paraalginr e S.

Denotemos por S™'A el conjunto cociente (A x S)/~ y por ¢ la clase de
equivalencia de un elemento (a,s) de A x S. Ahora, dotamos de estructura
de anillo a S7'A definiendo la suma y la multiplicacién de “fracciones” del
modo usual:

st s t st

El “cero” y el “uno” de S~'A son ¢ y %, respectivamente, y es claro que se

satisface la igualdad % = % siy s()lo1 si0 €S, esdecir, STTA = 0 si y sélo si
0 € S. El anillo S7!'A se denomina localizacién de A por S.

Si en un anillo es 0 # 1, entonces haciendo uso del lema de Zorn se obtiene
que en dicho anillo hay ideales maximales y por lo tanto hay ideales primos;
como consecuencia, si en S~ A no hay ideales primos, de lo dicho en el parrafo

anterior se sigue que 0 € S.

a b at + bs a b ab
— 4+ = -2
S t



2.3 ®-ALGEBRAS UNIFORMEMENTE CERRADAS 51

Definicion 2.3.15. Un anillo se dice que es de Gelfand si cada ideal primo
suyo estd contenido en un 1nico ideal maximal.

Teorema 2.3.16. Si A es un anillo de Gelfand entonces Spec,,, A es Haus-
dorff. Cuando rady A = 0 se satisface: A es de Gelfand si y sdlo si Spec,, A
es Hausdorff.

Demostracion. Supongamos que A es de Gelfand y sean My, My € Spec,, A,
My # M,. Consideremos el siguiente sistema multiplicativo de A:

S={ss':se€ A\ My, s € A\ M}.

Si probamos que en el anillo S™' A no hay ideales primos, entonces 0 € S, es
decir, existirdn s; € A\ My y so € A\ My tales que s1s2 = 0, y por lo tanto
Ur = Spec,,, A\ [s1]o ¥ U2 = Spec,, A\ [s2]o son entornos abiertos de M; y
Mo>, respectivamente, tales que Uy N Uy = @. Supongamos entonces que hay
un ideal primo I en S~ A, en cuyo caso J = {a € A : ¢ € I} es un ideal primo
de A. Si existiera s € J NS, entonces § es un elemento invertible de S—1A
que pertenece a I, lo cual es absurdo; si fuera J NS = @ entonces tendriamos
J C My N Ms, lo cual contradice el que A es de Gelfand.

Supongamos ahora que rady A = 0 y que Spec,,, A es Hausdorff. Sean P, M
y M’ ideales de A tales que P es primo, M y M’ son maximales distintos, y
P C M; debemos probar que P ¢ M’. Por hipétesis, existen a,a’ € A tales
que, si U = Spec,, A\ [a]lo y U’ = Spec,,, A\ [d]o, entonces M € U, M’ € U’
y @ =UNU’ = Spec,, A\ [ad']o. La condicién [aa’]y = Spec,, A es equivalente
a que se satisfaga aa’ € rady A = 0, de modo que debe ser aa’ = 0. Como
a ¢ P (porque a ¢ M) tenemos o’ € P; pero a’ ¢ M’, asf que P ¢ M. O

Teorema 2.3.17. Toda ®-dlgebra uniformemente cerrada es de Gelfand.

Demostracion. Basta aplicar el lema 2.2.13 porque, segin 2.3.3 (v), en una ®-
algebra uniformemente cerrada coinciden los términos “ideal primo” y “I-ideal
primo”, y coinciden los términos “ideal maximal” y “l-ideal maximal”. O

Teorema 2.3.18. Sea A una ®-algebra uniformemente cerrada. Son equiva-
lentes:
(i)  Specg A = Spec,, A;

(ii) 1 es una unidad fuerte.
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Demostracion. (i)=-(ii) La igualdad Specp A = Spec,,, A es topoldgica (véase
2.3.13), asi que la representaciéon A — C(Spec,, A) = C(Spec A) es inyectiva
porque rady A = 0 (véase 2.3.3 (vi)); como, segun el corolario 2.3.6, dicha
representacion es un morfismo de [-dlgebras, podemos identificar A con una
[-4lgebra de funciones continuas sobre un espacio topolégico compacto y por
lo tanto A* = A.

(ii)=(i) Tenemos A* = A, y como A* = C(Spec A*), concluimos que A es la
d-algebra de todas las funciones reales continuas sobre un espacio topolégico
compacto, en cuyo caso es conocido que todo ideal maximal de A es real
(véanse, por ejemplo, 3.3.9 y 3.3.11 més adelante). O

Teorema 2.3.19. Si A es una ®-dlgebra uniformemente cerrada, entonces
Spec A* = Spec,,, A (igualdad topoldgica).

Demostracion. Puesto que M(A) = Spec,, A, segin 2.2.14 tenemos que las
aplicaciones

Spec A* — Spec,, A
M*—{aecA:S(a)nA* C M*},
Spec,,, A — Spec A*

M — {unico l-ideal maximal de A* que contiene a M N A*}

son inversa una de la otra. Como ambos espacios topoldgicos son compactos
Haussdorff, bastard ver que una de las dos anteriores aplicaciones es continua
para probar que son homeomorfismos. Veamos que Spec,, A — Spec A* es
continua. Sean My € Spec,, A y wo € Spec A* tales que M = kerwy es el
unico [-ideal maximal de A* que contiene a MyN A*. La familia {coz(a) : a €
A%, a & My} constituye una base de entornos de M{. Sea entonces a € A%
tal que a ¢ M{ y denotemos r = wp(a) > 0. Consideremos en Spec,, A el
abierto U = {M € Spec,, A : (a —7/2)" ¢ M}. En primer lugar tenemos
que My € U, pues si (a —7/2)" € My, entonces (a —r/2)T € Myn A* C Mg
y por lo tanto 0 = wp(a — r/2)* = r/2V 0 > 0, lo cual es absurdo. Dado
M € U, si M* es el unico [-ideal maximal de A* que contiene a M, entonces
debemos ver que M* € coz(a): puesto que 0 = (a —r/2)*(a —r/2)~ tenemos
(a—1/2)7 € M, de lo que se deduce, al ser a acotado, que (a —r/2)” € M*;
entonces r/2 —a € M* por ser M* sélido y por lo tanto a ¢ M*. O

En el siguiente teorema se presenta la caracterizacién que dio Plank [57]
de la ®-dlgebra C(X) cuando X es un espacio topolégico Lindelof. Aunque
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la primera de estas caracterizaciones fue obtenida por Henriksen y Johnson
[31, Th. 5.4], ésta fue mejorada posteriormente por Mréwka [51], Plank [57]
y, més recientemente, por Stokke [67]. Una parte de la prueba que se da aqui
de este teorema estd tomada de Garrido y Montalvo [21].

Recordemos que un espacio topolégico X se dice que es Lindelof, si de cada
recubrimiento abierto de X puede extraerse un recubrimiento numerable.

Teorema de Caracterizacion 2.3.20. Una ®-dlgebra A uniformemente
cerrada y cerrada por inversion es l-isomorfa a C(X) para algin espacio
topoldgico Lindeldf X, si y sélo si, todo ideal propio uniformemente cerrado
de A es interseccion de ideales mazimales reales.

Demostracion. Sea A una ®-dlgebra uniformemente cerrada y cerrada por
inversién, en la que todo ideal propio uniformemente cerrado es interseccién
de ideales maximales reales. Empecemos probando que Spec A es Lindelof,
para lo cual consideremos un recubrimiento abierto U de Spec A. Sea [ el
conjunto de los elementos a € A para los que existe una subfamilia numerable
U, de U tal que U, es un recubrimiento de coz(a). Es claro que I es un ideal:
I # @ porque 0 € I; si a,b € I entonces U, U U, es un recubrimiento de
coz(a — b); sia € I y b € A entonces U, es un recubrimiento de coz(ab).
Veamos que I es uniformemente cerrado. Sea {a,}, una sucesién de I que
converge uniformemente a un elemento a € A, y denotemos V = U,U,,,. Si
probamos que V es un recubrimiento de coz(a) entonces serd a € I: sea
{en}n una sucesién decreciente de escalares positivos que converge a 0 tal que
|an, — a| < e, para todo n € N; dada w € coz(a) = coz(|a|) tenemos

w(la]) = w(lan|) < wllan —af) <en,

luego w(|am,|) > 0 para algun m, esto es, w € coz(ay,).

Si I # A, entonces por hipétesis existe My € Spec A tal que I C My, de
modo que si tomamos U € U con la condicién My € U, entonces existe a € A
tal que My € {M € Spec A :a ¢ M} = coz(a) C U, es decir, existe a € I tal
que a € My, lo cual es una contradiccién. Asi que debe ser 1 € I = A, y por
lo tanto existe una subfamilia numerable U; de U que es un recubrimiento de
coz(1) = Spec A.

Veamos que cada cocero de Spec A es un cocero de A, es decir, sea f €
C(Spec A) y veamos que existe a € A tal que C = {w € Spec A : f(w) # 0} es
igual a coz(a). Por una parte, como Spec A tiene la topologia débil dada por
A, se satisface C' = |, C; donde cada C; es un cocero en A; por otra parte, C
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es una unién numerable de cerrados, C' = | J,,{w € Spec A : |f|(w) > 1/n}, vy
por lo tanto es un subespacio de Lindelof de Spec A; de todo se sigue que existe

una sucesion {an}, en A tal que C = |J,, coz(ay). Por ser A uniformemente
1 _aj
n 27 1+a2
satisface C' = coz(a).
Probemos ahora la inclusién C*(Spec A) C A. Fijemos f € C*(SpecA) y

sea ¢ > 0. Para cada n € Z, consideremos el cocero C,, de A definido como

cerrada la serie > define un elemento a de A, y es claro que se

C,, = {w € Spec A : |f(w) —ne| < e}
={weSpecA:(n—1e < f(w) < (n+1)e}

=con((f=(n=1e)" v ((n+ 1= 1)),

y sea a, € Ay tal que C),, = coz(ay); como f es acotada tenemos a, = 0 (esto
es, C,, = @) salvo a lo sumo para un ndmero finito de enteros n. Sea a =
>, an € A (es una suma finita); es claro que w(a) > 0 para todo w € Spec A,
de modo que como A es cerrada por inversién tenemos a € A~!. Si definimos
b, = ana™', n € Z, entonces Zn b, = 1. Dado w € C}, tenemos

> nw(bn) = (k — Dw(bp_1) + kw(be) + (k + Dw(bpsa)

= —w(bp—1) + w(bp41) + k(an(bn)>

=k + w(bps1) —w(bp—1),

luego ‘ > o nw(bn) — k‘ < 2, es decir, }6 > o nw(bn) — 6]43’ < 2¢; por lo tanto

e> nw(by) — f(w)' < 3e.

Hemos probado que existe ¢ = ¢y, nb, € A tal que [c— f| < 3¢, luego f € A.

Veamos ya la igualdad A = C(Spec A). Dada f € C(Spec A) denotemos
="+ y fo=("+1. Como0<1/fi <1y0<l1/fp <1
tenemos 1/f1,1/fa € C*(Spec A) C A; por lo tanto fi, fo € A y concluimos
que f=fi— fa € A.

Reciprocamente, sea X un espacio topolégico Lindelof, y supongamos que
I es un ideal uniformemente cerrado de C(X) que no esté contenido en ningiin
ideal maximal real. Entonces {coz(f)}fes es un recubrimiento abierto de X,
pues de lo contrario existiria w € X tal que el ideal maximal real {f € C(X) :
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f(w) = 0} contiene a I. Como X es Lindeldf existe una sucesion { fy, }, en I tal
que X = J,, coz(fy); podemos suponer 0 < f,, <1 para todo n porque, segin
2.3.3 (vii), I es sélido. Por ser I uniformemente cerrado la serie f = In

n 2n
define un elemento de I; es claro que f(w) # 0 para todo w € X, de modo
que f es invertible y por lo tanto I = A, esto es, I no es propio. ]

2.3.21. Terminaremos esta seccién analizando el comportamiento de las ®-
algebras uniformemente cerradas al pasar al cociente por un l-ideal. La mayor
parte de los resultados estdn tomados del trabajo de Plank [57]. (Recuérdense
las definiciones 2.2.1.)

Lema 2.3.22. Para una l-dlgebra A son equivalentes:
(i) A es una f-dlgebra;
(ii) a™ Aca”™ =0 para cualesquiera a € A, c € A.

Demostracién. (i)=(ii) Es trivial porque a™ A a~ = 0 para todo a € A.
(ii))=(1) Dados a,b,c € A tales que a A b = 0 se satisface a A cb =
(a—aAnb)Ae(b—aAb)=(a—bT Acla—b)~ =0. O

Proposiciéon 2.3.23. Sea T : A — B un morfismo epiyectivo de l-dlgebras.
Se satisfacen:

(i) Si A es f-dlgebra, entonces B es f-dlgebra.

(il) Si A es uniformemente cerrada, entonces B es uniformemente cerrada.

Demostracién. (i) Sean b,d € B con d > 0, y veamos que se satisface b A
db™ = 0, con lo cual terminariamos si aplicamos el lema 2.3.22: consideremos
a,c € A tales que T'(a) =by T(c) = d; puesto que T(|c|) = |T(c¢)| = |d| = d,
podemos suponer ¢ > 0 y por lo tanto

bt Adb =T(a)" AT(c)T(a)” =T(a" Aca™) =T(0) =0.

(ii) Observemos en primer lugar que si @ € A y ¢ > 0 son tales que
|T(a)|] < ¢, entonces T'(—eVaAe)=—eVT(a) Ne =T(a). Sea {an}, una
sucesion de A tal que {T'(a,)}, es uniformemente de Cauchy en B. Tomando
(si fuese preciso) una subsucesién, podemos suponer que para todo n € N se

satisface .

T (an+1) = T(an)| = [T(ant1 — an)l < o7 -

Para cada n € N definimos b, = 5—,} V (ant1 — an) A 2%, de modo que tenemos

bn| < 5= v T(by) = T(an4+1) — T(ay). Sitomamos ¢, = by + - -+ + by, (donde
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bop = a1), entonces {cy }y, es uniformemente de Cauchy en A porque |c, —¢q| =
|bpr1+- - +by < zip cuando ¢ > p, de modo que existe a € A tal que ¢, — a.
Tenemos T'(¢y,) = T(ant1) — T(a). O

Definiciéon 2.3.24. Sea a un elemento de una [-dlgebra A. Se dice que a es
infinitesimal si |a| < 1/n para todo n € N.

Es obvio que cuando A es arquimediana se satisface: a es infinitesimal si
y s6lo si a = 0.

Lema 2.3.25. Sea I un l-ideal propio de una ®-dlgebra A y seam: A — A/I
el morfismo de paso al cociente. Dado a € A, son equivalentes:

(i) a estd en la clausura uniforme de I;

(ii) m(a) es infinitesimal en A/I.

Demostracion. (i)=-(ii) Para cada n € N sea a,, € I tal que |a, —a| < 1/n.
Entonces

m(a)] < |m(a —an)| + |w(an)| = 7(la — an]) < 1/n.

(ii)=(i) Supongamos que |r(a)| < 1/n para todo n. Si definimos b, =
=L va AL tenemos |b,| < 1/ny m(by) = m(a); por lo tanto, si a, = a — by,
entonces {ay,}, es una sucesién de I que converge uniformemente a a. O

Proposicion 2.3.26. Sea I un l-ideal propio de una ®-dlgebra uniformemente
cerrada A. Son equivalentes:

(i) I es uniformemente cerrado;

(ii)  A/I es una ®-dlgebra.

Demostracion. Sea m: A — A/I el morfismo de paso al cociente. De acuerdo
con (i) de la proposicién 2.3.23 debemos probar: A/I es arquimediana si y
sélo si I es uniformemente cerrado.

Supongamos que I es uniformemente cerrado y sean a,b € A tales que
m(a) > 0y m(na) < m(b) para todo n € N; como 1+ |b| es invertible tenemos

1
’7’[’(1 f|b|>‘ < ., Dbara todo n € N,
es decir, m(a/(1+1b])) es infinitesimal; del lema 2.3.25 se sigue que a/(1+1b|) €
I y por lo tanto 7(a) = 0.

Reciprocamente, si A/I es arquimediana, entonces dado a € A tenemos:
a estd en la clausura uniforme de I < m(a) es infinitesimal < 7(a) = 0 <
ael O



Capitulo 3
Algebras Topolodgicas

Comienza el capitulo con una seccion preliminar en la que se presentan al-
gunas definiciones y resultados previos bien conocidos de la teoria de Espa-
cios Localmente Convexos. En la segunda seccién se introduce el “espectro
topoldgico” de un dlgebra topoldgica y se estudian las algebras localmente m-
convexas, generalizandose para las R-algebras topoldgicas racionales algunas
propiedades bien conocidas de las C-algebras topolégicas simétricas. Final-
iza el capitulo con una tercera seccién donde se estudia el caso particular de
Cr(X), el élgebra de todas las funciones reales y continuas sobre un espacio
topoldgico completamente regular X, dotada de la topologia de la convergen-
cia compacta.

3.1 Preliminares

En esta secciéon daremos las nociones basicas de la teoria de espacios vectori-
ales topoldgicos localmente convexos, y recordaremos algunos resultados bien
conocidos que no demostraremos y que necesitaremos para el desarrollo pos-
terior de la Memoria. Dichos resultados pueden consultarse, por ejemplo, en
el libro de Kothe [42] 6 en el de Schaefer [64].

En adelante K denotarda R 6 C, y diremos “espacio vectorial” en lugar
de “K-espacio vectorial” cuando K sea indistintamente R 6 C, é cuando el
cuerpo K esté claro en el contexto. Siempre que se considere una topologia
sobre K ésta serd su topologia usual. Por ultimo, dado A € C, || serd el
médulo del nimero complejo A y A denotaré el complejo conjugado de \; en
particular, si A € R entonces || serd, como en capitulos anteriores, el valor

o7
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absoluto de .

Definiciones 3.1.1. Sea E un espacio vectorial. Dados subconjuntos A y B
de E, diremos que A absorbe a B si existe A\g € K tal que B C \A siempre
que |A| > |Ao|, y diremos que A es absorbente si absorbe a todo subconjunto
finito de E. Un subconjunto ) de E se dice que es equilibrado si AQQ C @
para todo A € K tal que |[A\| < 1. Si @ es un subconjunto equilibrado de E,
entonces es inmediato comprobar que () es absorbente si y sdlo si para todo
x € Fexiste A € R, A > 0, tal que Az € (). Diremos que un subconjunto C' de
E es convexo si x,y € C implica que Az + (1 — \)y € C para todo A € [0,1],
y diremos que C' es absolutamente convexo si es convexo y equilibrado.

La familia de todos los subconjuntos absorbentes de E es cerrada por inter-
secciones finitas, y la familia de todos los subconjuntos convexos (equilibrados)
de E es cerrada por intersecciones cualesquiera.

Definicion 3.1.2. Un espacio vectorial topoldgico es un espacio vectorial F
dotado de una topologia para la cual son continuas las aplicaciones EXE — FE,
(r,y)—mx+y, yKx E— E, (\x)— \x.

Sea E un espacio vectorial topoldgico. Un subconjunto de E se dice que
es acotado si es absorbido por todo 0O-entorno. Es facil comprobar que todo
subconjunto finito de E es acotado, es decir, que todo 0-entorno es un conjunto
absorbente.

3.1.3. Sea E un espacio vectorial topoldégico y sea ¢ una base de 0-entornos
en F. Dado z € E, la traslaciéon E — E, y — x + y, es un homeomorfismo,
por lo que una base de entornos de x es x +U = {x + U : U € U}. Como
consecuencia de lo anterior se sigue que la clausura de un subconjunto A de E
es Nyeu(A+U). Otra consecuencia es que para que E sea Hausdorff basta
con que para todo z € E, z # 0, exista U € U tal que = ¢ U, esto es, que
Nueu U = 0. Lo anterior se expresa diciendo que E es Hausdorff si y sélo si
el subespacio trivial 0 es cerrado.

Definiciones 3.1.4. Sea E un espacio vectorial topolégico. Una red {zq }acr
en F se dice que es de Cauchy si para todo 0-entorno U existe ag € I tal que
To —xg € U sia,B > ap. Se dice que E es completo si es Hausdorff y toda
red de Cauchy de F es convergente.

Sea F' un subespacio vectorial de E; en particular F' con la topologia de
subespacio es también un espacio vectorial topoldgico. Si E es completo,
entonces se satisface: I’ es completo si y sélo si F' es cerrado en FE.
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3.1.5. Si E es un espacio vectorial topologico Hausdorff, entonces existe un
espacio vectorial topolégico completo E, conocido como complecién de E, que
estd dotado de una aplicacién lineal e inyectiva E < FE tal que (la imagen de)

E es denso en E y la topologia de E es la inducida por la de E.

Definiciones 3.1.6. Llamaremos espacio localmente convexo, a todo espa-
cio vectorial topoldgico en el que exista una base de 0-entornos formada por
conjuntos convexos. Se satisface que la complecion de un espacio localmente
convexo Hausdorff es también localmente convexo. En un espacio vectorial
topoldgico, se denomina tonel a todo subconjunto que sea absorbente, abso-
lutamente convexo y cerrado.

Sea E un espacio localmente convexo. Es facil comprobar que en E existe
una base de 0-entornos formada por toneles, aunque en general no es cierto
que todo tonel sea un 0-entorno. Llamaremos espacio tonelado a todo espacio
localmente convexo Hausdorff en el que todo tonel es un 0-entorno. Tampoco
es cierto, en general, que todo subconjunto absolutamente convexo de E que
absorbe a los acotados sea un 0-entorno. Llamaremos espacio bornolégico a
todo espacio localmente convexo Hausdorff en el que todo subconjunto abso-
lutamente convexo que absorbe a los acotados es un 0-entorno.

3.1.7. Es claro que toda aplicacién lineal y continua definida entre espacios
vectoriales topolégicos transforma conjuntos acotados en conjuntos acotados.
Si E es un espacio localmente convexo Hausdorff, entonces E es bornolégico
si y sélo si toda forma lineal £ — K que transforme acotados en acotados es
continua. Otro resultado importante que no probaremos es el siguiente: todo
espacio bornolégico y completo es un espacio tonelado.

Definiciones 3.1.8. Sea E un espacio vectorial. Llamaremos seminorma
sobre E a toda funciéon q : F — R que, para cualesquiera z,y € E'y A € K,
satisfaga,

gz +y) <q@)+qy), qAz)=|Nq(z);

en particular debe ser ¢(z) > 0 para todo =z € E' y ¢(0) = 0. Si ademés
q(z) = 0 implica 2 = 0, entonces diremos que ¢ es una norma.

Sea ahora B un subconjunto absorbente de E. Para cada z € E estd
definido el numero real no negativo gg(x) = inf{\ > 0 : = € AB}, de
modo que tenemos una aplicacién ¢g : £ — R que se denomina funcional
de Minkowsky de B; es claro que si B es ademds absolutamente convexo
entonces gp es una seminorma.
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3.1.9. Sea E un espacio vectorial y sea I' una familia de seminormas sobre
E. Dado zg € E, los conjuntos de la forma

{reE:qlx—1x0)<e,. ..,qn(x—x0) <} (q1,---,qn €T, €>0)

constituyen una base de entornos de xg para una topologia sobre E que se
dice que estd definida por la familia I'. De las propiedades de las seminormas
se sigue inmediatamente que E dotado de dicha topologia es un espacio local-
mente convexo; ademas, dada g € I', si B = {x € E : ¢(x) < 1} es la bola
unidad cerrada de q entonces B es un tonel tal que ¢ = ¢p.

Reciprocamente, supongamos que E es un espacio localmente convexo y
sea U una base de 0-entornos en E formada por toneles. Entonces la topologia
de E coincide con la definida por la familia de seminormas I' = {qy : U € U},
y para cada U € U se satisface que U es la bola unidad cerrada de qg;.

De todo lo anterior se sigue que una topologia sobre un espacio vectorial lo
dota de estructura de espacio localmente convexo, si y sélo si, dicha topologia
puede definirse por una familia de seminormas.

3.1.10. Sea E un espacio localmente convexo y sea I' una familia de semi-
normas sobre E que definen su topologia. Es inmediato comprobar que E es
Hausdorff si y s6lo si para todo z € E, z # 0, existe ¢ € " tal que ¢(z) # 0.

3.1.11. Sea V un subconjunto absorbente y absolutamente convexo de un
espacio vectorial E y consideremos la seminorma gy . Se satisfacen las inclu-
siones

{reF:quv(x) <1} CV C{zreF:qy(x) <1}.

Como consecuencia, si F es un espacio vectorial topolégico tenemos: V es un
0-entorno si y solo si qy : F — R es continua.

Por otra parte, dado un subconjunto C' de E, es claro que C' es absorbido
por V siy sélo si gy (C) es un acotado de R. Como consecuencia, si E es un
espacio localmente convexo y I' es una familia de seminormas que definen su
topologia, entonces C' es un acotado de E si y sélo si ¢(C') es acotado para
toda g €T

Definiciones 3.1.12. Diremos que un espacio vectorial topolégico E es metriz-
able, si existe una distancia sobre FE que define su topologia. Se denomina
espacio de Fréchet a todo espacio localmente convexo que sea metrizable y
completo.
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La compleciéon de un espacio vectorial topoldgico metrizable es también
metrizable, de modo que la complecién de un espacio localmente convexo
metrizable es un espacio de Fréchet.

3.1.13. Sea E un espacio vectorial topoldogico. Si E es completo entonces
es secuencialmente completo, esto es, cada sucesion de Cauchy de E es con-
vergente. En general no es cierto el reciproco. Si E es metrizable, tenemos
entonces que F es completo si y sélo si E es secuencialmente completo.

3.1.14. Sea F un espacio vectorial topologico. Si E es metrizable, entonces
es Hausdorff y cada punto suyo tiene una base numerable de entornos, como
ocurre en todo espacio topoldgico metrizable. El “teorema fundamental de
metrizabilidad” afirma que esas dos propiedades caracterizan a los espacios
vectoriales topoldgicos que son metrizables, esto es, “E es metrizable si y sélo
si E es Hausdorff y tiene una base numerable de 0-entornos”.

Como consecuencia, si F es Hausdorff tenemos (véase 3.1.9): E es local-
mente convexo y metrizable si y sélo si la topologia de E puede ser definida
por una familia numerable de seminormas.

3.1.15. Sean F un espacio vectorial topoldgico, F' un subespacio vectorial de
Eym:E — E/F el morfismo de paso al cociente. La topologia cociente
sobre E/F (esto es, la topologia final de la aplicacién 7), dota a E/F de
estructura de espacio vectorial topoldgico para la cual el morfismo 7 es con-
tinuo y abierto. Como ademéas E/F es Hausdorff si y sélo si F es cerrado, del
teorema fundameneal de metrizabilidad se sigue que si E es metrizable y F
es un subespacio cerrado de F, entonces E/F es también metrizable.

Ademds, si E es metrizable y completo, entonces E/F es completo para
todo subespacio cerrado F' de FE.

Definicién 3.1.16. Se denomina par dual a toda terna (E,F, B) formada
por dos K-espacios vectoriales E, F' y una forma bilineal B : £ x F' — K con
las siguientes propiedades:

(a) dadoz € E\ {0} existe y € F' tal que B(x,y) # 0;

(b) dado y € F\ {0} existe € F tal que B(x,y) # 0.

Las propiedad (a) se resume diciendo que F' “separa” puntos de E; andloga-
mente para (b).

3.1.17. El par dual asociado de modo natural a un espacio vectorial E es
la terna (E, E%, (—, —)), donde E¢ denota el dual algebraico de E (el espacio
vectorial de las formas lineales sobre E), y donde dados z € E, u € E4 es
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(x,u) := u(z). Si (E,F,B) es un par dual, entonces tenemos definida la
aplicacién lineal F — E9 y +— B(—,y), que es inyectiva porque F separa
puntos de F; de este modo se identifica F con un subespacio vectorial de E¢
y B con la restriccién de (—, —) al subespacio £ x F de E x E?. Lo anterior
justifica el nombre de “par dual”.

Si F es un subespacio vectorial de E? tal que (E, F, (—, —)) es un par dual,
entonces diremos abreviadamente que “(F, F') es un par dual”.

3.1.18. Un problema que se plantea de modo natural es el siguiente: dados
un espacio vectorial E y un subespacio vectorial F' de E¢, jes (E, F) un par
dual?, es decir, /F separa puntos de E? (FE siempre separa puntos de F).
Veamos un caso particular muy importante. Sea E un espacio localmente
convexo y sea E' = {u € Ed oy continua} su dual topolégico, que es un
subespacio vectorial de E?. Si E’ separa puntos de E entonces es claro que
E es Hausdorff, y del conocido teorema de Hahn-Banach se sigue que si E es
Hausdorff entonces E’ separa puntos de E. Resumiendo, (E, E’) es un par
dual si y sélo si E es Hausdorft.

Definicién 3.1.19. Dado un par dual (E, F), se define la topologia débil
sobre E asociada al par (E, F) como la topologia inicial en E definida por
las formas lineales de F'; dicha topologia se denota por o(F, F'). Del mismo
modo se define la topologia débil o(F, E) sobre F asociada al par (E, F).

3.1.20. Sea (E, F) un par dual. Si para cada u € F consideramos la semi-
norma ¢, : £ — R, z — |u(z)]|, entonces o(E, F) es la topologia definida por
la familia {¢, : v € F'} y por lo tanto (E,c(E, F')) es un espacio localmente
convexo Hausdorff. Ademads, dado B C FE tenemos: B es o(FE, F')-acotado si
y s6lo si u(B) es un acotado de K para todo u € F' (véase 3.1.11).

Definiciones 3.1.21. Sea (E, F') un par dual. Una topologia 7 sobre E se dice
que es compatible con el par dual (E, F), si (F,T) es un espacio localmente
convexo tal que (F,7) = F, en cuyo caso 7 debe ser Hausdorff en virtud de lo
dicho en 3.1.18. La topologia débil o(E, F') es la menos fina topologia sobre F
que es compatible con el par dual (E, F). Se satisface que existe la més fina
topologia sobre E que es compatible con el par dual (E, F'); dicha topologia
se denota por u(E, F) y se denomina topologia de Mackey sobre E asociada
al par dual (E, F).

Definicién 3.1.22. Sea (F, F') un par dual. Dado un subconjunto B de E
se define su polar como el subconjunto B° de F' dado por la igualdad

B°={u€eF : |u(x)|<1Vaze B}.
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Del mismo modo, si C' es un subconjunto de F' entonces su polar es C° =
{r el :|ulx)<1VYueC}CE.

3.1.23. Sean (FE, F') un par dual y B C E. Es claro que B° es un subconjunto
absolutamente convexo de F' que es o(F, E)-cerrado, de modo que a B° sélo le
falta ser absorbente para ser un o(F, E)-tonel; ademas, de lo dicho en 3.1.11
se sigue que B es o(F, F)-acotado si y sélo si B° es absorbente; como con-
secuencia tenemos que B° es o(F, E)-tonel si y s6lo si B es o(FE, F)-acotado.
Por otra parte, el “teorema de la bipolar” afirma que B°° es el conjunto maés
pequeno absolutamente convexo y o(E, F')-cerrado de E que contiene a B.

3.1.24. Sea (E, F') un par dual. Terminaremos esta seccién dando dos impor-
tantes propiedades que se satisfacen para todo par dual, y enunciando algunas
consecuencias suyas.

(a) Los conjuntos acotados son los mismos para todas las topologias sobre
E compatibles con el par (E, F'). En particular, si E es un espacio localmente
convexo Hausdorff y E’ es su dual topoldgico, entonces un subconjunto B de
E es acotado si y sélo si u(B) es acotado para todo u € E' (véase 3.1.20).
(b) Los conjuntos convexos cerrados son los mismos para todas las topologias
sobre E compatibles con el par (E, F'), y como consecuencia lo mismo ocurre
con los toneles. En particular, si £ es un espacio localmente convexo Haus-
dorff y consideramos el par dual (E, E'), entonces un subconjunto B de E es
absolutamente convexo y cerrado si y sélo si B = B°® (véase 3.1.23).

(¢) Todo espacio bornolégico estd dotado de su topologia de Mackey. En
efecto, si E es un espacio bornolégico, entonces es Hausdorff y tenemos el par
dual (E, E’) con el cual es compatible la topologia de E; ademds, de lo dicho
en (a) se sigue que todo 0-entorno absolutamente convexo para p(FE, E') es un
0-entorno en E.

3.2 Algebras localmente m-convexas

Esta seccién esta dedicada a establecer algunas propiedades de las R-dlgebras
localmente m-convexas que necesitaremos mas adelante. Para ello seguiremos
la presentacién dada en [60, Cap. II], la cual se divide en los siguientes eta-
pas: en primer lugar se dan las definiciones basicas de la teoria de dlgebras
topoldgicas; seguidamente se comprueba que el estudio de las R-dlgebras
topoldgicas que nos interesan aqui, las racionales, es equivalente al estudio de
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cierta clase bien conocida de C-algebras topoldgicas, las simétricas; a contin-
uacién se dan algunas propiedades fundamentales de las C-algebras de Banach
y se trasladan, mediante la equivalencia mencionada, a las R-algebras de Ba-
nach racionales; para terminar extendemos, en lo posible, dichas propiedades
a las R-algebras localmente m-convexas racionales.

Se debe a Gelfand, con la publicacién de su importante trabajo [23], el
impulso que tuvo en los anos cuarenta el estudio de las algebras de Banach.
Arens [4, 5, 6] introdujo las algebras localmente m-convexas como una general-
izacién de las dlgebras normadas, aunque fue Michael en su memoria [45] quien
mas aportd en la generalizacién para las C-algebras localmente m-convexas de
los resultados fundamentales de las C-algebras de Banach.

A los tres autores mencionados se deben, esencialmente, los resultados que
probaremos en esta seccion.

Definicion 3.2.1. Llamaremos anillo topoldgico a todo anillo A dotado de
una topologia que haga continuas sus operaciones:

AxA 5 A(suma), AxA - A (producto), A~! LN (paso al inverso) .

Lema 3.2.2. Si B es un anillo topoldgico y {7;}icr es una familia no vacia
de topologias sobre B tal que (B,7;) es un anillo topoldgico para todo i €
I, entonces la topologia union T = U;erm; satisface que (B, T) es un anillo
topoldgico.

Demostracion. Si para cada i € I denotamos B; = (B, 7;) e I; : B — B; es el
morfismo identidad correspondiente, entonces 7 = U;cr7; es, por definicién, la
topologia inicial definida por las aplicaciones {I; : B — B;};cs. Por lo tanto,
la demostracion se sigue del hecho de que para cada ¢ € I los cuadrados

BxB X BxB,  BxB X B xp Bt L. pt
+J, l-ﬁ- l l invl linv
I; I; I;
B —— Bz 5 — Bl 5 B —— Bz
son conmutativos. O

Corolario 3.2.3. Si T : A — B es un morfismo de anillos y A es un
anillo topoldgico, entonces existe sobre el anillo B la mds fina topologia que lo
dota de estructura de anillo topolégico para la cual T es continuo. Dicha
topologia tiene la siguiente propiedad universal: “cualesquiera que sean el
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anillo topologico C' y el morfismo de anillos ¢ : B — C, ¢ es continuo si
y solo si T es continuo”.

Demostracion. Basta aplicar el lema 3.2.2, teniendo en cuenta que la coleccién
de todas las topologias sobre B que hacen de B un anillo topoldgico tal que
T : A — B es continuo es no vacia (la topologia trivial esté en ella). O

Observaciéon 3.2.4. Sea A un anillo topoldgico y sea I un ideal de A. Si
m: A — AJI es el morfismo de paso al cociente, no sabemos si la topologia
final que define 7 sobre A/I (la topologia cociente) dota a A/I de estructura de
anillo topolégico, pues no sabemos si para dicha topologia es continuo el “paso
al inverso” (con la suma y el producto no hay problemas). Por dicho motivo,
cuando hablemos del “anillo topolégico A/I”, debe quedar claro que no nos
referimos al anillo A/I dotado de su topologia cociente, sino a la topologia
definida por 7 segun el corolario 3.2.3.

Veremos en el teorema 3.2.14 que ambas topologias coinciden cuando A es
un algebra localmente m-convexa.

Definicion 3.2.5. Una K-dlgebra topoldgica es una K-dlgebra A dotada de
una topologia con la cual es un anillo topolégico y el morfismo estructural K —
A es continuo. Es claro que toda K-algebra topoldgica es de modo natural un
K-espacio vectorial topologico. Un morfismo de K-algebras topolégicas es un
morfismo de K-dlgebras entre K-algebras topolégicas que es continuo. Dadas
K-4lgebras topolégicas A y B, con Homg (A, B) denotaremos el conjunto de
todos los morfismos de K-dlgebras topoldgicas de A en B.

En adelante diremos “dlgebra” en lugar de “K-algebra” cuando el cuerpo
K esté claro por el contexto, 6 cuando sea indistintamente R 6 C.

Definiciones 3.2.6. Sea A un algebra. Un subconjunto U de A se dice que
es idempotente si UU C U. Diremos que un subconjunto de A es (absoluta-
mente) m-convexo si es (absolutamente) convexo e idempotente. Llamaremos
m-seminorma (m-norma) sobre A a toda seminorma (norma) ¢ : A — R que
satisfaga g(ab) < q(a)q(b) para cualesquiera a,b € A.

Definicion 3.2.7. Llamaremos algebra localmente m-convexa a toda algebra
dotada de una topologia con la que es un espacio localmente convexo en el
que existe una base de 0-entornos formada por conjuntos absolutamente m-
CONVexos.

3.2.8. Sea A un algebra. Siq: A — R es una seminormay U es la bola unidad
cerrada de ¢, entonces es facil comprobar que ¢ es m-seminorma si y sélo si
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U es idempotente. Por lo tanto, una topologia sobre A la dota de estructura
de algebra localmente m-convexa, si y sélo si, dicha topologia puede definirse
por una familia de m-seminormas (véase 3.1.9).

Teorema 3.2.9. Toda dlgebra localmente m-convexa es un dlgebra topoldgica.

Demostracion. Sea A un édlgebra localmente m-convexa, y sea I' una familia
de m-seminormas que definen su topologia. De las propiedades de las m-
seminormas se sigue inmediatamente que la suma, el producto y el morfismo
estructural son continuos. Para ver que la aplicacién A~' — A de paso al
inverso es continua, basta comprobar que es continua para la topologia que
define cada ¢ € I', comprobacién que basaremos en la demostracion dada en
[62, Th. 1.4.8] cuando ¢ es una m-norma.

Sea entonces ¢ € 'y sea v € A™!; dado a € A tal que u+a € A™1, existe
b € A satisfaciendo que (u +a)™! = u~! +b. Veamos que dado £ > 0 existe
§ > 0 tal que si g(a) < & entonces q(b) < e. Si g(u™!) = 0, entonces g(1) = 0
y por tanto ¢ = 0. Supongamos que q(u~') > 0. Tenemos

=W +b)(uta)=1+u"a+bu+tab,
por lo tanto u~'a + ub + ab = 0, de donde obtenemos
q(b) < (a(u™))%a(a) + a(a)q(b)a(u™),
es decir,

q(b){1 — g(a)g(u™")} < (g(u™"))?q(a). (%)

Sea 0 < ¢ < g(u™!) y tomemos § = W; si g(a) < § entonces

g(a)g(u™) < dg(u™) = <1/2,

&
2q(u1t)

(u™ )} y de la desigualdad (x) obtenemos ¢(b) <
= D

por lo tanto 1/2 < {1—¢ (a

)q
2(q(u™"))*q(a) < 2(q(u™1))d

Definiciones 3.2.10. Llamaremos dlgebra normable a toda algebra local-
mente m-convexa Hausdorff cuya topologia pueda definirse con sélo una m-
seminorma (que debe ser m-norma segin lo dicho en 3.1.10).

Diremos que un algebra topoldgica es metrizable (completa), si como es-
pacio vectorial topoldgico es metrizable (completo).

Llamaremos dlgebra de Fréchet a toda algebra localmente m-convexa que
sea metrizable y completa, y llamaremos dlgebra de Banach a toda &algebra
normable que sea completa.
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Observaciones 3.2.11. (a) En la literatura sobre dlgebras topoldgicas, es
usual que un algebra localmente m-convexa sea Hausdorff por definicion.

(b) Normalmente, un “dlgebra de Banach” se define como un par (A4, || ||)
donde A es un dlgebra topoldgica completa y || || es una m-norma sobre A que
define su topologia, de modo que la m-norma || || forma parte de la estructura
del 4lgebra de Banach. El motivo de nuestra definicién es que de las algebras
de Banach sélo nos van a interesar sus propiedades topolégicas.

3.2.12. Dada un algebra localmente m-convexa Hausdorff A, su complecién A
(construida considerando A como un espacio vectorial topolégico) resulta ser
también un 4lgebra localmente m-convexa tal que la inyeccién natural A — A
es un morfismo de dlgebras; ademds, si A es un dlgebra normable (metrizable)
entonces, A es un algebra de Banach (Fréchet) (véase [44, p. 22]).

3.2.13. Sea A un &lgebra localmente m-convexa y sea I' una familia de
m-seminormas que definen su topologia. En I' tenemos el siguiente orden:
dadas ¢q1,q2 € T, 1 < g2 cuando ¢i1(a) < g2(a) para todo a € A. Ademds,
si q1,...,q, € T entonces la funcién max{qi,...,q,} es también una m-
seminorma, y es claro que la familia { max{qi,-.-,qn} : q,.--,qn €, n € N}
define sobre A la misma topologia que I'. Por lo tanto podemos suponer siem-
pre que la familia I' es dirigida superiormente, esto es, que satisface: dados
q1,q2 € I existe qp € T" tal que max{q1, ¢} < go. Cuando I' es dirigida su-
periormente, una base de entornos de ag € A la forman los conjuntos de la
forma {a € A:q(ap—a) <e}congelye>0.

Si el algebra localmente m-convexa A es metrizable, entonces podemos
suponer que su topologia estd definida por una “sucesién creciente” de m-
seminormas 1 < g2 < -+ <@y <o

Teorema 3.2.14. Si I es un ideal propio de un dlgebra localmente m-convexa
A, entonces el dlgebra A/I dotada de su topologia cociente es un dlgebra local-
mente m-conveza (y en particular es un anillo topoldgico). Es claro que A/I
es Hausdorff si y sélo si I es cerrado.

Demostracion. Seaw: A — A/I el morfismo de paso al cociente, y denotemos
por 7 la topologia cociente de A/I. Veamos en primer lugar que la aplicacién
m: A — (A/I,T) es abierta: si U es un abierto de A, m(U) es abierto de
(A/I,7)siy sélosim (m(U)) es un abierto de A (por definicién de topologia
cociente); pero 7~ H(m(U)) = Uue (@ + U), por lo que terminamos si tenemos
en cuenta que para cada a € A la traslacion b € A — a+b € A es un
homeomorfismo.
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Consideremos ahora una familia dirigida superiormente de m-seminormas
I" sobre A que definen su topologia, y para cada ¢ € I" definamos g: A/I — R
por la igualdad

g(m(a)) =inf{g(a+c¢) : ce I} (a€ A).

Dada ¢ € T, la funcién g estd bien definida y satisface g(w(a)) > 0, g(An(a))
= |Ag(m(a)) para cualesquiera a € A y A € K. Sean ahora a,b € Ay
e > 0. Por definicién de g, existen ¢,d € I tales que ¢(a + ¢) < G(n(a)) + €,
q(b+d) <q(n(b)) + ¢, y por lo tanto

q(m(a) + (b)) < gla+b+c+d) <q(n(a)) +q(n(b)) + 2¢,
q(m(a) (b)) < q(r(a))a(r(b)) + [a(m(a)) +(m(b)] & +&*;

con esto se prueba que g es una m-seminorma sobre A/I.

Denotemos por 7 la topologfa definida por la familia T' := {g: ¢ € I'} en
A/I. Puesto que 7 es una aplicacién abierta para 7 y I' es dirigida superior-
mente, los entornos basicos de cero para 7 son de la forma m({a € A : ¢(a) <
e}) con g € 'y e > 0. Si consideramos un 0-entorno bésico para 7,

V ={n(a) € A/I : max{q,(7(a)),...,q,(7(a))} < e}

con qi,...,q, € I'y € > 0, basta tomar en I' una m-seminorma ¢ que domine
a la familia {q1,...,qn} y obtenemos

n7({a€ A :qla)<e})CV,

lo que prueba 7 < 7. Para la otra desigualdad veamos que dados € > 0 y
q € I se satisface

{m(a) € A/T : G(m(a)) <e} Cn({a € A:qa) <e});

en efecto, si w(a) es tal que g(m(a)) < e, entonces existe ¢ € I tal que g(a+c) <
e, de modo que para @ = a + ¢ tenemos 7w(a) = 7(a) y ¢(a) < e. O

Corolario 3.2.15. Sea I un ideal cerrado propio de un dlgebra localmente
m-conveza A. Si A es metrizable (normable, Fréchet, Banach), entonces A/I
también es metrizable (normable, Fréchet, Banach).

Demostracion. Con la notacién de la ultima demostracién, si A es metrizable
(normable) entonces A/I es metrizable (normable) porque las familias I' y T’
tienen el mismo cardinal; para concluir la demostracién basta tener en cuenta
que, segun 3.1.15, si A es metrizable y completa entonces A/I es completa. [J
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Definiciones 3.2.16. Sea A un dlgebra topoldgica. Cada elemento a € A
define una funcién a : Homg(A,K) — K, w — a(w) := w(a). Llamare-
mos espectro topoldgico de A al conjunto Homg (A, K) dotado de la topologia
inicial definida por dichas funciones, la cual se conoce como topologia de
Gelfand. De la definicién se sigue que dicho espacio topoldgico, que denotare-
mos por Spec; A, es completamente regular Hausdorff; nétese que puede ser
Spec; A = @ (pénganse K =R y A = C). El morfismo natural de K-dlgebras
A — C(Spec, A) se conoce como representacion espectral de A. Diremos que A
es semisimple cuando su representacion espectral sea inyectiva, en cuyo caso,
razonando como en 1.2.26 tenemos que debe ser Spec, A # &. Dado a € A,
llamaremos ceros de a al conjunto (a)o := {w € Spec; A : a(w) = 0}, que es
un cerrado de Spec; A, y dado un ideal I de A, los ceros de I es el conjunto
(1) := Naer(a)o = {w € Spec; A : a(w) = 0 para todo a € I}.

Veamos que Spec; A se identifica de modo natural con los ideales maxi-
males cerrados de A cuyo cuerpo residual es K. Por una parte, cada w €
Spec,; A es el morfismo de paso al cociente por el ideal maximal kerw, que es
cerrado por ser w continua. Por otra parte, si M es un ideal maximal cerrado
de A tal que A/M = K, entonces A/M es Hausdorff y por tanto A/M = K
topoldgicamente (un conocido teorema de Riesz afirma que la tinica topologia
que dota a K de estructura de espacio vectorial topoldgico Hausdorff es la
usual); por lo tanto el morfismo de paso al cociente A — A/M es continuo.

Supongamos que Spec, A # . Segun el parrafo anterior, podemos definir
el radical de A como la interseccién de todos los ideales maximales cerrados de
A de cuerpo residual K, resultando que el nicleo de la representacion espectral
es justamente rad A, es decir, A es semisimple si y sélo si rad A = 0.

Puesto que Spec,; A es una parte del espectro maximal de A, sobre Spec; A
podemos considerar la topologia inducida por la topologia de Zariski de
Spec,, A (véase 2.3.12). Dicha topologia serd siempre menos fina que la
topologia de Gelfand porque sus cerrados son los conjuntos de la forma Spec, AN
[Ilo = ({)o con I un ideal de A. Diremos que A es regular si sobre Spec, A
coinciden las topologias de Gelfand y de Zariski. Trivialmente, si Spec; A = @
entonces A es regular.

Definicién 3.2.17. Sea A una R-algebra y consideremos el R-espacio vecto-
rial Ac := A x A. Podemos dotar de modo natural a Ac de estructura de
C-algebra, con el morfismo estructural C — Ac, o + i — (o, 3), y con el
siguiente producto: dados (ai,az), (b1,b2) € A X A,

(a1,a2) - (b1, b2) := (a1b1 — az2b2, a1bs + azby).
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Es claro que Ac es una R-dlgebra que estd dotada de un morfismo natural
de R-dlgebras A — Ac, a — (a,0), que es inyectivo. Llamaremos a Ac la
complejificacion de A.

Teorema 3.2.18. (Propiedad universal de la complejificacién)

Dadas una R-dlgebra A y una C-dlgebra B, todo morfismo de R-dlgebras
T : A — B factoriza de modo inico a través de A — Ac por un morfismo de
C-dlgebras T : Ac — B.

Demostracién. La aplicacién T : Ac — B, T(a1,a2) = T(a1) +iT(az) es el
unico morfismo de C-algebras buscado. O

Definicién 3.2.19. Llamaremos *-dlgebra (estrella dlgebra) a toda C-algebra
B dotada de un morfismo involutivo de anillos B = B, b — b*, que satisface
\* = X\ para todo \ € C.

La complejificacion Ac de una R-dlgebra A es de modo natural una *-
algebra con la involucién (a1, a2)* = (a1, —asg).

Definiciones 3.2.20. Llamaremos dlgebra racional a toda R-algebra A que
carezca de puntos complejos no reales en Spec,, A, esto es, que satisfaga: si
w : A — C es un morfismo de R-dlgebras entonces Imw = R.

Llamaremos dlgebra simétrica a toda *-algebra B tal que ¢(b*) = ¢(b)
para todo morfismo de C-algebras ¢ : B — C y todo b € B.

Proposicion 3.2.21. Una R-dlgebra A es racional si y solo si la C-dlgebra
Ac es simétrica.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que A es racional y sea ¢ : Ac —
C un morfismo de C-algebras. De acuerdo con el teorema 3.2.18,siw: A — C
es la composicién 4 — A¢ 2 C, entonces ¢ = @, esto es, p(a1,a2) = wlay) +
iw(az); por hipétesis debe ser Imw = R, de modo que w(aj) — iw(az) =
w(ar) +iw(ag), es decir, p((a1,a2)*) = (a1, asz).

Reciprocamente, supongamos que Ac es simétrica y sea w : A — C un
morfismo de R-algebras. Dado a € A tenemos (a,0)* = (a,0), de modo que
w(a) =w(a,0) = ©((a,0)*) = w(a) y por tanto w(a) € R. O

Ejemplo 3.2.22. Toda R-édlgebra estrictamente real es racional (véase 2.3.1).
En efecto, supongamos que A es una R-dlgebra estrictamente real y sea w :
A — C un morfismo de R-édlgebras. Como Imw es un subespacio vectorial de
C que contiene a R, debe ser Imw = R 6 Imw = C. Si ocurriera lo segundo
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existiria a € A tal que w(a) = i, esto es, w(1 + a?) = 0, lo cual contradice el

que 1 + a? sea un elemento invertible de A; por lo tanto debe ser Imw = R.
Como consecuencia de lo anterior se sigue que las algebras usuales de fun-

ciones reales (continuas, continuas y acotadas, diferenciables) son racionales.

Definiciones 3.2.23. Llamaremos dlgebra topologica racional a toda R-alge-
bra topoldgica que sea un algebra racional. Llamaremos dlgebra topolégica
simétrica a toda C-algebra topolégica que sea un dlgebra simétrica cuya in-
volucién es continua.

Teorema 3.2.24. Para cada R-dlgebra topoldgica A tenemos que Ac = Ax A

dotada de su topologia producto es una C-dlgebra topoldgica cuya involucion

es continua. FEs claro que el morfismo candnico de R-dlgebras A — Ac es

continuo e induce en A su topologia. Ademds tenemos:

(i) A esun dlgebra topoldgica racional si y sélo si Ac es un dlgebra topoldgica
simétrica;

(il) A es Hausdorff si y sdlo si Ac es Hausdorff;

(iii) A es completa si y sélo si Ac es completa.

Demostracion. Es facil ver que la suma y el producto de Ac y el morfismo
estructural C — A¢ son continuos. Como la involuciéon de A¢ es un morfismo
de anillos, es claro que un elemento (aj,a2) € Ac es invertible si y sélo si
a3 + a3 es invertible en A, en cuyo caso (a1,a2) ! = (a? + a3) (a1, a2)*; por
lo tanto el paso al inverso en Ac es continuo porque la involucién A¢ = Ac
es, trivialmente, continua. La afirmacién (i) se sigue de la proposicién 3.2.21.
Por tdltimo, dados espacios vectoriales topoldogicos E y F', es conocido que
el espacio producto E x F' es Hausdorff (completo) si y sélo si E'y F' son
Hausdorff (completos), de modo que se satisfacen (ii) y (iii). O

Teorema 3.2.25. Si A es un dlgebra topoldgica racional, entonces el espectro
topologico de A es canonicamente homeomorfo al espectro topoldgico de Ac.
Como consecuencia tenemos:

(i) A es regular si y sélo si Ac es reqular;

(il) A es semisimple si y sdlo si Ac es semisimple.

Demostracion. Por una parte, cada morfismo de C-dlgebras ¢ : Ac — C
compuesto con el morfismo canénico A — Ac nos da un morfismo de R-

algebras A ok, C que valora en R por ser A racional; por otra parte, cada
morfismo de R-algebras w : A — R define el morfismo de C-algebras & :



72 CAPITULO 3 ALGEBRAS TOPOLOGICAS

Ac — C, (a1,a2) — w(a1) +iw(az). Del teorema 3.2.18 se sigue que dicha
correspondencia es biunivoca. Como ademds es claro que w es continua si
y sblo si w es continua, concluimos que la aplicacion Spec, A — Spec, Ac,
w — @, es biyectiva. Para concluir que esta biyeccion es un homeomorfismo
basta tener en cuenta que las funciones complejas {a +ib: a,b € A} definen
sobre Spec; A la misma topologfa inicial que la funciones de A.

El que A sea regular significa que una base de cerrados en Spec; A es la
coleccién {(a)p : a € A}, por lo que (i) se sigue de la igualdad ((a1,az2))o =
(a1)o N (az)o. Para ver (ii) basta tener en cuenta que el que A sea semisimple
significa que para cada a € A, a # 0, existe w € Spec; A tal que w(a) #0. O

Lema 3.2.26. Sea B una C-dlgebra y sea q : B — R una m-seminorma real,
es decir, tal que dados b € B y A € R se satisface q(\b) = |\|q(b). La funcion

p(b) =suplg(\b) : A€ C, A =1} (b€ B)
es una m-seminorma compleja que define sobre B la misma topologia que q.

Demostracion. Veamos que qp esta bien definida. Si para algin A € C, X # 0,
se satisface g(A) = 0, entonces ¢ = 0 (por ser A invertible) y no hay nada que
probar. Supongamos entonces que ¢ # 0, con lo que ¢ define una m-norma real
sobre C que la dota de estructura de R-espacio vectorial topolégico Hausdorff,
y por tanto ¢ define sobre C su topologia usual. Ahora, fijado b € B, la
aplicacién A € C — ¢(Ab) € R, es continua porque q(Ab) < q(\)g(b), y por lo
tanto estd acotada sobre el compacto {A € C : |A| = 1}.

Es claro que cualesquiera que sean b, b’ € B se satisfacen p(b + V) <
p(b) +p(b') y p(bb') < p(b)p(b'); ademds, sib € By a € C, y tomamos A\g € C
con [Ng| =1y a = |alAo, entonces

p(ab) = sup{g(rabd) : |A| =1} = sup{lalg(AoAb) : |A| =1} = |a|p(b),

con lo que queda probado que p es una m-seminorma compleja. Ahora, por
una parte p > ¢, y por otra parte tenemos p < p(1l)g. Por lo tanto p y ¢
definen la misma topologia . O

Teorema 3.2.27. Una R-dlgebra topoldgica A es localmente m-convexa si y
solo si la C-dlgebra topoldgica Ac es localmente m-conveza.

Demostracion. Si Ac es localmente m-convexa, entonces es claro que A con la
topologia inducida por la de Ac¢ es también localmente m-convexa. Supong-
amos ahora que I' es una familia de m-seminormas sobre A que definen su
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topologia. Para cada ¢ € I" definimos la funcién ¢+ : Ac — R por la igualdad

gt (a1,a2) = q(a1) + q(az) ((a1,a2) € Ac) .

Es facil ver que la familia {g" : ¢ € T'} estd formada por m-seminormas reales
que definen la topologia producto de Ac = A x A, por lo que aplicando el
lema 3.2.26 obtenemos que Ac es localmente m-convexa. O

Del anterior teorema (y su demostracién) y de los apartados (ii) y (iii) del
teorema 3.2.24 obtenemos:

Corolario 3.2.28. Una R-dlgebra localmente m-convera A es metrizable
(Fréchet, normable, Banach) si y solo si la C-dlgebra localmente m-convezxa
Ac es metrizable (Fréchet, normable, Banach).

De los siguientes resultados relativos a las algebras de Banach no pro-
baremos el conocido teorema de Gelfand-Mazur (Teorema 3.2.31), ya que su
demostracién (que puede verse en [24]) hace uso de herramientas que se salen
del 4mbito de esta memoria.

Lema 3.2.29. Los elementos invertibles de un dlgebra de Banach forman un
abierto. Como consecuencia, todos los ideales maximales de un dlgebra de
Banach son cerrados.

Demostracion. Sea A un algebra de Banach y sea || || una m-norma sobre A
que define su topologia. Si definimos U = {a € A : |1 — a|| < 1}, entonces
es claro que U es un entorno de 1 contenido en A~!, ya que para cada a € U
la serie 1 + (1 —a) + (1 —a)? + --- converge a a~!. Ahora, dado b € A~!
tenemos bb~! = 1, y de la continuidad del producto se sigue que existe un
entorno V de b tal que b~'V C U. Bastara probar que V C A~ Sice V,
entonces cb~! € U y por lo tanto cb™! es invertible, de lo que se sigue que ¢
es invertible.

Para obtener la consecuencia basta observar que la clausura de un ideal
de un &lgebra topoldgica es también un ideal. O

Corolario 3.2.30. Sea A un dlgebra normable y sea || || una m-norma sobre

A que define su topologia. Para cualesquiera a € A y w € Spec, A tenemos

lw(a)| < |lal|. Como consecuencia se siguen:

(i) el espectro topoldgico de A es candnicamente homeomorfo al de su com-
plecion;

(ii) si A es regular entonces también lo es su complecion.
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Demostracion. Puesto que la norma de la complecién de A extiende a la norma
de A, y dado que todo morfismo continuo de K-algebras w : A — K se extiende
de modo tnico a la complecion, es claro que para probar la primera parte del
enunciado podemos suponer que A es un algebra de Banach. Sean a € A y
w € Spec, A; si fuera |w(a)| > |la|| > 0 entonces

-0l -5

y segun se probd en el lema anterior tendriamos que 1 — ﬁ es invertible; en

particular sera
a w(a)
0 l———)=1- =0
#o(i-a) =1 S =

<1

lo cual es absurdo; por lo tanto debe ser |w(a)| < ||al|.

Denotemos ahora por A la complecién de A. La inclusién i : A — A
induce una aplicacién continua Spec, A — Spec, A, w +— woi = wi4, que es
biyectiva. Veamos que es abierta, esto es, dado a € A y el abierto U = {w €
Spec; A : a(w) > 0} de Spec; A, veamos que U = i(U) también es abierto de
Spec; A. Sean wg € U y a = wo(a); consideremos a’ € A tal que |la —d'|| < §
y veamos que el entorno abierto V = {w € Spec, A : |d/(w) — a| < §} de wo
en Spec; A satisface V C U: si w € V entonces

w(a) = a| < |w(a—d)|+|w(d) —al <[la—d|+ 7 <

| Q

9

] Q

por lo que debe ser w(a) > 0, esto es, w € U.

Por 1ltimo, si A es regular una base de la topologia de Spec, A es {w €
Spec, A : a(w) # 0}aea, de modo que una base de la topologia de Spec, A es
{w € Spec; A : a(w) # 0}4ea y por lo tanto A también es regular. O

Teorema 3.2.31 (Gelfand-Mazur). Si A es una C-dlgebra de Banach que
es cuerpo, entonces A es isomorfa (y por tanto homeomorfa) a C.

Corolario 3.2.32. Todo ideal mazximal de una C-dlgebra de Banach tiene
a C por cuerpo residual. Como consecuencia, el espectro topolégico de toda
C-dlgebra de Banach es no vacio.

Demostracion. Sea A una C-algebra de Banach y sea M un ideal maximal de
A. Como M es cerrado en virtud de 3.2.29, del corolario 3.2.15 se sigue que
A/M es una C-dlgebra de Banach que es cuerpo, y aplicando el teorema de
Gelfand-Mazur obtenemos A/M = C.
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Ahora, utilizando el argumento cldsico que hace uso del lema de Zérn
obtenemos que en Ac¢ hay ideales maximales, de modo que de la primera
parte se sigue que el espacio topoldgico Spec, A es no vacio. O

Teorema 3.2.33 (Gelfand-Mazur version real). Sea A una R-dlgebra de
Banach que es cuerpo. Tenemos:

(i)  si A es racional entonces es isomorfa (y homeomorfa) a R ;

(ii) si A no es racional entonces es isomorfa (y homeomorfa) a C.

Demostracidn. Supongamos en primer lugar que A es racional, en cuyo caso
Spec, A = Spec, Ac (véase el teorema 3.2.25). Como, segin 3.2.28, Ac es
una C-dlgebra de Banach, del corolario 3.2.32 se sigue que Spec; A es no
vacio. Para concluir la demostracién basta tener en cuenta que el tinico ideal
maximal de A es el ideal trivial 0.

Supongamos ahora que A no es racional. La demostracién de este caso es
algebraica. Por hipétesis existe un morfismo de R-algebras w : A — C tal que
Imw = C, de modo que basta tener en cuenta que w es inyectivo porque A es
cuerpo, para concluir que w es un isomorfismo. ]

Corolario 3.2.34. Todo ideal maximal de un dlgebra de Banach racional es
real. Como consecuencia, el espectro topolégico de toda dlgebra de Banach
racional es no vacio.

Demostracion. Andloga a la de 3.2.32, utilizando ahora la versién real del
teorema de Gelfand-Mazur. O

A continuacion extendemos a las dlgebras localmente m-convexas racionales
los resultados que acabamos de ver para las algebras de Banach racionales.
Dichas extensiones (en el caso complejo) se deben a Arens [6] y a Michael
[45], quienes las dieren en un contexto més general. Nosotros sélo consid-
eramos el caso conmutativo y unitario, y daremos las demostraciones que
aparecen en [52]. En el teorema 3.2.36 enunciamos el conocido como “prin-
cipio de invertibilidad” de Arens (véase [6, Th. 7.1]), el cual no probaremos;
una demostracién de este resultado puede verse en [9, p. 199] 6 en [52].

3.2.35. Sean A un é&lgebra localmente m-convexa y I' una familia de m-
seminormas que definen su topologia. Dada ¢ € T, si Ny = {a € A : ¢(a) = 0}
es el ideal de nulidades de ¢, entonces sobre A/N, esté definida la m-norma
|mq(a)|lq = g(a), donde w4 : A — A/N, es el morfismo de paso al cociente
(podemos suponer ¢ # 0 para que el ideal N, sea propio y A/N, sea un
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algebra). Si denotamos A, = (A/Ny, || ||q), la topologia de A es justamente la
topologfa inicial definida por la familia de morfismos de algebras {my, : A —
Agtqer. Dado un ideal I de A, para cada ¢ € I' tenemos que I, = my([) es
un ideal en A, porque 7, epiyectiva, y si J es otro ideal en A, de lo dicho se
sigue que I es denso en J siy sélo si I; es denso en J, para todo ¢ € I'; en
particular, I es cerrado en A siy sélo si I, es cerrado en A, para todo g € I'.

Teorema 3.2.36. Sea A un dlgebra localmente m-convexa Hausdorff y com-
pleta, y sea ' una familia dirigida superiormente de m-seminormas que de-
finen la topologia de A. Con la notacion de 3.2.35, si para cada q € I' deno-
tamos por Ay la complecién de A,, entonces un elemento a € A es invertible,
si y solo si, para cada q € I' es invertible el elemento aq == m4(a) € Zq.

Corolario 3.2.37. Si A es un dlgebra localmente m-convexa Hausdorff y com-
pleta, entonces en A no hay ideales principales que sean propios y densos.

Demostracion. Supongamos que existe a € A tal que el ideal principal a - A
es denso, y veamos que entonces a - A = A. Sea I' una familia dirigida
superiormente de m-seminormas que definen la topologia de A y utilicemos
la notacién del teorema 3.2.36. Para toda ¢ € T’ tenemos que a, - 4, es un
ideal denso en Zq porque a4 - Aq es denso en A, ; como segun el lema 3.2.29 en
A, no hay ideales propios y densos, concluimos que debe ser a, - A, = A, es
decir, a, es invertible en Zq. Aplicando el pricipio de invertibilidad de Arens
obtenemos que a es invertible en A. O

Teorema 3.2.38. Sea A un dlgebra localmente m-convexa Hausdorff racional.
Se satisfacen:

(i)  todo ideal no denso de A estd contenido en algin ideal mazimal cerrado;
(ii)  todo ideal mazximal cerrado de A tiene a R por cuerpo residual;

(iii) el espacio topoldgico Spec, A es no vacio.

Demostracion. Cuando A es de Banach la demostracion es consecuencia del
lema 3.2.29 y del corolario 3.2.34.

Supongamos ahora que A es normable y sea A su complecién, que también
es racional. En efecto, dado un morfismo de R-algebras w : A — C, w es
continuo porque su nucleo es cerrado en virtud del lema 3.2.29, y como w(A) =
R y A es denso en A, concluimos que w(A) = R. Sea ahora I un ideal no
denso de A (como por ejemplo un ideal maximal cerrado), y denotemos por I
la clausura de I en A. Dado a € A, por la continuidad del producto tenemos
a-1 C I; como consecuencia, si b € I entonces b-A C I,y por lo tanto b-A C I.
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Lo anterior prueba que I es un ideal de A. Ademds tenemos que la clausura de
Ien AesINA,demodo que I es un ideal propio de A. Aplicando el teorema
a A tenemos que existe un ideal maximal en A (que debe ser cerrado) de
cuerpo residual R y que contiene a I, esto es, existe un morfismo de dlgebras
topoldgicas w : A — R que se anula sobre I. Es claro que ker(wy4) es un ideal
maximal cerrado de A de cuerpo residual R que contiene a I. Esto demuestra
las partes (i) y (ii) del teorema en el caso normable.

Veamos el caso general. Sea I' una familia de m-seminormas que de-
finen la topologia de A y sea I un ideal no denso de A. Con la notacién
de 3.2.35, existe una m-seminorma ¢ € I' tal que I, es un ideal no denso del
algebra normable A,. Es inmediato comprobar que el cociente por un ideal
de un &lgebra racional es también racional, por lo que podemos aplicar el
caso anterior a A, y obtenemos que existe un ideal maximal cerrado en A, de
cuerpo residual R que contiene a I, esto es, existe un morfismo de algebras
topoldgicas w : A; — R que se anula sobre I;,. Es claro que ker(womy) es
un ideal maximal cerrado de A de cuerpo residual R que contiene a I. Esto
demuestra completamente las partes (i) y (ii) del teorema.

Para probar (iii) basta tener en cuenta que en A hay ideales no densos (el
ideal 0 es cerrado por ser A Hausdorff), de modo que de (i) y (ii) se sigue que
en A existen ideales maximales cerrados de cuerpo residual R. O

Corolario 3.2.39. Sea A un dlgebra localmente m-convexa Hausdorff racional.

Si A es completa se dan las siguientes propiedades:

(i) un elemento a € A es invertible si y solo si w(a)#0 para todo
w € Spec, A;

(ii) el nicleo de la representacion espectral de A es su radical de Jacobson,
esto es, rad A =rad A.

Demostracion. (i) Seaa € A. Sia es invertible entonces es obvio que w(a) # 0
para todo w € Spec, A. Reciprocamente, si w(a) # 0 para todo w € Spec, A4,
esto es, si a no estd contenido en ningun ideal maximal cerrado, entonces a- A
es denso en virtud de 3.2.38 (i), y del corolario 3.2.37 se sigue que a- A = A,
es decir a es invertible.

(ii) Es claro querady A C rad A. Supongamos que existe un ideal maximal
My en A tal que rad A no estd contenido en Mj; entonces existen a € rad A
y b € My tales que 1 = a + b. De acuerdo con (i), existe un ideal maximal
cerrado M en A tal que b € M, y como a € M se sigue que 1 € M, lo cual es
una contradiccién. O
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Corolario 3.2.40. Sea A una R-dlgebra localmente m-convera Hausdorff y
completa. Son equivalentes:

(i) A es estrictamente real;

(ii) A es racional.

Demostracion. Siempre es cierto que (i) implica (ii) (véase el ejemplo 3.2.22).
Reciprocamente, si A es racional y a € A, entonces basta aplicar de (i) del
corolario anterior para obtener que 1 + a? es invertible. ]

Vamos a terminar esta seccion viendo que para toda &dlgebra normable
racional A, el espacio topoldgico Spec; A es compacto y la representacién
espectral A — C(Spec; A) es continua si se considera C(Spec; A) dotada de su
topologia de la convergencia compacta. Por simplificar lo probamos en el caso
regular, que es el que necesitaremos mas adelante. Una demostracién del caso
general (en su versién compleja) puede verse en [24, §4 y §5].

Teorema 3.2.41. Si A es un dlgebra normable racional y regular, entonces
el espacio topoldogico Spec, A es compacto y la representacion espectral A —
Cr(Spec; A) es continua.

Demostracion. Segtin hemos visto en la demostracién del teorema 3.2.38, la
complecién de A también es racional, por lo tanto, de (i) y (ii) del corolario
3.2.30 se sigue que es suficiente demostrar el teorema cuando A es un algebra
de Banach.

Supongamos entonces que A es un dlgebra de Banach. En virtud de 3.2.29
y 3.2.38 (ii) tenemos que todo ideal maximal de A es real y cerrado, de modo
que por ser A regular tenemos la igualdad topoldgica Spec, A = Spec,, 4, y
por lo tanto el espectro topolégico de A es compacto. La continuidad de la
representacion espectral de A es una consecuencia inmediata de la desigualdad
probada en el corolario 3.2.30. ]

3.3 El algebra localmente m-convexa Ci(X)

La 1dltima seccién de este capitulo la dedicaremos al estudio del algebra topolégica
Cr(X), que serd nuestro ejemplo de referencia a lo largo de toda la memo-
ria. Nos centraremos aqui en las relaciones que hay entre las propiedades
topoldgicas de X y las de Cp(X).
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3.3.1. Sea X un espacio topoldgico y consideremos el algebra C(X) de todas
las funciones reales y continuas definidas sobre X. Para cada subconjunto
compacto K de X denotaremos por qx la m-seminorma definida por la igual-
dad ¢k (f) = max{|f(z)| : z € K} (f € C(X)); la familia {¢x : K compacto
en X} define sobre C(X) la denominada topologia de la convergencia uni-
forme sobre los conjuntos compactos de X (abreviadamente, topologia de la
convergencia compacta); dicha topologia la denotaremos por 7 y escribiremos
Ce(X) = (C(X), 7k).

Cuando X es compacto Hausdorff, gx es la norma del supremo en C(X),
que generalmente denotaremos || ||; es claro que en este caso la topologia de
Cr(X) esta definida por esa norma, y es bien conocido que dicha topologia es
completa; por lo tanto Cx(X) es un algebra de Banach.

Es inmediato comprobar que la topologia de la convergencia compacta es

funtorial en el siguiente sentido: si X — Y es una aplicacién continua entre

espacios topoldgicos, entonces el morfismo de algebras Ci(Y) ok, Cr(X) es
continuo.

3.3.2. Sea X un espacio topolégico Hausdorff. Para cada subconjunto Y de
X tenemos el morfismo de restriccién C(X) — C(Y), f = fjy, que es un
morfismo de élgebras cuyo nucleo es el ideal Iy = {f € C(X) : f(Y) =0}. El
bien conocido teorema de extension de Tietze afirma que si X es normal e Y es
cerrado entonces dicho morfismo es epiyectivo, en cuyo caso C(Y) = C(X)/Iy,
siendo el morfismo de restriccién justamente el morfismo de paso al cociente
C(X)—C(X)/Iy.

Una generalizacién del teorema de extension de Tietze afirma que si X es
completamente regular e Y es compacto, entonces C(Y) = C(X)/Iy; ademas,
dada g € C(Y'), su extensién f € C(X) puede tomarse de modo que se satisfaga
sup{|f(z)| : x € X} = sup{|g(y)| : y € Y}. En efecto, como todo compacto
de un espacio topolégico Hausdorff es cerrado, tenemos que Y es un cerrado
de BX y por lo tanto existe h € C(B8X) tal que hyy = g; si a = max{[g(y)] :
ye€Y}yh=—aVhAa,entonces f = hx € C(X).

3.3.3. Sea K un subconjunto compacto de un espacio topolégico completa-
mente regular Hausdorff X. Sobre C(K) = C(X)/Ix tenemos tres topologias:
la de la convergencia compacta 7, la cociente (considerando sobre C(X)
la topologia de la convergencia compacta) que denotaremos por 7., y la de
algebra normada descrita en 3.2.35: Ix = Ny, (C(X)/Ik, | |qx); denotemos
esta tltima por 7,4,.. Veamos que 7, = 7. = 74,. La topologia 7 viene definida
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por la norma del supremo || || en C(K). La topologia 7, esta definida por la
familia de m-seminormas {Gy : K’ compacto en X }, donde dada g € C(K) es

ax(9) = nf{gr: (f) - f € C(X), fix = g}

v g (f) = sup{|f(x)| : € K'} (véase la demostracién del teorema 3.2.14).

Es inmediato que || |lgx = @x = || ||oo, de modo que se satisface 7, = 74 .
De la funtorialidad de la topologia de la convergencia compacta se sigue que
el morfismo de restriccién C(X) — Ci(K) es continuo, por lo que aplicando
el corolario 3.2.3 obtenemos que el morfismo identidad (C(K),7.) — Cx(K) es
continuo, esto es, 7, < T.. Para ver la desigualdad 7. < 7, comprobemos que
para todo compacto K’ de X se satisface Gy < || ||oo: dada g € C(K) existe
una extensién h € C(K’' U K) de g tal que

sup{|h(z)] : 2 € K'UK} = sup{|g(x)| : z € K} ;
sea ahora f € C(X) tal que figrux = h, y por tanto fix = g; tenemos

Trer(9) < ar(f) < qour (f) = sup{|f ()| : 2 € K' UK}
= sup{|h(2)| : € K'U K} = sup{lg(z)| : 2 € K} = [[gloc -

Lema 3.3.4. Sea X un espacio topolégico normal Hausdorff, y sea C' un
subcongunto cerrado de X. Sobre C(C) = C(X)/Ic coinciden la topologia
cociente y la topologia de la convergencia compacta.

Demostracion. Denotemos por 7 la topologia cociente. Es claro que la iden-
tidad
(€(C),7) = C(C)

es continua (puesto que el morfismo de restricciéon Cip(X) — Cr(C) es con-
tinuo). Para probar que la identidad en el otro sentido es continua tenemos
que ver: dado un compacto K de X, existen A\ > 0 y un compacto K’ de C
tales que G < Apgs, donde pgs es la m-seminorma sobre C(C') definida por
el compacto K’ y

dx(9) = inf{gx (f) : f €C(X), fic=9} (9 €C(C)),

siendo ¢x la m-seminorma sobre C(X) definida por el compacto K.
Si K NC = @, entonces g = 0 y no hay nada que probar. Supongamos
que K’ = K N C es un compacto no vacio. Dada g € C(C), sea f € C(X) tal
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que fic = g y denotemos o = qi(f), 8 = px/(g), de modo que 3 < a. Si
8 = a no hay nada que probar. Supongamos que § < a y sea € > 0 tal que
B+e<a;C'=f1[B+ea])NK es un cerrado de K disjunto de K’, de
modo que C'NC = &. Sea h € C(X) tal que h(C') =0, h(C) =1y 0 < h < 1;
entonces ¢’ = hf es tal que gjo = fic = g9y ax(9) < B +e = pri(g) +e
Hemos probado que para todo € > 0 se satisface i (g) < px/(g) + ¢, y por lo
tanto g < pg. ]

3.3.5. Sea X un espacio topolégico Hausdorff. Dado un punto z € X, la
aplicacién Ci(X) — R, f +— f(x), es un morfismo de R-algebras continuo
y epiyectivo cuyo nicleo es M, = {f € C(X) : f(x) = 0}, de modo que
M, es un ideal maximal cerrado de cuerpo residual R. Como consecuencia,
si Y es un subconjunto de X e Iy = {f € C(X) : f(Y) = 0}, entonces
Iy = ey M, es un ideal cerrado de C(X). Por otra parte, para cada
subconjunto A de C(X) tenemos en X el cerrado (A)g:={z € X : f(z) =0
para todo f € A} =(;c4(f)o-

Los dos siguientes resultados nos serviran para demostrar que X es com-
pletamente regular si y sélo si hay una correspondencia biunivoca, via la
aplicacién C — I, entre los subconjuntos cerrados de X y los ideales cer-
rados de Ci(X). Entre los ideales cerrados de Ci(X) se encuentra Ci(X) (el
ideal no propio), para el que se satisface (Cx(X))o = @; dicho ideal se corre-
sponderd con el cerrado @ de X, motivo por el cual supondremos la igualdad

Iy = Cp(X).

Nota. Dado un espacio topoldgico Hausdorff X, para cada f € Cx(X) ten-
emos dos conjuntos distintos que hemos denotado del mismo modo: por una
parte el cerrado (f)o = {w € Spec; Cx(X) : f(w) = 0} de Spec, C(X) (véase
3.2.16), y por otra parte el cerrado (f)g = {z € X : f(z) = 0} de X. Vere-
mos en la proposicién 3.3.10 que cuando X es completamente regular existe
un homeomorfismo natural entre los espacio topolégicos X y Spec, Cr(X),
mediante el cual ambos conjuntos cerrados coinciden.

Lema 3.3.6. Sea K un espacio topoldgico compacto Hausdorff. Todo ideal
cerrado I de Ci,(K) es un z-ideal, es decir, si f € I, g € C(K) y (f)o = (9)o,
entonces g € 1.

Demostracion. Veamos que si g, f € C(K) son tales que g ¢ I'y (f)o = (9)o,
entonces f ¢ I. Como g ¢ I e I es cerrado, existe € > 0 tal que {h € C(K) :
lg—hllec <e}nNI=@. Sea f € C(K) tal que (f)o = (¢)o, y consideremos los
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cerrados disjuntos
Fi={zeK:|g(x)|<e/3}, F={recK:|g()=c/2};

sea p € C(K) tal que 0 < ¢ < 1, p(F1) = 0y @(Fy) = 1. Sobre el abierto
K\ (g9)o esta definida la funcién continua h = 9+e/2 v como (9)o estd en el
interior de Fy, la funcién ph que estd definida en K\ (¢)p podemos extenderla
continuamente a todo K definiéndola como cero en (g)g. Para terminar, es
decir, para probar que f ¢ I, bastara ver que phf ¢ I. En efecto, si x € F}
entonces |g(z) — (phf)(z)] = |g(x)] < €/3; sie/3 < |g(x)| < €/2 entonces

g—wohf=9—p(g+e/2)=g(1—¢)—pe/2 y por lo tanto

l9(z) — (phf) ()] = [g(x)(1 = p(x)) — p(x)e/2]
< lg@)IL = (@) + |p(x)]e/2 < |g(x)| + /2 < e;

finalmente, si = € F» entonces |g(z) — (phf)(x)| = |g(z) — (hf)(z)| =¢/2. O

Lema 3.3.7. Sea K un espacio topoldgico compacto Hausdorff. Si I es un
ideal cerrado de Ci(K), entonces I = I, donde C = (I)y.

Demostracion. Es claro que I C I¢ por la definicién de C'. Sea ahora g € C(K)
tal que C' C (g)p y veamos que existe ¢ € I tal que (g)o = (¢)o, de modo que
aplicando el lema 3.3.6 concluiriamos que g € 1.

Para cada n € N sea C, = {x € K : |g(x)] > 1/n}. Dado n, como
Nyer(flo = C C (g)o debe ser Cp, C [Jsercoz(f), y por compacidad con-
cluimos que existen fi,..., f; € I tales que

Cp, Ccoz(f1)U---Ucoz(fm) :coz(f12+'--+f,31);

es decir, existe g, € I tal que (gn)o € K \ C,. Por lo tanto (), (gn)o C

N, (K\Cy) = (9)o. Ademés, la serie ) 2%% es de Cauchy en Ci(K) y por
lo tanto converge a una funcién h € C(K) tal que (h)o = (),,(9n)o < (9)o; como

h € I por ser I cerrado, hemos terminado porque (hg)o = (9)oy hg € I. O

Teorema 3.3.8 (Morris-Wulbert [50]). Sea X wun espacio topoldgico
Hausdorff. Los ideales cerrados de Cy,(X) estdn en correspondencia biunivoca
con los subconjuntos cerrados de X, via la aplicacion C — I¢, si y solo st X
es completamente regular.



3.3 EL ALGEBRA LOCALMENTE M-CONVEXA Cj(X) 83

Demostracion. Es claro que X es completamente regular si y sélo si la apli-
cacion C' — I es inyectiva. Por lo tanto, debemos probar que dicha aplicacién
es epiyectiva cuando X es completamente regular.

Supongamos que X es completamente regular y sea I un ideal cerrado de
Cr(X); denotemos C' = (I)g y veamos la igualdad Ic = I. Como la inclusién
I C I es evidente bastara probar que I es denso en Io. Sea K un subconjunto
compacto de X, de modo que en virtud de la generalizacién del teorema de
extensién de Tietze se satisface la igualdad C(K) = C(X)/Ix (véase 3.3.2).
De la anterior igualdad se sigue que si denotamos I’ = {restriccién a K de
las funciones de I} e I, = {restriccién a K de las funciones de I¢}, entonces
I’ e I}, son ideales de C(K), y segun lo dicho en 3.2.35 y 3.3.3 concluimos la
demostracién si probamos que I’ es denso en I(,. Es facil ver que CNK = (I')o,
de modo que si denotamos J = {g € C(K) : g(CNK) = 0}, entonces del lema
3.3.7 se sigue que la clausura de I’ en Ci(K) es J, y por lo tanto I’ es denso
en I}, porque I' C I, C J. O

Corolario 3.3.9. 5i X es un espacio topolégico completamente reqular Haus-
dorff, entonces hay una correspondencia biunivoca entre los puntos de X y los
ideales maximales cerrados de Ci(X), que serdn todos de cuerpo residual real.
Como consecuencia, todo ideal cerrado de Ci(X) es interseccion de ideales
mazimales cerrados.

Proposiciéon 3.3.10. Sea X un espacio topolégico completamente reqular
Hausdorff. El dlgebra topoldgica Cr,(X) es reqular y semisimple, y su espectro
topoldgico es canonicamente homeomorfo a X.

Demostracion. Como ya dijimos en 3.3.5, para cada z € X la aplicacién
0z : Ck(X) = R, f+— f(z), es un morfismo de &lgebras topolégicas, y por lo
tanto tenemos la aplicacién natural i : X — Spec, Cx(X), i(z) = 0z, que es
una biyeccion en virtud del corolario 3.3.9. Por una parte, que X sea comple-
tamente regular significa que la topologia de X es (a través de i) la topologia
de Zariski de Spec, Ci(X); por otra parte, X es completamente regular si y
sélo si su topologia es la débil definida por las funciones de Ci(X), es decir,
la topologia de Gelfand de Spec, Ci(X); por lo tanto i es un homeomorfismo
y el algebra topoldgica Ci(X) es regular. Por tltimo, es claro que la repre-
sentacién espectral Ci(X) — C(Spec, Cr(X)) = C(X) es la identidad, y como
consecuencia tenemos que Ci(X) es semisimple. O

Teorema 3.3.11. Sea X un espacio topoldgico completamente reqular Haus-
dorff. Son equivalentes:
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(i) X es compacto;
(ii) el conjunto de los elementos invertibles es un abierto de Crp(X);
(iii) todo ideal maximal de Ci,(X) es cerrado.

Demostracion. Si X es compacto entonces Ci(X) es un dlgebra de Banach y
del lema 3.2.29 se sigue que (i) implica (ii). Es inmediato que (ii) implica (iii)
porque la clausura de un ideal es un ideal. Veamos que (iii) implica (i): si todo
ideal maximal de Ci(X) es cerrado, y por lo tanto real en virtud del corolario
3.3.9, entonces, como C(X) es regular segin la proposicién 3.3.10, tenemos
la igualdad topolégica Spec, Cx(X) = Spec,, Crx(X), de modo que aplicando
de nuevo la mencionada proposicién concluimos que X es compacto. ]

Corolario 3.3.12. Sea X un espacio topoldgico completamente reqular Haus-
dorff. Para cada compacto K de X se satisface que el conjunto {f € C(X) :
0¢ f(K)} es abierto de Ci(X).

Demostracion. Basta tener en cuenta que el morfismo de restriccién Cp(X) —
Cr(K) es continuo y aplicar el teorema anterior. O

Definiciones 3.3.13. Sea X un espacio topolégico Hausdorff. Diremos que
X es hemicompacto, si existe una sucesion { K, },, de subconjuntos compactos
de X tal que para todo compacto K de X se tiene K C K,, para algin n € N.
Es claro que de existir dicha sucesién de compactos se puede suponer que
satisface K,, C K1 para todo n € N.

Diremos que X es un k,-espacio, si es continua toda funcionreal f : X — R
cuya restriccién a todo subconjunto compacto de X es continua.

Diremos que X es un k-espacio, si es cerrado todo subconjunto C de X
cuya intersecciéon con todo subconjunto compacto de X es cerrado.

Es facil comprobar que si X es un k-espacio entonces X es un k,-espacio.
Tenemos:

Lema 3.3.14. Sea X un k.-espacio. Si X es hemicompacto y completamente
reqular, entonces X es un k-espacio.

Demostracion. Sea {K,}, una sucesiéon de compactos de X tal que K, C
K, 11 para todo n, y tal que cada subconjunto compacto de X esta contenido
en alguno de los compactos de la sucesién. Consideremos un subconjunto Y
de X tal que Y N K, es cerrado para todo n € N, y sea xg € X \ Y; podemos
suponer sin pérdida de generalidad que x¢ € K. Consideremos una sucesién
{an}n del intervalo abierto (%, 1) tal que o, > ap41 para todo n. Puesto
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que K es un espacio normal, podemos elegir fi € C(K7) tal que 0 < f; <1,
fi(zo) = 0y fiynk, = 1. Supongamos que tenemos construidas funciones
fisy-+., fno1 tales que para cada ¢ € {1,...,n — 1} se satisfacen: f; > 0,
fivnk, = @i ¥ fijk,_, = fi—1. Veamos que existe f, € C(Ky) tal que f, >0,
Inlynk, 2 any fok,_, = fn—1. Envirtud del teorema de extension de Tietze,
existe f € C(Ky), f > 0, tal que fix, , = fa-1.- Si flynk, = an entonces
ponemos f, = f. En otro caso, K,,_1 e YN{z € K, : f(x) < ay,} son cerrados
no vacios y disjuntos (porque ay,—1 > ay), por lo que existe g € C(K,),
0<g<l talque g, , =0yg=1sobreYN{rec K,: f(z) < an},
y ponemos f, = f + g. Ahora, la aplicaciéon h : X — R, h(z) = fu(z)
si x € K,, estd bien definida, y es continua porque X es un k.-espacio y
hik, = fn € C(K,) para todo n € N. Como h(zg) = 0y h(y) > 1/2 para
todo y € Y, se sigue que {r € X : h(z) < 1/4} es un entorno abierto
de x¢ que no corta a Y, y concluimos que Y es cerrado porque zg se tomo
arbitrariamente. O

Teorema 3.3.15 (Arens [4]). Si X es un espacio topoldgico completamente
reqular Hausdorff, entonces Cx(X) es metrizable si y solo si X es hemicom-
pacto.

Demostracion. Supuesto que X es hemicompacto, sea { K}, una sucesién de
compactos de X tal que cada compacto de X estd contenido en algiin compacto
de la familia. Entonces es claro que la topologia de Cx(X) estd definida por
la familia de m-seminormas {¢x,, }n, de modo que Ci(X) es metrizable.

Supongamos ahora que Cx(X) es metrizable. Entonces existen una sucesién
{K,}n de subconjuntos compactos de X y una sucesién {e,}, de nimeros
reales positivos tales que

(Vo= ec) s an.(f) <eal}

es una base de 0-entornos en Ci(X). Sea K un subconjunto compacto de X
y denotemos U = {f € C(X) : qx(f) < 1}. Existe n € N tal que V;, CU. Si
existiera © € K tal que x ¢ K, entonces tendriamos una funcién g € C(X)
tal que g(r) = 1y gk, = 0, de modo que g € V,, y g ¢ U, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto debe ser K C K,,. ]

Teorema 3.3.16. Si X es un espacio topoldgico completamente regular Haus-
dorff, entonces Ci(X) es completo si y sdlo si X es un ky-espacio.
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Demostracion. Supongamos que X es un k,-espacio y sea {f;}ic; una red
de Cauchy en Ci(X). Fijado un subconjunto compacto K en X es facil ver
que { fi|k }icr es una red de Cauchy en el dlgebra de Banach Cy(K), por lo
que existe fX € Cp(K) tal que filg — fX. Obtenemos asf una familia {f% €
Cr(K) : K compacto de X} tal que si K, K2 son compactos de X con K1 C K»
entonces fK2|K1 = &1 pues el morfismo de restriccion Cp,(Kz) — Cip(K1) es
continuo y transforma la red {fjk,}ier en la red {fjx, }ics. La aplicacién
f:X =R, f(x) = f&(x) si 2 € K compacto de X, estd bien definida, y f es
continua porque fix = K € C(K) para todo subconjunto compacto K de X;
es facil comprobar que la red {f;}ic; converge a f.

Supongamos ahora que Ci(X) es completo y sea f : X — R una aplicacién
tal que fx € C(K) para todo subconjunto compacto K de X. Denotemos
K = {compactos de X}, y para cada K € K sea f&X € C(X) tal que fK|K =
fix- Es sencillo comprobar que {f%} ke es una red de Cauchy en Cp(X),

por lo que existe g € C(X) tal que fX — g; es claro que g = f y por lo tanto
feclC(X). O

Como consecuencia de los resultados anteriores tenemos:

Teorema 3.3.17 (Warner [69]). Si X es un espacio topoldgico completamente
reqular Hausdorff, entonces son equivalentes:

(i) X es un k-espacio hemicompacto;

(ii) X es un kr-espacio hemicompacto;

(iii) Cr(X) es un dlgebra de Fréchet.



Capitulo 4

Topologias Compatibles con
el Orden

En los capitulos precedentes, sobre un espacio vectorial o un algebra se han
considerado separadamente cuestiones relativas a una estructura de orden y a
una estructura topoldgica. En este capitulo, y en el siguiente, contaremos con
la presencia de ambas estructuras, la de orden y la topoldgica, y como conse-
cuencia de las relaciones entre ellas obtendremos los principales resultados de
esta memoria.

Comenzamos este capitulo estableciendo diversas formas de entender la
compatibilidad de una topologia con la estructura de reticulo vectorial. En
particular definimos, siguiendo basicamente el libro de Schaefer [64], el con-
cepto de “espacio localmente sélido” y estudiamos sus propiedades. En la
segunda seccién introducimos la “topologia del orden” sobre un reticulo vec-
torial, topologia localmente convexa asociada de modo natural a la estructura
de espacio vectorial ordenado, y se la compara con la inducida por la topologia
de la convergencia compacta del espacio de funciones continuas sobre su espec-
tro. La tercera seccion se desarrolla en el marco de las lalgebras. Probamos
que, en general, la topologia del orden sobre una [-algebra no es localmente
m-convexa. Proponemos algunas posibles definiciones para una “topologia del
orden localmente m-convexa” sobre [-algebras, y probamos que para las ®-
algebras uniformemente cerradas todas ellas coinciden entre si, y para las que
ademas son cerradas por inversién coinciden también con la clasica topologia
del orden y con la inducida por la topologia de la convergencia compacta del
espacio de funciones continuas sobre el espectro. Este ultimo resultado nos
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permitird obtener al final del capitulo un teorema de caracterizacion de Ci(X)
como P-algebra localmente m-convexa.

4.1 Reticulos localmente solidos

Definiciones 4.1.1. Sea E un espacio vectorial ordenado y sea E? el dual
algebraico de E (formas lineales sobre F). Se llama dual acotado de E al
subespacio vectorial E® de E? definido por la igualdad:

Eb .= {ue E? : u es acotado sobre los intervalos cerrados de E }.

Diremos que una forma lineal sobre F es una forma positiva si manda el
cono positivo de E al cono positivo de R; es decir, las formas positivas son
las formas lineales que conservan el orden. El conjunto de todas las formas
positivas de E¢ lo denotaremos por Eﬁlr. Llamaremos dual de F segtin el orden
al subespacio vectorial ET de E? generado por el conjunto Ei de todas las
formas positivas.

4.1.2. Sea E un espacio vectorial ordenado. Sobre el dual algebrdico E¢ hay
un orden definido de modo natural por el orden de E, el “orden puntual” sobre
E,: dadas u,v € B4 u < v siy sélo si u(x) < v(z) para todo € Ey. Es
facil comprobar que E? con dicho orden tiene estructura de espacio vectorial
ordenado, y que su cono positivo es Ei (recuérdense en 1.1.1 las definiciones
anteriores). En particular, si u € Ei vy A € Ry, entonces \u € E¢, y como
consecuencia obtenemos la igualdad ET = Ei — Ejir.

4.1.3. Dado un reticulo vectorial E, en adelante consideraremos E° con el
orden inducido por el de E4. Siu € E4, entonces u([z,y]) C [u(z), u(y)] para
cualesquiera z,y € E, lo que prueba la inclusiéon Ei C E’. De lo anterior se
sigue que el cono positivo de E? es Eﬁ_ =E'NnEd = Ef‘f_, esto es, el espacio
vectorial ordenado E¢ y su subespacio E? tienen el mismo cono positivo; como
consecuencia obtenemos EtT C EP.

Proposicién 4.1.4. Si E es un reticulo vectorial, entonces E® es un reticulo
vectorial y E* = Et.

Demostracion. Sea u € Eb. Para ver que E? es reticulo es suficiente compro-
bar que u V 0 existe en E°. Para cada = € E definimos

r(x) =sup{u(z) : 0 <z <z} >0;
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el anterior supremo existe porque u es acotada. Si z,y € Fy y A € Ry
se satisfacen r(Az) = Ar(z) y r(z +y) = r(z) + r(y); en efecto, la primera
igualdad es trivial, y para ver la segunda basta tener en cuenta que [0, z+y] =
[0, 2] +[0,y] v que

sup {u(z1) +u(22) : 21 € [0, 2], 22 € [0,9]}
=sup {u(z1) : z1 € [0,z]} + sup{u(z2) : 22 € [0,y]} .

En general, dado x € E definimos r(z) = r(z*) — r(27); es facil comprobar
que cualquiera que sea la expresion x = z; — 29 con 21,20 € F, se satis-
face r(z1) — r(z2) = r(z*) — r(z~). Ahora, dados z,y € E, como = +y =
(zt +yT) — (7 +y~) tenemos

T(m+y)=7‘($ +vy ) (SC +y )
=r(@") +r@y") —r@@) —ry) =rx) +r(y),

y si A € R es facil ver (distinguiendo los casos A > 0y A < 0) que r(\z) =
Ar(z). Por lo tanto r € E%conr >0 y 7 > u; en particular r € ET C EY.
Sea ahora v € E4 tal que v > 0y v > u; dado z € E,, por ser v > 0
tenemos sup{v(z) : z € [0, z]} = v(x), y de la desigualdad v > u se sigue que
r(x) < sup{v(z): z € [0,2]}. De todo concluimos que r =1V 0 en EP.

Para terminar la demostracién nos falta ver la inclusién E? C Et: dada
u € E°, por ser E® un reticulo tenemos u = u* —u~ con ut,u” € B} C EY,
y por lo tanto u € E™. O

Cuando E es un reticulo vectorial (6 mas generalmente un espacio vectorial
ordenado) y también un espacio vectorial topolégico, se pueden considerar
algunas relaciones 6 formas de compatibilidad entre el orden y la topologia.

Definicion 4.1.5. Un subconjunto U de un reticulo vectorial E se dice que es
saturado si [x,y] C U cualesquiera que sean x,y € U. Para cada subconjunto

U de E denotaremos satU = |J [z,y]. Es claro satU es el mds pequeno
z,yel
conjunto saturado de E que contiene a U; en particular tenemos que U es

saturado si y sélo si U = sat U.

Lema 4.1.6. Sea E un reticulo vectorial y un espacio vectorial topoldgico
(espacio localmente convexo). Si E admite una base de 0-entornos saturados
(convezos y saturados), entonces E admite una base de 0-entornos equilibra-
dos y saturados (absolutamente convexos y saturados).
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Demostracion. Supongamos en primer lugar que F es un espacio vectorial
topolégico en el que hay una base de 0-entornos saturados. Como en todo es-
pacio vectorial topoldgico, en E podemos considerar una base B de 0-entornos
equilibrados. Entonces, por hipétesis, la familia {satU : U € B} es base de
0-entornos. Bastara ver que cada satU es equilibrado. Sean z € satU y
A € R, [N\ < 1. Existen z,y € U tales que z € [z,y], y como U es equilibrado
tenemos Ax, Ay € U; si A > 0 entonces

= Az € [Az, \y],

A M- e FE
z € x,y] = {Z v oo {Z “ *

y—ze by Ay— Az e By
y si A < 0 se prueba del mismo modo que Az € [A\y, Az]; en cualquier caso
obtenemos Az € sat U.

Supuesto ahora que E es un espacio localmente convexo en el que hay una
base de 0-entornos convexos y saturados, podemos considerar en E una base B
de 0-entornos absolutamente convexos, en cuyo caso la familia {sat U : U € B}
es base de 0-entornos por hipétesis. Dado U € B, ya se ha probado en el caso
anterior que sat U es equilibrado porque U es equilibrado, de modo que nos
falta ver que por ser U convexo es también sat U convexo, lo cual se demuestra
facilmente. ]

Definiciones 4.1.7. Llamaremos reticulo localmente sélido, a todo reticulo
vectorial dotado de una topologia que lo dote de estructura de espacio vectorial
topolégico en el que exista una base de 0-entornos formada por conjuntos
sélidos. Un reticulo localmente convexo-solido es un reticulo localmente sélido
que es también un espacio localmente convexo.

Nota. Sea E un reticulo vectorial. Es facil ver, y lo utilizaremos en lo que
sigue, que todo subconjunto sélido S de E es también equilibrado. En efecto,
siseSyAeRcon |\ <1, entonces |As| = |A||s| < |s|y por lo tanto As € S.

Como consecuencia, en F, los conjuntos convexos y sélidos son justamente
los conjuntos absolutamente convexos y sélidos.

Proposicion 4.1.8. Si E es un reticulo localmente convezxo-sdlido, entonces
en E existe una base de 0-entornos formada por conjuntos convexos y solidos.

Demostracion. Claramente, es suficiente demostrar que la envolvente convexa
de un conjunto sélido es un conjunto sélido. Sea S un subconjunto sélido de
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E y sea c(S) la envolvente convexa de S. Consideremos y € ¢(S) y z € E
tales que |z| < |y| y veamos que z € ¢(5):

n n
y:Z)\ixi, a;l,...,a:neS, 0< )\ <1, Z/\i:l;
i=1 =1

n + ! /
3 2T =ul 4+ +u 0 <l < N\l
2t 27 < E Ailzi] = ) In’ : ’
i1 27 =vp vy, 0 < < \i|zil;
si para cada i € {1,...,n} definimos u; = )\%u;, v; = )\%vg, entonces tenemos

n n
z=z2"—2" :Z(u;—vé) = Z)\z(uz —v);
i=1 i=1

como |u; — v;| < |x;| porque w;,v; € [0, |x;|], debe ser u; —v; € S para todo
i€{l,...,n} y por lo tanto z € ¢(9). O

Proposicion 4.1.9. Sea E un reticulo vectorial y un espacio vectorial topoldgico.
Cada una de las condiciones expresadas a continuacion implica la siguiente:
(i) E es localmente sélido;

(i) E admite una base de 0-entornos saturados;

(ili) cada intervalo cerrado de E es acotado;

(iv) E'CE™T.

Demostracion. (i)=-(ii) Sea U un 0-entorno; por hipdtesis existe un 0-entorno
sélido S tal que S+ 5 C U. Consideremos un 0-entorno equilibrado W tal que
W+W C Sy veamos que sat W, que es un 0-entorno saturado, esta contenido
en U. Sea z € sat W y sean x,y € W tales que z € [z,y], es decir, 0 < z—z <
y—x;comoy—x € W+W CS (—x € W porque W es equilibrado), por ser
S solido tenemos z —x € Sy porlotanto z€ex+SC S+ S5 CU.

(ii)=-(iii) Consideremos un intervalo cerrado [z,y] en E y sea U un 0-
entorno saturado de F, que podemos suponer equilibrado (Lema 4.1.6); en-
tonces existe A > 0 satisfaciendo x,y € AU, y como AU también es saturado
obtenemos [z,y] € AU, es decir, [z,y] es acotado.

(iii)=(iv) Sea u € E’ y consideremos un intervalo cerrado [z,y]. Puesto
que u~1([~1,1]) es un O-entorno, segtin (iii) existe A > 0 tal que [z,y] C
MuH([-1,1]). Siz < z < y, entonces %z € u1([~1,1]) y por lo tanto
Tu(z) € [-1,1], es decir, u([z,y]) € [-A,A]. Lo anterior prueba que u €
Eb = Et (véase 4.1.4). O
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En todo lo que resta de seccién veremos que, con ciertas hipdtesis adi-
cionales, algunas de las propiedades enumeradas en la proposiciéon 4.1.9 son
equivalentes.

Proposicion 4.1.10. Sea E un reticulo vectorial y un espacio localmente
convero Hausdorff. Son equivalentes:

(i)  cada intervalo cerrado de E es acotado;

(i) E' CET.

Demostracion. Puesto que la topologia de E es localmente convexa Hausdorff,
del teorema de Hahn-Banach se sigue que (F, E’) es un par dual, en cuyo caso
tenemos que un subconjunto B de E es acotado si y sélo si B es o(FE, E')-
acotado, siy sélo si u(B) es acotado para todo u € E’ (véanse 3.1.18 y 3.1.20).
Por lo tanto, la demostracion de la proposicién se obtiene inmediatamente de
la igualdad E+ = E°. O

Proposicion 4.1.11. Sea E un reticulo vectorial y un espacio vectorial topoldgico.

Son equivalentes:

(i) E es localmente sélido;

(ii) E admite una base de 0-entornos saturados y las operaciones de reticulo
“V7 iy “A7 son continuas.

Demostracion. (i)=(ii) En virtud de la proposicién 4.1.9, sélo tenemos que
probar que las operaciones de reticulo son continuas, para lo cual es suficiente
ver que lo es una de ellas. Teniendo en cuenta ademads la igualdad = Vy =
x+ 0V (y — ), la continuidad de “V” es equivalente a la continuidad de
la aplicacién ¢ € E — 2t € E. Dado z¢p € E, sea S un 0-entorno sélido
y probemos que si x € zg + S, entonces T € :J:ar + 5. Puesto que zt =
[z0+ (x —20)]" < 2§ + (¥ —20) T tenemos 2™ — 2§ < |z —m0|; del mismo modo
se prueba la desigualdad zd — 27 < |z — 29| y por tanto |27 — x| < |z — zol;
por ser S sélido concluimos que T € a:aL +S.

(ii)=(i) Del lema 4.1.6 se sigue que en E hay una base B de 0-entornos
formada por conjuntos equilibrados y saturados. Como la aplicacién x € E —
|x| € E es continua, dado U € B existe un 0-entorno W tal que si x € W
entonces |z| € U. Si definimos V = {y € E : |y| < |z| para algin € W}, es
claro que V' es un 0-entorno (pues W C V') y que V es sélido. Ademés V C U,
pues siz € W ey € E son tales que |y| < |z|, entonces y € [—|z|,|z|]] CU. O

Corolario 4.1.12. Si E es un reticulo localmente solido Hausdorff, entonces
el cono positivo Ey es cerrado. Como consecuencia E es arquimediano.
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Demostracion. Puesto que el subespacio trivial 0 es cerrado y, segiin la proposicion
anterior, la aplicacién z — x A 0 es continua, concluimos que E; = {x € E :
x A0 = 0} es cerrado. Sean ahora z,y € Ey tales que nx < y para todo
n € N; entonces {% Yy — x}, es una sucesién de E; que converge a —z, luego
—x > 0y por lo tanto « = 0. 0

Lema 4.1.13. En todo reticulo vectorial E se satisfacen:

(i) |ul(z) =sup{u(y) : y € [~z, 2]} para cualesquiera u € E*, x € Ey;

i) wu(|lz|) =supqv(x) : v € |—u,u ara cualesquiera uw € EY, z € E..
p p q i

Demostracién. (i) Sean uw € ET y x € E,. Como |u| = ut +u~ =uVO0+
(—u Vv 0) tenemos (véase la demostracién de la proposicién 4.1.4)

ul(z) = ut(z) +u™ (z) = sup {u(y) : y € [0,2]} +sup { —u(y) : y € [0, 2]}
=sup {u(y) : y € [0,2]} +sup {u(y) : y € [-x,0]},

y para concluir la demostracién de esta parte basta tener en cuenta la igualdad
[—2,0] + [0, 2] = [—z, z].

(i) Sean u € EY y z € E. Veamos en primer lugar que u(z") = sup{v(z) :
0 < v < u}. Puesto que z < z7 tenemos v(z) < v(zt) < w(z™) cuando
0 < v < w; luego sup{v(z) : 0 < v < u} < wu(xt). Para ver la otra desigualdad
consideremos el conjunto P = J,g, [0, Az "] y definamos u; : E4 — R por
la igualdad u;(y) = sup {u(z) : z € [0,y] N P}. Es fécil probar que dados
Y,z € EL y A > 0 se satisfacen

ur(y +2) =ui(y) +wi(z),  w(Ay)=Au(y).

Si para cada y € E definimos w1 (y) = u1(y*) — ui(y~), entonces u; : E — R
es una forma lineal tal que u; € [0,u] (véase de nuevo la demostracién de
la proposicién 4.1.4); ademds es claro que uj(z") = u(z™). Veamos que
u1(z) = ur(z™), es decir, que ui(z~) = 0: sea z € [0,z ] tal que existe A\ > 0
con z € [0, Az™]; si A <1 entonces z € [0,27] y por tanto 0 < 2z < zT Az~
=0,y si A>1entonces z € [0, \xz™] y por tanto 0 < z < Az™ A Xz~ = 0. De
todo lo anterior obtenemos wu(z ") = u;(z) < sup {v(z) : v € [0,u]}.
Probemos ya el apartado (ii):

u(|z]) = u(@®) + u(@™) =sup {v(z) : v € [0,u]} +sup {v(z) : v € [-u,0]}
= sup {v(x) v € [—u, u]} )

va que u(z”) = u((—z)") =sup { —v(z) : v € [0,u]}. O
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Teorema 4.1.14. Sea E un reticulo vectorial y un espacio tonelado. Son
equivalentes:

(i) E es localmente sdlido;

(i) E admite una base de 0-entornos saturados;

(iii) cada intervalo cerrado de E es acotado;
(iv) EFCET.

Demostracion. De acuerdo con la proposiciéon 4.1.9 sélo hay que probar la
implicacion (iv)=-(i). Sea U = U°° un tonel en E y consideremos

B={u€FE : |ul <|v| para algin v € U°};

es obvio que B es sélidoy U° C B. Veamos que B es o(E’, E)-acotado. Puesto
que E = E, — E, la topologia débil definida por E sobre E’ coincide con la
topologia débil definida por ., por lo que fijado = € F, bastara probar que
el conjunto {u(z) : u € B} es acotado. Segun la proposicién 4.1.10, E' C E™
implica que el intervalo [—x, x| es acotado, luego existe a > 0 tal que [—z,z] C
aU;siu € B, entonces |u| < |v| para algiin v € U° y aplicando el lema anterior
obtenemos |u(z)| < |u|(z) < |v|(z) = sup {v(y) : y € [-=z,2]} < o

Como B es acotado, B° es un tonel y por tanto un 0-entorno; ademés
B° C U = U. Sélo falta probar que B° es sélido. Sean x,y € E tales que
ly| < |z| con z € B°, y dado u € B veamos que |u(y)| < 1: segin el lema
anterior tenemos |u(y)| < |ul(ly|) < |u|(Jz]) = sup {v(z) : v € [~ |ul,|u|]}, por
lo que debe ser |u(y)| < 1, ya que si |v| < |u| entonces v € B porque B es
solido, y por lo tanto v(z) < 1 por ser z € B°. O

Definiciéon 4.1.15. Sea ¢ una seminorma sobre un reticulo vectorial E.
Diremos que q es reticular si satisface:

rycE, |z <|y = ql)<qy).

Proposicion 4.1.16. Una seminorma q sobre un reticulo vectorial E es
reticular si y solo si su bola unidad cerrada B = {x € E : q(z) < 1} es
un conjunto solido.

Demostracion. Supongamos que ¢ es una seminorma reticular y sean x,y € F
tales que |z| < |y|, en cuyo caso tenemos ¢q(z) < ¢(y). Si ¢(y) < 1 entonces
q(x) <1y por tanto B es sélido.

Reciprocamente, supongamos que B es sélido y sean de nuevo x,y € E
tales que |z| < |y|. Si q(y) = 0 entonces ¢(ny) = 0 < 1 para todo n; como
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|nx| < |ny| obtenemos g(nz) < 1 para todo n y por tanto ¢(x) = 0. Si q(y) #
0, entonces ‘ﬁ‘ < ‘ﬁ‘ con q(q(y—y)) = 1y por lo tanto ¢(x) < q(y). 0

Corolario 4.1.17. Un reticulo vectorial que sea ademds un espacio vectorial
topoldgico es un reticulo localmente convexo-sdlido, si y solo st su topologia
estd determinada por una familia de seminormas reticulares.

Demostracion. Se sigue de las proposiciones 4.1.8 y 4.1.16. O

4.2 La topologia del orden

En todo reticulo vectorial la estructura de orden da lugar a diversas topologias
(no todas compatibles con la estructura vectorial, como puede verse en [11]).
De entre todas ellas estamos interesados en una que es localmente convexa,
compatible con la estructura vectorial, y que, como veremos mas adelante, es
la topologia con la que estan dotados muchos reticulos vectoriales que se pre-
sentan en andlisis. La presente seccion se ocupa del estudio de las principales
propiedades de esta topologia (como referencias generales pueden verse [15],
[26], [34], [55], [56] y [64]).

Definicion 4.2.1. Sea E un espacio vectorial ordenado. Definimos la topologia
del orden en E, y la denotamos por 7,, como la topologia localmente convexa
(no necesariamente Hausdorff) mds fina para la cual todos los intervalos cer-
rados de E son acotados.

4.2.2. La topologia del orden 7, sobre un espacio vectorial ordenado F existe.
En efecto, la familia I' = {seminormas sobre E que son acotadas sobre los
intervalos cerrados} es no vacia (la seminorma nula estd en T'), y 7, es la
topologia definida por I'. Por lo tanto una base de 0-entornos para 7, es

| subconjuntos de E absolutamente convexos
| que absorben a todos los intervalos cerrados

Como consecuencia, de la definicién de espacio bornoldgico se sigue que a 7,
sélo le falta ser Hausdorff para que (E,7,) sea un espacio bornolégico.

Ejemplo 4.2.3. Es obvio que en R la topologia del orden coincide con la
topologia usual.

La topologia del orden es funtorial, esto es, se satisface:
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Proposicion 4.2.4. Si T : E — F es un morfismo de espacios vectoriales
ordenados (esto es, una aplicacion lineal entre espacios vectoriales ordenados
que conserva el orden), entonces T es continua si E y F' se consideran dotados
de sus respectivas topologias de orden.

Demostracion. Basta tener en cuenta que si V' es un subconjunto absoluta-
mente convexo de F que absorbe a los intervalos cerrados, entonces T~ 1(V)
es absolutamente convexo y absorbe a los intervalos cerrados de E. O

Proposicién 4.2.5. Si E es un reticulo vectorial entonces (E,1,) = ET.
Como consecuencia, 7, es Hausdorff si y sélo si (E,E") es un par dual, en
cuyo caso T, = u(E,ET).

Demostracion. De la funtorialidad de la topologia del orden se sigue que toda
forma lineal de Ei es continua para 7,, de modo que Bt = Eﬁlr —Ei C(E,1).
Sea ahora u € (E,7,)" y consideremos z,y € E. Existe un 0-entorno V' para
T, tal que (V) C [—1,1], y existe A > 0 tal que [z,y] € AV, de modo que
u([z,y]) € [-\, A] y por lo tanto u € E® = ET.

Del teorema de Hahn-Banach se sigue que 7, es Hausdorff si y sélo si
(E,E™) es un par dual. Por tltimo, si 7, es Hausdorff, entonces, como ya
hemos dicho en 4.2.2, (E, 7,) es un espacio bornolégico, por lo que basta tener
en cuenta que todo espacio bornolégico esta dotado de su topologia de Mackey
para obtener la igualdad 7, = u(FE, E™). O

Proposicién 4.2.6. Para cada reticulo vectorial E, la topologia T, es local-
mente convexo-solida. Concretamente: la coleccion de todos los conjuntos
convezos y solidos de E que absorben a los intervalos cerrados forman una
base de 0-entornos para T,.

Demostracion. Sea U un conjunto absolutamente convexo de E que absorbe
a los intervalos cerrados y sea

V={zecE:0|z]cU}.

Para demostrar la proposicion bastara ver que V' es sélido, convexo y 0-entorno
para 7,, y que existe a > 0 tal que aV C U.

Que V es solido es trivial. Veamos que V' es convexo: dados x,y € V' y
a, B € Ry tales que a + 3 = 1, queremos ver que ax + By € V, es decir, que
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z €U cuando z € E con 0 < z < |az + fy|; si 0 < z < a|z| + Bly|, entonces
existen 2/, 2" € E tales que 2/ < alz|, 2" < SBly| y 2 = 2’ + 2", de modo que

1/ 1 "
— 0 U - 0 U
sZellcu, g ebplcy,

y por lo tanto

z = a(lz’) +B(lz”) € alU + pU;
o p

concluimos porque al ser U convexo se satisface aU + U = (o« + )U = U.

Veamos ahora que V' es un 0-entorno para 7,. Como todo intervalo de E
estd contenido en uno de la forma [—z, z] con z € E, y como V es equilibrado
(por ser solido), bastard probar que, dado =z € E,, existe A > 0 tal que
[—z,x] C AV: como U absorbe a los intervalos existe A > 0 tal que [0, z] C AU,
de modo que %x € V y por lo tanto [_Tl x,%x] C V porque V es sélido, es
decir, [—z,z] C AV.

Para terminar probemos que %V C U: si xz € V entonces [0, |z|] C U; en
particular %, 2~ € U y obtenemos z = 27 — 2~ € U + U = 2U. O

Corolario 4.2.7. En todo reticulo vectorial, las operaciones de reticulo son
continuas para su topologia del orden.

Demostracion. Se sigue de las proposiciones 4.1.11 y 4.2.6. O

Proposicion 4.2.8. En todo reticulo vectorial E se satisfacen:

(i)  La topologia del orden T, es la mds fina topologia localmente convexo-
solida sobre E.

(ii)  La topologia del orden 1, es la mds fina topologia localmente convexa
sobre E que admite una base de 0-entornos saturados.

(ili) La topologia del orden 1, estd definida por la familia de todas las semi-
normas reticulares que pueden definirse sobre E.

Demostracion. (i) Se sigue de las proposiciones 4.1.8 y 4.2.6.

(ii) Es consecuencia de la proposiciéon 4.1.9: 7, admite una base de
0-entornos saturados porque es localmente sélida, y si 7 es otra topologia
localmente convexa sobre E que admite una base de 0O-entornos saturados,
entonces todos los intervalos cerrados de E son acotados para 7 y por tanto
debe ser 7 < 7.

(iii) Basta aplicar el corolario 4.1.17 y tener en cuenta el apartado (i). [
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El siguiente teorema (tomado de [64]) junto con el teorema 4.2.14 debido
a Buskes [13] nos permitirdn obtener en la préxima seccién algunos de los
principales resultados de esta memoria:

Teorema 4.2.9. Sea E un reticulo vectorial. Si 7 es una topologia sobre E
tal que (E,T) es un espacio bornoldgico y completo en el que todo intervalo
cerrado de E es acotado, entonces T = 7,.

Demostracién. Por una parte, 7 = u(E, E") porque todo espacio bornolégico
esta dotado de su topologia de Mackey; por otra parte, como 7, es Hausdorff
porque 7, > 7, de la proposicién 4.2.5 obtenemos 7, = p(E, ET). Por lo tanto
bastara probar la igualdad E' = ET para garantizar que 7 = 7.

La inclusién (E,7) C E™ se probé en la proposicién 4.1.9. Supongamos
que existe w € ET tal que w no es continua y llegaremos a una contradiccién.
Como E™ es un reticulo tenemos w = w' — w™, por lo que podemos suponer
que w es una forma positiva. Sea B un subconjunto de E que es T-acotado y
tal que w(B) no es acotado. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
B es sélido, pues si no tomarfamos el conjunto By = {z € E : |z| < |y| para
algin y € B} que, obviamente, es sélido, contiene a B (luego w(Bi) es no
acotado) y también es T-acotado; esto tltimo se deduce de que todo espacio
bornolégico y completo es tonelado, y por lo tanto 7 es localmente sélida en
virtud del teorema 4.1.14. Sea {z,}, C B tal que |w(z,)| > n, para todo
n € N; como B es sélido y w es una forma positiva, podemos suponer z, > 0
y w(zp) > n para todo n. Veamos que la serie ) # x, es sumable. Sea U
un 0-entorno convexo para 7y sea a > 0 tal que {z,}, C aU; existe v € N
tal que ) 1< é, de modo que si p,q > v entonces

n>v n?2
11 . a KIS
D€ U= 5 |UCU.
n=p n=p n=p

q <

donde la ultima igualdad y la ultima inclusién se satisfacen porque Zn:p 5 <

1y U es convexo. Sea x =), # Zn. Fijado k € N, la sucesion de elementos

positivos
D k
1 1
DILTHS L.
n=1 n=1

p=>k

ﬁ:l % Ty, que es positivo porque E es 7-cerrado
(Corolario 4.1.12). Entonces tenemos w(x) > Zf’;:l n% w(xy) > ZZZI % para

todo k, lo cual es absurdo. O

T-converge al elemento x— >
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Definiciones 4.2.10. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad
débil e y consideremos su representacion de Riesz E — C(Spec E). Diremos
que una seminorma ¢ sobre F esté centralizada en un compacto K de Spec E,
si dado = € E tenemos ¢q(z) = 0 si y sélo si w(x) = 0 para todo w € K.

Dado un compacto K de Spec E, el ejemplo claro de seminorma sobre
E centralizada en K es la seminorma qx : £ — R definida por la igualdad
qr(r) = sup{|lw(z)| : w € K} (z € E); denotaremos por 7% la topologia
sobre E que define la familia de seminormas {qx : K compacto de Spec E'}.
Es claro que Tf es la topologia inicial definida en E por la representacién
E — Ci(Spec E). También es claro que para cada compacto K de Spec E la
seminorma qx es reticular, por lo que tenemos Tf < 7, (véase el apartado (iii)
de la proposicién 4.2.8).

La topologia Tf definida sobre reticulos vectoriales arquimedianos con
unidad débil es funtorial:

Proposicion 4.2.11. Sean E y F reticulos vectoriales arquimedianos con
unidad débil. Si T : E — F es un morfismo de reticulos vectoriales que
manda la unidad débil de E en la unidad débil de F, entonces T es continua

si E y F se consideran dotados de sus respectivas topologias Y.

Demostracion. Por una parte, la topologia de la convergencia compacta es
funtorial, es decir, si h : X — Y es una aplicaciéon continua entre espacios
topoldgicos, entonces C(Y) — Ci(X), f +— foh, es un morfismo de dlgebras
topolodgicas. Por otra parte, el espectro de un reticulo vectorial arquimediano
con unidad débil también es funtorial, esto es, la aplicacion T : Spec F' —
Spec E, w +— w°T', es continua. Como ademas el cuadrado

E T, F

! l

Cr(Spec E) =, Cr(Spec F)

es conmutativo, concluimos que T es continua para las topologias en F y F
inducidas por sus respectivas representaciones de Riesz. 0

4.2.12. Dado un reticulo vectorial arquimediano E con unidad débil e, en
el dltimo teorema de esta seccion se dan condiciones necesarias y suficientes
para que en F se satisfaga Tf = 7,. Para probar dicho teorema es necesario
caracterizar las seminormas reticulares sobre E que estdn centralizadas en
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un compacto de Spec E/, lo cual se hard en el siguiente lema. En adelante
utilizaremos la siguiente propiedad: si ¢ es una seminorma reticular sobre F
y * € E; es tal que existe n € N satisfaciendo ¢((x — ne)™) = 0, entonces
q(z) = sup,, q(xAme). En efecto, sim > n entonces 0 < (z—me)t < (z—ne)™
y por lo tanto ¢((x —me)™) = 0, de modo que teniendo en cuenta la igualdad
(x —me)*t =2 — x A me concluimos que q(z) = q(x A me) para todo m > n.

Lema 4.2.13 (Buskes [13]). Sea q una seminorma reticular no nula sobre un
reticulo vectorial arquimediano E con unidad débil e. Son equivalentes:

(i)  para todo x € Ey existe n € N tal que q((x — ne)™) =0;

(ii) ¢ estd centralizada en un compacto K, de Spec E.

Demostracion. (ii)=-(i) Es trivial, puesto que si x € E4 y n € N es tal que
w(x) < n, para todo w € K, entonces w((x — ne)™) = 0 para todo w € K, y
por lo tanto ¢((z — ne)™) = 0.

(i)=(ii) Sea Q la familia de todos los subconjuntos compactos no vacios
K de Spec E* tales que para cada x € E7 se satisface:

wz)=0 VweK = q(z)=0.

La familia Q es no vacia porque Spec E* € Q: si w(z) = 0 para todo w €
Spec E*, entonces x = 0 y por lo tanto g(x) = 0. Veamos que si K1, Ky € Q
entonces K1 N Ky # &. Si K1 N Ky = @ entonces existe x € E*, 0 <z < e,
tal que w(z) = 1 para todo w € K; y w(xz) = 0 para todo w € K»; entonces
qle) < qgle — x) + q(x) = 0. Dado y € E, por hipdtesis existe n € N tal
que g((y — ne)*) = 0y por lo tanto q(y) < q(y — (ne Ay)) + q(ne Ay) =
q((y — ne)t) + g(ne A y) < q(ne) = ng(e) = 0; de lo anterior se sigue que
q = 0, lo cual contradice nuestras hipdtesis.

Veamos que la familia O es cerrada por intersecciones finitas. Sean K1,
Ky € Qy consideremos € E7 tal que w(x) = 0 para todo w € K1NK3. Dado
e > 0, el conjunto {w € Spec E* : w(z) < e} = {w € Spec E* : w((x —ee)™) =
0} contiene un 0-entorno abierto U que contiene a K1 N Ks. Dado que K1NU®
y K> son compactos disjuntos en Spec E*, existe y € £, 0 < y < e, tal que
w(y) = 0 para todo w € K1 NU®y w(y) > sup{e((z —ce)t) : ¢ € Ky} para
todo w € Ky. Siz =y A (x —ee)T entonces w(z) = 0 para todo w € K,
pues w(z) < w(y) = 0 para todo w € K1 NU® y w(z) < w((z —ee)t) =0
para todo w € Kj NU. Dado que K; € Q tenemos ¢(z) = 0. Ademds, si
w € Ky entonces w(z) = w((z —ee)t), luego w((z — ee)™ — z) = 0 para todo
w € Kj. De la definicién de Ky obtenemos q((x — ce)t — z) = 0, con lo que
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4z — (A 2€)) = (@ — 2e)") < q((z — e}t — 2) +q(2) = a(z) = 0 y por Io
tanto g(x) = g(x Aee) < eq(e). Como ¢ es arbitrario concluimos que ¢(x) = 0.

Consideremos el compacto K, = (e o K, que es no vacio, pues si fuera
K, = @ existirfan Ky,...,K, en Q talesque @ = K;N---N K, € Q, lo cual
no puede ocurrir. Ademés K, € Q: sea x € E% tal que w(x) = 0 para todo
w € Ky; dado € > 0 el abierto U = {w € Spec E* : w(z) < €} contiene a K,
y por lo tanto existen Ki,..., K, en Q tales que K; N---N K, C U; como
ademds w((z — ee)™) = 0 para todo w € U, concluimos que ¢((x — ege)™) = 0;
procediendo como en el parrafo anterior obtenemos g(z) = 0.

Veamos que si z € EY es tal que g(z) = 0, entonces w(x) = 0 para todo
w € K,. Supongamos que existe wy € K, tal que wo(z) = A > 0y sea
W = {w € Spec E* : w(x) > %} Consideremos y € E7 tal que w(y) = 0 para
todo w € Spec E*\ W (W # Spec E*, pues si w(x) > % para todo w, entonces
x > % ey por lo tanto g(z) > 0). Siw € W entonces w(z)w(y) > 5 w(y); si

w € Spec E*\ W entonces 0 = w(z)w(y) = 5 w(y). En cualquier caso tenemos

() < 2 lyllew(a)

y por lo tanto y < 2 ||y|lez, es decir, g(y) < 3 ||y[leq(z) = 0. Asf pues W€ € Q
y en consecuencia wg € K, € W€, lo cual es una contradiccion porque wg € W.

Probemos ahora la inclusiéon K, C Spec E, para lo cual debemos ver que
dado x € E; se satisface Z(w) € R para todo w € K, (véanse 1.2.18 y el lema
1.2.22). Dado = € E; sean € N tal que ¢((z —ne)™) = 0; si m > n entonces

(x—ne)t =2 —xAne>xAme— (xAne) > ((x Ame) —ne) VO

= ((x Ame) —ne)™ € E*

y por lo tanto ¢(((z Ame) —ne)™) = 0; lo anterior implica que w(((z A me) —
ne)t) = 0 para todo w € Ky, es decir, w((z Ame) —ne) < 0 para todo w € Ky,
de lo que se sigue Z(w) = sup,, w(z A me) < w(ne) = n para todo w € K.
Veamos finalmente que dado x € E se satisface g(z) = 0 siy sélo si w(x) =
0 para todo w € K,. Es claro que ¢(z) = 0siy sélosi g(zt) =q(z7) =0y
que, dada w € Spec F, w(z) = 0 si y sélo si w(z™) = w(x™) = 0 (lo primero
porque la seminorma ¢ es reticular y lo segundo porque lo forma lineal w
es morfismo de reticulos); por lo tanto podemos suponer z € E., en cuyo
caso tenemos ¢(x) = sup,, ¢(x A me) (véase 4.2.12); aplicando lo ya probado
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obtenemos
g(z)=0 <= q(zAne)=0 VneN
< w(rAne)=0 YweK, VneN
— w()=0 VweK,,
con lo que concluye la demostracion. O

Teorema 4.2.14 (Buskes [13]). Sea E un reticulo vectorial arquimediano con

unidad débil e. Son equivalentes:

(i)  para toda seminorma reticular no nula q sobre E y para cada x € FE4
existe n € N tal que q((x —ne)™) = 0;

(i) 7o =7F.

Demostracion. (i)=(ii) Tenemos que probar la desigualdad 7, < 7%, esto es,

que si ¢ es una seminorma reticular no nula sobre E, entonces existen un

subconjunto compacto K de Spec E y A > 0 tales que ¢ < Agg. Por hipdtesis,

del lema 4.2.13 se sigue que existe un compacto K en Spec E tal que ¢ esta

centralizada en K; veamos que ¢ < ¢(e)qx. Sea x € E; dada w € K es

claro que w(|z]) = |w(z)| < gk (), es decir, w((|z| — g (z)e)T) = 0; luego

q((Jz| =gk (z)e)™) = 0; como |z| = (|| - gk (v)e) +ax (v)e < (Jz|—qx (z)e) "+

gk (z)e, concluimos que q(z) = q(|z|) < qx(x)q(e).

(ii)=(i) Sea ¢ es una seminorma reticular no nula sobre E y sea z €
E,. Por hipétesis, existen un compacto K en Spec E y A > 0 tales que
¢ < Agr. Sitomamos n € N tal que sup{w(z) : w € K} = qx(z) < n,
entonces qi ((z — ne)™) = sup{w((z — ne)*t) : w € K} = 0 y por lo tanto
q((x —ne)™) = 0. O

4.3 Topologias sobre ®-algebras compatibles con
el orden

En la seccion anterior se ha probado que para la topologia del orden 7, sobre
un reticulo vectorial E existen varias definiciones posibles, todas ellas equiv-
alentes: de entre todas las topologias localmente convexas sobre F, 7, es la
mas fina de las que son localmente sélidas, 7, es la maés fina de las que hacen
acotados a todos los intervalos cerrados, y 7, es la mas fina de las que pueden
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definirse por una familia de seminormas reticulares. Esta seccion, que es es-
encialmente el trabajo [46], la comenzamos adaptando las tres definiciones
anteriores para topologias localmente m-convexas sobre una [-algebra.

Definiciéon 4.3.1. Dada una [-dlgebra A, denotaremos por 7'(1)) a la més fina
topologia localmente m-convexa sobre A para la que son acotados todos los
intervalos cerrados de A. La familia I' = {m-seminormas sobre A que son
acotadas sobre los intervalos cerrados} es no vacia y 7% es la topologia definida

por I'. Una base de 0-entornos para 70 es

subconjuntos de A absolutamente m-convexos
que absorben a todos los intervalos cerrados

Definicién 4.3.2. Dada una [-algebra A, denotaremos por 7" a la mas fina
topologia sobre A que es localmente m-convexa y localmente sélida. Dado
que la interseccién de conjuntos m-convexos (sélidos) de A es un conjunto
m-convexo (sélido) de A, se sigue que el supremo de una familia de topologias
localmente m-convexas (localmente sélidas) sobre A es una topologia local-
mente m-convexa (localmente sélida). Como consecuencia, 7" existe porque
es el supremo de la familia de todas las topologias sobre A que son localmente
m-convexas y localmente sélidas (dicha familia es no vacia porque la topologia
trivial estd en ella).

Definicién 4.3.3. Dada una [-algebra A, denotaremos por 7; la topologia lo-
calmente m-convexa sobre A definida por la familia de todas las m-seminormas
reticulares que existen sobre A. Es claro que una base de 0-entornos para 7,
es la coleccion de todos los subconjuntos de A que son m-convexos, sélidos y
absorbentes.

Las topologias que hemos definido sobre una [-algebra son funtoriales:

Proposicion 4.3.4. SiT : A — B es un morfismo de l-dlgebras, entonces
las aplicaciones T : (A, 78) — (B, 718) (v = s,m,b) son continuas.

Demostracion. Anéloga a la de la proposicién 4.2.4. O

4.3.5. Sea A una [-dlgebra. Ademds de las topologias 72, 77" y 7¢ definidas
sobre A, como A es un reticulo vectorial podemos considerar también su
topologia del orden 7,. En general tenemos 75 < 7" < 7'([)) < 7,. En efecto,
75 < 7" porque 7¢ es localmente m-convexa y localmente sélida, 77" < 78
porque toda topologia localmente sélida hace acotados a los intervalos
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cerrados (véase 4.1.9), y 78 < 7, trivialmente. Serfa interesante conocer condi-
ciones necesarias ¢ suficientes para que alguna de las desigualdades anteriores
sea una igualdad. En particular, nos preguntamos cuidndo la topologia del
orden 7, es localmente m-convexa (< 7" = 7,), y en ese caso cuando la
topologia del orden se puede definir por una familia de m-seminormas reticu-
lares (& 75 =17, ).

El resultado fundamental utilizado en la proposicion 4.2.8 para obtener
la equivalencia de las tres definiciones de 7, es la proposicién 4.2.6, cuyo
enunciado analogo para la [-dlgebra A serfa: la coleccion de todos los conjuntos
m-convexos, solidos y absorbentes de A es una base de 0-entornos para 7‘3. En
la proposicién 4.3.10 probaremos que dicho enunciado es véalido cuando A es
una ®-ilgebra uniformemente cerrada, y como consecuencia obtendremos que

en ese caso se dan las igualdades 75 = 77" = 70,

Lema 4.3.6. Sea A una ®-dlgebra uniformemente cerrada. Si A es real-
semisimple (en particular, segun 2.3.10, si A es cerrada por inversion), en-
tonces 1, es Hausdorff (y por tanto (A,7,) es un espacio bornolégico).

Demostracion. El que A sea real-semisimple significa que Specg A (visto den-
tro del dual algebraico A¢) separa puntos de A. Segin el lema 2.3.4 tenemos
Specg A C Eﬁlr, de modo que Specyg A C (A, 7,)" en virtud de la proposicién
4.2.4 y por lo tanto (A, 7,)" separa puntos de A. Basta aplicar el teorema de
Hahn-Banach para concluir que 7, es Hausdorff. ]

4.3.7. Fijada una [-dlgebra A, es claro que la igualdad 77" = 7° equivale a
que Tf; sea localmente sélida. Como consecuencia se sigue que para que se
satisfagan las igualdades 7" = 1° = 7, es suficiente con que sea 70 = 7,.
En el siguiente ejemplo mostramos que las topologias 75, 7.* v Té’ pueden ser

iguales entre si y distintas de 7.

Ejemplo 4.3.8. Sea A = R|x] el algebra de los polinomios en una indeter-
minada con coeficientes reales. Definimos sobre A la relacién de orden “<7”
siguiente: dados P(x) =ag+aix+... y Qx)=bg+ bz +...,

P(z) <Q(z) <= ap<by, a1 <bi, ....

Es inmediato comprobar que la anterior es una relacién de orden que dota a
A de estructura de [-algebra, satisfaciéndose

(a0+a1;1:—|—...)\/(bo—i—blw—I—...):(ag\/bo)+(a1vb1)x+...,
(a0+a1x+...)/\(b0+b1:1;+...):(ag/\bo)—l—(al/\bl)x—l—...,
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donde a; V b; (a; A b;) es el supremo (infimo) de los nimeros reales a; y b;.
En particular el valor absoluto de ag+ a1z +... es |ag| +|at]lz+... .

Como espacio vectorial A es la suma directa de R consigo mismo una
cantidad numerable de veces, A=RM™M =R@ 2R @ 22R@ -, y es conocido
que la topologia suma directa 7 sobre A es la més fina topologia sobre RV
que lo dota de estructura de espacio vectorial topolégico. Una base de entornos
de cero para ella son los conjuntos de la forma

[—60,50] D [—51,61] B = ([—60,50] X [—81,81] X e ) QR(N)

con (go,¢€1,...) sucesiéon de nimeros reales estrictamente positivos. Es claro
que para 7 no existe una base numerable de 0O-entornos y que 7 es una
topologia localmente convexa para la que los intervalos cerrados de A son
acotados: dados polinomios P(x) = a9 + a1z + ..., Q(z) = bg + b1z + ...
tenemos [P(x), Q(z)] = [ao,bo] ® [a1,01] ® -+ @ [an,by] DOB 0D --- , donde
n es el maximo entre los grados de P(z) y Q(z). Por lo tanto 7, = 7.

Sea ahora ¢ : A — R una m-seminorma y sean a = ¢(z), 5 = ¢(1); dado
P(z)=a9+ a1z + -+ apz™ tenemos

q(P(x)) < |ag|B + |at|a + |ag|a® + - + |an|a”
< max{1, 8}(Jao| + |a1|a + |a2\oz2 + ot apla™) .

(%)

Para cada a > 0 la aplicacion ¢, : A — R, definida por la igualdad
Galag + a1z + - -+ + ana™) = |ag| + |ar|a + |ag|a® + -+ + |an|a”

es una m-seminorma reticular, y las desigualdades (*) prueban que para toda
m-seminorma ¢ sobre A existen constantes no negativas C, « tales que g <
Cqs. Hemos probado que la topologia localmente m-convexa mas fina que
existe sobre A estd definida por una familia de m-seminormas reticulares, de
modo que se satisfacen las igualdades 75 = 77" = 72. Como ¢a; < Ga, cuando
a1 < ag, la familia {¢, },, define la topologia 7)" y como consecuencia tenemos
que dicha topologia tiene una base numerable de O-entornos. Por lo tanto debe
ser 7. < To.

4.3.9. Si A es una $-dlgebra, entonces A es un reticulo vectorial arquimediano
en el que 1 es unidad débil de orden y podemos considerar sobre A la topologia
Tok, esto es, la topologia inicial definida en A por la representacién de Riesz
A — Ci(Spec A) (véase 4.2.10). La representacion anterior es un morfismo de

[-4lgebras en virtud del corolario 2.2.6, de modo que las seminormas reticulares
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que definen la topologia 7% son m-seminormas y por lo tanto tenemos T(lf <

o
8 < 1 < 18 < 1, es decir, A — Cip(Spec A) es continua para todas las

topologias que estamos considerando sobre A.

Proposicion 4.3.10. Sea A una ®-dlgebra uniformemente cerrada. La coleccion
de todos los conjuntos m-convexos, solidos y absorbentes de A es una base de

0-entornos para 0. Es decir, tenemos 75 = 77" = 72,

Demostracion. Sea U un conjunto absolutamente m-convexo que es O-entorno

para T(Z; , esto es, que absorbe a los intervalos cerrados, y consideremos

V={acA:[0a] CU.

Que V es un conjunto convexo y sélido que absorbe a los intervalos cerrados
y satisface V' C 2U se prueba como en la demostracién de la proposicién
4.2.6. Para terminar veamos la inclusién VV C V, esto es, que si a,b € V
entonces [0, |ab|]] € U: dado ¢ € [0, |ab|], como |ab| = |a||b|, de 2.3.3 (iv) se
sigue que existen p € [0,]a|] y ¢ € [0,]b|] tales que ¢ = pg; en particular
tenemos p,q € U, y como U es m-convexo concluimos que ¢ = pg € U. O

Ejemplos 4.3.11. (a) La l-dlgebra del ejemplo 4.3.8 es uniformemente cer-
rada pero no es una P-dlgebra (es arquimediana pero no es f-édlgebra), lo
cual prueba que las hipotesis de la proposicién anterior no son condiciones
necesarias para que se den las igualdades 75 = 77 = 7.

(b) (Buskes [13, Exa. 4.5]) Veamos un ejemplo de ®-dlgebra uniforme-
mente cerrada en la que se satisface 7¥ # 7,. Sea A = {f € C(R) : |f| < P
para alguna funcién polinémica P}, que como se vio en 2.3.11 es una ®-
algebra uniformemente cerrada. Dada f € A tenemos las integrales definidas
f_ooo |f(x)|e®dz, [°|f(x)le""dz, y por lo tanto tenemos el nimero real no
negativo

0 0 00
o(f) = / (@) le*de + / F(@)leda = / 1F(@)](e® A e®)da;

—00 0 —00

de las propiedades de la integral definida se sigue que la funcién ¢ : A — R,
f — q(f), es una seminorma reticular. Es fdcil comprobar que para todo
n € N se satisface ¢((z —n)T) = e™™ > 0, de modo que aplicando el teorema
4.2.14 obtenemos la desigualdad estricta 7% < 7.
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Lema 4.3.12. Sea X un conjunto y sea E un subespacio vectorial de RX. Si

E es uniformemente cerrado y contiene a las funciones constantes, entonces

son equivalentes:

(i) E esun reticulo satisfaciendo: si x € E es tal que x(w) # 0 para todo
1

w € X, entonces la funcion y(w) = (o) pertenece a E;

(ii) E es un anillo satisfaciendo: si v € E es tal que x(w) # 0 para todo
w € X, entonces la funcion y(w) = ﬁ pertenece a E;
(iii) E es cerrado respecto a la composicion con funciones reales y continuas

definidas sobre intervalos abiertos de R.

Demostracion. (i)=(ii) Hemos de ver que si x € E entonces z? € E:

2% = |z = (1 + |z])* = 2Jz| — 1.
Como %Irl € E* = C(Spec E*), entonces m € E* por ser C(Spec E*) un
anillo, de modo que (1 + |z|)? € E.
(ii)=-(iii) Veamos en primer lugar que F es cerrado por composicién con
funciones de C(R). Consideremos

L={feCR): foxre EVx € FE}.

Es facil ver que £ hereda de F la propiedad de ser un anillo uniformemente
cerrado que contiene a las funciones constantes y que satisface (ii). Tenemos
que E es un reticulo (luego £ también), pues si x € E entonces

|z]

1+$2(1+m2)€E.

x |z|
ceFE = el = =
1+ 22 1+ 22 ]

Ademsas C(R) C £ (viendo C(R) como las funciones f € C(R) para las que
los limites limy,— oo f(z) v limy,—_o f(2) existen y son finitos). En efecto,
las poligonales acotadas constituyen un reticulo vectorial que contiene a las
funciones constantes y separa puntos de R, luego segin el teorema clésico
de Kakutani-Stone son uniformemente densas en C(R), y es claro que dichas
poligonales estan en £. Veamos ahora que cada f € C*(R) estd en £. Como
limy o ﬁ—% = 0 tenemos que g(t) = lfﬁ)g es una funcién de £, luego f(t) =
g(t)(1 + t?) también pertenece a £. Por tltimo C(R) C L, pues si f € C(R)

entonces

1 1

IS ) L
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Sea ahora f € C*(I), donde I es un intervalo abierto que contiene a x(X)
(x € E). Definamos fi(t) = inf{|t = A\| : A € I’} y fa(t) = f(t)f1(t), donde
I¢ denota el complementario de I en R; podemos suponer I¢ # & porque
el caso I = R ya lo hemos tratado. Es facil ver que f; y fo se extienden
continuamente a R, luego fiox, faox € E. Como z(w) € I para cada w € X,
tenemos

faox

o flol'

Finalmente {f € C(I) : fox € E} coincide con C(I), pues dicho conjunto,
como antes £, hereda las propiedades de F, luego es un anillo uniformemente
cerrado y cerrado por inversién que contiene a C*(I).

(iii)=-(i) Componiendo con la funcién “valor absoluto”, que estd definida
en todo intervalo abierto de R, obtenemos que F es un reticulo y como conse-
cuencia que es un anillo. Ahora, si z € E es tal que z(w) # 0 para todow € X,
entonces componiendo con la funcién ¢(t) = 1 de C((0,00)) obtenemos que
x—geE,yporlotanto%:xlgeE O

T

filz(w)) = inf{|z(w) = A : A€ I} >0 = fox €eE.

Teorema 4.3.13. Si A es una ®-dlgebra uniformemente cerrada y cerrada
por inversion, entonces TV =75 =1 =10 =7,

¥ # T,, en cuyo caso, segun el teorema
4.2.14, deben existir una seminorma reticular ¢ sobre A y algin a € A tales
que g((a —n)™) > 0 para todo n € N. Entonces la funcién

Demostracidn. Supongamos que 7

n
FeR— ) =sw oo™
es continua, pues dado ty € R existe n € N tal que {3 < n, y por tanto
ft) = sup{m (t—k)* : 1 <k < n} para cada t del entorno (—oo,n) de
to. Puesto que A es uniformemente cerrada y cerrada por inversion, podemos
aplicar el lema anterior a A vista como subélgebra de C(Spec A) (nétese que
A es real-semisimple en virtud del corolario 2.3.10), y obtenemos

t—n)t eR

= a = L(Z—n+ .
b=too=V jaoam @ E4

n

Finalmente, ¢(b) > Wq((a —n)T) = n para todo n € N, lo cual es
absurdo. n
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Una consecuencia del teorema anterior es el siguiente importante resultado
debido a Feldman y Porter [19]:

Corolario 4.3.14. §i X es un espacio topologico completamente reqular, en-
tonces (C(X),7,) = Cr(vX). Como consecuencia, X es realcompacto si y sélo
si en C(X) coinciden la topologia del orden y la topologia de la convergencia
compacta.

Demostracion. Sea C(X) — C(vX), f — fY, la representacién de Riesz de
la ®-dlgebra C(X), que es un morfismo de [-dlgebras; como X es denso en
vX y cada fY extiende a f, concluimos que dicha representaciéon es un [-
isomorfismo (constltese la seccién 1.3 para verificar las afirmaciones hechas).
Para obtener la igualdad topolégica (C(X),7,) = Ci(vX), basta aplicar el
teorema 4.3.13 teniendo en cuenta que C(X) es una ®-dlgebra uniformemente
cerrada y cerrada por inversién.

Ahora, si X es realcompacto entonces X = vX y por lo tanto 7% = 7,
es la topologia de la convergencia compacta de C(X). Reciprocamente, si
(C(X),70) = Cx(X) entonces

X = Spec,; Cr(X) = Spec,(C(X), 7,) = Specg C(X) = vX

y por lo tanto X es realcompacto (para ver la pentltima de las anteriores
igualdades, téngase en cuenta que todo morfismo de algebras de C(X) en R
conserva el orden (2.3.4) y por lo tanto es continuo para 7, (4.2.4)). O

El siguiente resultado fue probado independientemente por Nachbin [53]
y Shirota [66], y caracteriza los espacios realcompactos en términos de la
topologia de la convergencia compacta.

Teorema 4.3.15. Si X es un espacio completamente reqular Hausdorff, en-
tonces Cip(X) es bornoldgico si y sdlo si X es realcompacto.

Demostracion. Si X es realcompacto, entonces Ci(X) = (C(X), 7,) y basta
aplicar el lema 4.3.6 para concluir que Cx(X) es bornoldgico.

Supongamos ahora que Ci(X) es bornolégico. Si existe zg € vX \ X,
entonces la forma lineal Cx(X) — R, f — fY(x0), no es continua, y por lo
tanto existe un conjunto acotado B en C(X) y existe una sucesion { f,,}, C B
tal que fY(xg) — oo. Si para cada n € N definimos V,, = {z € vX : fY(x) >
[P (x0) — 1}, entonces (), Vi, es un conjunto G5 de vX que es no vacio porque
xo estd en él, y por lo tanto (), V) N X # @ (véase la proposicién 1.3.7 (i)).
Dado = € (), Vo) N X tenemos f,(z) — oo, lo cual es una contradiccién
porque la forma lineal Cx(X) — R, f — f(z) es continua. O
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La ultima parte de este capitulo la dedicaremos a dar una caracterizacién
del algebra topolégica Ci(X) con X un k,-espacio realcompacto (véase en
3.2.16 la definicién de “dlgebra topoldgica regular”). Comenzaremos dando
unas importantes propiedades de las ®-algebras uniformemente cerradas.

Lema 4.3.16. Si A es un dlgebra topolégica y es una ®-dlgebra uniforme-
mente cerrada, entonces A es reqular.

Demostracién. Dados a € A 'y w € Spec, A debe ser w(at) =01 w(a™) =0
porque ata™ = 0, es decir, w(a) = w(a™) 4 w(a) = —w(a™); como en virtud
del lema 2.3.4 tenemos que w es un morfismo de [-algebras concluimos que se
satisface: w(a) > 0 si y sélo si w(a™t) # 0.

Ahora, si para cada a € A denotamos por coz(a) el complementario de
(a)og = {w € Spec; A : w(a) = 0} en Spec, A, entonces debemos probar que una
base de abiertos en Spec, A es la coleccién {coz(a) : a € A}. Por definicién de
la topologia de Gelfand, una base de abiertos en Spec; A esta formada por las
intersecciones finitas de conjuntos de la forma {w € Spec, A : w(a) € (a, )}
cona € Ay a,B € R; tenemos

a<w(a)<f <<= wla—a)>0y w(@—a)>0
= wa-a)")#0 y w(B-a)")#0,

es decir {w € Spec, A : w(a) € (a, )} = coz((a — @)™) Ncoz((f — a)™). Para
concluir la demostracion es suficiente tener en cuenta que, dados aq,...,a, €
A, se satisface coz(a1) N---Ncoz(a,) = coz(ay - ... ay). O

Lema 4.3.17. Si A es una ®-dlgebra uniformemente cerrada y cerrada por
inversion, entonces (A, T,) es un dlgebra localmente m-convexa Hausdorff que
satisface:

(i)  Spec(A,7,) = Specg A = Spec A;

(i1) (A, 7o) es reqular y semisimple.

Demostracion. Segtun el teorema 4.3.13, la topologia Tf es localmente m-
convexa y Tf = T,; ademds, 7, es Hausdorff en virtud del lema 4.3.6. La
igualdad Spec,(A4,7,) = Specgp A se prueba razonando como en la tltima
parte de la demostracién del corolario 4.3.14, y de ella se sigue inmediata-
mente que A es semisimple porque A es real-semisimple (2.3.10). La igualdad
Specg A = Spec A es el corolario 2.3.5. Por tltimo, en el lema 4.3.16 se ha

probado que (A, 7,) es regular. O
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Lema 4.3.18. Sea A una f-dlgebra. Si el espacio localmente convexo (A, T,)
es completo, entonces A es una ®-dlgebra uniformemente cerrada.

Demostracion. Como T, es Hausdorff (por definicién de topologia completa),
del corolario 4.1.12 se sigue que A, es cerrado y que A es arquimediana.
Nos falta probar que A es uniformemente cerrada. Sea {ay}, una sucesién
uniformemente de Cauchy en A. Sea U un 0-entorno para 7, y sea A > 0 tal
que [—1,1] C AU; si ng € N satisface |a, —ap| < } cuando n,m > ng, entonces
an — am € [55, 1] C U si n,m > ng. Esto prueba que {a,}, es una sucesién
de Cauchy para 7, y que por lo tanto existe a € A tal que a, — a en (A, 7,).
Dado € > 0, sea v € N tal que |a,, — a,| < € si n,m > v; como las operaciones
de reticulo son continuas para 7, (Corolario 4.2.7), fijado n tenemos que la
sucesion {|a, — am|}, converge a |a, — al, y como Ay es cerrado obtenemos
que |a, —a| < esin > v, lo cual prueba que A es uniformemente cerrada. [

Teorema 4.3.19. Sea A una f-dlgebra tal que el espacio localmente convexo
(A, 7,) es completo. Son equivalentes:

(i) A es cerrada por inversion;

(il) 7, es localmente m-convexa.

Demostracion. En virtud del lema 4.3.18 tenemos que A es una ®-algebra
uniformemente cerrada. Si A es cerrada por inversién entonces del lema 4.3.17
se sigue que T, es localmente m-convexa.

Supongamos ahora que 7, es localmente m-convexa. Entonces (A,7,) es
un algebra localmente m-convexa, estrictamente real y completa (2.3.3 (ii)),
e igual que en la demostracién del lema 4.3.17 se prueba que Spec;(A,7,) =
Specg A. Aplicando 3.2.39 (i) concluimos que A es cerrada por inversién (véase
el ejemplo 3.2.22). m

Observacion 4.3.20. Dada una f-algebra A, en el lema 4.3.17 se probé que si
A es arquimediana, uniformemente cerrada y cerrada por inversién entonces
To €s localmente m-convexa, y el teorema 4.3.19 afirma que el reciproco es
cierto cuando 7, es completa.

Teorema de Caracterizacién 4.3.21 (M-P-R [46]). Si A es una f-dlgebra
dotada de una topologia localmente m-convera, entonces A es l-isomorfa y
homeomorfa a Ci(X), con X un k,-espacio realcompacto, si y sélo si:

(i) A es bornoldgica y completa;

(ii)  cada intervalo cerrado de A es acotado.
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Demostracion. Si X es un ky-espacio realcompacto, entonces ya hemos visto
en los teoremas 3.3.16 y 4.3.15 que el dlgebra localmente m-convexa Ci(X) es
bornolégica y completa; ademds, es inmediato comprobar que en Ci(X) todo
intervalo cerrado es acotado.

Supongamos ahora que A es una f-algebra dotada de una topologia lo-
calmente m-convexa, que es bornolégica y completa, y para la que todo in-
tervalo cerrado es acotado. Del teorema 4.2.9 se sigue que la topologia de A
es la topologia del orden 7,, por lo que del lema 4.3.18 y del teorema 4.3.19
obtenemos que A es una ®-dlgebra uniformemente cerrada y cerrada por in-
versién. Del lema 4.3.17 se sigue entonces que la representacién espectral
A — C(Specy A) es inyectiva y por lo tanto, identificando A con su imagen,
podemos suponer que A es una subédlgebra de C(Specy A) tal que, segin el
teorema 4.3.13, la topologia de A es la inducida por la de Ci(Specg A). Como
A separa puntos de Specy A, el conocido teorema de Kakutani-Stone ase-
gura que A es densa en Ci(Specg A), y como A es completa concluimos que
A = C(Specg A). Para terminar, Specy A es un espacio realcompacto, y debe
ser k,-espacio porque Ci(Specg A) es completo (Teorema 3.3.16). O

Teniendo en cuenta que todo espacio metrizable es bornolégico, del teo-
rema 3.3.17 se sigue el siguiente caso particular del teorema anterior:

Teorema de Caracterizacién 4.3.22 (Pulgarin [58]). Si A es una f-
dlgebra que estd dotada de una topologia localmente m-convexa, entonces A
es l-isomorfa y homeomorfa a Ci(X) con X wun k-espacio hemicompacto,
sty solo si:

(i) A es de Fréchet;

(ii)  cada intervalo cerrado de A es acotado.

Nota. En los dos dltimos teoremas, la condicién (i) implica que A es tonelada
y por lo tanto la condicién (ii) “cada intervalo cerrado de A es acotado” puede
cambiarse por: “A es localmente sélida” (véase 4.1.14).



Capitulo 5
@—Algebras Topologicas

El resultado principal de este ultimo capitulo es una caracterizacién de la
®-dlgebra localmente m-convexa Ci(X) con X un espacio topolégico normal
Hausdorff. Para llegar a ese resultado, en la primera seccién estudiamos dis-
tintas propiedades que pueden satisfacer los ideales cerrados de un algebra
topoldgica, traduciéndolas a propiedades del espectro topolégico y de la rep-
resentacién espectral, y en la segunda seccion, donde se establece el teorema
de caracterizacién mencionado, investigamos cuando una topologia localmente
convexa sobre el dlgebra C(X) es su topologia de la convergencia compacta.
En la tercera seccién damos una version del resultado principal en el caso nor-
mal y realcompacto. Puesto que X es realcompacto si y sélo si la topologia
de Cr(X) coincide con su topologia del orden, parece natural en este caso ex-
presar algunas de las hipdtesis del teorema de caracterizacion en términos del
orden.

5.1 Ideales cerrados en un algebra topolégica
Véanse en 3.2.16 las nociones y notaciones que utilizaremos en lo que sigue.

5.1.1. Sea A un algebra topoldgica y sea Spec; A su espectro topoldgico. Para
cada subconjunto S de A tenemos en Spec; A el conjunto cerrado (S)g :=
{w € Spec; A : a(w) = 0 para todo a € S} (donde a(w) := w(a)), y para
todo subconjunto Y de Spec, A tenemos en A el ideal cerrado Iy := {a €
A : a(w) = 0 para todow € Y}. De este modo, si denotamos J = {ideales
cerrados de A} y € = {subconjuntos cerrados de Spec, A}, entonces tenemos

113
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las aplicaciones

g M oe c g
I — (D)’ F +—— Ip’

donde (A)g = @ e Iz = A; dados I € Iy F € C, diremos que (I)g son los
ceros del ideal I y que Ig es el ideal asociado al cerrado F. Es facil ver que
se satisfacen:

(a) I C I,y F C(Ir) para cualesquiera I € Jy F € C;

(b) sily, Iy € Jtales que I C Iy, entonces (I2)g € (I71)p; como consecuencia,
de (a) se sigue que para todo F' € C se satisface Ir = I(1,);

(c) siFy, Fy € Ctales que Fy C Fy, entonces Ip, C I, ; como consecuencia,
de (a) se sigue la igualdad (1)o = (/(1),)o para todo I € J.

5.1.2. Sea A un algebra topoldgica. Que A sea regular significa que los
conjuntos cerrados de Spec; A son todos de la forma (I)g con [ ideal de A, es
decir, que la coleccién {(a) : a € A} sea una base de cerrados de la topologia
de Spec,; A. Es claro entonces que el que A sea regular es equivalente a que A
separe puntos y cerrados en el siguiente sentido: dados en Spec; A un cerrado
F y punto wy tales que wy ¢ F', existe a € A tal que a(wp) =1y a(w) =0
para todo w € F.

Lema 5.1.3. Un dlgebra topoldgica A es reqular si y sdlo si se satisface alguna
de las siguientes afirmaciones equivalentes:

(i) k& es inyectiva;

(ii) h es epiyectiva;

(iii) hek es la aplicacion identidad de C.

Demostracion. La condicidn (ii) es equivalente a que A sea regular: para cada
ideal I de A se satisface (I)g = (I)g, donde I denota la clausura de I en A,
por lo tanto A es regular si y sélo si h es epiyectiva. La condicién (iii) es
equivalente a que A separe puntos y cerrados: dado un cerrado F' de Spec, A,
como siempre se satisface F' C (Ir)g, serd F' = (Ip)o si y s6lo si para cada
w € Spec; A, w ¢ F, existe a € Ir tal que a(w) = 1. Como es inmediato
que (iii) implica (i), terminamos la demostracién si vemos que (i) implica
(iii): para cada F' € € tenemos Ir = I(1,),, de modo que si k es inyectiva se
satisface F' = (Ir)o. O

5.1.4. Dado que serd habitual que hagamos cociente de un dlgebra topolégica
por un ideal, es importante que en adelante se tenga en cuenta lo que digamos
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a continuacién. Si A es un algebra topoldgica e I es un ideal propio de A,
hemos dotado el algebra cociente A/I con la més fina topologia para la cual
A/I es un algebra topoldgica y el morfismo de paso al cociente m: A — A/I
es continuo (véase 3.2.4). Cuando A es un algebra localmente m-convexa esta
topologia coincide con la topologia cociente (véase 3.2.14), en cuyo caso, de las
propiedades de la topologia cociente y de la conocida correspondencia entre
los ideales de A que contienen a I y los ideales de A/I, se sigue que existe una
biyeccion entre los ideales cerrados de A que contienen a I y los ideales cerrados
de A/I. Si A no es localmente m-convexa esta biyecciéon puede no existir.
En cualquier caso, si existe una correspondencia biunivoca entre los ideales
maximales reales cerrados de A que contienen a I y los ideales maximales
reales cerrados de A/I, esto es, un morfismo de algebras w : A/I — R es
continuo si y sélo si es continua la composicion worm : A — R.

Proposicion 5.1.5. Sea A un dlgebra topoldgica. Tenemos:

(i) dado un ideal propio I de A, Spec,(A/I)= (I)o (igualdad topoldgica)
y A/I es regular silo es A;

(ii) A/Ip es semisimple para todo cerrado no vacio F' de Spec, A.

Demostracion. El apartado (i) se sigue de la funtorialidad del espectro topolégico.
Si f: A— B es un morfismo de dlgebras topoldgicas, entonces la aplicacién
f* : Spec; B — Spec, A, w — wof, es continua, y el morfismo natural “com-
poner con f*” hace que el cuadrado

A —— C(Spec; A)

7| [or

B —— C(Spec, B)

sea conmutativo, porque para cada a € A se satisface aof* = f(a) (esto es, el
elemento a representado como funciéon sobre Spec; A y compuesto con f* es
igual a la representacién de f(a) como funcién sobre Spec, B). Como conse-
cuencia, si el morfismo f es epiyectivo, entonces la aplicacién f* es inyectiva
y la topologia de Spec, B es la topologia inicial de f* (es decir, f* hace de
Spec; B un subespacio topolégico de Spec, A). Como caso particular de lo

anterior, es claro que la igualdad conjuntista Spec,(A/I) = (I)p mencionada
en 5.1.4 es también igualdad topoldgica; ademds, es ficil ver que la topologia
de Zariski de Spec; A induce sobre Spec,(A/I) su topologia de Zariski, por lo
que concluimos que A/I es regular cuando lo es A.
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Veamos (ii). El ideal Iy es propio porque F' es no vacio, y como F C
(Ir)o, por (i) tenemos Spec,(A/Ir) # @. Ahora, los ideales maximales reales
cerrados de A/Ip se corresponden con los ideales maximales reales cerrados
de A que contienen a I, y como la interseccién de estos ultimos es [(7,), = I
concluimos que A/Ir es semisimple. O

Corolario 5.1.6. Si A es un dlgebra topoldgica regular, entonces para cada
cerrado no vacio F de Spec, A se satisface que A/Ir es un dlgebra topoldgica
regular y semisimple cuyo espectro topolégico es F.

Definicion 5.1.7. Diremos que un algebra topolédgica A tiene la propiedad Iy
si todo ideal cerrado propio de A es interseccién de ideales maximales reales
cerrados, es decir, si la aplicacién k : € — J es epiyectiva.

Lema 5.1.8. Un dlgebra topolégica A tiene la propiedad 1 si y sélo si se
satisface alguna de las siguientes afirmaciones equivalentes:

(i)  k es epiyectiva;

(ii)  h es inyectiva;

(iii) keh es la aplicacion identidad de J.

Demostracion. (i)=(iii) Dado I € J existe F' € C tal que I = Ip, de modo
que F'C (Ir)o = (I)o y por lo tanto Iy, € Ir = I; como segtin lo dicho en
5.1.1 siempre se satisface la otra inclusién, concluimos que (), = I.
(iii)=-(ii) Es trivial.
(ii)=(i) Dado I € J tenemos (I)o = (I(1),)o (véase 5.1.1 (c)), de modo que
si h es inyectiva debe ser I = I(y),, es decir, I es la imagen por k del cerrado
(Do- O

Corolario 5.1.9. Un dlgebra topoldgica A es reqular y tiene la propiedad 11,
st y solo si, las aplicaciones h y k establecen una biyeccion entre los ideales
cerrados de A y los subconjuntos cerrados de Spec, A.

Ejemplo 5.1.10. Sea X un espacio topolégico completamente regular Haus-
dorff, en cuyo caso sabemos que Spec, Cy(X) = X (Proposicién 3.3.10). Del
teorema 3.3.8 se sigue que Ci(X) es regular y tiene la propiedad I;.

Observacién 5.1.11. Sea A un &lgebra topolégica. Si A es semisimple (lo
cual implica que el espacio topolégico Spec, A es no vacio), entonces el ideal
0 de A es cerrado y por tanto A es Hausdorff. El reciproco es vélido cuando
A tiene la propiedad I;: si A es Hausdorff y tiene la propiedad I;, entonces
el ideal 0 debe ser interseccién de ideales maximales reales cerrados, en cuyo
caso Spec, A # @ y A es semisimple.
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Aunque en los enunciados de los resultados se especificaran claramente las
hipétesis de los espacios topolégicos que apareceran en ellos, en los comentarios
que siguen supondremos, para simplificar, que X es un espacio topoldgico
completamente regular Hausdorff.

Como ya dijimos al comienzo de este capitulo, estamos interesados en la
caracterizacién del algebra topolégica Ci(X) cuando X es normal; por este
motivo, seguidamente expresaremos la normalidad de X en términos de los
ideales cerrados de Ci(X).

Definiciones 5.1.12. Sea A un élgebra topoldgica. Diremos que A tiene la
propiedad I3 si en A no existen dos ideales cerrados cuya suma sea densa y
propia. Diremos que A es normal si separa cerrados de Spec, A en el siguiente
sentido: si F, G son cerrados no vacios y disjuntos de Spec; A, entonces existe
a € A tal que a(w) = 0 para todo w € F'y a(w) = 1 para todo w € G.

Es claro que si A es normal entonces A es regular, y el lema de Urysonh
afirma que X es normal si y sélo si C(X) es normal.

Lema 5.1.13. Si X es un espacio topologico completamente regular Haus-
dorff, entonces Cy(X) es normal si y sdlo si tiene la propiedad Is.

Demostracion. Supongamos que Ci(X) es normal y sean I y .J ideales cerrados
de A tales que I 4 J es denso, en cuyo caso tenemos (I +J)g=9. Si F y G
son cerrados de X tales que I = Ip y J = I, entonces FNG = (I)gN(J)g =
(I +J)o =@y por lo tanto existe f € Ci(X) tal que f(F) =0y f(G) =1;
como fel,g=1—feJy f+g=1,debeser I +J = C(X).
Reciprocamente, supongamos que C(X) satisface la propiedad I3 y sean
F y G cerrados no vacios y disjuntos de X. Tenemos (Ip+Ig)o = FNG = &,
por lo que Ir + Ig no esta contenido en ningtn ideal maximal real cerrado de
Cr(X); como, segun 3.2.38 (i), todo ideal no denso de Ci(X) esta contenido en
algin ideal maximal real cerrado, obtenemos que Ir + I es denso y por lo
tanto Ir + I = C(X), es decir, existen f € Ir y g € I tales que f + g = 1;
es claro que f(F) =0y f(G) =1. O

Observacion 5.1.14. Para un algebra topolédgica A no es cierta, en general, la
equivalencia del anterior lema. Nétese que en su demostracién se ha utilizado
que Ci(X) tiene la propiedad I, que es regular, y que cada ideal no denso
suyo estd contenido en algin ideal maximal real cerrado.

Lo dicho en el anterior parrafo justifica la siguiente definicién, y un anélisis
de la demostracién del dltimo lema hace que sea inmediata la demostracién
del teorema posterior, que generaliza al mencionado lema.
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Definicién 5.1.15. Sea A un algebra topoldgica. Diremos que A tiene la
propiedad I si todo ideal no denso suyo esta contenido en algin ideal maximal
real cerrado.

Es claro que si A tiene la propiedad I; entonces A tiene la propiedad
Io. Segin el teorema 3.2.38 (i), toda algebra localmente m-convexa Hausdorff
racional (en particular Cx(X)) tiene la propiedad Is.

Teorema 5.1.16. Para toda dlgebra topologica A tenemos:

(i) si A es normal y tiene la propiedad 11, entonces A tiene la propiedad Is;
(ii) si A es regular y tiene las propiedades Ig e I3, entonces A es normal.
Como consecuencia, si A es reqular y tiene la propiedad 1y (esto es, si hay una
biyeccion entre los subconjuntos cerrados de Spec, A y los ideales cerrados de
A), entonces A es normal si y sdlo si A tiene la propiedad 3.

Observacion 5.1.17. Si A es un &lgebra topoldgica con la propiedad Iy,
entonces es claro que todo ideal maximal cerrado de A es real (como ocurre
en Cr(X)), es decir, las nociones “ideal maximal real cerrado” e “ideal maximal
cerrado” son equivalentes en A.

En el siguiente lema queda reflejado el buen comportamiento al pasar al
cociente de todas las propiedades que hemos definido (recuérdese lo dicho en
5.1.4):

Lema 5.1.18. Sea I un ideal propio de un dlgebra topoldgica A. Tenemos:
(i)  si A es regular, entonces A/I es regular;

(ii) st A es normal, entonces A/I es normal;

(ili) si A tiene la propiedad 11, entonces A/I tiene la propiedad 1y;

(iv) si A tiene la propiedad Iz, entonces A/I tiene la propiedad la;

(v) si A es localmente m-conveza y tiene la propiedad 13, entonces A/I tiene

la propiedad I3.

Demostracion. Denotemos por m: A — A/I el morfismo de paso al cociente.
El apartado (i) se probé en la proposicién 5.1.5 (i), donde también se vi6é que
el espectro topoldgico de A/I es el subespacio topolégico (I)y de Spec, A,
y que la funcién que w(a) € A/l (a € A) define sobre Spec,(A/I) es la
restriccion a (I)g de la funcién que a define sobre Spec, A. En particular,
dado un cerrado C' de Spec; A contenido en (I)g, si Ic = {a € A:a(C) =0}
y Jo ={m(a) € A/I : w(a)(C) = 0}, entonces tenemos Jo = 7(I¢).
Supongamos que A es normal, esto es, que para cada par de cerrados
disjuntos F, G de Spec, A se satisface Ir+ I = A. Si ahora F, G son cerrados
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disjuntos de (I)o tenemos Jp + Jg = 7(Ip) + 7(Ig) = 7(Ip + Ig) = w(A) =
A/I. Por lo tanto A/I es normal.

Supongamos que A tiene la propiedad I;. Si J es un ideal cerrado propio
de A/I, entonces 771 (.J) es un ideal cerrado propio de A y por lo tanto existe
un cerrado C en Spec, A tal que Ic = 7 1(.J); nétese que C C (I)g porque
I C I¢. Tenemos Jo = w(Ig) = n(7~1(J)) = J, de modo que A/I tiene la
propiedad 1.

Supongamos que A tiene la propiedad Is. Sea J un ideal no denso de A/I
y denotemos Iy = 7~ !(J). Por la continuidad de 7 tenemos 7(Iy) C 7(lp) =
J # A/I, y por tanto I no es denso en A. Entonces existe un ideal maximal
real cerrado M en A tal que Iy C M, y como I C Iy concluimos que 7(M)
es un ideal maximal real cerrado de A/I que contiene a J, lo que prueba que
A/I tiene la propiedad Is.

Por ltimo, supongamos que A es localmente m-convexay que A/I no tiene
la propiedad I3, y veamos que entonces A no tiene la propiedad I3. Existen
ideales cerrados Ji, Jo en A/I tales que Jy + Jo # A/Ty J1 + Jo = A/I. Si
denotamos I} = 7~ 1(J1), Is = 7 1(J5), entonces I e I son ideales cerrados
de A tales que I; + Is # A. Como el algebra A/I esta dotada de su topologia
cociente y I + I> es un ideal cerrado de A que contiene a I, tenemos que
w(11 + I) es un ideal cerrado de A/I, y como w(I; + I2) contiene a J; + Jo
debe ser A/I = J; + Jo C 7(Iy + I2), es decir, I} + Is = A. O

5.1.19. Dada un algebra topoldgica A tal que Spec, A # &, nos planteamos
la cuestién de expresar en términos de ideales cerrados el que se satisfaga la
siguiente propiedad (que cuando A = Ci(X) es bien conocida): un elemento
a € A es invertible si y sélo si a(w) # 0 para todo w € Spec, A. Puesto que
“a(w) # 0 para todo w € Spec; A” significa “a no pertenece a ningin ideal
maximal real cerrado de A”, es claro como probar el siguiente lema (véase la
demostracién de 3.2.39 (i)):

Lema 5.1.20. Sea A un dlgebra topoldgica con la propiedad lo y tal que
Spec; A # @. Son equivalentes:

(i) en A no existen ideales principales que sean propios y densos;

(ii) a € A es invertible si y solo si a(w) # 0 para todo w € Spec, A.

5.1.21. Consideremos ahora la representacién espectral A — C(Spec, A) de un
algebra topoldgica A, e investiguemos cudndo es continua si consideramos el
algebra C(Spec; A) dotada de su topologia de la convergencia compacta. Segun
el corolario 3.3.12, para cada subconjunto compacto K de Spec, A tenemos
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que {f € C(Spec; A) : 0 ¢ f(K)} es un abierto de Ci(Spec; A), de modo que si
denotamos S = {a € A: 0 ¢ a(K)} y la representacién espectral es continua,
entonces Sk es un abierto de A. Se satisface:

Proposicién 5.1.22. Sea A un dlgebra topoldgica cuya topologia es localmente
convezxa. Son equivalentes:

(i) la representacion espectral de A es continua;

(ii) Sk es abierto para todo compacto K de Spec, A.

Demostracion. Segun lo dicho antes de esta proposicién, sélo debemos demostrar
que (ii) implica (i), asi que supongamos que se satisface (ii). Dado un com-
pacto K de Spec; Ay dado € > 0, debemos probar que U = {a € A: |a(w)| < e
para todo w € K} es un entorno de 0. Como Sk es un entorno abierto de
e€ A, siV =85k —e entonces W =V N (=V) es un entorno de 0, y es claro
para todo a € W se satisface +& ¢ a(K). Si W’ es un entorno convexo de
0 contenido en W, entonces W’ C U, ya que cada w € K es una aplicacién
continua de A en R que aplica el conjunto conexo W' en un intervalo de R
que contiene a 0 y no contiene a +e. O

Si queremos dar un enunciado de la anterior proposicién en términos de
los ideales cerrados del dlgebra topoldgica, esto es, sin hacer referencia a los
subconjuntos compactos del espectro topoldgico, entonces necesitamos car-
acterizar de algin modo dichos compactos. Veamos primero qué ocurre en
las algebras de funciones continuas e intentemos después generalizar dicha
situacion para un algebra topoldgica arbitraria.

Lema 5.1.23. Sea X un espacio topoldgico completamente regular Hausdorff

y sea C' un subconjunto cerrado de X. Son equivalentes:

(i) C es compacto;

(ii) cada ideal mazimal de Ci(X) que contiene a Ic es cerrado (y por lo tanto
real).

Demostracion. Para C' = @ se satisfacen trivialmente (i) y (ii), asi que hag-
amos la demostracién en el caso C # &, esto es, cuando el ideal Io es propio.

Supongamos en primer lugar que C' es compacto. Hay un isomorfismo
natural Cx(X)/Ic = Ci(C) de algebras topoldgicas, siendo el morfismo de
paso al cociente C(X) — Cr(X)/I¢c igual al morfismo de restriccién Cx(X) —
Cr(C) (véase 3.3.2). Como los ideales maximales de Ci(X) que contienen a
I se identifican con los ideales maximales de C,(X)/I¢, y ademds por dicha
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identificacién los ideales cerrados se corresponden, para obtener (ii) basta
tener en cuenta que todo ideal maximal de Ci(C') es cerrado (Teorema 3.3.11).

Supongamos ahora que cada ideal maximal de Ci(X) que contiene a I es
cerrado. Segun el lema 5.1.18 (i), Cx(X)/Ic es regular porque lo es Ci(X), de
modo que la topologia de C' = Spec,(Cr(X)/I¢) coincide con la inducida por
la topologia de Zariski de Spec,,(Cr(X)/Ic); puesto que en Ci(X) todo ideal
maximal cerrado es real obtenemos Spec,(Cr(X)/Ic) = Spec,, (Cx(X)/Ic), ¥y
por lo tanto C es compacto. ]

5.1.24. Dados un dlgebra topoldgica A y un cerrado no vacio C' de su espectro
topoldgico (el caso vacio es trivial), la cuestién que surge ahora es cuiando la
equivalencia del lema anterior es cierta para el cerrado C, esto es, cudndo son
equivalentes las condiciones “C' es compacto” y “cada ideal maximal de A
que contiene a I es real y cerrado”. Analizando la demostracién del dltimo
lema es facil ver que si A es regular entonces es cierto que (ii) implica (i). Sin
embargo, para que sea cierto que (i) implica (ii) necesitaremos anadir algunas
hipétesis.

Nétese que A/I¢ es semisimple y que sus ideales maximales (ideales max-
imales reales cerrados) estan en correspondencia con los ideales maximales
(ideales maximales reales cerrados) de A que contienen a I¢, por lo que si nos
fijamos en el caso particular C' = Spec, A, entonces podemos suponer que A es
semisimple y la cuestién planteada la enunciamos con la siguiente pregunta:
es cierto que si Spec; A es compacto entonces todo ideal maximal de A es real
y cerrado?, es decir, ;si Spec; A es compacto entonces se satisface la igualdad
conjuntista Spec; A = Spec,,, A7 Es claro que si encontramos hipotesis sobre
A que impliquen que Spec,,, A sea una compactificacién de Spec, A, entonces
bajo dichas hipétesis tendremos una respuesta afirmativa a la Gltima pregunta,
y si ademés dichas hip6tesis se conservan para los cocientes de la forma A/ I,
entonces tendremos una respuesta afirmativa para el caso general.

Investiguemos cémo debe ser A, ademas de semisimple, para que Spec,,, A
sea una compactificaciéon de Spec, A, esto es, para que se satisfagan: (i) la
topologia de Spec, A es la inducida por la de Zariski de Spec,,, A; (ii) Spec, A
es un subconjunto denso de Spec,, A; (iii) Spec,,, A es Hausdorff. La propiedad
(i) es la definicién de que A sea regular, y como A es semisimple la propiedad
(iii) es equivalente a que A sea de Gelfand (véase el teorema 2.3.16), esto es,
que cada ideal primo de A esté contenido en un tnico ideal maximal; por
ultimo, dado un subconjunto Z de Spec,, A, es facil ver que Z es denso en
Spec,,, A si y sélo si se satisface la igualdad Np;ezM = rady A (= radical
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de Jacobson de A, véase 2.3.1), y por lo tanto Spec, A es denso en Spec,, A
porque A es semisimple.

Como los cocientes de la forma A/Ic son semisimples (aunque no lo sea A,
véase la proposicién 5.1.5 (ii)), concluimos que las hipétesis que necesitamos
son ser “regular” y “Gelfand”, propiedades que se conservan al hacer cociente
por un ideal cualquiera.

Teorema 5.1.25. Sea A un dlgebra topolégica regular y de Gelfand. Para
todo cerrado no vacio C de Spec, A se satisface que Spec,,(A/Ic) es una
compactificacion de Spec,(A/Ic). Como consecuencia son equivalentes:

(i) C es compacto;

(ii) cada ideal mazimal de A que contiene a I¢c es real y cerrado.

Demostracion. Se ha hecho a lo largo de la discusion 5.1.24. O

Definicion 5.1.26. Diremos que un ideal I de un dlgebra topoldgica A es un
C-ideal, si I es cerrado y todo ideal maximal de A que contiene a I es real y
cerrado.

5.1.27. Sea A un algebra topolégica regular y de Gelfand.

Si cada ideal cerrado propio de A es interseccién de ideales maximales
reales cerrados (propiedad I;), entonces hay una correspondencia biunivoca
entre los ideales cerrados de A y los subconjuntos cerrados de Spec; A; como
consecuencia, el dltimo teorema establece una biyeccion entre los C-ideales de
A y los subconjuntos compactos de Spec, A.

En general, habra mas ideales cerrados en A que los de la forma Ir con
F cerrado de Spec; A, y por tanto pueden existir C-ideales que no estén en la
familia {Ix : K compacto de Spec, A}. En cualquier caso, si I es un C-ideal
de A entonces (I)o es compacto, pues I(p), también es un C-ideal porque se
satisface la inclusion I C I(py,.

Ya estamos en condiciones de dar una versién de la proposicion 5.1.22
es términos de ideales cerrados. Para cada ideal propio I de un &lgebra A,
n; : A — A/I serd el morfismo de paso al cociente y (A/I)~! denotard el
conjunto de los elementos invertible de A/I.

Teorema 5.1.28. Sea A un dlgebra topoldgica reqular y de Gelfand cuya
topologia es localmente convexa. La representacion espectral de A es continua
si y solo si para todo C-ideal propio I de A se satisface que 71'1_1((14/])_1) es
abierto en A.
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Demostracion. SiI esun C-ideal propio de A y denotamos K = (I)g, entonces
77 ((A/)7Y) = {a € A: a(w) # 0 para todo w € K} = Sk. En efecto, dado
a € A, mr(a) es invertible en A/I siy sélo si w(a) no esta contenido en ningin
ideal maximal de A/I, siy sélo si a no estd contenido en ningiin ideal maximal
de A que contenga a I, siy s6lo si a no estd contenido en ningin ideal maximal
real cerrado de A que contenga a I, siy sélo si a € Sk.

Después de lo dicho en el parrafo anterior, la demostracion se sigue de
aplicar la proposicion 5.1.22 sin méas que tener en cuenta, segin 5.1.25 y
5.1.27, que si I es un C-ideal de A entonces (I)p es compacto, y que si C' es
un subconjunto compacto de Spec, A entonces I es un C-ideal. O

5.2 Caracterizacién de Ci(X) con X normal

Como paso previo para obtener el resultado anunciado al comienzo de este
capitulo, vamos a caracterizar la topologia de la convergencia compacta sobre
C(X) cuando X es normal. Para esto ultimo utilizaremos sin demostrar los
dos préximos teoremas (véase en 1.2.11 la nocién de “Sl-separacion”).

Teorema 5.2.1 (Tietze [68]). Sea X un espacio topoldgico completamente
reqular Hausdorff y sea E un subespacio vectorial de C*(X) que contiene a
las funciones constantes. Si E S'-separa cerrados de X, entonces E es uni-
formemente denso en C*(X).

Definicion 5.2.2. Dada una funcién continua f definida sobre un espacio
topolégico X, llamaremos soporte de f a la clausura del abierto coz(f).

Teorema 5.2.3 (Bade-Curtis [8]). Sean K un espacio topoldgico compacto
Hausdorff y || || una m-norma sobre C(K), y denotemos por O la familia de
los abiertos U de K para los que existe A > 0 satisfaciendo:

1< Al flloollglloo

para todo f,g € C(K) tal que K\U C (f)oN(9)o y fg=Ff. Si0O=UpecpU
y F = K\ O, entonces F es finito (0 vacio) y la inclusion (L(F),|| llc) —
(C(K), || ||) es continua, donde L(F) = {f € C(K) : f es constante en un
entorno de cada punto de F}.

Lema 5.2.4. Sea K un espacio topoldgico compacto Hausdorff y sea || || una
m-norma sobre C(K). Dados f € C(K), A >0 y U abierto de K, son equiva-
lentes las afirmaciones:
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(i) si geC(K) es tal que K\UC (f)on(9)o v fg=f, entonces

1< Al flloollglloo 5
(ii) si supp(f) C U, entonces ||f|| < Al[f|lcc-

Demostracion. Supondremos que f # 0, pues el caso f = 0 es trivial.
(i)=(ii) Si supp(f) C U, entonces supp(f) y K \ U son disjuntos y por
lo tanto existe g € C(K) tal que g = 1 sobre supp(f), g = 0 sobre K \ U
y lglloe = 1; en particular fg = f y K\ U C (f)o N (9)o. Aplicando (i)
obtenemos FI| < Al fllscllglloe = Alfllc-
(ii)=(1) Sea g € C(K) tal que fg=fy K\U C (f)oN (g)o. Entonces

supp(f) ={r e K: f(x) #0} C{z e K:g(zx)=1} CU.
Como ademds 1 < [|g]|oo, de (ii) obtenemos || f|| < Al[flloo < Allflloollglloo- O

Teorema 5.2.5 (Requejo [61]). Sea X un espacio topoldgico completamente
regular Hausdorff y sea || || una m-norma sobre C(X). Si para todo ideal
cerrado I en (C(X),|| ||) existe un subconjunto cerrado C de X tal que I = I¢,
entonces X es compacto y (C(X), | ||) = Crp(X).

Demostracion. Por una parte, de las hipdtesis se sigue que todo ideal maxi-
mal cerrado de (C(X),|| ||) es de la forma I, para algin x € X, por lo que
Spec,(C(X), || ||) es de modo natural un subconjunto de X; es facil ver que la
topologia de Spec,(C(X), || ||) es la inducida por la de X (porque X es com-
pletamente regular). Por otra parte, sea z € X y veamos que el ideal maximal
I, es cerrado en Spec,(C(X),]|| ||). Sea C el subconjunto cerrado de X que
satisface que I¢ es igual a la clausura del ideal n, = {f € C(X) : f se anula
en algin entorno de z}. Si C' es vacio, entonces 7, es denso en (C(X), || )
y por lo tanto existe f € n,, f # 0, tal que |1 — f|| < 1/2. Si consideramos
g € C(X) tal que g(x) # 0y g = 0 sobre supp(f), entonces gf = 0 y por tanto

lgll = llg( = NI < llglllit = 7l < 1/2[lgll;

como consecuencia obtenemos g = 0, lo que es una contradiccién. Luego C
debe ser no vacio. Ademas, si y € X — {x} entonces y ¢ C porque existe
h € n, tal que h(y) # 0. Por lo tanto C' = {z} y el ideal maximal I, es
cerrado.

Hemos probado la igualdad Spec,(C(X),|| ||) = X, y como consecuencia
obtenemos que X es compacto y que la aplicacién identidad (C(X),| ||) —
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Cr(X) (= representacion espectral de (C(X),|| ||)) es continua (véase el teo-
rema 3.2.41). Para terminar la demostracién vamos a ver que, en este caso, el
conjunto F definido en el teorema 5.2.3 es vacio y por lo tanto L(F) = C(X).
Como consecuencia de dicho teorema resultard entonces que la aplicacién iden-
tidad Ci(X) — (C(X), || ||) es continua.

Sea A > 0 tal que ||g|| < A||g]| para toda g € L(F). Con las notaciones
del teorema 5.2.3, si existe x € F, entonces el abierto U, = O U {z} no
estd en O, por lo que el lema 5.2.4 asegura que existe f € C(X) tal que
x € supp(f) C Uz, |Ifll > Ay [flloo = 1. Sea o« = f(x) y consideremos el
conjunto

H=a+mn,={heC(X):h=aenun entorno de z};

es claro que f estd en la clausura de H porque I, es la clausura de 7, y

f—a € I,. Sea {h,}, C H una sucesién tal que h, — f. Como los
cerrados supp(f) y F — {z} son disjuntos, existe h € C(X) que se anula en
un entorno de F — {z} y que toma el valor 1 en un entorno de supp(f);

en particular tenemos hh, — hf = f, con lo que podemos suponer que
{hn}n C L(F) y por lo tanto ||h,]| < A|hn|le para todo n € N. Ahora
bien, ||hnllec — ||flloc = 1 porque la aplicacién (C(X),|| ||) — Ci(X) es

continua, por lo que considerando g, = h,/||hn|l obtenemos g, LR f.
Pero la sucesién {gy}, satisface ||g,| < A para todo n, en contradiccién con
ESY .

En todo lo que sigue, y siguiendo la notacién utilizada en el capitulo 3, la
topologia de Ci(X) la denotaremos por 7.

Teorema 5.2.6 (Requejo [61]). Sea X un espacio topoldgico normal Haus-
dorff y sea T una topologia localmente m-convexa Hausdorff sobre C(X). Si
para cada ideal cerrado I de (C(X),T) existe un subconjunto cerrado C' en X
tal que I = I¢, entonces T < Tp.

Demostracion. Hay que probar que la aplicacién identidad Ci,(X) — (C(X), 7)
es continua, esto es, que para cada m-seminorma continua (no nula) ¢ :
(C(X),7) — R el morfismo

Cr(X) = (C(X) /N || lla)

es continuo (véase 3.2.35 para la notacién). Si C es el cerrado (no vacio)
de X tal que N, = I¢, entonces por ser X normal tenemos C(X)/N, =
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C(X)/Ic = C(C), con lo que terminamos la demostracién si vemos que la
aplicacién identidad

Ce(C) — (C(O), ] llq)

es continua (pues el morfismo de restriccion C(X) — Ci(C') es continuo).
Veamos la igualdad Cy(C) = (C(C),| |lq) comprobando que el algebra
topoldgica (C(C), || ||q) satisface las hipétesis del teorema 5.2.5. Si J es un
ideal cerrado de (C(C), || ||4), entonces m; ! (J) es un ideal cerrado de (C(X), )
que contiene a Io. Por lo tanto existe un subconjunto cerrado D en X tal
que DC Cy Trq_I(J) = Ip. Esto es, existe un subconjunto cerrado D en C

tal que J = {g € C(C) : g(D) = 0}. O

Teorema 5.2.7. Sea X un espacio topolégico normal Hausdorff y sea T una

topologia localmente m-convexa Hausdorff sobre C(X) tal que:

(i) para cada ideal cerrado de (C(X),T) existe un subconjunto cerrado C en
X tal que I = I,

(i) Sk ={f€C(X):0¢ f(K)} es T-abierto para todo subconjunto compac-
to K de X.

Entonces T es la topologia de la convergencia compacta de C(X).

Demostracion. Por una parte, en virtud del teorema anterior tenemos 7 < 7.
Por otra parte, dados € > 0 y un subconjunto compacto K de X, razonando
como en la demostracién de la proposicién 5.1.22 se demuestra que el conjunto
{f€C(X):|f(z)] < e para todo z € K} es un entorno de 0 para 7, y como
consecuencia obtenemos 7, < 7. ]

Como al final de la seccién anterior, dado un ideal propio I de un algebra A,
77 denota el morfismo de paso al cociente A — A/I y (A/I)~! es el conjunto
de los elementos invertibles de A/I.

Teorema de Caracterizacién 5.2.8 (M-P-R [47]). Sea A una ®-dlgebra

uniformemente cerrada dotada de una topologia localmente m-convera Haus-

dorff. A es l-isomorfa y homeomorfa a Cip(X) para algin espacio topoldgico

normal y Hausdorff X, si y solo si:

(i)  todo ideal cerrado propio de A es interseccion de ideales mazximales
cerrados;

(i) en A no existen ideales principales que sean propios y densos;

(iii) en A no existen dos ideales cerrados cuya suma sea propia y densa;

(iv) si I es un ideal cerrado propio de A tal que todo ideal mazimal que
contiene a I es cerrado, entonces w; *((A/I)™') es abierto de A.



5.3 CARACTERIZACION DE LA TOPOLOGIA DEL ORDEN 127

Demostracion. Si X es un espacio topoldgico normal y Hausdorff, entonces
hemos comprobado a lo largo de toda la primera seccién de este capitulo que
el dlgebra localmente m-convexa Hausdorff C (X)) satisface las condiciones (i),
(ii), (iii) y (iv); ademds, C(X) es una ®-algebra uniformemente cerrada .

Reciprocamente, sea A una ®-algebra uniformemente cerrada dotada de
una topologia localmente m-convexa Hausdorff que satisface las propiedades
(1), (i), (iii) y (iv). Dado que A es estrictamente real (Teorema 2.3.3), del
teorema 3.2.38 se sigue que A tiene la propiedad I» y por lo tanto todo ideal
maximal cerrado de A es real; luego la condicién (i) nos dice precisamente que
A tiene la propiedad Ij, y en consecuencia Spec, A # @ y A es semisimple
(véase la observacion 5.1.11). Ademads, como A es regular (Lema 4.3.16), la
condicién (iii) implica que A es normal (Teorema 5.1.16 (ii)).

Segin el lema 2.3.4 la representacién espectral A — C(Spec, A) es un
morfismo de [-algebras, asi que identificando A con su imagen obtenemos
que A es una [-subdlgebra uniformemente cerrada de C(Spec, A) que separa
cerrados de Spec; A. Entonces A* S'-separa cerrados de Spec, A, puessia € A
estal que a(F) =0y a(G) =1 (F'y G cerrados disjuntos no vacios de Spec; A),
entonces lo mismo sucede para |a| A1 € A*. Del teorema 5.2.1 se sigue que A*
es uniformemente densa en C*(Spec; A), y como A* es uniformemente cerrada
(por serlo A) concluimos que A* = C*(Spec, A). Ahora, si f € C(Spec, A)
entonces f1 = 1/(f* +1) y fo = 1/(f~ + 1) son funciones de A* que no se
anulan en ningin punto de Spec, A y tales que f = 1/f1 —1/ f2. Pero segtn el
lema 5.1.20, la propiedad (ii) implica que 1/f1,1/f2 € A, de modo que f € A
y concluimos que A = C(Spec; A), es decir, la representacién espectral de A
es un isomorfismo de [-algebras.

Finalmente, veamos que la representacion espectral de A es un homeomor-
fismo. De una parte, es claro que Spec, A es normal, asi que de la propiedad
(i) y del teorema 5.2.6 se sigue que la topologia de A es menos fina que la de
Cr(Spec; A). De otra parte, puesto que A es un algebra de Gelfand (Teorema
2.3.10(i)), del teorema 5.1.28 se sigue que la propiedad (iv) es equivalente a
que la representacion espectral de A sea continua, es decir, la topologia de A
es mas fina que la de Ci(Spec, A). O

5.3 Caracterizaciéon de la topologia del orden

Como ya anunciamos al comienzo del capitulo, en esta seccién daremos una
versién del teorema 5.2.8 en el caso normal y realcompacto de modo que su
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enunciado esté expresado en términos del orden. La parte algebraica que
necesitamos para nuestro propésito la obtenemos con el préximo teorema.
Para completar el enunciado que buscamos, en el teorema 5.3.4 damos una
caracterizacién de la topologia del orden.

Teorema 5.3.1. Si A es una ®-dlgebra uniformemente cerrada, entonces A
es l-isomorfa a C(X) para algin espacio topoldgico normal y realcompacto X
(en cuyo caso (A, 7,) es ademds homeomorfa a Ci(X)), si y sélo si:

(i) A es cerrada por inversion;

(i1) (A, 71,) es normal.

Demostracion. Supongamos que A satisface (i) y (ii). Seguin el lema 4.3.17,
(A, 7,) es un algebra localmente m-convexa Hausdorff regular y semisimple,
y su espectro topoldgico es el espacio topoldgico realcompacto Specg A, que
es también normal porque la condicién (ii) significa que A separa cerrados
de Specy A. Entonces, procediendo como en la demostracion del teorema
5.2.8, es facil ver que las condiciones (i) y (ii) implican que la representacién
A — C(Specy A) es un isomorfismo de [-dlgebras.

Reciprocamente, sea A = C(X) con X un espacio topoldgico normal y
realcompacto, en cuyo caso sabemos que A es una P-algebra uniformemente
cerrada y cerrada por inversiéon. Segun el teorema 4.3.13 se satisface la igual-
dad (A, 7,) = Cx(X), luego (A, 7,) es normal. O

Lema 5.3.2. Sea A una ®-dlgebra uniformemente cerrada que es también
un espacio vectorial topoldgico. Si los intervalos cerrados de A son acotados,
entonces todo subconjunto cerrado de A es uniformemente cerrado.

Demostracion. Sea F' un subconjunto cerrado de A. Si {ay}y es una sucesién
uniformemente de Cauchy en F'y a € A es el limite uniforme de {ay}n,
entonces tenemos que probar que a € F. Sea V un O-entorno en A. Existe
A € Ry tal que [—1,1] C AV, es decir, [—%,%] C V; ademés existe algin
entero no negativo n tal que a,, —a € [—%, %] para todo m > n. Por lo tanto

a, — a para la topologia de A y concluimos que a € F. O

Corolario 5.3.3. Sea A una ®-dlgebra uniformemente cerrada que es también
un dlgebra topoldgica. Supongamos que los intervalos cerrados de A son acota-
dos y que todo ideal maximal real de A es cerrado. Entonces, un ideal cerrado
propio I de A es un C-ideal si y sdlo si la unidad de A/ es una unidad fuerte
de orden.
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Demostracion. Segun el lema anterior, el ideal I es uniformemente cerrado por
ser cerrado, de modo que del teorema 2.3.3 (vii) se sigue que I es un [l-ideal y
tenemos la [-algebra cociente A/I; ademds, de las proposiciones 2.3.23 y 2.3.26
se sigue que A/I es una ®-algebra uniformemente cerrada. Para terminar la
demostracién basta tener en cuenta que, segtin el teorema 2.3.18, la unidad
de A/I es unidad fuerte de orden si y sélo si Specg(A/I) = Spec,,(A/I). O

Teorema 5.3.4. Sea A una ®-dlgebra uniformemente cerrada y cerrada por

inversion. Si T es una topologia sobre A tal que (A, T) es un dlgebra localmente

m-convera, entonces T = T, St Y Solo si:

(i)  los intervalos cerrados de A son T-acotados;

(ii)  todo ideal maximal real de A es T-cerrado;

(iii) si I es un ideal T-cerrado propio de A tal que la unidad de A/I es una
unidad fuerte de orden, entonces w; ' ((A/I)™') es T-abierto.

Demostracion. Segin el lema 4.3.17 tenemos que (A4, 7,) es un algebra local-
mente m-convexa que es regular y satisface la condicién (ii), y los intervalos
cerrados de A son acotados para 7, por definiciéon de topologia del orden.
Como ademdas A es un dlgebra de Gelfand (Teorema 2.3.10(i)) y la repre-
sentacién espectral de (A, 7,) es continua (Teorema 4.3.13), concluimos que
T, satisface (iii) (Corolario 5.3.3 y Teorema 5.1.28).

Reciprocamente, sea (A, 7) un élgebra localmente m-convexa satisfaciendo
las condiciones (i), (ii) y (iii). Por una parte, de la definicién de 7, se sigue
la desigualdad 7 < 7,. Por otra parte, A es un algebra de Gelfand y (A, )
es regular, asi que del corolario 5.3.3 y del teorema 5.1.28 se sigue que la rep-
resentacion espectral (A, 7) — Ci(Spec, A) es continua; dado que, de acuerdo
con la condicién (ii), se satisface la igualdad Spec, A = Specy A, aplicando el
teorema 4.3.13 obtenemos que 7, es la topologia inicial definida en A por la
aplicacién A — Ci(Spec; A); por lo tanto 7, < 7. O

Teorema de Caracterizacién 5.3.5 (M-P-R [48]). Sea A una ®-dlgebra

uniformemente cerrada y cerrada por inversion, dotada de una topologia local-

mente m-conveza. A es l-isomorfa y homeomorfa a Cr(X) para algin espacio

topolégico normal y realcompacto X, si y solo si:

(i)  los intervalos cerrados de A son acotados;

(ii)  todo ideal maximal real de A es cerrado;

(iii) si I es un ideal T-cerrado propio de A tal que la unidad de A/I es una
unidad fuerte de orden, entonces 7y ' ((A/I)™1) es T-abierto;

(iv) en A no existen dos ideales cerrados cuya suma sea propia y densa.
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Demostracion. Después de todo lo dicho a lo largo de esta memoria, es claro
que si X es un espacio topolégico normal y realcompacto, entonces Cx(X) es
una P-algebra uniformemente cerrada y cerrada por inversion dotada de una
topologia localmente m-convexa que se satisface (i), (ii), (iii) y (iv).
Supongamos ahora que A es una ®-ilgebra uniformemente cerrada y cer-
rada por inversién, dotada de una topologia localmente m-convexa para la que
se satisfacen las propiedades (i), (ii), (iii) y (iv). Del teorema anterior se sigue
que A esta dotada de su topologia del orden, de modo que en virtud del coro-
lario 4.3.17 tenemos que A es Hausdorff y regular. Como A es estrictamente
real (Teorema 2.3.3), del teorema 3.2.38 se sigue que A tiene la propiedad Is,
y como por hipétesis A tiene la propiedad Is, el teorema 5.1.16 (ii) implica
que A es normal. Para terminar la demostracién basta aplicar el teorema

5.3.1. =
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