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Introducciéon

El problema de resolver una ecuacién no lineal ha interesado a los Ma-
tematicos durante muchos siglos. Generalmente no es posible determinar
explicitamente las soluciones para este tipo de ecuaciones. Basandonos en
el trabajo de Knill, [103], parece ser que ya las civilizaciones mesopotdmicas,
casi dos mil anos antes de Cristo, conocian algoritmos, como la famosa férmu-
la de Heron, para aproximar la raiz cuadrada de un nimero real positivo.
Actualmente, este algoritmo es considerado como un caso especial del pro-
cedimiento dado por Newton en 1669 para resolver una ecuacién algebraica,
conocido hoy como método de Newton o método de Newton-Raphson. Esta
segunda denominacion para el método de Newton es consecuencia de la con-
tribucién de Joseph Raphson (1690) a la técnica ya propuesta por Newton,
aportando la idea de iteracién y simplificando ademds el aspecto operacional.
Es por esta razén por la que muchos autores denominan el proceso dado por
Newton como método de Newton-Raphson, actualmente el método iterativo
mas conocido y empleado para aproximar soluciones de ecuaciones no lineales.
Es conocido que este método iterativo bautizado por Fourier ([62]) como la
méthode newtonienne tiene convergencia cuadratica.

Ya a principios del siglo XVIII, aparecen también algoritmos que poste-
riormente dieron lugar a algunos de los métodos iterativos clasicos con conver-
gencia cubica. Asi, por ejemplo, Halley en 1708 en un intento por aproximar
la raiz cubica de un nimero natural llega a una expresion que se corresponde
con el primer paso del que hoy conocemos como método iterativo de Halley.
Parece ser que Halley también intenté extender sus métodos para obtener
aproximaciones incluso para ecuaciones dadas por funciones trascendentes.
Otro método iterativo clasico con convergencia cubica es el método de Euler,
también conocido como método de Cauchy. Un primer resultado de convergen-
cia semilocal para este método iterativo lo establecié Cauchy ([35]) en 1829,
en el que prueba también la velocidad cibica del método.

Hay otros muchos métodos iterativos con convergencia cibica como el
método de Chebyshev, atribuido al matematico ruso Pafnuty Luovich Chebys-
hev (1840), que consiguié ganar con este método la medalla de plata en un
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concurso infantil, el método de Ostrowski o el método de Super-Halley entre
otros. Todos estos métodos iterativos cldsicos, junto con otros no tan cono-
cidos, seréan tratados en esta memoria, en la que analizaremos familias de
procesos iterativos de alto orden de convergencia, con el fin de aproximar
soluciones de ecuaciones no lineales.

Asi, un proceso iterativo consiste en aplicar un algoritmo o un esquema
iterativo, x,4+1 = G(x,), de forma que a partir de una aproximacién inicial
xo a una solucién de la ecuacién no lineal, se genera una sucesién {z,} de
aproximaciones a la soluciéon de la ecuacién, con la exigencia de que exista
lim z, = 2%, siendo z* la solucién de la ecuacién no lineal considerada.

n—oo

Una vez que que el algoritmo estd propiamente formulado, el siguiente ob-
jetivo que se plantea es conocer exactamente cudles son las condiciones bajo
las que el esquema iterativo aproxima una solucién del problema considera-
do, esto es, bajo qué condiciones la sucesién de aproximaciones generada es
convergente a una solucion de la ecuacion correspondiente. Los resultados de
convergencia que se establecen pueden ser de tres tipos: local, semilocal y
global, dependiendo de cuéles sean las condiciones que se impongan; sobre la
solucion, sobre la aproximacién inicial xg, o simplemente sobre la funciéon que
define la ecuacion, respectivamente.

Otras cuestiones que se plantean sobre el comportamiento de un esquema
iterativo son la velocidad de convergencia con la que la sucesién converge a
una solucién y el error cometido al aproximar esa solucién. Existen distintos
indicadores para medir la velocidad de convergencia de una sucesiéon como son
el Q-orden, el R-orden y el orden de convergencia, relacionados estrechamente
entre si (véanse [115] y [122]). Concretamente, en este trabajo, usaremos para
establecer la velocidad de convergencia de una sucesién, los indicadores R-
orden y orden de convergencia.

Esta memoria tiene su origen en un trabajo realizado por Gander (véanse
[63], [81]), en el que se determinan las caracteristicas que debe satisfacer una
funcién de iteracién x,+1 = G(x, ), de modo que los procesos iterativos dados
por G convergen a una solucién de la ecuacién escalar no lineal f(z) =0 con
al menos convergencia ctibica. Con este objetivo, Gander se plantea el estudio
de los procesos iterativos tipo Newton @11 = @, — H(Lg(zy)) f(@n)/f (x0),
estableciendo como condiciones suficientes para la funcion H: H(0) = 1,
H'(0) = 1/2 y |H"(0)| < oo, donde Ls(z) = f(z)f"(x)/f'(z)? es conoci-
do como el grado de converidad logaritmico ([84], [87], [90], [88]).

Este resultado es sin duda lo que motiva el origen de esta memoria. Asi,
basandonos en la idea de Gander y atendiendo a las expresiones que tienen los
procesos iterativos mas conocidos con al menos convergencia cubica, tratamos
de generalizar este resultado en espacios de Banach con el objetivo de obtener
procesos iterativos que tengan R-orden de convergencia al menos tres para la
resolucién de ecuaciones no lineales en espacios de Banach.

En primer lugar nos planteamos, al igual que Gander, el analisis de los
procesos iterativos tipo Newton x,.1 = z, — H(z,)[F'(x,)] ' F(x,) para
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aproximar soluciones de ecuaciones no lineales de la forma F(xz) = 0. Mds
concretamente, y tratando de obtener en espacios de Banach una familia de
procesos iterativos con orden de convergencia al menos tres, nos planteamos
la caracterizacién del operador H. Siguiendo la idea de Gander para estable-
cer este operador H, observamos en primer lugar la necesidad de extender
formalmente el grado de convexidad logaritmico de una funcién a operadores
definidos en espacios de Banach ([68], [69]). A lo largo de toda la memoria,
nos referiremos a este operador, que denotamos por L, como operador grado
de convexidad logaritmico por analogia con el caso real.

Una vez caracterizado el operador H, consideramos la familia de procesos
iterativos con R-orden de convergencia al menos tres dada por el siguiente
algoritmo:

Tp+l = Tp — H(LF(xn))FnF(xn)v n>0 y zodado,

1
H(Lp(en)) =1+ 5Lp(e) + Y ALp(ea)', ApeRY k=22, (1)
k>2

donde hemos denotado I, = [F’(x,)]~!. Esta familia de procesos iterativos
incluye los procesos iterativos mas conocidos en espacios de Banach con al
menos convergencia ctbica, como el método de Chebyshev ([6], [16], [34],
[92]), el método de Super-Halley ([18], [51], [73], [74]), el método de Halley
([17], [33], [59], [63], [85]), el método de Ostrowski ([117], [134]), el método de
Euler ([63], [104], [140]), el método exponencial ([3]), el método logaritmico
([30]), asi como otras familias de procesos iterativos con convergencia al menos
cibica ([71], [148]).

El andlisis de esta familia de procesos iterativos en espacios de Banach es el
objetivo inicial de esta memoria. Por una parte, nos planteamos el estudio de
la convergencia, de los dominios de existencia y unicidad de solucién, asi como
la obtencién de cotas a priori del error cometido por los procesos iterativos de
la familia.

En lo que se refiere al andlisis de la convergencia, realizamos varios es-
tudios utilizando dos técnicas distintas. Habitualmente, la técnica utilizada
para abordar el estudio de la convergencia de un proceso iterativo en espacios
de Banach se basa en el principio de la mayorante (véanse [13], [14], [108],
[156]), concepto que surge a partir del de operador mayorizante introducido
por Kantorovich ([99], [100], [101]) para la demostracién de la convergencia
del método de Newton. La otra técnica, menos conocida pero no menos eficaz,
se basa en la construccién de un sistema de relaciones de recurrencia ([33],
[34], [73]). Esta técnica desarrollada por nuestro equipo de investigacién, per-
mite, de una manera “mas sencilla” que empleando sucesiones mayorizantes,
establecer la convergencia y la velocidad de convergencia de la familia de pro-
cesos iterativos construida, fundamentalmente en condiciones débiles para el
operador F.

Inicialmente, las condiciones que se impusieron para probar un resultado
de convergencia semilocal de un proceso iterativo con R-orden de convergencia
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al menos tres en espacios de Banach involucran a los operadores F” y F’ ([99],
[100], [131], [132]). Posteriormente, la condicién exigida para el operador F"”’
se suavizé por una condicién de Lipschitz sobre F:

17" (z) = F"(y)| < K|z =y, K >0.

Esta condicién junto con ||[F"(z)|| < M, |Io]| < 8y [|[ToF (zo)| < n, son
conocidas como condiciones de Kantorovich, introducidas a mediados del siglo
XX y que han dado lugar a un gran numero de trabajos de investigacién
(véanse [100], [122], [128], [129]).

Nuestro primer estudio en el capitulo 2, consiste en un andlisis del resulta-
do de Gander en espacios de Banach, de modo que estudiamos la convergencia
de la familia de procesos iterativos (1) bajo las condiciones de Kantorovich.
Asi, aplicando las técnicas indicadas, obtenemos resultados de convergencia
semilocal, dominios de existencia y unicidad asi como estimaciones a prio-
ri del error, si bien, con alguna diferencia interesante. Cuando realizamos
el estudio de la convergencia utilizando el principio de la mayorante se ha-
ce necesario exigir una condicién de decrecimiento sobre la sucesién de los
coeficientes { Ay }r>2 que define cualquier proceso iterativo de la familia. Esta
condicién aparece como consecuencia de la descomposicion que tomamos para
el operador F' cuando se “mayoriza” la aproximacién F'(z,). De esta manera
al emplear esta técnica, se excluyen procesos iterativos tan conocidos como
el método de Euler, entre otros. Sin embargo, se puede prescindir de esta
condicion cuando el estudio lo realizamos utilizando la técnica basada en las
relaciones de recurrencia.

Por otra parte, conseguimos establecer el R-orden de convergencia al menos
tres para la familia. Para ello, utilizamos una caracterizacién del R-orden de
convergencia, dada por Potra y Ptak en [123], cuando empleamos en el estudio
de la convergencia el principio de la mayorante y acotamos, de una manera
mas sencilla, el R-orden de convergencia con la técnica de las relaciones de
recurrencia.

Con el objetivo de abarcar un conjunto amplio de operadores no lineales, en
los capitulos 3 y 4 realizamos un analisis de la convergencia para la familia de
procesos iterativos suavizando las condiciones que se exigen para el operador
F. Asi, en el capitulo 3, estudiamos la convergencia de la familia en condiciones
tipo Kantorovich. Comenzaremos rebajando la condiciéon de Lipschitz por una
condiciéon de Holder para el operador derivada segunda

[1F" () = F"(y)| < K|z —ylI’, K =0, pe(0,1],

condicion que cumple por ejemplo el operador raiz cuadrada. Al realizar el
estudio de la convergencia mediante el principio de la mayorante es necesa-
rio imponer una condicién para el operador F’”, como consecuencia de la
expresién que tiene el resto integral en la descomposiciéon que se utiliza pa-
ra mayorizar el operador F. Ademads, bajo estas nuevas condiciones para el
operador F' no es sencillo acotar el R-orden de convergencia de la familia. Es-
tos problemas se solventan cuando usamos la técnica basada en las relaciones
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de recurrencia que permite, con cierta comodidad, demostrar la convergencia
semilocal de la familia de procesos iterativos y acotar el R-orden de conver-
gencia, 2+p, bajo las condiciones de tipo Kantorovich con condicién de Holder
continuidad para el operador F”, sin necesidad de exigir una condicién para
el operador F"”.

Tratando de aplicar nuestro analisis de la convergencia a situaciones mas
diversas como, por ejemplo, cuando el operador F' viene dado por combina-
ciones de operadores Lipschitz y Holder, suavizamos mas las condiciones de
convergencia de tipo Kantorovich. Asi, modificamos la condicién de Lipschitz
por una condicién w—condicionada para F”:

1F"(z) = F"(y)]| < w(llz = yl),

que generaliza las situaciones anteriores Lipschitz con w(z) = Kz y Holder con
w(z) = KzP. Analizando la convergencia con la técnica basada en las relacio-
nes de recurrencia, obtenemos que la familia de procesos iterativos converge a
una solucién de la ecuacién F'(z) = 0 con al menos R-orden dos. Ademsds, se
obtienen dominios de existencia y unicidad de solucién y estimaciones a priori
del error. Como un caso particular de esta suavizacién, cuando w es cuasi-
homogénea de orden p, w(tz) < tPw(z), obtenemos R-orden de convergencia
al menos 2 + p.

Veremos también que las condiciones ||Ip] < 8, |[ToF(xo)]] < n, e im-
poniendo que el operador F” esté acotado, son suficientes para obtener un
resultado de convergencia semilocal para la familia de procesos iterativos.

Otra situaciéon que analizamos en el capitulo 4 es el estudio de la con-
vergencia semilocal de la familia (1) en el caso en el que el operador F no
esté acotado, situacion que aparece frecuentemente por ejemplo en la resolu-
cién de ecuaciones integrales no lineales. El procedimiento que habitualmente
se sigue en esta situaciéon es localizar previamente la solucién en un conjunto
apropiado donde el operador F” esté acotado. Para solventar esta situacién
suavizamos las condiciones de Kantorovich y exigimos que el operador F”
esté s6lamente acotado en la aproximacién inicial, es decir, ||F"(xo)] < a.
Considerando algunas modificaciones de las condiciones de Kantorovich sobre
el operador F”', que estudiamos en el capitulo 3, y combinando las técnicas
del principio de la mayorante y de las relaciones de recurrencia establecemos
resultados de convergencia semilocal, dominios de existencia y unicidad de so-
lucién, asi como estimaciones a priori del error. Damos también estimaciones
a posteriori del error utilizando un procedimiento dado por Ostrowski ([117]),
y empleado por Gutiérrez y Herndndez en [71], en funcién de las raices de un
polinomio mayorizante para la familia de procesos iterativos.

Para el estudio anterior, hemos considerado el operador H que define la fa-
milia de procesos iterativos (1) como un operador dado mediante un desarrollo
en serie infinito. En los casos en los que este operador admite una represen-
tacion analitica conocida, como ocurre con los métodos iterativos clasicos,
esta familia es aplicable a la resolucién de una ecuacién no lineal. Por el con-
trario, no es sencillo aplicar los procesos iterativos de la familia cuando este
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desarrollo no se puede identificar con un operador conocido. En este caso,
se hace necesario truncar el desarrollo en serie que tiene el operador H. De
esta manera, en el capitulo 5, establecemos una familia de procesos iterati-
vos con orden de convergencia prefijado en el caso particular de ecuaciones
cuadraticas. Analizamos esta situacién en R y en espacios de Banach.

Mostramos que en el caso real el proceso iterativo de la familia con el
desarrollo convenientemente truncado para H:

o2 i 1 (2
Hq(l'):ZAkLL' 5 Ak:Ck/2 s Ck:m K 5 kZO,
k=0

donde los CY, son los conocidos numeros de Catalan (véanse [38], [45], [82],
[149]), converge a una solucién de la ecuacién F(x) = 0 con orden de conver-
gencia q, ¢ > 4. De esta manera, tomando estos valores para los parametros
Ay, conseguimos orden de convergencia prefijado ¢. Esta situacién se generali-
za a espacios de Banach obteniendo R-orden de convergencia al menos cuatro,
sin més que fijar el pardmetro A; = C3/4, de manera que al exigir ciertas con-
diciones para el operador L, se obtiene un R-orden de convergencia prefijado
q > 4, al igual que en R. Ademads, notemos que cuando se considera ¢ — oo
el correspondiente proceso iterativo de la familia es el conocido método de
Euler, también llamado método de Cauchy. Establecemos en R resultados de
convergencia semilocal para la familia de procesos iterativos y un resultado de
convergencia global si el orden que se ha prefijado es par. El hecho de obtener
tan solo convergencia global para el caso en el que el proceso iterativo elegido
tiene orden de convergencia par queda reflejado al representar las cuencas de
atraccion asociadas a las raices de una ecuacién cuadratica. A partir de es-
tos dibujos, también conocidos como fractales (véanse [27], [42], [119], [143]),
observamos que cuando el proceso iterativo empleado tiene un orden de con-
vergencia impar no podemos asegurar la convergencia global para el método;
sin embargo, hay convergencia en casi todo punto.

También, conseguimos generalizar a espacios de Banach los resultados de
convergencia semilocal obtenidos en R, utilizando la técnica basada en las
relaciones de recurrencia y estableciendo asi procesos iterativos de alto R-
orden de convergencia en espacios de Banach.

Por otra parte, considerando el desarrollo en serie de H truncado y utili-
zando otro tipo de técnica realizamos en el plano complejo extendido, Co,, un
analisis cualitativo de las propiedades de la familia de procesos iterativos. Asi,
presentamos en C,, un primer estudio de la convergencia de estos procesos
iterativos desde un punto de vista numérico y dinamico, siguiendo la teoria ya
existente sobre funciones iterativas racionales de variable compleja ([27], [102],
[105], [106]). En particular, probamos que estos procesos iterativos tienen con-
vergencia general, concepto introducido por Smale en [138] y que mads tarde
fue generalizado por McMullen ([105]). El concepto de convergencia general
asociado a un proceso iterativo viene a decir que para casi todo punto inicial,
excepto para un conjunto de medida nula, y para casi todo polinomio de gra-
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do conocido, el proceso iterativo es convergente a una soluciéon del polinomio,
entendiendo por solucién una raiz del polinomio.

Para establecer la convergencia general de los procesos iterativos de la fa-
milia nos apoyamos en las propiedades dindmicas de las aplicaciones racionales
S, conjugadas por una aplicacién de Mébius y asociadas a los procesos itera-
tivos cuando estos son aplicados a polinomios cuadraticos. Concretamente, el
comportamiento dindmico que tienen los puntos fijos y los puntos repulsores
asociados a estas aplicaciones racionales describen de manera implicita la con-
vergencia de los procesos iterativos de la familia, de tal manera que C, queda
dividido en dos subconjuntos, por un lado el conjunto conocido como conjunto
de Fatou, F(S;), que contiene los puntos cuyo comportamiento dindmico es
predecible bajo la aplicacién racional S;, y por otro lado, el conjunto de pun-
tos cuyo comportamiento dindmico es cadtico o cuanto menos complicado de
predecir, conocido como conjunto de Julia, J(S;). Asi, hablaremos también
del conjunto universal de Julia, J(GF), asociado a un proceso iterativo de la
familia, G, esto es que J(GF) es conjugado por una aplicacién de Mobius a
J(S4), v veremos la estructura que tienen los conjuntos universales de Julia
para algunos de los procesos iterativos de la familia.

Con el objetivo de generalizar el estudio realizado en el capitulo 5 para el
caso particular de las ecuaciones cuadraticas en R, en el capitulo 6 analizamos
la convergencia de la familia de procesos iterativos cuando es aplicada en la
resolucién de un conjunto de ecuaciones f(t) = 0 mds amplio. Asi, al igual
que en el capitulo 5, obtenemos resultados de convergencia semilocal y global
para las funciones f que cumplen la condicién de ser constante el grado de
convexidad logaritmico de la funcién derivada L.

En primer lugar, observamos la estrecha relacién que hay entre la velocidad
de convergencia y la construccién geométrica para los métodos iterativos clasi-
cos como son el método de Newton, Euler, Chebyshev, Halley, exponencial y
logaritmico ([4], [104], [134]). De manera que todos estos procesos iterativos,
cuando son aplicados en la resolucién de ciertas ecuaciones, tienen en comiin
la caracteristica de alcanzar en una sola iteracién una solucién. Cuando este
hecho ocurra, hablaremos de velocidad de convergencia infinita y convergencia
global para dicho proceso iterativo. Asi, por ejemplo, el proceso iterativo de
Euler tiene velocidad de convergencia infinita y convergencia global cuando es
aplicado a ecuaciones cuadraticas.

Teniendo en cuenta la relacion existente entre la velocidad de convergencia
y el tipo de convergencia que se obtiene para los métodos iterativos clasicos en
la resolucién de ciertas ecuaciones escalares no lineales f(t) = 0, observamos
que todas estas funciones satisfacen una misma propiedad, Ly (t) = M, M €
R. En un intento de generalizar esta situacién tedrica para una familia de
procesos iterativos tipo Newton, t+1 = tx,—H (t) f(tx)/ [ (tr), caracterizamos
la funcién H(t) de manera que los procesos iterativos que obtenemos tienen
velocidad de convergencia infinita y convergencia global en la resolucién de
ecuaciones f(t) = 0, y cumplen la propiedad de que Ly (t) = M.

De manera que para las funciones H de la forma
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—1

1+ (14 (M —2)Ly (1)
Hit) = =1L, 1)

y para las funciones f(t) = k(t+b)™+a, con a, b, k,m € R, tenemos asociados
unos métodos iterativos para los cuales la convergencia es global y la velocidad
de convergencia “infinita”.

Desde un punto de vista mas préctico, nos planteamos un nuevo objetivo
que no es otro que el de establecer el tipo y el orden de convergencia de los
procesos iterativos que resultan de truncar el desarrollo en serie de la funcién
H7

12 [F_,(2i—1) - (i — 1)M
H,(t) =14 t+ > Ajt/, A;=21=227
alt) =143 jz:; ! ! (j+ 1!

Obtenemos asi una nueva familia de procesos iterativos con orden de con-
vergencia prefijado g, ¢ > 4, y establecemos a partir de las propiedades de
estos polinomios H, resultados de convergencia semilocal y global, si ¢ es par,
para esta familia de procesos iterativos cuando M < 2. Como caso particu-
lar, obtenemos procesos iterativos con érdenes de convergencia altos para la
proximacién de la raiz n-ésima de un ntimero real.
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Procesos iterativos en espacios de Banach

El estudio de procesos iterativos tiene un gran interés debido a su amplio
uso en la aproximacion de la solucién de una ecuacién, por ejemplo, en la
resolucién de un sistema de ecuaciones, problema cldsico que aparece envuel-
to a su vez en diversos campos de la ingenieria o de la matemdtica aplicada.
Nuestro estudio se centra en el problema de aproximar una soluciéon de una
ecuacién no lineal y, para dar una mayor generalidad al estudio, lo desarrolla-
mos en espacios de Banach, lo cual permite aplicar los resultados obtenidos
a un amplio nimero de problemas: ecuaciones escalares, sistemas de ecuacio-
nes no lineales, ecuaciones diferenciales, ecuaciones integrales, problemas de
valores en la frontera, etc.

Bésicamente, un proceso iterativo puede describirse de la siguiente manera:
dada una aproximacién inicial zg a una solucién de la ecuacién no lineal

F(z) =0, (2)

se construye un algoritmo, que genera a partir de zp, una sucesién {z,} de
aproximaciones a una solucién de (2) y que viene definida a través de una
iteracién funcional, como ocurre con muchos de los métodos iterativos maés
conocidos, como el método de Newton ([68]), el método de Chebyshev ([71]),
el método de Halley ([63]). En todos esos casos, podemos escribir la sucesién
resultante de la siguiente forma

Tnt1 = G(z,), n=0,1,2... (3)

donde G es una funcién que depende de z,, y que puede depender de F'(x;,)
y de derivadas de F' evaluadas en x,,.

Notemos que las sucesivas aproximaciones x,, pueden expresarse en térmi-
nos de anteriores iteraciones ya conocidas, o que previamente han sido calcu-
ladas z,,_1,Tn_2,... Si al calcular x, se utiliza sélo la iteraciéon precedente
T,_1, entonces el proceso iterativo se denomina de un paso; si en cambio, x,, se
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expresa en términos de mas de una iteracién x,_1,Tn_2,-..,Tp—m, y& CONO-
cidas, por ejemplo en términos de m iteraciones previas, el proceso iterativo
se denomina de m pasos. En nuestro estudio analizaremos métodos iterativos
de un paso.

Por otra parte, hay varios aspectos importantes en el estudio de procesos
iterativos que son el analisis de la convergencia de la sucesién que se genera,
el estudio de la velocidad de convergencia con la que esta sucesién converge
a una solucién de la ecuacién (2) y el andlisis del error, que dependen todos
ellos basicamente de las caracteristicas del operador F.

La velocidad de convergencia de la sucesién que genera el proceso iterativo
mide, en cierta manera, la velocidad con la que dicha sucesién se acerca a su
limite, suponiendo que este limite existe y es finito. La velocidad de conver-
gencia puede ser analizada de diferentes maneras y con distintos indicadores,
como veremos posteriormente. Respecto al estudio de la convergencia, decir
que los resultados pueden ser de tres tipos: local, semilocal y global, depen-
diendo de si se imponen condiciones sobre la raiz buscada o solucién de (2),
condiciones sobre la aproximacion inicial xy o condiciones sobre el operador
F', respectivamente. El estudio de la convergencia de los procesos iterativos
ha sido abordado habitualmente mediante la utilizacién de sucesiones mayo-
rizantes. En este trabajo, usaremos ademads de esta técnica otra desarrollada
por Herndndez ([73]) y otros autores ([33], [34]), basada en el uso de rela-
ciones de recurrencia, que permite un tratamiento mas sencillo, no sélo de
las condiciones de convergencia, sino también de la velocidad de convergencia
de estos procesos iterativos. Ademds, esta simplificacién posibilita introducir
modificaciones en los procesos iterativos cldsicos, con los objetivos de incre-
mentar la velocidad de convergencia y de reducir el coste operacional. Asi,
vamos a poder construir nuevos procesos iterativos, mas rapidos, con menor
coste operacional y de aplicacién directa en un espacio de Banach para cada
tipo de ecuacién no lineal a resolver.

Sucesiones y funciones mayorizantes en la convergencia
de procesos iterativos en espacios de Banach

Kantorovich ([99]) en el afio 1948 dié un resultado, conocido como teorema
de Kantorovich, que emplea relaciones de recurrencia y resume los resultados
bésicos que tratan la convergencia del método de Newton en espacios de Ba-
nach, asi como estimaciones del error y la existencia y unicidad de soluciones
(véanse [101], [115], [118]). Un afio més tarde dié una demostracién del mismo
teorema ([100]) utilizando el principio de la mayorante que involucra las tan
conocidas sucesiones mayorizantes.

La técnica de Kantorovich no es la inica manera de abordar el estudio del
método de Newton en espacios de Banach, como queda reflejado en diversos
estudios. Asi, por ejemplo, Rheinboldt ([129]) obtuvo resultados acerca de
la convergencia del método de Newton apoyandose en unos resultados sobre
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ecuaciones en diferencias. Destacamos también el estudio realizado por Ptak
([126], [127]) y el realizado en colaboracién con Potra ([123]), en el que basan
su estudio de la convergencia en el método de induccién no discreta o induccién
continua. La aplicaciéon de la técnica de sucesiones mayorizantes a procesos
iterativos abrié nuevos caminos de estudio sobre todo en lo relativo al andlisis
del error, (véanse [13], [14], [108], [156]). Otros autores han tratado el estudio
de la convergencia de procesos iterativos a partir de relaciones de recurrencia,
en esta linea podemos citar los trabajos de Candela y Marquina ([33], [34]) v,
el de Gutiérrez y Herndndez ([73]) donde se emplean relaciones de recurrencia
reducidas. Finalmente, citamos los trabajos de Alefeld y Herzberger ([1]) y
Moore ([107]), en los que se aplican herramientas del andlisis de intervalos
para probar la convergencia de diversos procesos iterativos y resolver sistemas
de ecuaciones no lineales.

A continuacién, introducimos los conceptos de sucesién y funcién mayori-
zante, y vemos su aplicacién a la hora de probar la convergencia de sucesiones
en espacios de Banach ([2], [154]).

Definicién 1 Sea {x,,} una sucesion en un espacio de Banach X y {t,} una
sucesion escalar. Decimos que la sucesion {t,} mayoriza a la sucesion {x,}
si se cumple la condicion

Hxn—i-l - InH <tuy1 —tn, n2>0.

Observemos que si la sucesién {t,} es mayorizante, se sigue que es una
sucesion creciente. El interés de estas sucesiones mayorizantes reside en que
de su convergencia se puede deducir la convergencia de la sucesién a la que
mayoriza en el espacio de Banach. En efecto, si {t,} converge a t* € R,
entonces existe * € X de manera que la sucesién converge a z* y ademads se
tiene que

|l* —zp]| <t*—t,, n>0.

Esta desigualdad nos permite obtener cotas del error para la sucesién defi-
nida en el espacio de Banach {z,} en términos de su correspondiente sucesién
mayorizante {t,}.

De ahora en adelante, en toda la memoria, denotaremos por

B(xzo,r) ={x € X;llx —xol <r} 'y Blxo,r) ={x € X;llx —xol <r},

y llamaremos respectivamente a estos conjuntos bola abierta y bola cerrada
de centro zg y radio r.

Definicién 2 Sea la ecuacion x = S(x), S : X — X un operador definido en

espacios de Banach con derivada continua en §2 = B(xg,r0) C X yt =g(t) la
ecuacion real, con g funcién real diferenciable, definida en el intervalo [to,t’]
y t' < tg+ ro. Decimos que la ecuacion t = g(t) (o la funcidn g) mayoriza
a la ecuacion x = S(x) (o al operador S) si se satisfacen las dos siguientes
condiciones:
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15(x0) — xoll < g(to) — to,
1S"(@)[ < g'(t) st |lz—wol| <t —to.

Las demostraciones de los siguientes resultados pueden encontrarse en [101].

Teorema 1 Sea S : X — X un operador definido en espacios de Banach
con derivada continua en la bola B(xg,r9) C X. Sea g una funcion real dife-
renciable en el intervalo [to,t'] (t' < to+ ro). Supongamos que g(t) mayoriza
al operador S(x) y que t = g(t) tiene una raiz en el intervalo [to, t']. Entonces,
la sucesion tn,+1 = g(t,) converge a la menor raiz t* det = g(t) en el interva-
lo [to,t'], y ademds mayoriza a la sucesion xn,11 = S(x,). En consecuencia,
{zn} estd contenida en B(xo,70) y es convergente a x*, solucion de x = S(x).
Ademds, se tiene
||l‘* — .%‘0“ S t* — to.

La ecuacién x = S(z) puede tener otras soluciones ademds de z* en la
bola B(xg, 1), incluso si la solucién t* de la ecuacién mayorante es Unica en
[to, t']. Sin embargo, se pueden dar condiciones para obtener la unicidad de la
solucién de z = S(x).

Teorema 2 En las condiciones del teorema anterior, supongamos que se
cumple que g(t') < t' yt = g(t) tiene una tnica raiz en el intervalo [to,t'].
Entonces, la ecuacion x = S(x) tiene una unica solucion en B(xg,To).
Ademds, la sucesion {x,} converge a esta solucion comenzando en cualquier
To € B(l‘o,?‘o).

A continuacién, presentamos algunos indicadores de convergencia, junto
con las relaciones que satisfacen entre ellos.

Orden de convergencia y otros indicadores de
convergencia

La nocién de orden de convergencia surge debido a la necesidad de com-
parar diferentes procesos iterativos, y representa la velocidad con que nos
aproximamos a la raiz de la ecuaciéon mediante la sucesién generada por un
proceso iterativo. La definicién de esta nocién la podemos encontrar en Traub
([140)).

Definicién 3 Sea una sucesion de puntos {xy }n>0 en un espacio de Banach
(X, - 1) que converge a un punto z* € X. Se dice que k es el orden de
convergencia de la sucesion si existe y es finito el siguiente limite:

o lnen =2
P

(4)
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Se puede probar que, para n suficientemente grande, en cada paso del proceso
iterativo, el nimero de “decimales exactos” se multiplica exactamente por k.

Otra caracterizacién del orden de convergencia es la siguiente. Suponiendo
que z* es una solucién de la ecuacién (2), se dice que un proceso iterativo dado
por una funcién de iteracién G de la forma (3) es convergente a x* con orden
de convergencia k > 1 si

|G (z) —a*| = O(Jz — 2*[").

La caracterizacién fue dada a finales de siglo XIX por Schréder ([136]), donde
es necesaria la analiticidad de la funcién de iteracién G en un entorno de x*.

Entonces, suponiendo que la sucesién {z, },>0, definida por (3), converge
hacia un punto z* y G es analitica en un entorno de x*, Schréder prueba que
el proceso iterativo tiene exactamente orden de convergencia k si

Gz*)==z*, GU*)=0, j=1,2,....k—1; G®(*)#0. (5)

Este ntmero k que aparece en (4) no es necesariamente un entero, pue-
de ser un ndmero real (por razones obvias, estamos interesados en el caso
k > 1). Estas observaciones nos conducen a la definicién de otros indicadores
de convergencia que pasamos a enunciar, como son el @-orden y el R-orden
de convergencia de una sucesion, cuyo estudio detallado, incluidas las demos-
traciones de los resultados que exponemos, podemos encontrarlo en [115] y
[122].

Comenzaremos estudiando el (Q-orden de convergencia.

Definicién 4 Sea una sucesion de puntos {xy }n>0 en un espacio de Banach
(X, ]| - |]) convergente con limite x* € X.

(i) Decimos que 1 es un Q-orden de convergencia de la sucesion {x,}n>0 Si
existe una constante b € (0,1) y un nimero N € N de forma que

st — %] < bllan — 2, Vn > N,

(i) Decimos que 1 es el Q-orden exacto de convergencia de la sucesion
{zn}n>0 si existen dos constantes a,b € (0,1) y un ndmero N € N de
forma que

allz, — || < l[enta — 2| <bllw, — 27|, Vn = N.

(111) Decimos que r € (1,+00) es un Q-orden de convergencia de la sucesion
{zn}n>0 st existe una constante B > 0 y un nimero N € N de forma que

[ent1 — 2% < Bllzn — 2™, Vn > N. (6)

(iv) Decimos que r € (1,400) es el Q-orden exacto de convergencia de la
sucesion {xy, fn>0 si existen dos constantes A, B > 0 y un nimero N € N
de forma que

Allzn —2*[]" < ||#ntr — 2| < Bllzn — 2™, Vn > N. (7)
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Supondremos en lo que sigue que:
lxn, —2*|| >0, V¥n>N. (8)

Asi, se cumple que si r es el Q-orden exacto de convergencia de la sucesion
{Zn}n>0, entonces r es el tinico nimero con esta propiedad. Por otra parte, si
r € [1,+00) es un Q-orden de convergencia de la sucesién {z, }n>0, entonces
cualquier nimero 71, con 1 <7y <7, es también un Q-orden de convergencia
de esta sucesién. Denotando por Q(z,,) el conjunto de todos los Q-6rdenes de
convergencia de la sucesién {z, }n>0, se sigue que Q(x,,) es no vacio si y sélo
si 1 € Q(z,). Suponemos que Q(z,) es no vacio y sea

p = sup Q(zn).

Se sigue que
[1,) € Q(aa) € [1, 4]

Es claro que si el Q-orden exacto de convergencia de una sucesién {zy }n>1
existe, entonces éste es igual a p y, en este caso, tenemos que Q(x,) = [1, p].

A la hora de construir una sucesién {z,},>0 mediante un proceso ite-
rativo, en general no conocemos el limite z* de esta sucesién. Ademds, no
disponemos de las cantidades ||z, — 2*|| que aparecen en la definicién 4 en
ningin paso finito del proceso. No obstante, si la sucesién {z,}n>o conver-
ge suficientemente rapido, entonces asintéticamente, podemos reemplazar las
cantidades ||z, — 2*|| por ||zp+1 — 2 ||. Antes de dar un enunciado preciso de
este resultado, vamos a fijar la siguiente terminologia:

Si 1 es el Q-orden exacto de convergencia de una sucesién, entonces decimos
que esta sucesién converge linealmente de manera exacta.

Si 1 es un Q-orden de convergencia de una sucesién, entonces decimos que
esta sucesién converge al menos linealmente.

Definicién 5 Sea {z,}n>0 una sucesidn convergente en un espacio de Ba-
nach (X, || - ||) con limite * € X, de manera que la condicion (8) se cumple.
La sucesion converge superlinealmente si

, Hxn—i-l - .IZ*H
lim ——

n—oo ||z, — ¥

~ 0. 9)

Nota 1 Es fdcil ver que si la sucesion {xy}n>0 tiene un Q-orden de conver-
gencia mas grande que 1, entonces la sucesion converge superlinealmente.

A continuacién damos algunos resultados que nos muestran las relaciones
que existen entre la convergencia superlineal y los QQ-érdenes de convergencia
de la sucesién {z, }n>0 y la sucesién {||zn4+1 — 2|l tn>o0-

Teorema 3 Sea {x,,},>0 una sucesién convergente en un espacio de Bana-
ch (X, || ]) con limite x* € X. Suponemos que
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|Znt1 — zn]| >0  para n suficientemente grande.

Entonces, la sucesion {xy }n>0 converge superlinealmente si y sélo si la suce-
$i6n {||Zn+1 — Zn||}n>0 converge superlinealmente.

Teorema 4 Sea {x,}n>0 una sucesion en un espacio de Banach (X, |-||) tal
que ||Tpt1 —Tnll > 0 para n suficientemente grande. Si esta sucesion converge
superlinealmente a un punto z* € X, entonces

lfm ||$n+1 — T | -1

n—oo [z, —a¥|
A partir de los dos tltimos teoremas obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 1 Sea {z,}n>0 una sucesion convergente en un espacio de Ba-
nach (X, || ||) satisfaciendo ||xps1 — xy| > 0,Yn > N y sea r un nimero real
mas grande que 1. Entonces:

(i) 7 es un Q-orden de convergencia de la sucesion {x,}n>0 st y sélo sir es
un Q-orden de convergencia de la sucesion {||Tp41 — Tnl|}n>0-

(i1) T es el Q-orden exacto de convergencia de la sucesion {xy, }n>0 si y sélo si
r es el Q-orden exacto de convergencia de la sucesion {||zn+1 — Tnll}n>o0-

Nota 2 De acuerdo con Corolario 1, un nimero r € (0,400) es el Q-orden
de convergencia de una sucesion {Tn}n>0 si y sdlo si existe una constante
positiva B y un numero natural N tal que

|Znt1 — Znll < Bllzn — xp-1]|", Vn > N. (10)

También se sigue que r es el Q-orden exacto de convergencia de una sucesion
{Zn}n>0 si y sdlo si si existen dos constantes positivas A, B y un nidmero
natural N tal que

Allzy, — 21" < |[Zns1 — 2all < Bllwy — 2p1]|", Vn > N. (11)

De forma contraria a lo que ocurre en (6) y (7), las anteriores desigualdades
pueden ser estimadas en un paso finito del proceso iterativo. Las constantes
A, B y N pueden ser halladas de manera tedrica. En muchos casos las estima-
ciones dadas por (10) y (11) son precisas solamente para valores de N muy
grandes. No obstante, podriamos querer parar el proceso iterativo antes de que
la cota N fuese alcanzada. Desde luego, es posible extender la validez de (10)
y (11) para todo n, tomando B suficientemente grande y A suficientemente
pequena, pero esto nos puede llevar a obtener malas estimaciones.

Otro concepto que interviene en el estudio de la velocidad de convergencia
de una sucesién es el que a continuacién estudiaremos: el R-orden de conver-
gencia.

Con la finalidad de unificar algunas férmulas usaremos en lo que sigue la
siguiente notacién:
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er(n) = n=20,1,2...
r*, st or>1,

Definicién 6 Sea una sucesion de puntos {xy }n>0 en un espacio de Banach
(X, ]| -1l) convergente con limite z* € X y sea r un ndmero real tal que r > 1.

(i) Decimos que r es un R-orden de convergencia de la sucesion {x,}n>0 si
existen dos constantes b € (0,1) y B € (0,400) tal que

|z, —2*|| < Bb"™, n=0,1,2,... (12)

(i) Decimos que r es el R-orden exacto de convergencia de la sucesion
{Zn}n>0 si existen constantes a,b € (0,1) y A, B € (0,400) tal que

Aa® ™ < ||y — 2¥]| < Bber™, (13)

Denotamos por R(z,,) el conjunto de todos los R-6rdenes de convergencia
de la sucesién {z, }n>0. Es facil ver que r € R(z,,) implica [1,7] C R(zy,).
Denotando por

p* = sup R(z,),

facilmente se sigue que
[1,p7) C R(zy) C [1,p7].

Es claro que si una sucesién {z, },>1 tiene un R-orden exacto de convergencia
entonces éste es igual a p* y en este caso tenemos que R(x,) = [1, p*]. Como
consecuencia se sigue que el R-orden exacto de convergencia de una sucesién
es unico.

Lema 1 Sea {x,}n>0 una sucesion en un espacio de Banach (X, | - ||) con
limite z*. Sean M, N € N y r un numero real tal que r > 1.

(i) Decimos que r es un R-orden de convergencia de la sucesion {x,}n>0 si
existen dos constantes by € (0,1) y By € (0,400) tal que

o — 2| < By Mk =0,1,2,. . (14)

(i) Decimos que 1 es el R-orden exacto de convergencia de la sucesion
{zn}n>0 si existen constantes ai,b1 € (0,1) y Ay, By € (0,+00) tal que

Ava§ M < oy — 2| < Babyr TR, (15)

En los siguientes resultados daremos condiciones suficientes bajo las cua-
les un numero r € [1,00) es un R-orden de convergencia de una sucesién
{Zn}n>0. Los casos r > 1y r = 1 son estudiados por separado. Anélogamente
a la terminologia introducida en el estudio de los @Q-6rdenes de convergencia,
diremos que una sucesion {x, },>0 converge al menos R-linealmente si 1 es un
R-orden de convergencia de {z,}n>0, y diremos que converge R-linealmente
de manera exacta si 1 es el R-orden exacto de convergencia de {z, }n>0-
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Teorema 5 Sea {z,}n>0 una sucesion en un espacio de Banach (X, || - ||)
con limite x* y sea r > 1 un numero real.

(1) Si existen C € (0,+00) y N € N tal que
lzn —2%|| < Cllxpn-1 —2*||" para n>N+1,

entonces r € R(xy,).
(ii) Sir € R(xy) y existen D € (0,4+00) y N € N tal que

|lxn —2*|| > D||xp-1 —2*|" para n >N +1,
entonces 1 es el R-orden exacto de convergencia de {xy,}n>0.

A partir de Teorema 5, obtenemos el siguiente resultado que relaciona los
dos indicadores de convergencia que hemos introducido, los @Q-érdenes y los
R-6rdenes.

Corolario 2 Si {z,}n>0 es una sucesion convergente en un espacio de Ba-
nach (X, || - ||), entonces Q(x,) C R(x,). Ademds, si un ndmero r > 1 es
el Q-orden exacto de convergencia de una sucesion {x,}n>0, entonces r es
también el R-orden exacto de convergencia de esta sucesion.

En el anterior parrafo, relativo al estudio de los Q-6rdenes de convergencia,
hemos visto que un ntmero r > 1 es un Q-orden de convergencia de una
sucesion {xy, }n>0 siy s6lo si r es un Q-orden de convergencia de la sucesién
{l|Zn+1—2n| }n>0. En el caso de R-6rdenes de convergencia se tiene el siguiente
resultado para r > 1.

Teorema 6 Si {x,}n,>0 es una sucesion convergente en un espacio de Ba-
nach (X, || - 1), entonces R(x,) = R(||zn+1 — xal])-

Nota 3 Si las sucesiones {zn}tn>0 ¥ {||Tn+1 — Tnll}n>0 tienen R-drdenes
eractos de convergencia, entonces, de acuerdo con el Teorema 6, se sigue
que tienen que ser el mismo. Sin embargo, el hecho de que la sucesion
{Zn}n>0 tenga un R-orden exacto de convergencia no implica que la suce-
5100 {||Tn+1 — Zn||}n>0 tenga un R-orden exacto de convergencia y viceversa.
A pesar de eso tenemos el siguiente resultado:

Teorema 7 Sea {z,}n>0 una sucesién en un espacio de Banach (X, | -|)
que converge a un punto z* € X y tal que

s — 2% < Cllen —a*| n=0,1,2...,

donde C' es una constante positiva. Si un nimero r € [1,+00) es el R-orden
exacto de convergencia de la sucesion {||Tn+1—2n||}n>0, entonces r es también
el R-orden ezacto de convergencia de {Zp}n>0-

Para concluir, damos un resultado que relaciona los conceptos introduci-
dos en esta seccién para medir la velocidad de convergencia de un proceso
iterativo: @-orden exacto, R-orden exacto y orden de convergencia.
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Teorema 8 Sea {z,}n>0 una sucesion en un espacio de Banach (X, || - ||)
que converge a un punto x* € X, de tal manera que existen p = Q-orden
exacto y p* = R-orden exacto de convergencia de la sucesion. Si ademds,
existe y es finito el siguiente limite

)
n—oo [lz, —z*|”

entonces los tres indicadores de convergencia de la sucesion coinciden y p =
pr=r.
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Procesos iterativos para la resoluciéon de
ecuaciones no lineales

1.1. Introduccion

El objetivo que se pretende con este estudio es la construccién de una fami-
lia de procesos iterativos, que incluird a los procesos iterativos més conocidos
en espacios de Banach con al menos convergencia ctibica.

Lo primero que haremos es intentar encontrar las caracteristicas que debe
cumplir una funcién de iteraciéon en el caso escalar de tal manera que la
expesién buscada de la funciéon de iteracién englobe los procesos iterativos
mas conocidos con al menos convergencia ciibica, y después esta situacion se
generaliza a espacios de Banach.

A partir de la condicién suficiente de orden de convergencia, dada por
Schéder en [136] y, a la vista de la expresién que tienen algunos de los procesos
iterativos mas conocidos, Gander ([63]) plantea el estudio de los procesos
iterativos tipo Newton dados por la siguiente funcién de iteracién

f(z)
f@)
En concreto, el objetivo que se plantea es determinar la funcién H para
que el proceso iterativo tipo Newton definido por el algoritmo (1.1), tenga al
menos orden tres (véase [41], [108], [109], [112], [124], [147], [155]).
Suponemos que 7 es un cero simple de f y que f y H tienen un numero
suficiente de derivadas continuas en un entorno de r y denotamos por u(z) =

]{,((”;)). Es claro que v/(z) = 1—Ly(x), donde Ls(x) es conocido como el “grado

G(z)=2— H(x) (1.1)

de convexidad logaritmico” ([84], [87], [90], [88]), y tiene la siguiente expresién

L) = L@ @)

fr(@)?

Puesto que G(r) = r, para que (1.1) defina un proceso iterativo de al
menos orden dos bastard con que G'(r) = 0. Como
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G'(r) =1—u/(r)H(r) = u(r)H'(r),

teniendo en cuenta que u(r) =0y u'(r) = 1, se sigue que H(r) = 1.

Como caso particular, para la funcién constante H(x) = 1, se obtiene el
método de Newton.

Estéa claro que, por la caracterizacién dada por Schréder (5), si se pretende
obtener procesos iterativos de al menos convergencia ciibica, se necesita anadir
la condicién G”(r) = 0. Sin més que derivar por segunda vez en (1.1), esta
condicioén se reduce a

G"(r)=—u"(r)H(r) — 2u'(r)H'(r) — u(r)H" (r) = 0.

Como u"(r) = 71;’/’((:))7 se sigue facilmente que G (r) = 0 si y sélo si
f"(r)
H'(r)= .
T

A la hora de elegir apropiadamente una funcién H, estas condiciones que se
han obtenido para H(r) y H’(r) no nos son utiles, ya que se necesita conocer
a priori un cero de la funcién f. Sin embargo, si se considera la funcién H
como una funcién dependiente del “grado de convexidad logaritmico”, a saber

H(z) = H(Ls(x)), estas condiciones se reducen a

H(r)=H(0) =1,
f'(r)y _ ()
frr)2f(r)

Esto nos permite construir facilmente funciones H que cumplan

H'(r) = H'(0)L}(r) = H'(0)

AO) =1 y ﬁ’(o):%.

Con esta técnica, Gander consigue establecer en [63] condiciones suficientes
para la funcién H de modo que los procesos iterativos dados por G en (1.1)
tienen convergencia al menos cibica, sin mas que imponer estas condiciones
sobre la funcién H. Asi, tenemos el siguiente resultado:

Sea r un cero simple de f y H una funcion derivable al menos dos veces

. . 1 -
en un entorno del cero, cumpliendo que H(0) =1, H'(0) = 3 Y |H"(0)] < o0.

La iteracion xn41 = G(zy), con G(z) = x — FI(Lf(a:)) }f/((?) y Ly(z) =
f f//
(;f,)(x)gz) , es al menos de tercer orden.

Este es el resultado cuya generalizaciéon a espacios de Banach motiva el
origen de esta memoria.
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1.2. El operador grado de convexidad logaritmico

El hecho de que una curva sea céncava o convexa estd perfectamente ca-
racterizado. Sin embargo, el problema de medir la concavidad o convexidad
de una curva es una cuestién menos estudiada. Los primeros trabajos donde
aparecen grados de convexidad de una curva, aunque de manera global y con
un cierto sentido tedrico, se deben a Jensen y Popoviciu ([36]). La aplicacién
practica de estos grados de convexidad, globales sobre un intervalo, resulta ex-
cesivamente complicada, pues conlleva, entre otras cosas, la consideracién de
particiones de un intervalo segtin diferentes medidas. Posteriormente, Garay y
Hernéndez introducen en [65] el concepto de “grado de convexidad logar{tmi-
co” como una medida puntual de la convexidad de una funcién, y es utilizado
en el problema de localizacién de neuronas ([64]). Este concepto de “grado
de convexidad logaritmico” surge del teorema de Bohr-Mollerup ([32]), relati-
vo a la definicién de la funcién gamma, donde aparece el término de funcién
“logaritmicamente convexa”([130]), o funcién cuyo logaritmo es una funcién
convexa.

El “grado de convexidad logaritmico” se define como un indice de medida
puntual de la convexidad y mide la resistencia que ofrece una funcién convexa
a ser “concavizada” mediante sucesivas aplicaciones del operador logaritmo,
es decir, el nimero de veces que se debe aplicar dicho operador a una funcién
convexa para obtener como resultado una funcién céncava (véanse [84], [87],
[90], [130]). Para un detallado estudio, véase [90].

Su aplicacién al estudio de la velocidad de convergencia de procesos ite-
rativos tiene su origen en [84]. En [86] se estudia el efecto de dicho grado de
convexidad en la velocidad de convergencia del método de Newton. Este hecho
permite construir una aceleracion del método de Newton que proporciona a su
vez un nuevo proceso iterativo, la aceleracién convexa del método de Newton
o método de Super-Halley ([73]). Este indice también ha permitido analizar
la influencia de la velocidad de convergencia de otros procesos iterativos como
son el método de Whittaker ([83])) o el método de la Regula Falsi ([89]).

A continuacién, recordamos la definicion del “grado de convexidad lo-
garitmico”.

Definicién 1.2.1 Sea una funcién conveza f € C?(V), siendo V un inter-
valo que contiene al punto xq. Se define el grado de convezidad logaritmico de
f en xg como el niumero real dado por la expresion

Ly (o) = f(‘;izf)() (1.2)

si g no es un minimo de f, en cuyo caso Ly(xg) = 00.

Notemos que si se considera una funcién positiva en un entorno del punto
Zg, es claro que el grado de convexidad logaritmico de una funcién convexa es
un numero real positivo, siendo més convexa respecto al logaritmo a medida
que sea mayor dicho nimero ([87]).
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Por otra parte, aunque se pierda el sentido geométrico del concepto, se
puede extender formalmente esta definicién al espacio C'®)(V). Obsérvese
también que el grado de convexidad logaritmico es una medida invariante por
dilataciones pero no por traslaciones.

Aunque el concepto de grado de convexidad logaritmico puede considerarse
como relativamente reciente, existen antecedentes en la literatura matematica.
Asi, por ejemplo, Neta en [113] da la expresién de diversos métodos iterativos
de tercer orden en funcién del grado de convexidad logaritmico. A continua-
cién, citamos algunos métodos iterativos de tercer orden dados por la funcién
de iteracién

(@)’
donde la expresién de H (L ¥ (mn)) viene dada segtn el método iterativo elegido.
Por ejemplo, para el método de Chebyshev ([16], [34], [92]):

Tpal = Tp — H(Lf(xn))

H(Ly(ea)) =1+ 5Ls(r).
Para el método de Super-Halley ([21], [73]):
H(Ly(e)) =1+ 5 Lo(ea) (1 - Lyan) ™

Para el método de Halley ([17], [59], [63], [85]):

(o) = (1- iLf@cn))l .

Para el método de Ostrowski ([117], [134]):

H(Lg(wa)) = (1= Ly(en) "

Para el método de Euler ([63], [104]):
H(Ly(za)) =2(1+ /1~ 2Lf(xn))71.

Para el método exponencial ([3]):

log(1 ~ Ly(wa)).

H(L¢(z,)) =
( £ )) Ly(xn)
Para el método logaritmico ([30]):
eLf(Z'n) —1
H(L:(z,)) = — =
( £( )) Ly(z,)

Para la familia de procesos iterativos de tercer orden que aparece en [71]:
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1 _
H(Ly(wa) = 1+ 5Ly (2a) (1 = ALy (20) ' con Ae(0,1].

Notemos que esta ultima familia de procesos iterativos proporciona el método
de Chebyshev para A = 0, el método de Super-Halley para A = 1 y el método
de Halley para A = 1/2.

Para la familia de procesos iterativos de tercer orden estudiada en [46]:

H(Lj(n)) =1+ %Lf(xn)@ aLy(ea) (L Ly@a) ), con ae 0,1

que es obtenida a partir de la combinacién convexa de los procesos iterativos
de Chebyshev (a = 0) y de Super-Halley (a = 1).
Para la familia de procesos iterativos de tercer orden que aparece en [148]:

H(L(zn)) =1+ %Lf(xn) <1 - ;\Lf(wn)> , con Ae€l0,2].

Al igual que ocurre para la familia dada por Gutiérrez y Herndndez en [71],
esta familia incluye, como casos particulares, los métodos de Chebyshev para
A =0, Halley para A =1 y Super-Halley para A = 2.

Cuando se trata de analizar la convergencia de un proceso iterativo, en
ocasiones, también interviene el grado de convexidad logaritmico. Asi, por
ejemplo, Altman ([2]) utiliza la expresién (1.2) para probar la convergencia
de un proceso iterativo de orden tres en R. A continuacién, enunciamos por
su utilidad una propiedad del grado de convexidad logaritmico que aparece
en [2].

Lema 1.2.2 (Altman) Sea f una funcidn escalar que satisface las con-
diciones f(t) > 0, f'(t) # 0, f"'(t) > 0 en [0,7] y f(r) = 0. Entonces,

1
L(t) < 3 tel0,r].
Obsérvese que si f(t) >0, f”'(t) > 0en [0,7]y f/(t) # 0en [0,7), entonces
se tiene que

1
Ly(t) < 3 telo,r].

El andlisis de la convergencia de familias de procesos iterativos en espa-
cios de Banach, en las que aparece en su definicién el grado de convexidad
logaritmico, lleva a pensar en su extensiéon a operadores definidos en espa-
cios de Banach ([68]). Por una parte, la extensién a funciones reales definidas
en espacios de Banach y, en particular, a funcionales continuos sigue tenien-
do sentido geométrico, pero no ocurre lo mismo para operadores definidos
en espacios de Banach en general. No obstante, podemos definir el grado de
convexidad logaritmico como un operador lineal entre espacios de Banach,
entendiendo que no se trata de una medida puntual de la convexidad, sino
de un operador con ciertas propiedades, que serviran para estudiar diversos
procesos iterativos.
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A partir de aqui, denotaremos por

L(X,Y)={T:X —Y | T operador lineal y acotado}

B(X x X,Y)={B:X xX —Y | B operador bilineal y acotado}.

Recordemos que £(X,Y) es un espacio de Banach con la norma definida de
la siguiente manera: Dado T' € L(X,Y), se define la norma de T como

IT||:= sup [T (x)]-

[l <1
Ademds, si X # {0}, entonces

T(x ;
71 = s @) = sup FEl = nelc > 0| @) < Ol v e x).

También B(X x X,Y) es un espacio de Banach con la norma definida de la
siguiente forma:

Bl :== sup |B(z1,22)||, BeBX xX,Y).
llz1 <1, ][22 ||<1

Asi, dado un operador F' entre dos espacios de Banach X eY, F: X — Y,y

x € X, se tiene que

x By X,

siendo I'(z) el operador dado por I'(z) = [F'(z)]”" € L(Y, X). De donde se
deduce que I'(z) F(x) es un elemento de X. Por otra parte, teniendo en cuenta
la isometria

I'(z)
—

B(X x X,Y) = L(X,L(X,Y)),
se tiene que F"'(z)['(z)F(x) € L(X,Y), y por consiguiente,

F"(z)I(z)F(x) % I'(z) X

Lp(z): X
Teniendo en cuenta todo lo anterior, damos la siguiente definicién.

Definicién 1.2.3 Sean X e Y dos espacios de Banach y F : X — Y un
operador con derivada sequnda Fréchet. Sea xo € X de manera que ezista
I(zo) = [F'(z0)] " € L(Y,X). Se define el operador Lp, que llamaremos
grado de convexidad logaritmico, como Lp : X — L(X,X), donde a g € X
le hace corresponder el operador lineal Lr(xg) : X — X que viene dado de la
stguiente manera

Lp(xo)(x) = [F'(x0)] " F" (o) [F'(x0)] ' F(zo)(z), =€ X.
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Obsérvese que este operador es una generalizacién formal del grado de
convexidad logaritmico definido para funciones reales. Por este motivo lo se-
guimos denominando de la misma forma. Un estudio més detallado sobre este
operador puede encontrarse en [68] y [69].

Por otra parte, el objetivo de esta seccién no es realizar un analisis deta-
llado del concepto de convexidad ni de las propiedades que de él se deducen,
sino dar una pequena nocién sobre el concepto de funcién logaritmicamente
convexa y una medida de su convexidad. Para un estudio méas profundo de la
convexidad, pueden consultarse, entre otros, los trabajos de Borweim y Noll
([29]), Butnariu, y ITusem ([31]), Ciesielski ([36]), Giles ([67]), Hiriart-Urruty
y Lemarichal ([95]), Hérmander ([96]), Phelps ([120]) o Roberts y Varberg
([130)).

1.3. Una nueva familia de procesos iterativos en
espacios de Banach

El resultado obtenido por Gander en [63], e indicado anteriormente, nos
proporciona un procedimiento para construir procesos iterativos de tercer or-
den en R. Basandonos en esta idea, vamos a tener como objetivo la generali-
zacion de este resultado en la resolucién de ecuaciones definidas en espacios
de Banach. En otras palabras, nuestro objetivo es la construccién de una fa-
milia de procesos iterativos en espacios de Banach con al menos convergencia
ctibica para la resolucién de la ecuaciéon F(x) = 0, siendo F' un operador no
lineal definido entre dos espacios de Banach X e Y y dos veces diferenciable
Fréchet en un dominio {2 abierto, convexo y no vacio, F': 2 C X — Y.

Consideraremos la siguiente familia de procesos iterativos

Tpil = Ty — H(Lp(zn))FnF(xn)
H(Lp(z,)) =1+ Lr(an) + S AxLp(an)f, Ay €RY, k>2, (1.3)
k>2

donde Lg(x,) es el operador definido en la seccién anterior, y al que hemos
llamado grado de convexidad logaritmico. Es claro que esta familia de procesos
iterativos tiene al menos convergencia ctbica en R, puesto que H(0) = 1,

1
H'(0) = R |H"”(0)] < oo.
Obsérvese que esta familia de procesos iterativos estara bien definida cuan-

do lo esté el operador H. Si se denota por I = Lz (z)°, se tiene que el operador
H actia de la siguiente manera

H(Le(): 2 c X L2 £0x, x) L 2ix, x)

donde a cada z,, € £2 le asocia la serie numérica H (Lp (z,)) = Z ApLp(z,)",
k>0

1
con Ag =1, A; = PR A € RY) k > 2. Ademas, denotamos por Lr(z,)" la
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composicién del operador lineal Lg(x,) k veces consigo mismo, que vuelve a
ser un operador lineal en X:
k
k
LF(JL‘) = LF(.T) o-:-0 LF(ZC)

El hecho de que H esté bien definido significa que es un operador que trans-
forma el conjunto de aplicaciones lineales £(X, X) en si mismo y, como es
una serie numérica, hay que determinar su dominio de convergencia. Para dar
respuesta a estas preguntas sobre la buena definicién del operador H hacemos
uso del siguiente resultado ([37]).

Teorema 1.3.1 Sea X un espacio de Banach y T : X — X un operador
lineal y acotado, T € L(X,X). Si Z Apt™, con {A,} C RY es convergente
n>0

y r su radio de convergencia, entonces si |T| < r, se tiene que E AT €
n>0

L(X,X) estd bien definida.

Entonces, como consecuencia del resultado anterior, el operador H, dado
en (1.3), estd bien definido como un operador de £(X, X) en L£(X,X) si el
operador grado de convexidad logaritmico Lp(z) es tal que | Lp(z)| < 7,

S -1
donde r viene dado por ( lim | A, |%) . Ademds, si A, # 0, Vn, y existe
n—oo
1.4. Procesos iterativos de tercer orden en espacios de
Banach

An+1

lim

1 ,
, entonces r = | lim

n

A continuacién, vamos a ver como casos particulares de la familia de pro-
cesos iterativos definida en (1.3) los mds conocidos métodos de tercer orden,
dados todos ellos por la iteracién funcional

Tp4+1 = Tn — H(LF(xn))FnF(-Tn)v
donde para cada método iterativo se tiene una expresion distinta de H (L F(xn)) .

Para el método de Chebyshev ([22], [91]):

H(Lp(en)) =1+ %LF(W (1.4)

Para los C-métodos ([4], [48]):

H(Lp(en)) =T + %LF(%) +CLe(zn)?  CeR (1.5)
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Para el método de Super-Halley ([14], [18], [51]):

H(Lp(x,)) =1+ %LF(%) (1— LF(gcn)y1 I+ %LF(%) +3 %LF@C”)&

(1.6)
Para el método de Halley ([23], [60], [104], [134]):

1 ~1
k>2
Para el método de Ostrowski ([63], [117]):

H(Lp(z,)) = (1 - LF(a:n)) . I+ %LF(.I”) + Z 2% (%f) Lp(z,)".

k>2

(1.8)
Para el método de Euler ([104], [140]):

H(Lp(z,)) = 2(1+ (- QLF(%))W)-

=1+ LF (zn, +kz>:22kk‘—|—l)<ki)LF(xn) .

Para el método exponencial ([3]):

H(LF(a:n))—I—i- LF () Z L ()", (1.10)
k>2
Para el método logaritmico ([30]):
H(Lp(z,)) =1+ =Lp(zp Lp(zn)k. 1.11
(Lr(an)) +2m +kz>2’“+1> F(2n) (1.11)

Para la familia obtenida a partir de la combinacién convexa de los procesos
iterativos de Chebyshev y de Super-Halley, que tiene R-orden de convergencia
al menos tres ([46]):

H(Lp(z,)) =1+ %Lp(xn) (I +alp(zs) (I — Lp(xn))_l)

X . (112)
=1+ §Lp(xn) + Z §Lp(asn) , a€[0,1].
k>2

Para la familia de procesos iterativos con R-orden de convergencia al menos
tres que aparece en [71]:
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H(Li(en)) = T+ 5Le(a) (T = ALp(a) ™

(1.13)

1 )\kfl &
:I+§Lp(xn)+’;2 5—Lr(an)*, con Aeo,1]

Para la familia de procesos iterativos con R-orden de convergencia al menos
tres que aparece en [148]:

H(Lp(zn)) =1+ %Lp(xn) (1 - /Q\LF(&"”))_

) \ (1.14)
= I + *Lp(xn) + Z

2
k>2

k—1
o Lp(z,)k, con Xelo,2].

Notemos que las familias de procesos iterativos (1.12), (1.13) y (1.14) incluyen
como casos particulares los métodos de Chebyshev (o = 0 en (1.12), A =0
en (1.13) y (1.14)), el método de Super-Halley (o« = 1 en (1.12), A = 1 en
(1.13) y A =2 en (1.14)) y el método de Halley (A =1/2 en (1.13) y A =1
en (1.14)).

También es interesante notar que los métodos de Newton, Chebyshev y los
C-métodos corresponden con la situacién considerada en (1.3) cuando Ay = 0,
para k > 1, k > 2y k > 3, respectivamente y que el radio de convergencia
asociado a estos métodos es r = +00.
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Analisis del resultado de Gander en espacios de
Banach para la nueva familia de procesos
iterativos

2.1. Introduccién

A lo largo de todo el capitulo consideramos el problema de resolver la
ecuacién

Flz)=0 (2.1)

mediante procesos iterativos, siendo F' un operador no lineal definido entre
dos espacios de Banach X e Y y dos veces diferenciable Fréchet en un dominio
{2 abierto convexo y no vacio.

En primer lugar, planteamos la obtencién de resultados de convergencia
semilocal para la familia de procesos iterativos dada en (1.3), y cuya definicién
recordamos a continuacién:

Tn+1l = Tn — H(LF(mn))FnF(zn);

1
H(Lp(z,)) =1 + Lr(za) + > ALp(zn), {Arhrz2 CRY
E>2

Estudiamos las condiciones que tienen que cumplirse para que la sucesién
que define esta familia de procesos iterativos converja a una solucién de la
ecuacién (2.1). Para ello, exigimos sobre el operador F' las que se conocen
como condiciones de Kantorovich ([99], [100], [101]), habitualmente las mas
utilizadas para estudiar la convergencia de los procesos iterativos de tercer
orden:

(C1) Existe un punto xo € {2 donde el operador I estd definido y ||[15]] < 8,
(C2) [IoF (zo)ll <,

(C3) ||[F'(z)| <M, Vzel,

(C4) [[F"(x) = F"(y)l < Kllz —yl, K>0, z,y€e.

Otros autores utilizan, en lugar de la condicién (C4), la condicién de que la
tercera derivada del operador esté acotada, es decir, ||[F"'(z)|| < N. Notemos
que la condicién de que el operador F”’ sea Lipschitz-continuo, condicién (C4),
suaviza esta situacion.
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2.2. Estudio de la convergencia mediante sucesiones
mayorizantes

Para realizar un primer estudio de la convergencia semilocal de (1.3) em-
plearemos las conocidas “sucesiones mayorizantes”, ([100]). Este concepto sub-
yace a su vez del concepto de operadores mayorizantes que introduce Kanto-
rovich en la demostracién de la convergencia del método de Newton en [100]
y que més tarde Rheinboldt emplea en [129] al dar una teoria de conver-
gencia unificada para procesos iterativos en la forma xp1; = G(xy) siendo
G : X — X un operador continuo y X un espacio métrico completo.

2.2.1. Convergencia semilocal

Seguimos la técnica de sucesiones mayorizantes para realizar el estudio
de la convergencia de la familia de procesos iterativos dada por (1.3) a una
solucién de (2.1), bajo las condiciones (C1)—(C4) de Kantorovich para el
operador F' en espacios de Banach.

Notemos que el operador S dado en el teorema 1 de convergencia no es
otro que la funcién de iteracién

Tpt1 = S(xn) =z — H(Lp(xn))FnF(xn), n >0,

que define la familia de procesos iterativos dada en (1.3).
Con la notacién anterior, una solucién z* de la ecuacién x = S(x), con
z* = lim z,, es también solucién de la ecuacién (2.1), es decir, F'(z*) = 0

n—oo
sin més que tener en cuenta que H(Lp(z*)) # 0.

La sucesién mayorizante empleada, {¢,} = P(ty), es la obtenida al aplicar
la familia de procesos iterativos (1.3) a la ecuacién escalar p(t) = 0, donde
p es una funcién real, decreciente y convexa en un intervalo [a,b], tal que
p(a) > 0> p(b). Ademds, p'(t) # 0y p”’(t) > 0 en el intervalo [a, s], con s la
tnica solucién simple de p(t) = 0 en [a, b].

Si denotamos esta sucesién escalar por {t,}, entonces se tiene que

tny1 = Ptn) =t, — h(Lp(tn));:,((ttn)), donde
ML) =14 200 + S AL ) (Adsacrr,
k>2

Vamos a exigir que la sucesién { A }r>2 sea decreciente en sentido no estricto:
Ay < Ap_1 para k > 3. Ademds, exigimos que |L,(t)| < r en (2.2), siendo r
el radio de convergencia de la serie

1
> Axt®,  donde Ag=1, A = 5 (2.3)
k>0
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para asegurar la buena definicién de h en el intervalo [a, b]. En este caso, Ly(t)
es el grado de convexidad logaritmico, que en el caso escalar viene dado por
la expresion

1) = 20

Notemos que, con la notacién anterior, una soluciéon t* de la ecuacién
t = P(t) es también solucién de la ecuacién escalar p(t) = 0, es decir, p(t*) = 0.

A continuacién, damos un resultado de convergencia, para la familia de
procesos iterativos dada por (2.2), en términos de una funcién arbitraria p
que mayoriza al operador F'.

Teorema 2.2.1 Sea p una funcion real, decreciente y convexa en un inter-
valo [a,b], cumpliendo que p(a) > 0 > p(b). Ademds p'(t) # 0 y p"'(t) > 0
en el intervalo [a, s], con s la tnica solucion simple de p(t) = 0 en [a,b], y
|L,(t)| < 7 en [a,s]|, donde r es el radio de convergencia de la serie (2.3).
Entonces la sucesion dada por (2.2) converge a una solucion s de p(t) =0 de
forma creciente.

Nota 2.1. En el caso de que r < 1/2 debemos exigir que |L,(t)| < r, para
asegurar una buena definicién de h en el intervalo [a, s]. Sin embargo, en esta
situacién, dado que el punto de salida tg € [a, s] estard préximo a la solucién
s, la sucesién {L,(t,)} es decreciente, y por lo tanto, esta condicién puede ser
cambiada por esta otra |L,(to)| < r. En otro caso, es decir, cuando r > 1/2,
por el lema 1.2.2, lema de Altman, tenemos asegurada la condicién impuesta
|L,(t)| < 7 en el teorema 2.2.1.

Después de la observacién anterior podemos enunciar la siguiente conse-
cuencia, cuya demostracion se sigue del resultado dado por Altman, lema
1.2.2.

Corolario 2.2.2 Sea p una funcion real, decreciene y convexa en un inter-
valo [a,b], cumpliendo que p(a) > 0 > p(b). Ademds, p'(t) # 0 y p"'(t) > 0
en el intervalo [a, s], con s la inica solucion simple de p(t) =0 en [a,b]. En-
tonces, sir > 1/2, la sucesion dada por (2.2) converge a s una solucién de
p(t) =0 de forma creciente.

Demostracion del teorema 2.2.1. Por un lado, vamos a demostrar que la su-
cesién real {t,} estd acotada por s, la inica raiz simple de la funcién p(t) en
[a,b]. Y, por otro lado, demostraremos que dicha sucesién es creciente hacia
s.

Sin pérdida de generalidad tomamos to = 0. De (2.2) se sigue que

2llo) - ,
P/ (to)
puesto que h(Ly(to)) > 0, p(to) > 0y p'(to) < 0. Entonces, se obtiene que

t1 > tg. Veamos ahora que, t; < s. Por el teorema del valor medio, obtenemos
que

ty —to = —h(Ly(to))
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t1 —s = P(tg) — P(s) = P'(&)(to — s), con & € (to,s).

Por otra parte,

poy DI PP (), p(t)p"(#)?
BO=ym ar e
se sigue que
r o P 2 _ 2 _ _ 7,
L4(0) Gy = Lalt) + Ly(t) Ly (8) = 2Ly (1) Lpu)(l Ly(t) (2~ Ly <t>)),
y, por tanto,

Pl)=1 [ 5+ 3 kAL L) (1~ L(0)(2 - Ly(1))
E>2

(1 S n 0+ Y AL | (1= ().

k>2

1
Teniendo en cuenta que A; = 2 obtenemos que

P = [ (k=12 Ly ) + 1) decs = (6 + D] 2,00

k>2

Como

se tiene que
(=1 = Ly®) +1) A1 = (b + DAL 20, k=2,

puesto que, por hipdtesis, la sucesién de coeficientes { A }r>2 C RT es decre-
ciente, podemos acotar el coeficiente de L, (t)* de la siguiente manera

(2(k—1)+1—(k+1))Ak:(k—Q)Ak20, Vk > 2.

Como consecuencia, obtenemos que P’(t) > 0 en el intervalo (tg,s) y
tl S S.
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A continuacién, suponemos que ty > tr_1 vty < s,parak =1,2,--- ,n—1,
y vamos a ver qué ocurre para k = n. Por el mismo procedimiento utilizado
para t1, se sigue a partir de (2.2) que

p(tnfl) Z 07
p/(tn—l)

dado que h(Ly(tn—1)) = 0, p(tn—1) > 0y p'(tn—1) < 0. Veamos ahora que,
t, < s. Por el teorema del valor medio, obtenemos que

th —s=P(th_1) — P(s) = Pl(gn—l)(tn—l —5), con &1 € (tn-1,5).

Como P’'(t) > 0 en (g, s), puesto que (tx,s) C (tg,s) parak =1,2,--- ,n—1,
se sigue que t, < s. Por lo tanto, {¢,} es una sucesién creciente y acotada
superiormente. Entonces, existe u € [a,b], con u < s, y tal que v = lim ¢,.

n—oo

bty —tn—1 = —h(Lp(tn-1))

Ahora bien, pasando al limite en (2.2), obtenemos que

de donde se sigue que p(u) = 0, puesto que u < sy h(Lp(u)) > 0. Como, por
hipétesis, s es la tnica raiz de p(t) = 0, tenemos que v = s. B

Una vez visto el comportamiento de la sucesién real {t¢,}, obtenida al
aplicar la familia de procesos iterativos (1.3) a la ecuacién escalar p(t) = 0,
vamos a generalizar el estudio de esta familia a espacios de Banach. Como se
indicé al comienzo de esta seccién, consideraremos la ecuacién (2.1), siendo
F un operador en las condiciones alli indicadas. Para realizar dicho estudio
emplearemos la técnica de las sucesiones mayorizantes.

A continuacién, damos un resultado general de convergencia, en términos
de una funcién p arbitraria, que mayoriza al operador F. El siguiente teorema
contiene las condiciones suficientes para conseguir la convergencia de (1.3) y,
ademds, asegurar también la existencia de una solucién de la ecuacién (2.1).

Teorema 2.2.3 Sea 1o € 2 un punto en el que existe Iy = F'(xg)™1, y
existe p una funcidn real de tal forma que p(ty) > 0 para ty € [a,b]. En las
hipotesis del teorema 2.2.1, si se cumplen las stquientes condiciones:

1
1) ||| < ——,
DIy

—p(to

1) ||[IoF <
(1I) [ IoF (o)l < Vi)
() |F"()]) < p(t) i 1o —woll < t—to <5 —to,
(IV) [|[F"(z) = F"(y)ll < Ip"(u) = p"(v)| con z,y € 2, u,v € [a,s],
entonces, st B(xo,s —tg) C 2, la sucesion dada en (1.3) estd bien definida y

converge a una solucion x* de la ecuacion (2.1), siendo x* la dnica solucion
en B(xg,s —to). Ademds, se tiene que

~

lz* —xn|| <s—t, para n>0.
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Obsérvese que en este caso, por el teorema 2.2.1, la sucesién (2.2) es conver-
gente a s, Unica solucién simple de p(t) = 0 en [a,b]. Antes de demostrar la
convergencia de (1.3) y la existencia y unicidad de solucién para la ecuacién
(2.1), vamos a enunciar unos lemas en las mismas condiciones del teorema

anterior y que emplearemos en dicha demostracion.

Teniendo en cuenta la expresiéon que tiene la familia de procesos iterativos
dada en (1.3), damos a continuacién una descomposicién para el operador F.

Lema 2.2.4 Sea el operador F' en las condiciones del teorema 2.2.3. En-

tonces,

F(2pi1) = % F'"(x,) [ F(zy,) ZQ(Ak_l — Ap)Lp(x,)* ' | [LF(x,)
k>2

n é F' () (Lp(xn)f[(LF(xn))FnF(xn)>2

+ /:n+1 (F”(:c) - F”(zn)) (Tpt1 — ) dz,

n

donde H(z) =T + Z 24201,
k>2

Demostracion. Por el desarrollo de Taylor se tiene que

Flani) = Fl@n) + Fen) e —20) + o (o) ss — 70’

+/:n+1 (F”(x) _ F”(xn)>($n+1 —x) dx.

n

Por otra parte,
1 _
F'(zp)(xnt1 — xn) = F'(xy) ( (I + 2LF(xn)H(LF(:cn))>) I'hF(xy)
— F(z) - %F”(In)FnF(xn)IZI(LF(xn))FnF(xn),
entonces,

Fan1) = — %F”(axn)FnF(:cn)fI(LF(xn))FnF(xn)

o F () (—(I + ;Lp(xn)ﬁ(LF(wn)))TnF(”fn)>2

.\ /:n+1 (F,,(x) B F//@ﬂ)) (Zpe1 — ) da.

n

1 N
Denotamos * = —I,F(z,) — iLF(xn)H(LF(xn))FnF(a:n) en la siguiente

igualdad y como F" es bilineal, se tiene que
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FY(@)(x,%) = =F" (@) (DuF (@), %)

—%F"(xn) (Lp(xn)ﬁ(LF(xn))FnF(:cn), *)

= F'"xp)DnF(zp) 0 F ()
1

+§F”(xn)FnF(xn)LF(xn)ﬁ(LF(a:n))FnF(xn)

1 .
+§F”($n)LF(xn)H(LF(xn))TnF(acn)FnF(xn)
1 " r7 2
+7F" (@) (Lp(zn)H(LF(xn))FnF(:cn)) .
Dado que el operador F” es un operador bilineal simétrico, se sigue que
F'"(2) (%, %) = F"(2n) [ F(20) (I + LF(xn)I:I(LF(xn))) I F(xy)
1 " ] 2
+7F"(n) (Lp(xn)H(LF(:rn))FnF(xn)) .
Sustituyendo ahora en la expresién que tiene F (1), nos queda
1 -
F(zpe1) = —5F"(xn)FnF(xn)H(LF(xn))FnF(a:n)

_i_%F//(xn)[‘nF(xn) I+ Lp(mn)ﬁ(LF(xn))) [ F(z)

PP (@) (Lo B (L)) D)

[ P = ) s )

n

y agrupando los dos primeros sumandos se sigue que
1 ~ _
§F//($n)FnF(;L‘n) (I 4+ LF(xn)H(LF(xn)) - H(Lp(xn)))FnF(xn)

k>2 k>2
_ %F”(wn)FnF(xn) ((1 —2A5)Lp(z,) + > 2(A — AkH)LF(:cn)k)FnF(xn).
E>2

1
Finalmente, teniendo en cuenta que A; = 3
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F(2pi1) = %F”(xn)FnF(xn) <Z 2(Ap_1 — Ak)LF(xn)k_1> I, F(x,)
k>2

2P () (Lo (L)) D))

+/:n+1 (F”(x) _ F”(:L‘n)) (Tpy1 —x) do. ®

n

Lema 2.2.5 Sea p una funcion real cumpliendo las condiciones del teorema
2.2.1 y sea la familia de procesos iterativos dada por (2.2). Entonces se tiene
que p(tn11) admite la siguiente descomposicion:

Plinsn) = 5ptn) 3 2( Ay = A) Lytn)* + pltn) Lyt (L (1))
E>2

(9 i = 100) =) (1 = 7)1~ 1)

siendo h(t) =1+ Z 2A,tF 1L
k>2

Demostracion. Por el desarrollo de Taylor se tiene que
1
p(tn-i-l) = p(tn) +p/(tn)(tn+1 - tn) + Ep”(tn)(tn—&-l - tn)2
tnt1
[ (0 -9t — v at
t

n

Por otra parte,

V) (s ) = 2/ (0) (1 5L (t)B(Ly (1)) ) Al

Por tanto, haciendo el cambio de variable t = t,, + 7(t,+1 — t,), se obtiene

1

Pltne) = = 5ol Lot (Ly(0) + 59" (14 3250 b E0) B )

+ /01 (p” (tn + T(tn+1 - tn)) - pll(tn)> (1 - T) (tn+1 - tn)2 dar.

Asi, sin més que agrupar los dos primeros sumandos y teniendo en cuenta que

Ay = 2 queda
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gt ft) + 510 (14 St 2(0) 25
1

= 2ol Ly(tn) (1= (U= Lyt (Ey(00) ) + pltn) Eyltn) (L (1)

= () D2 2(Akcs = A Lyl)* 5ol L) Ry (1)
k>2

Por lo tanto,

Pltns) = g00t) 3 2(Akt = AL Ly(ta)* + 5ot Lyt (Lp(t)?
E>2

+ Al (p” (t" 7t — t”)) - p”(tn)) (1=7)(tng1 —tn)* dr. m

Pasamos a demostrar el teorema 2.2.3 de convergencia, existencia y unicidad
de solucién para la ecuacién (2.1). Por comodidad en la demostracion, reescri-
bimos la familia de procesos iterativos dada en (1.3) de la siguiente manera:

1 .
Tpil = Tp — <I+ 2LF($n)H(LF(1'n))> I, F(z,), donde

ﬁ(LF(l‘n)) =I+Z2AkLF(CL'n)k_17 {Ak}kZQ c RT.

k>2

(2.4)

Recordemos que la sucesién {Ay}r>2 es decreciente.

Demostracion del teorema 2.2.3. En primer lugar, demostramos que los ele-
mentos de la sucesién {z,} estdn bien definidos y que forman una sucesién
convergente. Comenzamos viéndolo para z1. En efecto,

p// (to)

-1 —p(to)
P/ (to) P/ (to)
siendo 7 el radio de convergencia de la serie (2.3). Ademds, tanto 2y como
Io)F(xo) estdn en 2y H(LF (:UO)) estd bien definido. Luego,

1L (o)l < [IToll [1E" (o)l [T F (o)l < = Ly(to) <,

xr1 = Xg — (I+ ;LF(.IO)H(LF(.TO))) F()F(SCQ) € 2,

es decir, x1 estd bien definido. Ademads, se tiene que

| H (LE(w0))|| = |1+ 24kLp(w0)* 1| < 14> 24, Ly (to)* " = h(Ly(t0))
k>2 k>2
y
|1 — 0| < ’I + %LF(:vo)ﬁ(LF(xo)) HIIFoF(xo)II

IA

L+ 21 ()R (Lt —plto) =t —tg < s—tp.
(14 5Eatli(z, ) ) (20

p'(to)
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Por lo tanto, x1 € B(xg,s —tg) C {2.

A continuacién, veamos que las condiciones (I) y (II) son ciertas si cam-
biamos x1 por zg. En primer lugar, probamos la existencia de I'j. Sabemos
de la existencia de Iy como operador lineal y que es invertible. Entonces,

x1
1T = LoF'(z1) || < [[Toll[1F" (o) — F (1) < HFoH/ 1F" ()] da.
o
Ahora, sin mas que parametrizar la integral y teniendo en cuenta que

||$0 +7’(.’171 —.’170) —.I‘o” < THJ?l —.’L‘QH < T(tl —to) =1 —I—T(tl —to) —to,

se sigue

1
1 = ToF"(z1)]| < HFoH/O IF" (o + 7(21 = wo))lll|l21 — ol dr

< ﬁ/{) P (to + 7(t1 — to)) (t1 — to) dr
_ 1 " "Ny — -1 o _ _p/(tl)
= ) / Pi(edz = S W) =P ) = 1= s

y, puesto que la derivada de p es creciente, siendo p’ negativa, se llega a que
1T = oF' (z1)]] < 1.

Como consecuencia del Lema de Banach ([101]), existe el operador inverso de

ToF’ (1), que se puede expresar como [[pF’ (z1)] ! = [I—(I—-IoF (z1))] -

y ademas

1 < P(t)
1—|[I —oF"(xy)]| = p'(t1)

Ahora bien, como Iy = [IoF'(z1)]”" Iy, se obtiene

, -1 P (tg) —1 -1

Il < iror ™ il < 556 7 = iy
—p(t1)
P (t1)
las descomposiciones de F' y de p, dadas en los lemas previos, lema 2.2.4 y
lema 2.2.5 respectivamente.

Haciendo el cambio de variable = o + 7(21 — xp) en la descomposicién
obtenida en el lema 2.2.4 y tomando normas obtenemos

e

Para ver que se cumple (IT), es decir, |1 F(z1)| < , I0S apOyamos en

[F ()] < %IIF"(xo)IIIIFoF(xo)II2 D 2(Ak1 — AL (o)

k>2

+éIIF”(xo)IIIILF($0)||2HFI(LF(9«“0)) I F (o) 2

+ / (F" (w0 + 7(x1 — x0)) — F"(20)) (1 — 7)(21 — x0)? d7||.
0
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Ahora, teniendo en cuenta que la sucesién de coeficientes {Ay}r>2 C RT es
decreciente, obtenemos

2
Pl < 500 (A00) {3 20us = AL, ()

P’ (to) >

1, - 2 —p(t) ’
+§p (to)Lyp(to) h(LP(tO)) <p’(t00) )

1
+/ HF”(SCO +T({II1 - xo)) — F”(l’o)”(l — T)H:L‘l — 1‘0“2 dr
0

p(to) Y 2(Ak-1 — Ar) Lp(to)* + ép(to)Lp(to)Sil(Lp(to))Q
K>2

+/o (p”(to +7(t1 — to)) — p”(to)) (1—7)(t1 — to)* dr = p(t1).

<

DN | =

Como consecuencia de lo anterior, se sigue que (II) es cierto al reemplazar z
por xy:

—p(t1)
[ F ()| < ([T ()] < )
Por otra parte,
L <\ " LF(e)] < — p'e) —20) _
IZr @) < IIIE @) INF@)] < Za #(h) 270 = L(h) <,

puesto que, ||z1 — xo|| < t1 —top < s —tp. Ademds,

<14+ 245Ly (1) = h(Ly(t)).
E>2

HIN{(LF(%)) ||: I+Z 2AkLF(x1)k*1

k>2

Por tanto, x5 esta bien definido y, se tiene que

oz = ol < 1+ 3 Lo 1 (LrGen) [P Gon)

< (1 + ;Lp(tl)il(Lp(tl))) (pfg((;l))) =tz — 1ty

Ademaés, obtenemos

llze — zol| < |lw2 — 21| + ||lzn —xol| Sta—t1 +t1 —tg =ta —to < s —to,

luego x2 € B(xg,s —tg) C 2.
Ahora, sin més que aplicar induccién, es ficil ver que (I) y (II) son ciertas
para todo z, € X. Supongamos que (I) y (IT) se cumplen para z,, € X, es

_1 _ t7
decir, existe I, con ||| < —— v |[InF(z,)] < fj((t L))
P (ln

p'(tn)
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Por una parte se tiene que
||In *I()” S tn - tO S S 7t03
de donde se sigue

-1 7p(tn)
L < ||| [|F” r,F < "t

ILE(@n) || < [ [1E (z) || [ Tn F () || < o ? (tn) ()
siendo r el radio de convergencia de la serie (2.3). Siguiendo el mismo argu-
mento usado antes sobre zg y ahora sobre x,,, vemos que en estas condiciones
Tpy1 estd bien definido. En efecto, tanto x, como I, F(x,) estdn en 2y

H(Lp(z,)) estd bien definido, luego

=L,(t,) <,

Tpal = Tp — (I—I— ;LF(xn)f{(LF(acn))) IF(xz,) € 8.

Asi, x,11 estd bien definido y

1 (Le@a) | = 1+ 24x L ()"~

k>2

<14 245 Ly (t) ! = R(Ly(tn)).
k>2

De la buena definicién de z,1 y de las acotaciones anteriores, obtenemos

1 ~
s =l < |14 3 Lrte) AT I5 P

< <1+ ;Lp@n)ﬁ(Lp(tn))) (_p(t")) =tnt1 —tn,

P (tn)

y por tanto
|znt1—2ol| < |Znt1—2nl|Flzn—20|| < thg1—tn+tn—to = thy1—to < s—to.

Entonces, una vez visto que x,11 € B(zg,s — to) C {2, vemos que (I) se
cumple. Asi,

Tp41
[ = L F (g < Il F(2n) — F'(@n4)]] < I\Fnll/ IF" ()| dz

y, sin mas que parametrizar en la integral y teniendo en cuenta que
||xn+7—(xn+1_xn)_xn” S T||xn+1_xn|| S T(thrl_tn) - tn+7—(tn+1_tn)_tna

se sigue

1 = LnF (21|

IA

1
Xl / 1" (2 + 7(Ents — 20)) |[Enss — 2a] dr

-1 1
S pl(t ) /(; p//(tn + T(tn-i-l — tn)) (tn-i-l — tn) dT

-1 /tn+1 " p/(tn-‘rl)
= — p'(2)dz =1 - —""2.
P'(tn) tn (=) P (tn)
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Ahora bien, puesto que la derivada de p es creciente y p’ negativa, se llega a
que
1 = Do F' (2p41)]] < 1.

Como consecuencia del Lema de Banach ([101]), existe el operador
_ -1
[TnF' (2n41)] ' = [I = (I = TWF (z041))]
y, como Iyiq = [[nF' (2ps1)] " T, se sigue que

1 < p'(tn)
1- ”I_ FnF/(xn—i-l)” B p/(tn-i-l).

e

Luego,

- Pte) -1 -1
o] < H ILF(x 1” L < - .
e I L TOWS PO oy

—p(tn+1)
P (tnt1)
como antes, en las descomposiciones de F'y de p dadas en los lemas previos.
Como

Para ver que se cumple (II), |1 F(2pt1)| < , IOS apoyamos,

[E(zn41)]| < %HF”(%)IIHFnF(afn)H2 > (A1 — AW Lp(za)*

k>2

+é 1E" (@) M L () 1P IH (L () [P T F (20) |1

)

—l—’ / (F"(zn + T(zni1 — 20)) — F"(22)) (1 = 7)(@ng1 — 2,)* dr
0

y teniendo en cuenta que la sucesién de coeficientes { Ay }r>2 C RT es decre-
ciente, se sigue que

1P < 5ol Eptn) 32 (Ak 1 — Ai)Ly(t0)
E>2

%p(tn)Lp(tn)Sﬁ(Lp(tn))

(9 i = 1) =) (1 = 7)1 1)

2

Por lo tanto, se tiene que |[|F(2n41)|| < p(tnt1) ¥

_p(thrl)

I Flay, < .
|| +1 ( Jrl)” p,(tn—i-l)

Entonces, por induccién hemos demostrado que z € B(xg,s — tg) C {2,
para toda k > 0 y que {t,} es una sucesién mayorizante de {z,}. Teniendo
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en cuenta el hecho de que {t,} es una sucesién mayorizante de {z,}, se sigue
que
lZntm — Znll < tntm — tn, m €N, (2.5)

¥y, como consecuencia, {x, } es una sucesién de Cauchy, luego tiene limite. De-

notamos por | = lfrf Zn. Ahora bien, puesto que || F(z,,)| < p(t,), tomando
n—-+0oo

limites, obtenemos
lim ||F(z,)|| < lm p(t,) = p(s) =0.
n——4oo n——4oo

Por lo tanto, 11'141_1 F(z,) = 0y por la continuidad del operador F, se tiene
n—-1+0o0

que [ = x*, con z* una solucién de la ecuacién F(z) = 0.

Por otra parte, si hacemos m — oo en (2.5) y tomamos n = 0, obtenemos
lz* — 2ol < s—to.

Por tltimo, puesto que s > 0 y s es la tnica solucién simple de p(t) = 0
en [a, b], se tiene que

P(s) <s < —h(Lp(s)) <0.

Entonces, por el teorema 2, se sigue la unicidad de solucién en B(zg, s — to),
quedando asi demostrado el teorema. m

Resultado principal de convergencia semilocal

Una vez visto este resultado de convergencia semilocal, queda abierto el
estudio de la existencia de la funcién mayorizante. Como resulta evidente,
ésta va a existir segin las condiciones que se le exija al operador F'. Como ya
se menciond, exigimos las que se conocen como condiciones de Kantorovich
(C1)—(C4), que son las condiciones que habitualmente se exigen para estudiar
la convergencia de los procesos iterativos de tercer orden.

En vista de las condiciones que debe satisfacer nuestro operador F', nos
planteamos determinar el tipo de funcién mayorizante a la que aplicaremos
el proceso iterativo (2.2) y que satisfaga las condiciones que se exigen en el
teorema 2.2.1. Parece evidente que una posible eleccién para esta funcién,
puesto que tiene que ser Lipschitz en su segunda derivada, es que se tome un
polinomio de grado tres con coeficiente director positivo.

p(t) = At + B* + Ct+ D, A>0.

Es claro que si se toma como punto de salida en la sucesiéon {t, }, to = 0, para

que se cumpla (C1), debe satisfacerse la siguiente desigualdad ]ﬁ > 3, con
—p(0) )

>n > 0y ademas,
?'(0)

-1
B > 0, luego podemos tomar v = C. Por (C2),
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el término independiente del polinomio tiene que ser necesariamente positivo,

entonces podemos considerar D = % Notemos que en el caso en el que tg # 0

se puede hacer una traslacion.

Ademds, como p”(t) = 6At+2B con A > 0y, como p”(t) es creciente, por
(C3) basta tomar M = 2B, con M > 0. Mds atin, esta funcién satisface la
condicion de Lipschitz para la segunda derivada, por lo tanto, se tiene

Ip"(u) — p"(v)| = 6A|u—v| con wu,v € [a,s].

Como A > 0, por (C4), se sigue que 64 = K. Como consecuencia de todo
ello, podemos tomar la siguiente funcién mayorizante:

K M 1 7

t)=—t"+ —t*— —t+ —,

p(t) =+ 5 33

Si tomamos ahora [tg, b] como el intervalo [0, s], donde s es la menor raiz

positiva de p(t), se puede demostrar que la funcién p(t) satisface todas las

hipétesis del teorema 2.2.1. Para ello, vamos a ver que esta funcién tiene una
raiz negativa y dos positivas s y s*, lo que es equivalente a decir que

- 4K + M?B — MB3+\/M? + 2K/
= 36K (M + /M2 +2K/3)
de tal forma que s < ¢ < s* y f es el minimo de p(t) en el intervalo [0, s].

Como p(0) = n/B > 0, para demostrar que p(t) tiene una raiz positiva,
basta ver que p(t) es estrictamente decreciente en [0,#] y que p(#) < 0. Como
K 1

(t) = —t> + Mt — —

p(t) =5t + 5

M — \/M212K/B —M + /M2 +2K/3
K ’ K '

Por otro lado, sin més que sustituir en la expresién dada para p(t), se sigue
que

con K, M,(3,n > 0.

se sigue p/(t) < 0 en [

2

K (-M+/M?+2K/ 2
6 K B(M + /M2 + 2K/B)
2

MM+ VM? +2K/3
K B(M +/M? + 2K/ )

2

p(t)

N——

9
 B2(M + /M2 + 2K/B) -
1 _é_%?+M M7 2K/B) |

T 3sM+ AP 12K/B) | B K K g’

y por hipétesis p(f) < 0. Ademds, p(f) = 0 si y solo si s = s*. Esto es debido
a que, en este caso, la cadena de desigualdades s < t < s*, se reduce a
s=1t=s".

I
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Nota 2.2. Notemos que, un estudio analogo al realizado por Yamamoto en
[154], donde se establecen algunos resultados de convergencia para el méto-
do de Halley, puede llevarse a cabo bajo las siguientes condiciones para el
operador F:

(Y1) existe un punto z¢ € 2 donde el operador I estd definido. Sea &(z) =
FoF(.’E),

(Y2) [|@(z0)[| = [ToF (zo)|| < 7, 18" (o) || = [ToF" (wo)|| < M,

(Y3) [|@"(2)=@" (y)[| = [ToF" (z)=LoF"(y)|| < Kllz—yll, K >0, z,y€ 2.

(Y4) La ecuacién

K M
p(t) = Etg + 7t2 —t+4+mn, con K,M,n>0,
tiene una raiz negativa y dos positivas s y s*.

En este caso en el que p(t) se toma normalizado, el hecho de que posea
una raiz negativa y dos positivas s y s* se traduce a la siguiente condicién

sobre 7:
<4K+M2—M\/M2+2K
7= T8K(M + VM oK)

obteniéndose la igualdad si y sélo si s = s*.

En la préctica, la aplicacion del teorema 2.2.3 puede resultar complicada,
ya que en él aparece una funcién p desconocida. Una vez comprobadas todas
las condiciones exigidas para la funcién mayorizante p(t), dadas en el teorema
2.2.1, tenemos asegurada la convergencia de la sucesién mayorizante {t,} a la
solucién s de p(t) = 0. El siguiente resultado tiene especial interés, ya que si
el operador F' cumple ciertas condiciones, podemos tomar como funcién p en
el teorema 2.2.3 el siguiente polinomio:

p(t) = %ﬁ n %tQ - %t n % con K, M, 3,n > 0. (2.6)

A continuacién suponemos que r > 1/2; siendo r el radio de convergencia
de la serie (2.3). Por el lema 1.2.2 (lema de Altman) se tiene |L,(t)| < 7y,
como consecuencia de ello, el polinomio (2.6) satisface las condiciones exigidas
en el teorema 2.2.1.

Teorema 2.2.6 Sea F : 2 C X — Y un operador no lineal, dos veces
diferenciable Fréchet en un abierto, convexo y no vacio 2 C X, satisfaciendo

(C1)-(C4). Si se cumple
- 4K + M?3 — M3/ M? + 2K/ @7
= 36K (M + /M2 +2K/p) '

y B(zo,s) C £2, entonces la sucesidn {x,} dada por (1.3), comenzando en
xo € X, converge a una solucién de la ecuacion (2.1). En este caso, las
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iteraciones x, pertenecen a B(xg,s) y la solucidn x* es unica en B(xg,S$).
Ademds, se tiene que

la* — x| < s—tn, para n>0.

Demostracion. Notemos que las condiciones (C1)—(C4) se satisfacen para
el polinomio dado en (2.6). Ahora, a partir de los resultados anteriores, la
demostracién es inmediata. ®

Nota 2.3. Notemos que el teorema 2.2.6 garantiza la convergencia de la suce-
sién (1.3), independientemente de los valores de los pardmetros Ay, k > 2, que
se tomen a la hora de aplicar un proceso iterativo de la familia a la ecuacién
(2.1) para obtener una solucién aproximada.

Nota 2.4. En el caso en que el radio de convergencia r de la serie (2.3) sea tal
que r < 1/2, la condicién que hay que exigir en el teorema 2.2.6 es |L,(0)| < r
o equivalentemente gnM < r, como se pone de manifiesto en el teorema 2.2.1.

Nota 2.5. A continuacién, vamos a presentar una técnica alternativa para me-
jorar el dominio de unicidad de solucién, empleada por Argyros y Chen ([16])
y, que usaremos en las secciones posteriores. La aplicacion de esta técnica al-
ternativa, puede facilitar la localizaciéon del dominio de unicidad, sobre todo
cuando no se aplican sucesiones mayorizantes.

Veamos entonces como, mediante esta técnica alternativa, mejoramos el
radio de unicidad dado en el teorema 2.2.6. Supongamos que existe otra so-
lucién y* de F(z) = 0 en B(zg, s*) N 2. Entonces,

1
0=F(y") - F(z") = / Fl(@™ +t(y" — ") (y" — ") dt.
0
Para obtener la unicidad, es suficiente con ver que el operador
1
/ F'(z* +t(y* —a*)) dt
0

es invertible. Probaremos equivalentemente la existencia del operador A1,
1

donde A = / IoF' (x* + t(y* — x*)) dt. Por el lema de Banach ([101]), se
0

tiene que este operador es invertible si y sélo si || — A|| < 1. En efecto,

17— A < 15 /0 | (2 + 1" — o)) — F'(ao)|| d.

Por otra parte,
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||F’(x* + t(y* — z*)) — F'(:EO)H

¥ +t(y*—x*)
/ (F"(x) + F"(x0) — F"(20)) dz

0

1
<[NP (ot @+ 0" — ) = ) = P (ao)lla” +tly” ~ 2°) o] dr
0

1
+ / VP (o)l + t(y* — &%) — o] dr.
0

- (2.8)
Puesto que z* € B(zg, s) e y* € B(xo,s*) N {2, se tiene que ||[z* —zo|| < sy
ly* — zo| < s*. Luego,

K ! 2
7= < 25 [ (1o = aullt =)+ ely” — zal])”

1
400 [ (I = ol = )+ ey = aoll) de
0

< HTK(SQ + (%)% + 85%) + ﬂTM(s +5%).

Definimos ahora el polinomio:

(r) K, n (K n M) n K , n M 1
r)=—"r —s+ —|r+ —s+—s— =
=% 6° " 2 6" T2 B
K M K 1
y observamos que q(s*) = (s + S*)<ES* + ?) + 332 -5 Utilizando a
continuacién las conocidas férmulas de Vieta, (véase [48]), tenemos que
st b0 =3 Sl (s +57) = =
—(s+s" +ry) =— —(ss" +ro(s+ %)) = —
6 0 2 Yy 6 0 6 )

donde rg, s y s* son las raices del polinomio (2.6). Entonces, vemos que ¢(s*) =

-K 1
T(ss* +ro(s+s"))— 5= 0, y por lo tanto, ||I — A|| < 1. Luego, el operador

es invertible y, como consecuencia, la solucién es unica en B(zg,s*) N 2. =

Por otra parte, como cabe esperar, la familia de procesos iterativos (1.3)
tiene R-orden de convergencia al menos tres, como se prueba en la siguiente
seccién.

2.2.2. R-orden de convergencia de la familia

En esta seccién vamos a intentar acotar inferiormente el R-orden de con-
vergencia de la familia de procesos iterativos (1.3), viendo que éste es al menos
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tres. Para ello, utilizaremos la caracterizacién dada por Potra y Ptak en [123],
que es una consecuencia directa del teorema 6 visto en el capitulo de Prelimi-
nares.

Dado un proceso iterativo, denotamos por {x,} la sucesién de aproxi-
maciones que genera el proceso. Entonces, de acuerdo con Potra y Ptak es
equivalente el que un proceso iterativo tenga R-orden al menos tres y que
existan dos constantes C' > 0 y ng > 1, de manera que:

lZnie — Tpi1ll < Cllzni1 — x,]|®,  a partir de un cierto ng. (2.9)

Teorema 2.2.7 Sea F en las condiciones del teorema 2.2.6. Entonces, la
familia de procesos iterativos (1.3), comenzando en xy € §2, tiene R-orden de
convergencia al menos tres.

Demostracion. Utilizando la caracterizacion dada por Potra y Ptak, o equi-
valentemente (2.9), para establecer el R-orden de convergencia de un proceso
iterativo, probamos que los métodos de la familia (1.3) tienen al menos R-
orden de convergencia al menos tres.

Teniendo en cuenta la expresién que tienen los procesos iterativos de la
familia (1.3), se sigue que

[2nt2 = Enir || < [H(Lr (@) F (@) -

Ahora bien, puesto que Ly (t,41) < , {Ak }r>0 es una sucesién decreciente

’Uf—ﬁ

1
con Ag =1y A = 3 entonces Ay ara todok > 2y

k
1 3
IIH(LF(%+1))II<1+ Lp(tnt1) §> ApLy(tns1)* < 14 +k§>2 <) =5

Por otra parte, teniendo en cuenta que la condicién (C1) se cumple para todo
n y que p’ es creciente y negativa, se tiene que
-1 -1 -1
||Fn|| S ’ < 1 ok = = L'
K 1
p'(tn) — P'(s*) 5(8*)2+M3*_E

Tan s6lo queda ahora acotar || F(2,1)||. Denotando por

fI(LF(mn)) =1+ Z 2A,Lp(x,) 7,
k>2

tenemos:
F'(zp)(@nt1 — xn) = —F'(zp) {I + %Lp(xn)ﬁ(LF(xn)) I F(x,)

= —F(z,) — %F”(mn)FnF(xn)fI(LF(xn))FnF(xn)
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entonces, teniendo en cuenta el desarrollo de Taylor, se sigue que

Flanin) = F(ra) + F (@) (@nin — 7a) + 5 F(0n) st — 70)?

i /%H (F"(x) = F"(xn)) (#nt1 — x) do

n

= %F”(gcn) [(xnﬂ —x,)? — FnF(xn)fI(Lp(xn))FnF(xn)]

—i—/mnﬂ (F"(z) = F"(zn)) (Tp41 — 2) dz.

n

Por una parte, haciendo el cambio = z,, + t(x,1+1 — x5 ), es facil ver que

Ahora bien, como

K
< €||$n+1 - ang

/%1 (F"(x) = F"(xn)) (¥nt1 — x) do

n

(Tn1 — xn)Q - FnF(xn)ﬁ(LF(xn))FnF(xn)

= (Tng1 — Tn)? = [DnF(20)]? = TnF (1) Y 245 Lp(2n)" ' T F(2)
E>2

se sigue que

fowss = o = TuFlen)] < 21+ 3L (Leten) | @)

1
< (24 20t + X ALy | 17uF )
k>2
5
< LB,
1 ~
fenes = 0 4 EuP(n)] < |3 Leton fEee) | I
1 _
< B +ZAkLp(tn)k ! I B (@) [ T F (22 |2
k>2
< L P )1 P

> 24k Lp(xn) | < 20T F (@) || T F ().
k>2

Como consecuencia de las anteriores cotas, podemos estimar la norma de
F(zp41) de la siguiente manera:
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1 5 K
P @)l < 5L (5 4 2) ITF @I + 5 anss = ol

Por otro parte, tenemos que

[ E ()| <

(14 5Lr@) A Le@) | loas = ol

y, por el lema de Banach, si

‘ 1

Lol A(Lr)| <1,

1 .
existe el operador inverso de I + §LF($n)H(LF(In)), y ademéds

1

: 1-— H;LF(%)I&(LF(%))H'

<I + ;LF(In)H—(LF(%))) B

49

Veamos entonces que existe el inverso de dicho operador. En efecto, teniendo

en cuenta que la sucesién de coeficientes { Ay }x>0 es decreciente con Ay <

1
Vk > 2,y que Ly(t,) < 70 5e sigue que

< 1.

N =

|3 LrtenfEe@))| < j2a) + S Al () <

Como consecuencia, se tiene que

<2

)

<I + ;Lp(xn)f[(LF(xn))) -

y por lo tanto,
[0 (@)l < 2[|2nt1 — @nl-

Entonces,

K
Pl < (18072 + 5 ) onin = 2l

57

Ahora es sencillo ver que la familia de procesos iterativos (1.3) tiene R-orden
de convergencia al menos tres sin mds que tener en cuenta (2.9), puesto que

IN

1 ~
|tz — 2usi] H” LF@”H)H(LF(%H))H D F(enss)]

2

3 K
SL{18MPL 4 — ) ||zt — xn?
2 6

LK)

= (27]\/[2 L? +

IN

[Zn+1 = zall?,
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LK
COHC=27M2L2+T>O. | |

Nota 2.6. Como casos particulares de la familia de procesos iterativos dada
en (1.3), satisfaciendo la condicién de que la sucesién de coeficientes { Ay }r>2
sea decreciente, se tienen métodos iterativos con R-orden de convergencia al
menos tres ya conocidos, como el método de Chebyshev, dado en (1.4) y los
C-métodos (1.5), ambos con desarrollo finito. Y otros con desarrollo infinito,
como el método de Super-Halley (1.6), el método de Halley (1.7), el método
de Ostrowski (1.8), el método exponencial (1.10), el método logaritmico (1.11)
o las familias de procesos iterativos dadas en (1.13) con A € [0,1] y (1.14).
Sin embargo, hay procesos iterativos que no cumplen esta condicién como el
método de Euler, cuyos coeficientes son:

1 2%
Ay = —— >
k 2k(k+1)<k>’ k=20,

o la familia de procesos iterativos dada en (1.13), cuando A > 1.

Como veremos posteriormente, en la seccion 2.3, se puede prescindir de
la condicién que exigimos sobre la sucesién de los coeficientes {Ay}i>2. La
condicién de que la sucesion {Ay}r>2 sea decreciente se hace necesaria cuan-
do mayorizamos la aproximacién F'(z,) por p(t,), como consecuencia de la
descomposicién que tomamos para el operador F' en el lema 2.2.4.

2.3. Estudio de la convergencia mediante relaciones de
recurrencia

En esta seccidon introducimos otra técnica basada en la construccién de
relaciones de recurrencia, con el objetivo de obtener un resultado de conver-
gencia semilocal, para la familia de procesos iterativos dada en (1.3). Para ello,
exigimos condiciones de Kantorovich para el operador F, (C1)—-(C4). Este
tipo de condiciones usualmente eran tratadas mediante la técnica de sucesio-
nes mayorizantes. Sin embargo, en ese caso, no es tarea facil acotar el R-orden
de convergencia de la familia, como puede verse en la seccién 2.2. Veremos,
que el uso de esta técnica, basada en relaciones de recurrencia, hace mas sen-
cillo el acotar el R-orden de convergencia de cualquier proceso iterativo, y en
particular el de la familia (1.3).

Al igual que en la seccién 2.2, probaremos que, bajo las condiciones (C1)—
(C4) para el operador F, la familia de procesos iterativos dada en (1.3) es
convergente a la solucién de la ecuacién (2.1), con la salvedad de que en este
estudio no exigimos la condicién de que la sucesién de coeficientes { Ay }r>2
sea decreciente. Ademads, establecemos los dominios donde la solucién puede
localizarse y es tnica, junto con las estimaciones del error cometido cuando
se aproxima la soluciéon mediante los procesos iterativos de esta familia.
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2.3.1. Construccion de las relaciones de recurrencia

Consideramos F' un operador no lineal definido entre dos espacios de Ba-
nach X e Y y dos veces diferenciable Fréchet en un dominio {2 C X abierto
convexo y no vacio.

Por comodidad emplearemos el siguiente algoritmo para referirnos a la
familia de procesos iterativos (1.3):

1 _
Tn+1 = G(xn) =Yn + §LF($n)H(LF(xn))(yn - m'n)y

H(Lp(xn)) =1+ 2AkLp(n)"", {Arhiz2 CRY,
E>2

(2.10)

A lo largo de la seccién, suponemos que la serie E 2A,t" 1 es convergente

k>2
para |t| < r, siendo r el radio de convergencia de la serie. Ademds, usaremos
esta notacién:

ap = Mpn, bo = K12, v(t) =D 24552, (2.11)
k>2

A partir de las condiciones iniciales (C1)—(C4) para el operador F' obte-
nemos las siguientes cotas en funcién de los pardametros ag y bg:
ILr (o)l < ITolHIE” (o) [ ToF (o) || < ao,
K| Io|[IlTo F (o)1 < bo,
ﬁ(LF(xO)) estd bien definido si y s6lo si || Lr(zo)|| < ap < 7

Por lo tanto, es necesario que ag < r.
Ahora bien, si yg € {2, se sigue

<1+ Z 2Akalg_1 =1+ agr(ag),
k>2

[H (Lr(xz0))|| = ||+ 24k L (o)~

k>2

< Z 2Aab ™" = agr(ag),

k>2

11 = H(Lr(x0))|| = || 24k Lp(x0)*

k>2

< ao(l + aol/(ao)) [ 1o F (o)l

DN =

%LF(xO)fI(LF(mo))FoF(%)

21 = ol =‘

1
o = aoll < i = ol + o — ol < 1+ Fao(1 + aov(an)) ) IToF (o)l

Con el fin de generalizar estas cotas iniciales para cualquier paso en el proceso
iterativo, definimos las sucesiones reales
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Ap+1 = anf(an)2g(anybn)> n 2 07

(2.12)
bpt1 = bnf(an)Sg(am bn)2a n >0,
donde se consideran las siguientes funciones reales auxiliares
1
h(t) =1+ 5t(l + tw(t)),
) . y (2.13)
t)= —— t,u) = = [tv(t) +h(t)? —1] + —.
0= gltw) = 2 [(t) + (e = 1] + ¢

Teniendo en cuenta las relaciones obtenidas a partir de las condiciones inicia-
les, damos las siguientes relaciones de recurrencia, que probaremos por induc-
cién, para cualquier punto del proceso iterativo. Esto permitira demostrar la
convergencia de la familia de procesos iterativos dada en (2.10).

Lema 2.3.1 Suponemos que Yo, Yn, Tn € 2, paran € N. St ag < r, conr el
radio de convergencia de la serie (2.3), agh(ag) < 1, con h dada en (2.13), y
las sucesiones reales auziliares (2.12) son decrecientes, entonces se satisfacen
las siguientes relaciones:

[I.] Eziste Ty = [F'(z,)] ™" y | Tull < fan—0)I1 Tl
[ ] |1 D0 F(x0)]] = lyn — 2nll < flan—1)9(an—1,bn—1)|[Tn-1F(xn-1)],
[111,] M|, || TWF (2,)| < an y, existe H(Lp(x,)),

[1V] K| |10 F (20)|* < b

1
/Vn/ vanJrl - ynH < 5(1”(1 + anV(an))”FnF(xn)Ha

[VI] | Znt1 = 2|l < hlan) | L F (z0)]],

[VI] [[#ns1 — 2ol < h(ao) (Z f(ao)kg(aovbo)k> 1.
k=0

Demostracion. Comenzamos verificando las condiciones [I,]-[V1I,] para n =
1. En pimer lugar, demostramos que existe el inverso del operador F'(z1) y
es acotado.

Puesto que

1 1
F'(z1) — F'(x0) = / F'(z)dr = /0 F'(xg + t(z1 — 20)) (w1 — o) dt,

tenemos
[ F'(z1) = F'(x0)|| < M||z1 — 0]

Por lo tanto,
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11 = ToF" (1) || < [MO[I[[F' (o) — F'(z1)[| < [Tol|M |21 — 2ol < aoh(ao)

y, como por hipétesis aph(ag) < 1, se sigue por el lema de Banach ([101]) que
existe I y obtenemos [I1], puesto que

_ Lol
L = 1T F (o) Dol < |[(FoF ()™ 170l < ”
I = 1T F (o) Dol < || (o F" (1)) || I 7ol 1[I = ToF"(z1)]|
| To]]
—_— — F .
< T = e

Ahora, probamos [I1;]. Para ello, usaremos la siguiente descomposicién inte-
gral para el operador F', obtenida a partir de la férmula de Taylor:

F(#ni1) = Fyn) + F' () (@ns1 — yn) + /%+ F"(z)(xn41 — ) de,
y" (2.14)
F(yn) = F(xn) + F'(20)(yn — 25) +/ F"(x)(yn — ) du. (2.15)

Tn

Por otra parte,
F'(yn)(Tnt1 —yn) = [F’(yn) - F/(In)](xn-l-l = Yn) + F'(2n)(Tnt1 — Yn)

= [P @) s ) e 3 ) (L) — )

(2.16)
Entonces, si hacemos los cambios = x,, + t(y, — x,) en (2.15) y (2.16), y
T =yp +t(xpy1 — yn) en (2.14), obtenemos

F(xp) = /01 (F"(wn + t(yn — ) — F"(xn)) (yn — 20)2(1 — t) dt
1F”(xn) I—H(Lp(xp))) (yn — x,)%(1 —t) dt
+/° (1= AEr(a) 6 (2.17)

1
+/ Fu(mn + t(yn - xn))(yn - xn)(xn—&-l - yn) dt
0

1
+‘/ F//(yn + t(xn—o—l - yn))($n+1 — yn)2(1 — t) dt.
0

Ahora bien, tomando normas para n = 0 se sigue
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1
1F GOl < [ IF o+ tlon — 20) = F (a0l — olP(1 - 1)
0

+ [ NE oI = B (L)) o — 7ol(1 — 1) d
0

) (2.18)
+/HW®wﬂm—%MMwwﬂWrwﬂﬁ
0
1
+/HFWWH@rWMWﬁ*%WO*0%
0
y
1 ()]
Kn? M M
< ( 6” + 777&0(1 +v(ao) + aoV(ao)) + ?na%(l + GOV(GO))2> [ ToF (z0)]-
Ademas,

ILiF @Il < flao) 1ol F ()]
< flao) (K572 + MP1aq (1 + (1 + ao)v(ao)) + M21a3 (1 + agv(ao))”) | ToF (wo)

a? ap 2
< Jlao) (32 + B (14 1+ a0)(an)) + D1+ aovlao))?) TP (a0

y teniendo en cuenta la definicién de g se sigue [II;]:
[T F ()] < f(ao)g(ao, bo) [T0F (o).
Teniendo en cuenta las cotas obtenidas previamente, [III;] es inmediato
M| I F ()] < M f(ao)?g(ao, bo) [ Dol To F(zo) || < a1
Entonces, ||Lr(21)| < a1, ademas, teniendo en cuenta que {a,} es una suce-

sién decreciente, se sigue que a; < r. Por lo tanto, existe H(Lp(xl)) y

<1+ Z 2A;€alf_1 =1+ all/(al)
k>2

HH(LF(%))H = |1+ ZZAkLF(l'1)k71

k>2

1= H(Le(z)| = Y 24k Lr(21)*!

k>2

< Z 24ra " = ayv(ay).
k>2

Ahora, es ficil ver que [IVy] se cumple:
K| F (2] < K f(ao)?g(ao, bo)? [ Toll I To F (zo)|* < b1

Veamos que [V1]-[VII;] son ciertas. Por un lado, se tiene que
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o = 1l < [3Lee0 A (L) IFE] < jon 1+ o) InFE)l,

1 .
ol = [+ §Lee) A (L) IR F @] < Ma)ITF e
w2 = wol| < [lzz — z1]| + [[#1 — @ol| < h(a1)llyr — 21l + hao)[lyo — 0.

Ahora bien, puesto que la sucesién {a,} es decreciente y la funcién h es
creciente, se sigue que h(a1) < h(ag). Entonces,

2 — ol < hlao) |1 + F(an)g(an, bo) |

Por lo tanto, [V1]-[VIIi] son ciertas. Ahora, suponemos que [I,]-[VIL,] se
cumplen y verificamos [I,,4+1]-[VIIL,11]. Por hipétesis se tiene que x;41,y; €
2,5=1,...,n.

Puesto que

Tn41 1
F' ()= F () = / F(2)dz = / P (@ntt (1 —n)) (1 —am)
x 0

n

tomando normas se sigue
[F' (@n41) = F'(@n) | < M|2n41 — .
Por hipétesis de induccion el operador I, existe, y ademads

I = L (i) | < ITu I ) = F g ) < Il M [ s1 — ]
< M| La|h(an) | Do (20)]| < anh(an).

Como h es una funcién creciente,
1 — T F (2na1)|| < anhlan) < aghag) < 1,
entonces, por el lema de Banach, existe I,11 y se tiene [I,,4+1]:

115

Tostll = 1Tt F () Dol < (T F” i <
[Pty |1 B (2n) I ]| < ||( n (xn-i-l)) ||H nll < 1|1 — Lo F' (2|

115

< Th(an) = flan)| ]l

Ahora, probamos [II,,41]. Para ello, consideramos la descomposicién (2.17),
dada previamente. Tomando normas, obtenemos
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1
1F i)l < [ 1 G+t = 2) = F @)l = a0~ 1) s
0
1
7 2
+ [N @Il = F L)l - olP(0 - ) de
0
1
+/ | F" (2n + t(yn — To))Yyn — znlllTnt1 — ynll dt
0

1
+/ 1" (g + t(@n1 = ya))@ns1 — ynll* (1 — 1) dt.
0
(2.19)

Usando la hipétesis de induccién,

K M
[ F(@ns1)] < g”yn - ang + ?an(l +v(an) + anv(an))|lyn — an2

M
—I—;ai(l + an’/(an))2||yn - xn”za

entonces,

K
11 F(@ns )| < flan) [ TalllE(@ng )| < flan) [TnF (z0)| <6IFnIIIIFnF(éL’n)II2

ML) (0 (0 anvlan) + 0+ )’ ) )

2 3
< flan)ITnF ()| (bg + (1 U anv(an) + 21+ any(an)y) .
Por lo tanto,

11 B (2ng 1)l < flan)g(an, o) | T F(20)]

A partir de las cotas obtenidas previamente, es sencillo ver que [III,11] se

cumple
M| Lo [ 1 F(@ns )| < Mfan)?g(an, bn) [Tl TnF(z0) || < ans1,

y por tanto es inmediato que ||Lp(2n41)|| < any1.
Ahora bien, como {a,} es una sucesién decreciente, se tiene que a,41 < r.

Entonces, H (Lg(7,41)) existe y

IA(Lp@ae))| <1+ 3 2450552 = 14 any1v(ans),

k>2

HI - I:I(Lp(xn+1)) H < Z 2Akaf;i = apt1V(Ant1)-
k>2

Ademés, teniendo en cuenta [IV,,], es sencillo probar [IV,,11]:
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K| Loa I T F(zng )1 < K fan)?g(an, bn)? (| Tall[| 10 F () ||
< bn.f(an)gg(an7 bn)2 =bpq1.

Finalmente,

1
lTns2 — Ynsall < 5 0n+1 (14 ans1v(an 1)) [ Fns 1 F (i),
[#n+2 = Tn1ll < hlans )| D1 F(@ng) |-

Ademds, puesto que la sucesién {a,} es decreciente y, las funciones f y g son
crecientes, se sigue que

Flan)alan, )T P )| <0 T Flaxgtan ) = (Fao)alao b)) .

k=0

Luego,

[Znt2 = zoll < h(ant1)f(an)g(an, bn)[|Tn F(2n)]| + h(ao) (Z f(ao)’“g(ao,bo)k> U

k=0
n+1

< h(ao) (Z f(ao)kg(ao,bo)k> 7.
k=0

Por tanto, el resultado queda demostrado. m

Una vez verificadas las relaciones de recurrencia [I,]-[VII,], pasamos a
estudiar la convergencia de la sucesion que define la familia de procesos itera-
tivos {z,}, dada en (2.10).

2.3.2. Convergencia semilocal

Para establecer la convergencia de la sucesién {z,}, dada en (2.10), pro-
baremos que es una sucesién de Cauchy. Ademads, veremos que la sucesién
converge a la solucion z* de la ecuacién (2.1) y, estableceremos los dominios
de existencia y unicidad de solucion.

En primer lugar, damos unos lemas técnicos para las funciones reales f,
g v h dadas en (2.13), as{ como para las sucesiones auxiliares {a,} y {bn}
definidas en (2.12). Estos lemas nos proporcionan propiedades de tal forma
que, a partir de ellas, las relaciones de recurrencia se satisfacen.

Lema 2.3.2 Sean f(t), g(t,u) y h(t) las funciones reales dadas en (2.13).
Entonces,

(1) Siagh(ag) <1, f(t) es creciente y f(t) > 1 para t € (0,ap).
(ii) Fijado t, g(t,u) es creciente como funcidén de u, Vu € R. Ademds, fijado
u, g(t,u) es creciente como funcién de t, Vt € RT.
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Demostracion. Por hipétesis aph(ag) < 1, luego se sigue que th(t) < 1 para
t € (0,ap). Ahora, teniendo en cuenta que

1
t —_ —
J0 =3z thit)
es claro que la funcién f estd bien definida y es creciente para t € (0, ag).
Ademés, f(0) = 1, por lo tanto se tiene que f(t) > 1 para t € (0, aop).
Por otra parte, (i7) es trivial, teniendo en cuenta la definicién de g. =

Lema 2.3.3 Siagh(ag) <1 y by < ko, donde
Ro = 6(2 + a()) + 3h(a0)(—2(1 + 2(10) + aoh(ao)(2a0 — 1)),

las sucesiones {an} y {bn}, dadas en (2.12), son decrecientes. Ademds, se
tiene que f(ap)g(ag,bo) < 1.

Demostracion. Por una parte, para que la sucesiones {a,} y {b,} sean
monétonas decrecientes, es suficiente que se cumpla:

ap <ag y by <bg. (220)

En efecto, por el lema 2.3.2, se tiene que f y g son funciones crecientes,
entonces si se cumple (2.20), se tiene que

az = a1 f(a1)*g(a1,b1) < aof(ao)’g(ao, bo) = a

y
by = b1 f(a1)’g(ar,b1)* < bof(ao)’g(ao,bo)* = b1.
Por lo tanto, sin mas que aplicar un proceso inductivo se sigue que a,t+1 < an,
y bp+1 < b, para todo n € N.
Por otra parte, la desigualdad (2.20) es equivalente a

f(ao)?g(ao, bo) < 1. (2.21)

Ademéds, como consecuencia de (2.21), obtenemos f(ag)g(ag, bo) < 1. En efec-
to, como f(ag) > 1, es inmediato que f(ag)g(ao,bo) < f(ao)?g(ao,bo) < 1.

Ahora, teniendo en cuenta la definicién de las funciones f y g, es facil ver
que (2.21) es equivalente a que

bg < ko = 6(2 + ao) + 3h(a0)(—2(1 + 2a0) + aoh(ao)(an — 1)) |

Antes de enunciar el resultado principal de convergencia semilocal para
la familia de procesos iterativos (2.10), recordamos que la sucesién de puntos
{z,}, generada por los procesos iterativos (2.10), estd bien definida cuando
lo estd el operador fI(LF(xn)) Esto ocurre si y sélo si |[Lp(zo)| < r o
equivalentemente si y sélo ayg < 7, donde denotdbamos por r el radio de

convergencia de la serie E 2A,t*1. Por lo tanto, es necesario imponer la
k>2
condicién de que ag < r.
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Teorema 2.3.4 Sea F' : 2 C X — Y wun operador no lineal dos ve-

ces diferenciable Fréchet, satisfaciendo (C1)-(C4). Asumimos que ag < T,
aoh(ag) < 1 y by < ko. Si B(wg, R) C 2, donde R = %, entonces
la familia de procesos iterativos (2.10), comenzando en xq, converge a la solu-

cion x* de la ecuacion (2.1). En este caso, la solucion x* y las iteraciones
pertenecen a B(xg, R) y x* es dnica solucidn de (2.1) en B(xo, Miﬁ —-R)Nn .

Demostracion. Por hipotesis tenemos que zo € (2 y, por las condiciones
iniciales exigidas sobre el operador F', se sigue que

lvo — zoll = [[oF (zo) <n <R vy |21 — 2ol < hlao)n <R,
y por lo tanto, yo, 1 € {2. Ademss,

lyr — xoll < llyr — 21l + |1 — 20|
< flao)g(ao, bo)n + h(ag)n < h(ag)(1 + f(ao)g(ao,bo))n < R,

entonces, las relaciones de recurrencia [I,,]-[VIL,] del lema 2.3.1 se satisfacen
para n = 1. Ahora, aplicando un proceso inductivo, es sencillo probar por
lema 2.3.1 que yp, Tn4+1 € {2 para todo n € N. En efecto, teniendo en cuenta
(IL,] y [VI,] del lema 2.3.1, tenemos que

1yn = 2oll < [lyn — 2all + [0 — 20l

< (#(ao)g(ao,b0)) "0 + h(ao) (i f(ao)kg(ao,bo)k>?7

k=0

< h{ag) (Z f(ao)kg(ambo)k)n <R

k=0

n
[#n+1 — ol < h(ao) (Z f(a0)*g(ao, bo)k> n<R
k=0
Por lo tanto, yn, Tp1 € £2.
Ademéds, a partir de las relaciones de recurrencia [I1,,] y [V1,], se tiene que

k=0

Para establecer la convergencia de la sucesién {z,,}, dada en (2.10), probamos
que es una sucesién de Cauchy. Sean n,m € N, verificamos que la distancia
entre Tp+m ¥ Tn €S tan pequefia como queramos. Teniendo en cuenta que las
sucesiones {a,} vy {b,} son decrecientes y que f(ag)g(ag,by) < 1, se sigue que
{z,} es una sucesién de Cauchy, puesto que
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n+m—1 n+m—1
Jenim —wall < 3 llowrs — ol < hlag) 3 (Hfaj )n

k=n k=n

n+m—1
< hag) Y <f(aj)k9(aj»bj)k>77

k=n
1- (f(ao)g(aoabo)>m
1 — f(ao)g(ao, bo)

Ademds, la sucesién {z,} converge a la solucién z* = lim z,, de la ecuacién
n—oo

= h(CLO

n(f(ao)g(ao, b)) "

(2.1). En efecto, por una parte se tiene que

I (@)l < 1F" (2n) D F ()| < 1F ()| (1:[ f(ak)g(ak,bk)>n7

k=0

y por otra, teniendo en cuenta el teorema del valor medio, se sigue que

[E (@)l < [F"(2n) = F'(@o)|| + [ F" (o) [| < [[F"(2)[[lzn — woll + [ (o)l

(Zf (a0)"g(ao, bo) >ﬂ+||F'(fE0)||7

es decir, la sucesion {||F’(x,)||} estd acotada. Luego, lim ||F(x,)| =0y, por
n—0oo

la continuidad del operador F' en B(xg, R), obtenemos que F(z*) =0y x* es
una solucién de la ecuacién F(x) = 0.

A continuacién, probamos que z* es la inica solucién de la ecuacién (2.1)
en B(zg, Miﬁ — R) N £2. Para ello, consideramos y* € B(x, Miﬁ —R)N N de
manera que F(y*) = 0 y suponemos que y* es distinto de z*. Al igual que
en el estudio mediante sucesiones mayorizantes, nota 2.5 de la seccién 2.2,
hacemos uso de la ténica empleada por Argyros y Chen ([16]) para demostrar
la unicidad de la solucién. En primer lugar, puesto que

0=F(y) - F(z*) = / F/(a* 4+ t(y" —2*) dt (y* — 2*),

el problema de ver que la solucién de la ecuacién F(z) = 0 es tnica es equi-
valente a ver que el operador

1
/ F'(z* 4+ t(y* —2*)) dt,
0

es invertible y esto a su vez equivale a ver que el operador

1
A:/ IoF (" + t(y* —a*)) dt
0
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lo es. Y, por el lema de Banach se tiene que A es invertible si y sélo si

I —A| < 1.
Entonces, como

1
7=l <1l [ 1P e+ ey =) = P o)
y

z +t(y*—a™)
9@ + ty* —2)) ~ F'(ao)l = | | F(x)de

Zo

1
< [ 1F" @+ 7@ + 8" = 2) = a0) | (la” = aoll (1= &)+ " = ol
0

Teniendo en cuenta que y* € B(zo, Miﬁ —R)NN y x* € B(xo,R) N 2, se
sigue que ||y* — zo]| < Miﬂ — Ry |lz* — x|l < R. Por lo tanto,

1
11— Al < IIFollM/ [2" = woll(1 —t) + tlly™ — wol|dt
0

MB 2 -

y por el lema de Banach, existe el inverso del operador A, y la unicidad de
solucién en B(xg, Miﬁ — R) N 2 queda demostrada. =

2.3.3. Algunos procesos iterativos con R-orden de convergencia
al menos tres

Como casos particulares del teorema 2.3.4 de convergencia semilocal, que
hemos obtenido para los procesos iterativos de la familia (2.10), tenemos los
siguientes resultados para los métodos iterativos mas conocidos con R-orden
de convergencia al menos tres:

1. Método de Chebyshev. Para este proceso iterativo se tiene que las funciones
v(t) y h(t), dadas en (2.11) y (2.13) respectivamente, son:

V) =0,  h(t)=1+ g

Entonces, como los coeficientes Ay, con k > 2, son cero para todo k > 2, se

sigue que el radio de convergencia de la serie Z 2A,tF 1 es r = +00. Por
E>2

lo tanto, en el caso de considerar el método de Chebyshev, las hipdtesis

del teorema 2.3.4 son ciertas si se cumplen estas dos condiciones:

3
a <1/2 y by < 7(2+a0)(2ap — 1)(—4 4 2a0 + a?). (2.22)



62 2 Analisis del resultado de Gander en espacios de Banach

2. Método de Super-Halley. Para este proceso iterativo se tiene que las fun-
ciones v(t) y h(t) dadas en (2.11) y (2.13) respectivamente, son:

V() = kz»tH, h(t) = 2(%21)

Luego r = 1. Teniendo en cuenta como vienen dadas estas funciones, las
hipétesis del teorema 2.3.4 se satisfacen si

3(8 — 32ag + 32a% — 9a3 + 2a3)

0.380778 b
ag < y bo < 4(ag —1)2

. (2.23)

3. Método de Halley. Puesto que la funcién v(t), dada en (2.11), para este

proceso iterativo es
I o
V(t) - Z 2k—1 L ’

k>2

se tiene que r = 2. Por otra parte, la funcién h(t), definida en (2.13),
asociada al método de Halley es

entonces las hipotesis del teorema 2.3.4 se cumplen si

6(4 — 12a0 + 6a3 + ad)
(a0 —2)°

ag < 0.434624 y by < (2.24)

A continuacién, hacemos un andlisis comparativo con el estudio llevado
a cabo por Candela y Marquina en [33] y [34] y por Gutiérrez y Herndndez
en [73] para los métodos de Chebyshev, Super-Halley y Halley. Para ello,
representamos y comparamos en el plano las regiones de accesibilidad de las
sucesiones (2.12), también conocidas como regiones de decrecimiento cibico
por su comportamiento ciibico, como veremos posteriormente en la secciéon
2.3.4 cuando analicemos el R-orden de convergencia de los procesos iterativos
de la familia (2.10).

Comparamos en la figura 2.1 las regiones de accesibilidad para las sucesio-
nes {a,} vy {bn} obtenidas en (2.22) y en [34] que estan asociadas al método
de Chebyshev. En la figura 2.2 comparamos para los métodos de Super-Halley
y Halley las regiones de accesibilidad para las sucesiones {a,} y {b,}, obteni-
das en nuestro estudio con las dadas por otros autores. En ambas figuras, los
parametros ag y by recorren el eje de abcisas y ordenadas respectivamente.

En la figura 2.1, la region de decrecimiento cibico asociada al método de
Chebyshev y obtenida en [34] estd limitada por la curva

6(1 — 2ag)(4 — 2ag — ad)
(2+ ap)? ’

by =
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que representamos con una la linea discontinua y, los segmentos de los ejes
coordenados [0,0.5] y [0,6]. La linea continua representa la curva que limita
la regién de decrecimiento cibico dada en (2.22)

3
bo = (2 + a0)(2a0 — 1)(~4+ 2a0 + a3). (2.25)

0.1 0.2 0.3 04 0.5 a0

Figura 2.1. Regiones de decrecimiento cibico para el método de Chebyshev bajo
condiciones de Lipschitz para F”

Como muestra la figura 2.1, la regiéon de decrecimiento cubico para el
método de Chebyshev limitada por la curva (2.25) es mayor que la dada por
Candela y Marquina en [34] y, por lo tanto, mejoramos la regién de accesibi-
lidad para el método de Chebyshev en cuanto a que hemos incrementado las
posibilidades de eleccién de los pardmetos ag v bg.

En figura 2.2 la regién de decrecimiento ctiibico obtenida en [73] para el
método de Super-Halley estd limitada por los segmentos de los ejes coordena-
dos [0,0.5] y [0, 6] y por la curva

b 6(1 — 2ag)(1 — ag)(4 — 6ag + a?)
0 (2 — a0)2 ’

que representamos con linea discontinua. En el caso del método de Halley,
la regién de decrecimiento ciibico obtenida por Candela y Marquina en [33]
queda limitada por la curva

bo = 3(1 — ao)(2 — ao)(1 — 2ao),

representada al igual que en el caso anterior con trazo discontinuo y los seg-
mentos de los ejes coordenados [0,0.5] y [0, 6].

Las lineas continuas representan las curvas que limitan las regiones de
accesibilidad dadas a partir de (2.23) y (2.24).

Por tanto, cuando comparamos las regiones de accesibilidad obtenidas a
partir del teorema 2.3.4 con las obtenidas en resultados anteriores por otros
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PN W dOOOoO
P N W hd OO

001 02 03 04 05a ‘ 01 0.2 03 0.4 05a

Figura 2.2. Regiones de decrecimiento cubico para los métodos de Super-Halley y
Halley respectivamente, bajo condiciones de Lipschitz para F”’

autores, observamos en la figura 2.2 la mejora conseguida para estas regiones
si ap < 0.330098 en el caso del método de Super Halley y si ag < 0.393553
para el método de Halley.

Nota 2.7. Notemos que el hecho de mejorar las regiones de decrecimiento
cubico en el caso del método de Chebyshev y sélo para ciertos valores del
pardmetro ag para los métodos de Super-Halley y Halley se debe principal-
mente a que el estudio que presentamos generaliza todos los métodos de R-
orden al menos tres. Por tanto, es posible que en casos particulares se puedan
optimizar las cotas obtenidas para los valores ag y bg.-

4. Método de Ostrowski. Para este proceso iterativo se tiene que las funciones
v(t) y h(t) dadas en (2.11) y (2.13) respectivamente, son:

v(t) = Z 2%% <2:)tk2, h(t) = 11_ -

k>2

entonces r = 1. Por lo tanto, para este proceso iterativo las hipétesis del
teorema 2.3.4 se cumplen si ag < 0.403042 y

2a0 — 1 4a3 — 202 — dag — 2
bo <3<4—4a3—ag+2aé— ao(2a0 — 1) %o — 2490 — 240 )

1+ ap vV1+ag

5. Método de Euler. Puesto que la funcién v(t) es:

1 2k 4o
u(t)ZMM(k)tk 2

k>2

1
se sigue que r = 3 Ademsds, la funcién h(t) asociada al método de Euler

es:
2

M) = =
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Entonces, si

6(2 — 2+/1T — 2ap — 3ap + a2
ag < 0.365635 'y by < ( \/7 ag ao)’
0

se satisfacen las hipétesis del teorema 2.3.4.
6. Método exponencial. Las funciones v(t) y h(t) asociadas a este proceso son:

log(1 1)

W)=Y ot h = B

k>2

por lo tanto 7 = 1. Teniendo en cuenta las condiciones impuestas en el
teorema 2.3.4, la regién de accesibilidad para el método exponencial queda
limitada por las restricciones ag < 0.412273 y

3(2@0(2 + ag) + (2 + 4ag) log(1 — ag) + (—1 + 2ao) (log(1 — ao))2>

ao

by <

7. Método logaritmico. Para este proceso iterativo se tiene que

2 9 _et—l
V(t):kzﬂmtk ) h(t) = ot

y 7 = 4+00. En este caso la regién de accesibilidad viene limitada por las
restricciones:
3+ 6a2 — 3€2%0 4 6ag (5 — 4e + e290)

ag < 0.456586 vy by < .
ag

Finalmente, mostramos en la figura 2.3 las regiones de accesibilidad obte-
nidas a partir de las restricciones de los parametos ag y by dadas en el teorema
2.3.4, para los procesos iterativos més conocidos de R-orden de convergencia
al menos tres.

Nota 2.8. Notemos que en este estudio las cotas establecidas para el pardme-
tro ag en los procesos iterativos mas conocidos de R-orden de convergencia al
menos tres son aparentemente mas restrictivas que las exigidas en el teorema
de convergencia semilocal 2.3.4. Esto es debido a que el valor by tiene que ser
positivo.

2.3.4. R-orden de convergencia

Una vez que hemos estudiado la convergencia semilocal de la familia de
procesos iterativos (2.10), vamos a establecer el R-orden de convergencia con
el que la sucesién converge a la solucién z*, de la ecuacién (2.1).
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bo

Figura 2.3. Regiones de decrecimiento ctibico de los procesos iterativos mas cono-
cidos con R-orden de convergencia al menos tres

Lema 2.3.5 Sea v = E, st agh(ag) <1 y by < ko, donde
ao

Ry = 6(2 + (lo) + 3h(a0)(—2(1 + 2(10) + (loh(ao)(an — 1)),
se tiene que

(1) v = f(ao)*g(ao,bo) € (0,1),

(i1) f(yt) < f(t), g(vt,v?u) < yPg(t,u), Vi,u >0 y ¥y € (0,1).

3" —1

(ii1) a, <3 1an_1 <~z ag, bp< (’y?’ 1) bp_1 <3 "y, VYn > 1,

(iv) flan)g(an, by) <" A, donde A= , Vn > 1.

1
f(ao) B
Demostracion. La demostracién de (i) es inmediata por la definicién de v
y las hipétesis. Ahora bien, como la funcién v(t) es creciente, tenemos que
v(vt) < v(t) y consecuentemente, para v € (0,1), se sigue (i4):

flyx) < f(a),

$2

g(vz,¥?y) < ~* (2
<?g(z,y).

(1 + (1 +~2)v(yz) + %(1 + Va:y(yx))Q) + g)

Mediante un proceso inductivo probamos (éi¢). Si n = 1, a; = yag. Por otra
parte, by < 72bg, puesto que

by = bo f(ao)?g(ao, bo) < bo (f(ao)Qg(ambo))2 = by’
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y f(ag) > 1. Suponemos que (iii) es cierto para n y lo probamos para n + 1.
Por el lema 2.3.2, las funciones f(¢) y g(¢, ) son crecientes. Entonces, teniendo
en cuenta (i7) y por hipdtesis de induccidn, se sigue que

An+1 = anf(an)Qg(an7 bn)

gn—1 gn—1 2 gn—1 gn—1 2
<7 anflf(’y anfl) g(’y Gn—1, (’V ) bnfl)

n—1

3 n-1\2
< 'YS an—lf(an—1)2<73 ) g(an—la bn—l)

n— 3 n
= (73 1) anflf(anfl)Qg(anfhbnfl) = 73 Q.

Por lo tanto,

3n _3gn— gnt+l_j
ant1 <73 “a, <7y an—1<"'<7 2 ao.

Por otra parte,

2

)

) b 1f( 1an—1>39(’)’3n_1an—17(’an_l)an—1)
( 3 I)an 1f(an— 1)3<’73n71>229(an717bn71)2

)b

( 1)’ n-1f(an-1)*9(an—1,bn-1)* = (7371)21)"’

luego

b 3n 2b 3n 2 gn—1 2b 3ntl_q
nt+1 < |7 n < |7y ol 1 < ... <7 bg.

Finalmente, probamos (iv). Teniendo en cuenta las desigualdades obtenidas
en (4i1), tenemos que
3’”{7

Fan)glan,bu) < (75 a0) g (7% 20,75 100 ) < Flao)y*' ~g(ao, bo)

37’1,
’}/ 3n
< =" A =
f(ao)
A continuacién, probamos que la familia de procesos iterativos (2.10) tiene
R-orden de convergencia al menos tres.

Teorema 2.3.6 En las hipdtesis del teorema 2.3.4, la familia de procesos
iterativos (2.10), comenzando en xg, converge a la solucién x* de la ecuacion
(2.1) con R-orden de convergencia al menos tres. Ademds, se obtienen las
siguientes estimaciones a priori del error:

3"—1

l[* = anll < h(aoy™=")n

1—3"A
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Demostracion. Teniendo en cuenta el lema 2.3.5 y las relaciones de recurren-
cia [II,] y [VI,] del lema 2.3.1, se tiene que

zk+1 — 2kl < h(ak) (Hfaj g(a;,b ))77<ha07 = <H’73 A)

k1 k1

=h(aoy = )y = Ay

Entonces, obtenemos

n+m—1 _— - 371(3k 1)
Jnim —2all < S Nans —2ell < hlagy™ T Zv 7

k=n

Ahora, por la desigualdad de Bernoulli, (1 + 2)*¥ > 1 + kz, tenemos que
3% —1 > 2k, y por lo tanto

m—1
3" —1 3" —1 n
[@nm — 2all < h(aogy 2 )y 2 A"(Z(73 A)’“)n
k=0
3n _q 3n _q 1-— (’anA)m
=hlapy 2 )y 2 Wa

(2.26)

para todo n,m € N. Entonces, si m — oo in (2.26), se obtiene

n_q

3" —1 ’}/ z A” 1 3" R
¥ — x| < hlapy 2 ( 2) —.
Y por lo tanto, la familia de procesos iterativos (2.10) tiene R-orden de con-
vergencia al menos tres, puesto que

|2* — x| < C6%",

dondeC’:El>0y5:’y% <l =m

fyi
Nota 2.9. Como consecuencia del teorema 2.3.6 queda demostrado que los
procesos iterativos de Chebyshev, Super-Halley, Halley, Ostrowski, Euler, Ex-
ponencial y Logaritmico, entre otros, tienen R-orden de convergencia al menos
tres, todos ellos recogidos en la familia (2.10).

Ejemplo 2.10. En el siguiente ejemplo damos cotas a priori del error, mejo-
rando las cotas obtenidas por otros autores ([34]), cuando consideramos un
proceso iterativo de la familia (2.10), como es el método de Chebyshev. Para
ello, tomamos el operador F' dado por F(z) = x® — 10 y el punto de salida
xo = 2 y denotamos por z* la rafz positiva de F(z) = 0. Damos una cota
superior C' de 10! ||2* — 3|, donde x5 es la segunda iteracién del método de
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Chebyshev. Haciendo la misma descomposicion que Candela y Marquina en
[34]:

[ = @ofl < 2" = nll + l2n — 2nall + 201 — Znoll + ... + |25 — 22|

calculamos el menor valor de n de tal manera que ||z* —z, || es de orden 10~ 1.
En nuestro caso, si n = 3 y hacemos los cédlculos con diez cifras significativas,
obtenemos C' = 130931.5283. En efecto, tomando la descomposicion

2" = @a|| < l2* — x5 + [los — 22|

y, considerando como dominio el intervalo abierto (1,3), obtenemos que § =
1/12,n =1/6, M = 18 y K = 6, y consecuentemente ag = 1/4 y by = 1/72.
Por otra parte, teniendo en cuenta las cotas obtenidas en el teorema 2.3.6, se
sigue que

33-1 3 1

* 381 ’Y 2
I sl les =]l < | hlaoy =) F—goz +hlaz) | I 7ai)gas.0) | |
7=0

A partir de los pardametros ag y bg calculamos estas estimaciones, consiguiendo
una cota superior C' de 10 ||z* — 25|

10 ||lz* — 25| < C = 4.746560201 x 107° 4+ 130931.5282.

Para el mismo operador y el mismo proceso iterativo Candela y Marquina
([34]) obtienen C = 142360.9734, de manera que se mejora la cota del error.

2.4. Algunas aplicaciones a ecuaciones integrales y
diferenciales

En esta seccién ilustramos los resultados anteriores analizando algunas
ecuaciones integrales y diferenciales para las que proporcionamos dominios
de existencia y unicidad de solucién, asi como estimaciones a priori del error
cometido al aplicar en la resolucion de dichas ecuaciones la familia de métodos
iterativos (1.3) o equivalentemente la familia (2.10).

2.4.1. Una ecuacién integral

En el siguiente ejemplo, usamos el teorema 2.2.6 para obtener, a partir
de la convergencia de la sucesién dada por (1.3), dominios de existencia y
unicidad de solucién para la ecuacion integral no lineal de tipo Fredholm y
segunda clase ([40]):

b
() = f(s) + A / (s, ()" dt, (2.27)



70 2 Analisis del resultado de Gander en espacios de Banach

donde z(s) € 2 C X = C([a,b]), denotando por C([a,b]) el espacio de las
funciones continuas definidas en el intervalo [a, b], A es un ntmero real, k(s, t)
es una funcién continua en dos variables, con s,t € [0,1], y f(s) € X es
una funcién conocida, de tal forma que f(s) > 0, s € [a,b]. Las ecuaciones
integrales (2.27) son un tipo de generalizacién de ecuaciones de la forma:

x(s) = /\/ba K(s,t)x(t)™ dt, n €N, (2.28)

estudiadas por Davis en [40].

La clave al resolver estos problemas esta en encontrar los inversos de ciertos
operadores diferenciales. Esto se consigue teniendo en cuenta que, en algunos
casos, resolver un problema de valores en la frontera ([53]), es equivalente
a resolver una ecuacién integral, como ocurre, por ejemplo, para la ecuacion
integral (2.27) para la cual obtener el operador Iy = F’(z) ! es relativamente
sencillo.

En efecto, cuando el nicleo (s, t) es el nicleo de Green:

(t—a)(s—0b)

b , a<t<s,
— —a
A/ S s
b—a - =7

resolver el problema de valores en la frontera

d*x(t) n
dtQ = )\fE (t) )

z(a) = f(a); x(b) = f(b),

con x € C?([a,b]), es equivalente a resolver la ecuacién integral de Fredholm
de segunda clase (véase [121]):

b — fla
x(s) = )\/ K(s, )z (t)™ dt + %(s —a)+ f(a).

A continuacién, tratamos de encontrar una funcién z(s) que sea solucién
de la ecuacién (2.27), equipada con la norma del maximo:

[|z]|oo := méx |z(¢)], x € 2.
t€[a,b]

Para estudiar la convergencia de la sucesion (1.3) a una solucién de la ecuacién
(2.27) podemos considerar 2 = C([0,1]).

Si tomamos por ejemplo n = 3, el problema de encontrar una solucién
de la ecuacién (2.27) es equivalente a encontrar una solucién de la ecuacién
F(z) = 0, donde F : C([0,1]) — C([0,1]) viene definida de la siguiente

manera:
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[F(2)](s) = z(s) — f(s) — )\/0 k(s t)x(t)® dt, s€[0,1]. (2.30)
Notemos que la primera y la segunda derivadas Fréchet del operador F son:
1
[F'(x)y](s) = y(s) — 3)\/0 k(s,)x(t)>y(t) dt, s€[0,1], (2.31)
Y 1
[F" (@) (y, 2))(s) = —6X / A(s, 02 (D)=(0y() dt, s€ 0,1,  (2.32)

Tomamos como punto de salida la funcién xg(s) = f(s), s € [0,1]. A conti-
nuacion, calculamos los valores de las constantes 3, 7, M. Sea

/0 (e, ) dt’

por el lema de Banach, es suficiente que

A = mix
s€[0,1]

1T — F' (o)l < 3|\ Allzo])* < 1
para probar que Iy = F'(z0) ! existe. Ademds, en este caso se tiene que

|< 1 < 1 —6
S 1= IT = F'(zo)ll = 1— 3|\ Allzol?

175

Notemos que
1

[F(z0)](s) = —=A ; K(s, t)ao(t)” dt,

entonces
1F (o)l < AL A [[o]?,
y por lo tanto,
AAlol®
1= 3 |ALA |
Ahora, veamos cual es la constante positiva K del teorema 2.2.6. Es fécil
verificar que

1o F (o) || <

17" (z) = F" ()| < 6 |A[ Al -y

y K =6|AA.
Por otra parte, notemos que la segunda derivada Fréchet del operador F
es no acotada en X, puesto que

[F" (@)]] < 6 [A] A ]| (2.33)

Luego, bajo las condiciones de Kantorovich ([99], [100], [101]), no se pueden
obtener dominios de existencia y unicidad de solucién para la ecuacion integral
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F(x) = 0 y el operador F dado en (2.30). En esta situacién, es necesario
localizar previamente la raiz £* en una bola. Para ello, usualmente se procede
de la siguiente manera ([59]): si #* € X es una solucién de (2.27), tomando
normas en la ecuacién

() = y(s) + A /O (s, )" (1) dt

debe cumplirse s
2] = Al Aflz™[" = f(s) < 0. (2.34)

A continuacién llevamos a cabo el estudio de un caso particular. Sea xg
la funcién zg(s) = 1, f(s) = zo(s) = 1 y consideramos como nicleo de la
ecuacién integral la funcién k(s,t) = e*Tt. Obsérvese que siempre podemos
elegir A de tal forma que

3IM A lzoll* < 1,

es decir, |\ < con A = e(e — 1). Entonces, si tomamos por ejemplo

1
34°
= m, se sigue a partir de (2.34) que ||1‘*|| <= 1.05482 y H$*|| >y =

4.00859, donde 71 y 2 son las raices positivas de la ecuacién real z—1—\Az3 =
0. Consecuentemente, si buscamos una solucién de tal manera que ||z*| < rq,
podemos considerar como dominio abierto, convexo y no vacio 2 = B(1,r) C
C(]0,1]), con r € (r1,72). Tomando por ejemplo r = 3, teniendo en cuenta
(2.33), se sigue que M = 18AA. Ahora, una vez hallados los valores de los
pardametros 7, 6, K y M obtenemos la siguiente funcién mayorizante:

p(t) = MNAE3 + 9NAL? — (1 — 3NA)t + \A, (2.35)

que tiene una raiz negativa y dos raices positivas s = 0.0558537 y s* = 1.66933.

Ademads, se tiene que la condicién (2.7) es cierta y B(1,s) C B(1,3) = {2.
Como consecuencia, todas las condiciones del teorema 2.2.6 se satisfacen,

y por lo tanto, la ecuacién (2.27) tiene una solucién en la bola cerrada {u €

C(]0,1]) |[Jlu—1|| < s} y es tinica en el dominio {u € C([0,1]) |[u—1|] < s*}NL2.
En la tabla 2.1 mostramos las estimaciones del error

|z* — x| < s —ty, n >0,

en las dos primeras iteraciones cuando aplicamos los métodos iterativos més
conocidos de la familia (1.3), en la resolucién de la ecuacién F(x) =0, con F'
el operador integral dado en (2.30).
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Chebyshev C-método, C = £ Super-Halley Halley

2
s—t1  0.0000921389 0.0000155301 0.0000112332  0.0000527896
s—ts 2.18157 1078 2.18152 1078 2.18152 10~%  2.18153 1078

Ostrowski Exponencial Logaritmico

s—t; 0.0000320153 0.0000389416  0.0000662599
s—ts 2.18152107% 2.18152 10°% 2.18153 1078

Tabla 2.1. Estimaciones del error ||z* — x, || para los procesos iterativos mds cono-
cidos de la familia (1.3)

Notemos que el andlisis llevado a cabo en este capitulo sobre la conver-
gencia en espacios de Banach para los procesos iterativos de la familia (1.3),
estd basado en las técnicas de sucesiones mayorizantes y de relaciones de
recurrencia, exigiendo al operador F' las condiciones de Kantorovich (C1)-
(C4). Hemos establecido, empleando estas dos técnicas, sendos resultados de
convergencia semilocal, dominios de existencia y unicidad de solucion de la
ecuacién F'(z) = 0, as{ como estimaciones del error cometido en cada iteracién
al aproximar la solucién, para los procesos iterativos de la familia (1.3).

Aunque la elecciéon de una u otra técnica bajo las condiciones que hemos
impuesto al operador F' no resulta demasiado representativa, aparecen algu-
nas diferencias como queda reflejado en el estudio realizado a lo largo del
capitulo. Asi, por ejemplo, en el caso de utilizar sucesiones mayorizantes se
impone la condicién de que la sucesién { Ay} sea decreciente en sentido no es-
tricto. Recordemos que {A} es la sucesion de los coeficientes de la serie que
determina un proceso iterativo de la familia (1.3). De esta forma, se excluyen
procesos iterativos tan conocidos como el método de Euler.

Otra diferencia que cabe destacar es que tanto el dominio de existencia
como el dominio de unicidad de solucién obtenidos mediante la técnica de
sucesiones mayorizantes es el mismo para todos los procesos iterativos de la
familia (1.3). Mientras que con la técnica de relaciones de recurrencia los
dominios de existencia y unicidad de solucién que se obtienen son exclusivos o
dependen del proceso iterativo elegido en la resolucién de la ecuacién F(z) =
0, como queda reflejado en los ejemplos.

Por 1ltimo, haciendo un andlisis comparativo entre las regiones de acce-
sibilidad o regiones de decrecimiento cubico ([33]), obtenidas al aplicar las
distintas técnicas, encontramos una diferencia notable. En efecto, la condi-
cién (2.7) que se exige para garantizar la convergencia de todos los procesos
iterativos de la familia (1.3) cuando empleamos sucesiones mayorizantes,

- 4K + M?B3 — MB+/M? + 2K /3
= 36K (M + /M? +2K/3) '
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puede escribirse en funcién de los pardmetros ag = M 31 y by = K3n? de esta

manera: 1
bo < 5 (4 — 9ag + /22— 3a0)3) . (2.36)

Recordemos que, a partir de estos parametros ag y by se definen las sucesio-
nes de decrecimiento cibico {a,} v {b,}, definidas en (2.12), estrechamente
ligadas a las relaciones de recurrencia dadas en el lema 2.3.1.

Entonces, podemos representar en el plano la regién de accesibilidad aso-
ciada a todos los procesos iterativos de la familia (1.3), que se obtiene a partir
de la restriccién (2.7).

b00'8
0.6

0.2

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5a0

Figura 2.4. Region de decrecimiento cubico asociada a los procesos iterativos de
la familia (1.3) obtenida mediante la técnica de sucesiones mayorizantes

Como mostramos en la figura 2.4, la regién de accesibilidad obtenida cuan-
do empleamos sucesiones mayorizantes queda delimitada por la curva (2.36) y
los segmentos de los ejes coordenados [0, 0.5] y [0,8/9], con aq y by recorriendo
los ejes de abcisas y ordenadas respectivamente.

Comparando esta regién de accesibilidad y las obtenidas mediante las re-
laciones de recurrencia en la figura 2.3, se ve que la diferencia entre ellas es
considerable. Obsérvese que la regién de accesibilidad 6ptima es la asociada
al método de Chebyshev y la region mas pequena es la asociada al método de
Euler, delimitada por la curva

- 6(2 — 21— 2ag — 3ag —l—a%)
0

ao

y los segmentos de los ejes coordenados [0, 0.365635] y [0, 6], como se muestra
en la figura 2.3. Por lo tanto, para los procesos iterativos mas conocidos de la
familia (1.3) aumentamos las posiblidades de eleccién de los pardmetros ag y
bo con la técnica de las relaciones de recurrencia siempre que ag < 0.365635,
y en ocasiones si ag > 0.365635.

Como veremos en el capitulo 3, cuando se suavizan las condiciones sobre
el operador F', el empleo de sucesiones mayorizantes complica en exceso el
andlisis de la convergencia semilocal. De ahi, la necesidad de recurrir a otra
técnica que funcione mejor, como es el uso de las relaciones de recurrencia.
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2.4.2. Un problema de valor en la frontera

A continuacién estudiamos el problema de valor inicial

{ﬁl((g)) ::(g)ﬁ'(t,x(t)), (2.37)

Suponemos que la funcién ¢(t,u) es continua y tiene derivada segunda res-
pecto a u en la region

0<t<a, |u—zo(t)<d, zp€X.

Para ello, consideramos el espacio X = {z € C)(]0,a])| z(0) = 0} con la
siguiente norma:

|z|| := méax |z(t)| + X méx |z’ (t)], (2.38)
te[0,a] te[0,a]
donde A > 0 se determinard posteriormente. En el espacio C([0,a]) conside-
ramos la norma del méximo:
0o = M4 t)|, € £,
ol i= mix [2(0), @
con 2 ={z € X||z@t) —zo@®)] <6}y F:2CX — C([0,a]) el operador

definido por
F(z(t)) = 2'(t) — ¢(t,z(t)), =z € 9. (2.39)

Notemos que resolver el problema (2.37) es equivalente al de encontrar una
solucién de la ecuacién F'(z) = 0, donde F' estd definido en (2.39).

Para g € {2 tenemos, sin mas que calcular la primera derivada Fréchet
del operador F,

[F'(z0)yl () = o' (t) = ¢ (t, zo(®))y(t), t€[0,al, (2.40)

con y € 2.
Sea Iy = F(z0)~! e y(t) = I1(O(t)), de manera que y(t) es una solucién
de la ecuacién diferencial

Y'(t) = O(t) + ¢, (t, 20 (t))y(t),

es decir,
1o(®() =yl = (o) [ 5tas

0

con ¥(t) = exp (/Ot gb;(&mo(s))ds).

Observemos que

méx;e(o,q) ¥ (t)

méx |y(t)] < a—
tE[O,a]| ® mingeg,q) [Z(1)]

el
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y

< t A t <A
x|y (0] < amdx 1641, 20(1))| méx Jy(0)] + 6] < A6

miXyeo,a] [¥(1)]

_r A1 ) ’ .
con y(t) = I(O(t)) y + @ il @, 20 (1))] mingeo q [¥(1)]

Como consecuencia,

méxe(o,a] [P (t)]

I < AA+a
|| 0“ mmte[o a) |!I/(t)|

, (2.41)

y
[T F (zo)l| < [ITolHIF (o) | < [Io]l6(t) — (. zo(2))]- (2.42)

Ademés, calculando la segunda derivada Fréchet del operador F', se sigue que

[F"(2)(y, 2)I(t) = = (¢, 2(t))y(t)=(t), t€[0,a],

con y, z € {2. Por tanto,
[F"(@)]| < |¢5(t, (1)) (2.43)

IF"(w) = F"(0)| < |¢ya (t, u(t)) — (¢, v(t))]- (2.44)

Ahora, estamos en condiciones de establecer resultados de existencia y

unicidad de solucién para el problema de valor inicial (2.37). Para ello, em-

pleamos las dos técnicas analizadas en este capitulo, sucesiones mayorizantes

y relaciones de recurrencia, a partir de las cuales hemos obtenido los teoremas
de convergencia 2.2.6 y 2.3.4.

Teorema 2.4.1 Para x¢ € {2 supongamos que se cumplen las siguientes
condiciones:

(1) |wo(t) — o(t, o ()] <

(ii) 160, (¢, 20(1))] < B,

(i) |00 (L al0) | < M, Vo e,

(i) 1@ (t,u(t)) — ¢ (t,v(t)] < Klu—v|,  te0,a], lu—mzo(t)] <5y
[v—mo(t)] < 0.

Sean = A1+ aBe?*B) + ae?*B yn = AB. Si el polinomio

K, M, 1 n
)= —t3+ —t*— —t+ -2
p(t) : +2 ﬁ+ﬁ’

tiene dos raices s y s* tales que s < s* y se cumple que m < 6, siendo m el
minimo de p(t), entonces la familia de procesos iterativos (2.10), comenzando
en xg, converge a una solucion x* del problema de valor inicial (2.37), que
estd definida en [0,a]. Ademds,

|x*710(t)|§57 te [0,(1],
y la solucion es unica en la region

lu—zo(t)| < s™.
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Demostracion. La demostracion se sigue sin mas que tener en cuenta que

méx |[¥(t)] < eB, min [¥(t)] > e P,
te[0,a] te[0,a]

A partir de la cota dada en (2.41), ||| < M(1+aBe?*P)+ae?*B = 3. Ahora,
a partir de (2.42) obtenemos ||[IToF(zo)|| < AB = n y andlogamente teniendo
en cuenta (2.43) y (2.44) se sigue [|[F"(x)|| < M y [|[F" (u)— F" (v)|| < K|u—v)|
respectivamente con lo que el resultado es consecuencia inmediata de teorema
226. m

Nota 2.11. Notemos que, si tomamos 3 = ae?*" y el polinomio p tiene dos
raices positivas distintas, podemos garantizar la existencia y unicidad de so-
lucién tomando A suficientemente pequeno.

Procediendo de manera analoga a lo hecho en la demostracién del teorema
2.4.1, el siguiente resultado es consecuencia inmediata del teorema 2.3.4.

Teorema 2.4.2 Para xo € {2 supongamos que se cumplen las condicio-
nes (i)—(iv) del teorema 2.4.1. Sean B = A1 + aBe?*P) + ae?*B, n = AB,

ag = MpBn, by = Kpn? y v(t) = ZQAktk_Q. Siag < r, con T el radio de

k>2
convergencia de la serie tv(t), agh(ap) < 1 y f(ao)?g(ap,bo) <1, con f, g y
h dadas en (2.13). Entonces, si R < §, donde R = %, la familia

de procesos iterativos (2.10), comenzando en xq, converge a una solucidn x*
del problema de valor inicial (2.37), definida en [0,a]. Ademds,

|z —xo(t)| < R, te€][0,al,

y la solucion es unica en la region

2
u—x9(t)| < — — R, wu€E .
ju=0t)] < 375
Nota 2.12. Notemos que si tomamos 3 = ae??® y se cumplen las condiciones
del teorema 2.4.2, podemos garantizar la existencia y unicidad de solucién

tomando A suficientemente pequenio.

A continuacién comparamos los resultados obtenidos y, para ello conside-
ramos el problema de valor inicial

T (2.45)

Resolver este problema es equivalente al de encontrar una solucién de la ecua-
cién F(z) = 0, donde consideramos el espacio X = {x € C)([0,1])| 2(0) = 0}
con la norma (2.38) y F : X — C([0,1]) el operador definido por
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. sen?(xz(t))

F(z(t)) = '(t) - 6

, T €S

Consideramos la norma del méximo en el espacio C([0,1]). Si tomamos la
aproximacion inicial xo(t) = 0, se sigue a partir de las expresién de la primera
derivada Fréchet del operador F' (2.40) que

 sen(2z(t))

[F'(z0)y](t) = /(1) ¢ v, telod], yeX

Io(0(t) = /O O(s)ds.

Entonces,
| ol <A +1=0,

| - |

Ademais, calculando la segunda derivada Fréchet del operador F', se sigue que

1
<A+ =-=n.
< +2 n

[F"(@)(y, 2)I(t) = - cos(2e(t))y(D)=(t), € [0.1], y,2€X

luego
1
IF"@) < 5 =M,

y por el teorema del valor medio

2
1EY (u) = F*(0)l| < lu—wl,

2
entonces, K = 3" Asi, tenemos que

p(t) = 11‘,3 + th _ Lt—k M
9 6 A+1 20427
Usando el programa Mathematica 5.0 y realizando los céaculos con seis cifras
significativas obtenemos que, este polinomio tiene dos raices reales positivas
que coinciden practicamente con s = 0.57676 y s* = 1.94163 para A suficien-
temente pequeno. Por tanto, a partir del teorema 2.4.1 podemos asegurar que
el problema de valor inicial (2.45) tiene solucién x* definida en [0, 1] de tal
manera que

|z* — xo(t)] = |2¥| < 0.57676, t € [0,a].

Ademas, la solucion es tnica en la regién

lu — zo(t)| = |u| < 1.94163.
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Obsérvese que tanto el dominio de existencia como el dominio de unicidad
de solucién x* para el problema (2.45) es el mismo para todos los procesos
iterativos de la familia (2.10).

Por otra parte, aplicando el teorema 2.4.2 también se puede garantizar
la convergencia de los procesos iterativos mds conocidos de la familia (2.10),
como el método de Chebyshev (1.4), los C-métodos (1.5), Super-Halley (1.6),
Halley (1.7), Ostrowski (1.8), exponencial (1.10) y el logaritmico (1.11). To-
dos estos procesos iterativos convergen a la solucién x* del problema (2.45),
comenzando en z(t) = 0. Sin embargo, a diferencia del andlisis anterior, cuan-
do se emplea la técnica de relaciones de recurrencia los dominios de existencia
y unicidad de solucién dependen del proceso iterativo que apliquemos al resol-
ver la ecuacién. As{ por ejemplo, para el problema (2.45) tenemos para cada
uno de los procesos iterativos citados el dominio de existencia de solucion:

|z* — zo(t)| <R, t € [0,1],

y el de unicidad de solucién

2

— n
<M5 R, u € {2,

u — 2o (t)]

siendo R y %ﬁ — R los valores mostrados en la tabla 2.2.

Chebyshev  C-método (C' = 1) Super-Halley  Halley

R 0.571109 0.591039 0.595142 0.581862

a5 — R 542889 5.40896 5.40486 5.4181

Ostrowski Exponencial Logaritmico

R 0.584136 0.577931 0.586227

%ﬁ — R 5.41586 5.42207 5.41377

Tabla 2.2. Radios de existencia y unicidad de solucién para el problema de valor
inicial (2.45)

En vista de los resultados recogidos en la tabla 2.2, observamos que al
utilizar la técnica de relaciones de recurrencia mejoramos, para todos los pro-
cesos iterativos considerados, el dominio de unicidad de solucién de (2.45)
obtenido con la técnica de sucesiones mayorizantes. Obsérvese también que
los dominios de existencia de solucién obtenidos mediante estas dos técnicas
son similares.






3

Condiciones de tipo Kantorovich para
operadores con derivada segunda acotada

3.1. Introduccién

Al igual que en el capitulo 2, consideramos el problema de resolver la
ecuacion

F(z)=0 (3.1)

mediante procesos iterativos, siendo F' : 2 C X — Y, (2 un subconjunto
abierto, convexo y no vacio de X y X e Y espacios de Banach.

Dado un proceso iterativo, es conocido que el andlisis de la convergencia
a una solucién de la ecuacién (3.1) puede tratarse desde tres perspectivas
distintas, dependiendo de las condiciones que se exijan. Teniendo en cuenta
esto, los resultados de convergencia pueden ser locales, semilocales y globales,
si respectivamente se imponen condiciones sobre la solucién de (3.1), condi-
ciones sobre la aproximacién inicial xg o bien condiciones sobre el operador
F.

Inicialmente, véanse ([99], [100], [131], [132]), para probar un resultado de
convergencia semilocal de un proceso iterativo con R-orden de convergencia al
menos tres en espacios de Banach, se exigian las condiciones sobre el operador
F en el punto de salida xq:

(C1) Existe un punto z € 2 donde el operador Iy = [F'(z0)] " € L(Y, X)
estd definido y || Io]] < 5,
(C2) [IoF (o)l <,

y estas otras dos sobre los operadores F” y F':
|F"(x)|| < M, ||F"(z)|| <N, Vel (3.2)

Después, la condicién |[F"'(z)|| < N, z € £2, fue reemplazada por otra condi-
cién mas suave para el operador derivada segunda:

IF"(x) = F"(y)l| < K|z —yll, Va,ye 2, K >0,
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es decir, una condicién de Lipschitz continuidad para F”.

La mayor parte de los resultados de convergencia semilocal que aparecen
en la literatura tienen como condicién la necesidad de que el operador F”
esté acotado en el dominio £2, donde la solucién x* existe, es decir: ||F"(z)]] <
M,z € §2. Usualmente, para probar un resultado de convergencia semilocal de
un proceso iterativo con R-orden al menos tres, se consideran las condiciones
(C1) y (C2) sobre el operador F', més estas otras dos:

(C3) |F"(z)|| <M, Vze,
(C4) |[F"(z) = F"(y)ll < Kllz —yll, Va,ye 2, K=>0,

conocidas como condiciones de Kantorovich ([101]). Notemos que el analisis
de la convergencia semilocal de la familia de procesos iterativos (1.3) se ha
estudiado en el capitulo 2 en estas condiciones para el operador F', mediante
las técnicas de sucesiones mayorizantes y de las relaciones de recurrencia.

En este capitulo analizamos la convergencia semilocal de la familia (1.3)
suavizando estas condiciones de Kantorovich. Asi, por ejemplo, comenzaremos
cambiando la condicién (C4) por una condicién mds suave de tipo Holder para
el operador derivada segunda:

1F"(z) = F"(y)ll < Kllz —y||”, Va,ye, K>0,pe(0,1.  (3.3)

Notemos que las condiciones (C4) y (3.3) significan que el operador F” es
Lipschitz continuo en §2 y Holder continuo en §2 respectivamente (véase [15]).

El hecho de suavizar las condiciones habituales a la hora de probar un
resultado de convergencia semilocal de un proceso iterativo con R-orden de
convergencia al menos tres en espacios de Banach viene justificado en situa-
ciones, como por ejemplo al considerar ecuaciones integrales no lineales de
tipo Fredholm y segunda clase (véase [40]):

x(s) = f(s) + )\/ba k(s,t)H (z(t)) dt, n €N, (3.4)

con z(s) € X, H(z(s)) una funcién no lineal, f una funcién continua dada
de forma que f(s) > 0, s € [a,b] y el nicleo k(s,t) una funcién continua y
positiva en [a, b] x [a, b]. Si consideramos, por ejemplo, H(z(t)) = z(t)*+1/™, el
operador F” asociado a esta ecuacién integral no satisface la condicién (C4),
pero si la condicién (3.3).

Posteriormente, observaremos que las condiciones (C4) y (3.3) pueden
suavizarse de la siguiente manera ([55]):

[F"(z) = F" () < w(llz —yl), o,y (3.5)

donde w : RT — RT es continua, creciente y tal que w(0) = 0. Esta tltima
condicién generaliza las situaciones Lipschitz y Holder consideradas anterior-
mente para F”| sin mds que tomar w(z) = Kz o w(z) = Kz respectivamente.

Ademis, esta condicion es facilmente aplicable cuando la derivada segunda
del operador F que define la ecuacién (3.1) viene dada por una suma de
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operadores Lipschitz y Hélder. Por ejemplo, si H(x(t)) = (bz(t)?T¢+ax(t)™),
con a,b € R, g€ (0,1] y m € N en la ecuacién integral no lineal (3.4).

Todas estas suavizaciones seran consideradas en el caso de que el operador
F" esté acotado en {2, es decir, si |[F"(x)]| < M,Vx € (2.

En el andlisis de la convergencia semilocal de la familia (1.3), que llevamos
a cabo en este capitulo, consideramos esta situaciéon en la que el operador
F" esté acotado en (2, con las modificaciones de las condiciones de Kanto-
rovich comentadas anteriormente. Veremos también que la condicién de que
el operador I esté acotado en 2 es suficiente para obtener un resultado de
convergencia semilocal para (1.3).

3.2. Sucesiones mayorizantes para condiciones Holder

Recordamos que en el capitulo 2 hemos probado un resultado de conver-
gencia semilocal para la familia de procesos iterativos (1.3), considerando con-
diciones de Kantorovich, donde se exige una condicién de Lipschitz (C4) para
F". Ese tipo de condiciones permite habitualmente la utilizacién de sucesio-
nes mayorizantes. Sin embargo, cuando se pretende suavizar las condiciones de
Kantorovich, ésta técnica se complica en exceso y hay que recurrir a otro tipo
de procedimientos, como por ejemplo la técnica basada en la construccién de
relaciones de recurrencia. Como veremos en esta seccién, algunas suavizacio-
nes aun permiten la utilizacién de sucesiones mayorizantes. En este apartado
presentamos un estudio de la convergencia de la familia de procesos iterati-
vos (1.3) mediante sucesiones mayorizantes bajo condiciones de Kantorovich,
donde modificamos (C4).

Bajo las condiciones de tipo Kantorovich (C1), (C2), (C3) y (3.3) es

posible construir una funcién mayorizante de la forma:

K 2+ M, 1 n
— PPy g L
(1+p)(2+p) 2 g B

Sin embargo, como veremos, en este caso no suele ser sencillo acotar el R-orden
de convergencia del proceso iterativo considerado bajo las nuevas condiciones
para el operador F”. Por ello, usaremos la técnica basada en las relaciones de
recurrencia, y a partir de ellas, demostraremos la convergencia semilocal de
(1.3) y acotaremos el R-orden de convergencia con relativa comodidad.
Observemos que si analizamos las derivadas de la funcién dada en (3.6),
vemos que ¢'(t) es creciente si ¢ > 0y, como ¢'(0) < 0y ¢'(¢t) > 0 para ¢
suficientemente grande, la ecuacién ¢'(t) = 0 tiene una tnica solucién posi-
tiva que denotamos por . Por tanto, ¢ es un minimo de q(t). Entonces, una
condicién necesaria y suficiente para que ¢(t) tenga dos raices positivas s y s*
es que ¢(f) < 0. Notemos que si ¢(f) = 0 se sigue que s = s* = .
Supongamos que ¢() < 0. En este caso, la funcién real ¢ dada en (3.6) es
decreciente y convexa en el intervalo [0,7]. Ademés, la sucesién {t,,} obtenida

q(t) = con K, M,B,n>0. (3.6)
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al aplicar la familia (1.3) a la ecuacién ¢(t) = 0 viene dada en (2.2), algoritmo
que recordamos a continuacién:

tnt1 = Qtn) = tn — h(Lq<tn>>§/(<t£)>,

1
h(Lg(tn)) =1+ 5 Lg(tn) + > AkLg(tn)* {Ax}rz2 CRY,
k>2

donde

con {Ay}r>0 sucesién decreciente y |Ly(t)| < r, siendo r el radio de conver-
gencia de la serie

1
> Aptk, donde Ag =1, A = 5 (3.7)
k>0

(para poder asegurar asi la buena definicién de h en el intervalo [0,]).

Suponemos entonces que F : 2 C X — Y es un operador tres veces
diferenciable Fréchet en un abierto, convexo y no vacio 2 C X satisfaciendo
las condiciones (C1)—(C3) y

(M4) |7 (z) = F"(y)|| < K|z —y|P, Vae,ye 2, K>0, pel0,1],

(M5) la ecuacién ¢(t) = 0, con ¢(t) dada en (3.6), tiene dos raices positivas
sy s* de tal forma que s < s*.

(M6) Si ademés p € (0,1), entonces || (x)|| < ¢"'(t) cuando ||z — x| <
t— to <s-— to.

Teorema 3.2.1 FEn las condiciones anteriores, (C1)-(C3) y (M4)-(M6),
si B(zo,t) C £2, entonces la sucesion dada en (1.3) estd bien definida y con-
verge a una solucion x* de la ecuacion (3.1), siendo x* la tnica solucion de

(8.1) en B(xo,s). Ademds,
l* —zp]| < s —tn, n>0.

En primer lugar, damos las condiciones necesarias para que la sucesién escalar
{t,} dada en (2.2) sea creciente y converja a s en el intervalo [0,] con q(t)
definida en (3.6). Ademés, en estas condiciones, la sucesién {t,} mayoriza a
la sucesién {x,} dada en (1.3).

Lema 3.2.2 Sea q la funcion real definida en (5.6) y s la inica solucion
simple de q(t) = 0 en [0,1]. Entonces, la sucesion dada por (2.2) es creciente
y converge a s de forma creciente.

Demostracion. La demostracién es inmediata a partir de los resultados vistos
en el capitulo 2; en particular, la demostracién del teorema 2.2.1.

Lema 3.2.3 En las condiciones del teorema 3.2.1, la sucesion {t,} dada
por (2.2) con to = 0 y q la funcidén real definida en (3.6) es mayorizante de
la sucesion {x,} dada en (1.3). Es decir, ||Tp+1 — Tnll < tns1 — tn,n > 0.
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Demostracion. Para cada n > 0, demostramos lo siguiente:
-1
q'(tn) ’

I,] Existe I, = F'(z,) "ty | Tn]] <
I [P )| < ¢ (t).

—q(tn,
L] [T F (2, < — L)

q/(tn) ’
V] [|Tnt1 — Znll < g1 — tn, n > 0.

[
[
[
[

Lo demostramos por induccién sobre n. Para n = 0, [Ig]-[IVy] se siguen a
partir de las condiciones (C1)-(C3) y (M4)—-(M6). Supongamos que son
ciertas [I,,]-[IV,] y probamos [I,,+1]-[IVy41].

En primer lugar, veamos que x,, 1 estd bien definido. En efecto, como
-1 _Q(tn)

L)l < 1T IE ) TP )l € s (1) 0

se sigue que Lp(x,) estd bien definido. Ademds, tanto x, como I, F(x,)

estdn en 2 y H(Lp(z,)) estd bien definido, donde ﬁ(LF(xn)) =TI+

Z 2AkLF(acn)k_1. Luego se sigue que
k>2

=L,(t,) <,

Tpal = Tp — (I—i— ;Lp(xn)f](LF(xn))> I,F(z,) €.

Por tanto, x,1 estd bien definido. Ademds, xz,+1 € B(xg,s) C {2 por cum-
plirse [IVy] con k =0,1,...,n:

|znt1 — zol| < thg1 —to < s —to.

Veamos [I,,41]-[IVp+1]. En primer lugar, probamos que existe I, 1. Por una
parte, se tiene que

Tpn41 Tn41 Tn+1
/ F'(x)dx = / (F"(x) — F"(x0))dz + / F"(zo)dx
T T

0 0 Zo

Ahora bien, puesto que I existe, entonces, sin mas que parametrizar la inte-
gral y teniendo en cuenta que

zo+7(Tny1—20) =20l < Tl|Tnr1—20l| < T(tni1—to) = to+7(tnt1—to)—to,

se sigue
1
I = ToF'(zaia)| < |10 / VP (20 + T(@ns1 — 70)) — F"(@o)lll[enss — zolldr
0
1
HIn / |F" (o)l nss — zol| dr
0

1
< BKllgna — ol [ 17 dr -+ BMonss ol
0



86 3 Condiciones de tipo Kantorovich para operadores con derivada segunda acotada

Luego ||[I — IoF'(zp11)]| < Bq(tny1) +1 < 1, puesto que ¢'(t,+1) < 0 por

hipétesis. Entonces, por el lema de Banach, existe (IoF'(z,41)) "'y

1 < q'(to)
1 = ToF" (xny1)l| — ¢ (tns1)

I F" (@n 1)) 7l < 7

Por tanto, existe I}, 11 = (I0F'(zn41)) " o y se cumple [I,,41].
Para ver [II,, 1], basta tener en cuenta la hipétesis de induccidn:

[E" (@np )| < F" (#ng1) = F" (o) || + [[F" (zo) | < Kl[#nt1 — 2ol + M
< thH*l + M = q//(tn+1).

—q(tn
Para comprobar [I11,,11], es decir, || T 41F (zp41)] < —4tni1)

q'(tnt1)
en las siguientes descomposiciones de F' y de ¢, similares a las dadas en los

lemas técnicos 2.2.4 y 2.2.5 del capitulo 2, pero con otro resto integral:

, N0S apoyamos

F(zp41) = %F”(zn)FnF(xn) 22(Ak—1 — Ap)Lp(z,)* 1 | I, F(z,,)
E>2

%FU(%) (LF(xn)fI(LF(xn))FnF(a:n))2

+% /a:inﬂ Fm(x)(xn-&-l - x)Q dzx,
(3.8)
y
1) = 3a(6) 37 2(Akt = ) Lylta)* + 5a(ta) Lot R (La(00))’

k>2

1 1
+§/ q" (tn + T(tns1 — tn)) (1 = 7)%(tng1 — t)? dr,
0

con H(Lq(tn)) =1+ Z 2A,Ly(tn)" L.
k>2
Haciendo el cambio de variable © = x,,+7(z,+1 — ) en la descomposicién
(3.8) y tomando normas, obtenemos

1 _
[F(zns1)]| < 2IIF”(H«“n)IIIIFnF(ﬂcn)HQ(Z 2| A1 — Agl||Lr(zn) || 1)
E>2

SN Gl ) 2| (L ) [P AT )

1 1
b [ IF @+ @ = )= Pl = o dr
0



3.2 Sucesiones mayorizantes para condiciones Holder 87

Ahora, teniendo en cuenta que la sucesién de coeficientes {Ay}r>2 C RT es
decreciente, se tiene

D 2(Ak-1 — AR)Lg(ta)*!

k>2

—q(tn)>2

1 2
1 (@ns)ll < 54" (ta) ( ¢ (tn)

) Lt P Lyt (222
+8q (tn)Lq(tn) h(Lq(tn)) (q/(tn) )

43 | P @t i = @) = 7Pl =, dr
atn) 3 2(A s — A0 Ly(tn)* + Salta) Lot h(Lq(t0)”
E>2

1 1
+§ / q”' (tn + T(tn—i-l - tn))(l - T)Q(tn+1 - tn)B dr = Q(tn—i-l)v
0

<

N |

y se sigue [III,,44]:

_Q(tn+1)

Lt F(@na ) < N0 N F (e <
[ Fnt1 F (@nt) || < ([t [ F (@) )

Por tanto,

1L @ne )| < D d[IF" (@ns ) I D r F (1) | < Lg(tngn) <7

Y Lr(7p41) estd bien definido. Ademds, tanto x, 41 como I, 41 F(2p41) son
elementos que estdn en 2y H(Lp(zn41)) estd bien definido, luego

1 ~
Tpt2 = Tpt1 — (I + 2LF(JJn+1)H(LF($n+1))> L1 F(zng1) € 92,

Yy

1 ~
fnsz = vl < |4 S B (Le(enn) 1T Fne

< (14 JLaltrr Lyt ) (D) st

q (tnt1)
Luego,

[Znt2 — w0l < [[Tnt2 — gl + |Tny1 — 2ol < oy —to
Y Tpto € B(xg,8) C 2. =n

Nota 3.1. Obsérvese que la condicién (C3) puede reemplazarse por una con-
dicién més suave: ||F"(zg)|| < M, puesto que ésta es suficiente para probar
el resultado de convergencia semilocal. Esta situaciéon se corresponde con las
analizadas posteriormente en el capitulo 4, donde estudiamos la convergencia
semilocal para operadores con derivada segunda no acotada.
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Nota 3.2. Notemos que si en la demostracién del lema 3.2.3, tomasemos las
descomposiciones de F' y de p, dadas en los lemas 2.2.4 y 2.2.5 del capitulo
2, donde el operador F” satisface una condicién de Lipschitz (C4), los restos
integrales que aparecen alli son:

/w o (F"(@) = F"(@n)) (s — ) da

n

para el operador F' en un punto x,11 v,

A AU [

n

para la funcién ¢ en un punto ¢,1. Ahora bien, la desigualdad || F(2,41)] <
q(tns1) es cierta si y sélo si

1 tnt1
K||2ny1 — anP“/ P(1—71)dr < K/ (tP —t2)(tpp1 — t) dt,
0 tn

o bien, si y sélo si

1 tnt1
(tne1 — tn)P“/ (1 —7) dr < / (tP —12)(tpyy — t) dt.
0 t

t_tn

n+1l — tn

Haciendo el cambio de variable u = , obtenemos

1 tnt1
(tns1 — tn)P+2/ uP (1 —u) du = / (t —tn)P(tny1 — t) dt.
0 t

n

Por tanto, ||F(zn+1)]] < q(tne1) siy sélo si

(t—t,)P <P — 12, L€ [tn,tns)- (3.9)
. .z e (1 - U)p t'n, .
Considerando una funcién auxiliar g(v) = T o v =, sesigue que
—v
1— )PPt — 1
g (v) = il 12)1 (:)2 ) > 0 para p € [0,1) y la desigualdad (3.9) no se
—v
cumple.

Este hecho hace que optemos por otra descomposicion para el operador F
en un punto x,.1, cuando el operador F” satisface una condicién de Holder
(3.3). En este caso, el resto integral que tomamos en la demostracién del lema
3.2.3, involucra al operador F"”’, de ahi que debamos imponer la condicién
adicional (M6) para el operador F"’. De esta manera, obtenemos un resultado
de convergencia para la familia de procesos iterativos (1.3).

Demostracion del teorema 3.2.1. A partir del lema 3.2.3, de los resultados
conocidos sobre sucesiones mayorizantes y del hecho de que la sucesién escalar
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{tn} sea convergente, se sigue que la sucesién {z,} dada en (1.3) converge a
x*. Tomando limites cuando n — oo en (1.3), obtenemos que F(z*) = 0.
Ademsds, si m > 0, ||ntm — Tn|| < thtm — tn, n > 0, y haciendo tender m a
infinito, obtenemos ||z* — z,|| <s—t,,n>0. =

Nota 3.3. Al igual que en capitulo 2 usamos la técnica dada en la Nota
2.5 para refinar el dominio de unicidad de solucién. Veamos entonces cémo,
mediante la técnica empleada por Argyros y Chen, mejoramos el radio de
unicidad dado en el teorema 3.2.1. Supongamos que existe otra solucién y* de
F(z) =0 en B(xg,s*) N 2. Entonces,

0=F(y*) — F(a*) = /O Fl(a* + ty" — 2)(y* — 2*) dt. (3.10)

Para obtener la unicidad, es suficiente con ver que el operador

1
/ F'(z* 4+ t(y* —2*)) dt
0
es invertible. Probaremos equivalentemente la existencia del operador Ail,

1
donde A = / ILF' (2" + t(y* — 2*)) dt. Por el lema de Banach ([101]), se
0

tiene que este operador es invertible si y sélo si ||[I — A|| < 1. En efecto,
1
7=l <1l [ 1P e+ " =) = P )]

y a partir de la cota dada para ||F'(a* + t(y* — %)) — F'(mo)H en (2.8), se
sigue

K 1
74l < 25 [ et aty - o0) — ol a
0

1
+mw/<mﬁ—mw1—w+mf—xﬂ>ﬁ
0

ﬁK ! *\p+1 ! *
<— [ (A=t)s+ts")PT dt+8M | (1 —1t)s+1ts*) dt
r+1Jo 0
_ 6K (s*)p+2 — 3p+2 + 6M( + S*)
Cp+2)p+1)? st s 2 '
Definimos ahora la funcién real
K M 1
T -~ p+2 _ p+2 T2 2y _
0= g rmE ™ T+ 30 =) = =)
observamos que T'(s*) b (s*—s) <M (s"+s) 1> En efecto, puesto
v =2 (s"=s)| = —_ ). ’
Y a p+1 2 g P

que s* y s son las raices positivas de la funcién real ¢ definida en (3.6), se
sigue que



90 3 Condiciones de tipo Kantorovich para operadores con derivada segunda acotada

S*p+2f$p+2:i 7% 8*2782 ls*is
(") )= (R ).

K
(p+2)(p+1)?

Por otra parte, podemos escribir la funcién real definida en (3.6) como ¢(t) =
(t—s)(t—s")g(t), con g(t) una funcién de tal manera que g(s) # 0 # g(s*).
Es facil ver, igualando los coeficientes de grado dos y grado uno, que

-1 ~Kgo

BT pint Y

M Kgo

2 (p+2)p+1)
donde hemos denotado por go el término independiente de g(t). Por tanto,
2

II — A|l < 1. Luego, el operador A es invertible y, como consecuencia, la
solucién es tnica en B(zg,s*)N{2. =

1
—(s"+s) = 3 y suponiendo que s* # s, obtenemos que T'(s*) = 0y

De acuerdo con las condiciones impuestas en el teorema 3.2.1, la funcién
real ¢(t), dada en (3.6), tiene dos raices positivas s y s* de tal forma que
s < s*. Por tanto, podemos escribir

qt) = (t —s)(t —s7)g(t), (3.11)

con ¢(t) una funcién de tal manera que g(s) # 0 # g(s*).
Denotando por

A(t) = (=2(s = 1) —4(s* = t) + (s* = 1)>K(1))g(t)* + 2(s* = 1)*(s — t)g'(1)°
=2(s* = 1)*(2(s* — t) + 3(s — t))g(t)g' ()?

(5" = 1)g(t)*(6(s* + 5 — 2t)g'(t) + (s* — ¢ )2 ”(t)),
B(t) = (=2(s* —t) —4(s —t) + (s t)3K(t
(2(s—t)+3(s*—t

damos el siguiente resultado que nos proporciona estimaciones del error para
la familia de métodos iterativos (1.3), cuando utilizamos funciones del tipo
(3.6).
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Teorema 3.2.4 En las condiciones del teorema 3.2.1 se tienen las siguien-
tes cotas de error para la familia de métodos iterativos (1.3), aplicada a fun-
ciones del tipo (3.6):

(i) Sis < s*, entonces

o A3
(s —s)<s—t, <

ymy — 603" ~ VM, — A3
donde © = ./mli*, A= \/Mli*, my1 = min{L,(¢)|t € [0,s]}, M1 =
s s
A(t)

méx{Li(t)[t € [0,s]} y L1(t) = B()

(5* - 5)7

(ii) Si s =s*, entonces
mys < s—t, < M3s,
donde mo = min{Ls(t)|t € [0,s]}, My = max{La(t)|t € [0,s]} y La(t) =
C()

D(t)

Demostracion. Teniendo en cuenta (3.11), en el caso en que s < s*, tenemos
que

¢(t) = =((s =) + (s = 1))g(t) + (s = t)(s™ = )¢’ (t)
q"(t) = 29(t) = 2((s =) + (s" = 1))g'(t) + (s = t)(s™ —)g" (t).

Entonces, si denotamos por a, = s —t, y b, = s* — t,, para todo n > 0, se
sigue

Q(tn) = anbng(tn)v ql(tn) = _(an + bn)g(tn) + anbng/(tn)
q"(tn) = 29(tn) — 2(an + bn)g'(tn) + anbng” (tn),

nt1 =8 —tny1 =5 —tn +h(Lg(tn))

= iy (20n (60)” 4 20(00)d (4] + a0 02

+q<t’;),itq N)(;")Z > 2Aqu(tn)’“‘2) .
" E>2

Simplificando en esta expresién, llegamos a que

UG
T A

Anéalogamente,
b3
n

1 = —_B(t,).
b +1 2q/(tn)3 (t )
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Entonces,

y se sigue que

3 3
a a a
my2 < <My
b2 = bp b3
por tanto
3 a1 37L+1 3n+1
a a smtior (g A
"“ng(”) <. <M, °? (0) — ,
bri1 by, bo VM,
gn+l Q3n+1

3 n41
a a 37T —1 a
sy () <o<my 2 (2 = :
b - b - - b v/
n+1 n 0 my

Ahora, como b, 11 = $* — s + a1, obtenemos

93n+1 A3n+1
g (S ) S5t € e

3 * —
Si s* = s, entonces a, = b, y

anC(ty)
a =2
" a3 D(ta)
Por tanto,
mhitls <s—ty 1 < MIs. m

Notemos que el teorema 3.2.4 es sin duda tedrico, pero dependiendo del
valor que tome p € (0,1] podréd tener cierta aplicacién practica. Ademads,
notemos que para que las estimaciones anteriores sean suficientemente buenas,
debe cumplirse que A < 1, © < 1, my < 1y My < 1. Por tanto, podremos
asegurar en estas condiciones R-orden al menos tres si s* # s y R-orden al
menos uno si s* = s.

Ejemplo 3.4. A continuacién, analizamos la ecuacién integral no lineal de tipo
Fredholm y segunda clase ([93]) dada en (3.4) con H(x(t)) = x(t)>T/™

z(s) = f(s) + /\/ K(s, )z (t) Y™ dt, n €N, (3.12)

b

donde z(s) € 2 C X = C([a,b]), f € X una funcién continua dada, de tal
forma que f(s) > 0, s € [a,b], el nicleo k(s,t) es una funcién continua y
positiva en [a,b] X [a,b] y A es un nimero real. En este caso, no se satisfacen
las condiciones habituales, (C1)—(C4), empleadas para probar un resultado

de convergencia semilocal de un proceso iterativo con R-orden al menos tres
en espacios de Banach.
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Por ejemplo, cuando el nicleo k(s,t) es el nicleo de Green (2.29), que
recordamos a continuacién

t=a)s=b o,

k(s,t) = b—a ’ -
t=b)(s—a) s<t<b

b—a ’ - =7

la correspondiente ecuacion integral es equivalente al problema de valor en la
frontera

d?z(t)
dt?
z(a) = f(a); x(b) = f(b).
Resolvemos la ecuacién F(z) = 0 en lugar de (3.12), donde el operador F'
viene dado como sigue:

= \z(t)2H/m,

F: 02 CC([a,b]) = C(a,b]), 2={ze€ C([a,b])] x(s) >0,s € [a,b]},

F(x)(s) = z(s) — f(s) — A / K(s, t)z(t)>TH™ dt.
b
Consideramos la norma del méximo

|zl oo ;= méx |z(t)], x € 2.
t€la,b]

La primera y segunda derivadas de F' estan definidas por:
F'(2)y(s) = y(s) — A2 + 1/n) / (s, Dty (1) db, y € 0
y
F"(x)(y,2)(s) = =A2+1/n)(1+1/n) /ba k(s, ) z(t) " y(t)=(t) dt, y,z € 0.

Si el operador F”' satisface una condicién de Lipschitz (C4), entonces
1F7 (1) = F"(z2)|| < K2y — |, Va1, 22 € 2,

para algin K > 0. Considerando, por ejemplo, [a,b] = [0,1], k(s,t) = 1y
Zo (t) = 07

”F,/(m)fp/(m)n:\A|(2+1/n)(1+1/n)/0 1 (1) d.

En este caso, el hecho de que ||F"(x1) — F"(x2)|| < K||z1 — 2] sea cierto es
equivalente a decir que se satisface la siguiente desigualdad:
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1
A2+ 1/m)(1+1/n) / e dt < K mix ()}, (319)
0 sE 3

para toda x; € {2, para algun K > 0. Pero esto no es cierto, si consideramos
por ejemplo las funciones:

t

Analizando (3.13) con estas funciones ;(t), se sigue:

< Kl & Gt < K Vi > 1.

1
|)‘|(2+1/n)j1/n ] = m, 2

Esta desigualdad no es cierta cuando j — oco. Por tanto, el operador F”' no
satisface una condicién de Lipschitz (C4), pero si una condicién de Hélder
(3.3).

[(E" (1) = F"(22))(y, 2)|

=AE2+1/n)(1+1/n) m[:i>l<)]
s€|a,

/ (s, ) (@1 (17 — 2a(6) Yy (1) =(0) dt|

< -+ 1/ 1+ 1/m) s {7 k(6.0 ka0 = a1V )] 1) ).
Entonces,
1)~ F(aa)| < K |1 8) — 2a(0)] "

donde K = |A|(2+1/n)(1+1/n)Ay A= m[é)é]/ k(s,t) dt.
sc|a, b

Por otra parte, veamos que la condicién de que el operador F" esté acotado
no se satisface. En efecto, F”’ viene definida como:

F"(@)(y, z,u)(s) = =A(2+1/n)(1+1/n)(1/n) /ba ks, Da(6)" Ty (t)z(tu(t) dt,
para toda y, z,u € {2. Por tanto,
1" (@I < A2+ 1/n)(1 + 1/n)1/nAllz||/" ",

luego el operador F"”’ no estd acotado (pensemos por ejemplo en funciones
z(s) € C([a,b]) cercanas al cero).

Esta condicién sobre el operador F"”’ es bastante restrictiva, pero al igual
que hemos suavizado la condicién de Lipschitz sobre el operador F” también
podemos suavizar la condicién para el operador F’”, mediante otra para el
operador F”| como vamos a ver en las siguientes secciones 3.3 y 3.4.
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3.3. Relaciones de recurrencia para condiciones Holder

En esta seccién vamos a estudiar la existencia y unicidad de solucién de
una ecuacion no lineal (3.1), a partir de las condiciones de Kantorovich con
condicién de Holder (3.3) para el operador derivada segunda F”. Este estudio
es una suavizacion del anterior donde rebajamos la condicion sobre el operador
derivada tercera F’" por una condicién sobre F”.

Consideramos la ecuacién (3.1), donde F' es un operador no lineal dos
veces diferenciable Fréchet, definido en un dominio {2 abierto convexo y no
vacio de un espacio de Banach X, con valores en otro espacio de Banach Y.
Seguimos la técnica de las relaciones de recurrencia para realizar el estudio
de la convergencia semilocal de la familia de procesos iterativos (1.3) a una
solucién de (3.1).

A lo largo de esta seccion utilizaremos por comodidad el siguiente algorit-
mo que define también la familia de procesos iterativos (1.3):

1 .
Tntl = Yn + §LF(xn)H(LF($n))(yn — Zn),

H(Lp(z,)) =1+ Z 2AiLp(xn)" ", {Ap}rs2 CRY
k>2

Obsérvese que no exigimos que la sucesién de coeficientes { Ay }r>0 sea decre-
ciente, condicién que debemos imponer en el estudio de la convergencia de la
familia (1.3) cuando usamos la técnica de sucesiones mayorizantes.

3.3.1. Construccién de las relaciones de recurrencia

Consideramos las condiciones de Kantorovich (C1)-(C3) y la condicién
(H4) [[F"(z) = F"(y)|| < K|z —yl|’, Va,ye 2, K>0, pel0,1].
Usamos la siguiente notacién:

ag = Mpn, bo = Kf3n**?, v(t) = Z 2Ak 2. (3.14)
k>2

De las condiciones iniciales, deducimos:

ILr (@o)l| < o lHIE” (o) [[ T F (o) || < MBn = ao,

K| Loll[ITo F (zo) | M7 < K 87" P = b.

Por otra parte, podemos hablar de la existencia de H (Lp(xo)) si y solo
si |Lp(x0)|| < r, por el teorema 1.3.1. Por lo tanto, exigiremos que ag < 7,
siendo r el radio de convergencia de la serie (3.7). A partir de aqui, si yo € (2,
obtenemos las siguientes cotas:
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IH(Lr(zo))|| = | T+ > 24k L (o)

k>2

<1+ Z 2Aka§_1 =1+ aol/(ao),
k>2

1 - 1
lz1 — ol = H2LF($0)H(LF($0))T0F($0) < §a0(1 + aov(ao))[lyo — ol

1
lz1 — zo < llz1 — yoll + [lyo — o] < <1 + gao(l + aoV(GO))> 7t

Ademss, |1 = H(Lp(xo))ll = |3 24cLp (o)1 <> 24raf~" = agv(ag).
k>2 k>2

A continuacion, intentamos generalizar estas cotas iniciales a cualquier pa-
so del proceso iterativo. Para ello, definimos las siguientes sucesiones auxiliares
reales

Apt1 = anf(an)Qg(an, bn)y bpt1 = bnf(an)2+pg(an, bn)1+p, Vn € N (3.15)

donde

1
1 —th(t)’

2
g(t,u) = % {1 + (1 +t)v(t) + 2(1 + tz/(t))ﬂ +

£(t) h(t) = (1 T %t(l T tu(t))),

(3.16)
(1+p)(2+p)

A partir de estas funciones y sucesiones reales definidas probaremos me-
diante un proceso inductivo una serie de relaciones de recurrencia que permi-
tird obtener un resultado de convergencia para la familia de procesos iterativos
(1.3).

Lema 3.3.1 Supongamos que Yo, Yn,Tn € 2, paran € N. Siag <71, conr
el radio de convergencia de la serie (3.7), agh(ag) < 1 y las sucesiones auzi-

liares {an} y {bn}, dadas por (3.15), son decrecientes, entonces las siguientes
relaciones de recurrencia se satisfacen:

[In] Eziste I, = F'(2n) ™" y [Tl < flan—) 1],

] 1T F (zn) |l = [[yn — @all < fan-1)9(an—1,bp—1) [ Fn-1F (1),
[IL,] ML ||| F(2)| < an y existe H(Lp(xy,)),

V] K| Lall| T F () |17 < b,

[V] |#ns1 = ynll < 5an (1 + anv(an)) | T F ()],

[VI] |Znt1 — 2|l < h(an) | T F (z0)]],
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[VIL] [[2ns1 = ol < h(ao) (Z f(ao)'“g(aovbo)’“> uR
k=0

Demostracion. Comenzamos comprobando que las condiciones [I,,]-[VII,]
son ciertas para n = 1 y después probaremos por induccién que se cumplen
para todo n € N. En primer lugar, veamos que el operador inverso de F’(x1)
existe y estd acotado. Puesto que

T 1
Fl(a1) — F(ao) = / F' (e)de = / F' (20 + t(z1 — 20)) (21 — o)dt,
xo 0
tomando normas, se sigue
[F"(21) — F'(@0)|| < M||z1 — .
Entonces,

11 = Lo F" (1) || < [ Toll[|F" (z0) — F'(z1) || < h(ao)ao <1,

y, por el Lema de Banach ([101]), existe I} y se sigue [I1]:

- Io||
Iyl = |1 F (x0)T <HFF’ 1HF < I
I = [T F (zo) Dol < || (ToF" (z1)) ||l < T T = ToF ()]
[ 7ol
_foll Ll
< T~ h(ag)as f(ao)| To]|

Ahora, probamos [II;]. Para ello, usamos la descomposicién integral del ope-
rador F' dada en (2.17), obtenida a partir de la férmula de Taylor. Tomando
normas, para n = 0, teniendo en cuenta (2.18) se sigue

[1F (1)
1+p 2
< (i + a0 (1 -+ vlao) + aovlan)) + e (1 + aov(as)”) |11 F (o)

Entonces,

[ F (1)l < f(ao)[[Toll [ £ (1)l

a2 a? 2
< a0 bty + $ 0+ 0+ aovtan)) + F 1+ aov(an))? ) 1o (o),
y por la definicién de g obtenemos [I1]:

[ F(z1)]| < f(ao)g(ao, bo)|[ Lo F (zo)l|-

Por lo tanto,

M| A F (1)) < aof(a0)?9(a0, bo) = ax,
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v [ Lr(z1)] < ai.
Ahora, teniendo en cuenta que {a,} es una sucesién decreciente, se sigue
que a; < r. Entonces, existe H(Lp(xl)) y

HFNI(LF(xl))H =||I+ ZQAkLF(ah)k_l

k>2

<1+ Z 2Akalf_1 =1+ alz/(al),
k>2

con lo que queda demostrado [III;]. Como consecuencia se tiene [IVy]:

K| F ()P
< KBn*tP f(ao)* ™ g(ag, bo) '™ = bo f(ao)* TP g(ag, bo) ™ = by.

Compobamos ahora [V1]-[VII;]. Por un lado,

lze — 1|l < H;LF(JH)H(LF(QH)) H||F1F(Jc1)|| < %al (1 + aly(al))HFlF(zl)H

y

o1l = |+ L B (L) |IT Pl < ) I PG

Ademas,
22 — ol < llz2 — 21| + [[21 — 20| < h(ar)llyr — 21| + A(ao)l|yo — zol|,

y teniendo en cuenta que la sucesién {a,} es decreciente y la funcién h es
creciente, se sigue que

|22 — ol < h(ao) (1 + f(ao)g(ao, bo))n.

Ahora, sin més que aplicar un proceso inductivo, se sigue que las relaciones
de recurrencia [I,]-[VIL,] son ciertas para todo n € N.
Por hipétesis tenemos que x;41,y; € £2,j =1,...,n. Si

F(ni1)—F' () = / ) = / Pt 1)) (s — ),
., 0
sin mas que tomar normas, se sigue
[F (#nt1) = F'(@n)| < Mll@nsr — zall.
Entonces, por hipétesis de induccién, existe el operador I, y
1 = Lo F' (@) | < Il (2n) = F(@ng) || < (00| M ][ 2ng1 — 20|
< M| Laf[h(an) | I F (z0)|| < anh(an) < aoh(ao) <1,

ahora, por el Lema de Banach, existe I5,41 y se sigue [I,41]:
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- Ll
Fn < FnF/ n 1 Fn < || n
|| +1|| = ”( (x +1)) |||| H =71_ ||I — FnF/(.’L’n+1)||
5]
< Ll i)

Probemos ahora [II,41]. A partir de [IIL,], se tiene que ||Lp(z,)| < an <,
y como {a,} es una sucesién decreciente, existe Hy

17— A (L) = | 24kLe(wa) "

E>2

< Z 24rak~t = a,v(ay).
k>2

Ahora, haciendo uso de las hipétesis de induccién y teniendo en cuenta la cota
obtenida para || F(zn,+1)| en (2.19) se tiene:

KILFa)I™? | MITFE@ON -y u(an)

1 F (@) < (

(1+p)(2+p) 2
n wag(l + anz/(an))2) I F ().

Ademds, teniendo en cuenta [IIL,] y [IV,] y la cota obtenida para || I},41]|, se
sigue

[l 1 F(@ns )| < flan) [Tl F(@nsa)

2
n

< f(an) ((H;;w + % (14 (14 an)v(an)) + % (1+ anv(an))Q) 1T F (),
y por lo tanto,
11 F (1) | < flan)g(an, bn) [T F ().
Adem4s, obtenemos
MLt [Tt F(zas) | < MLl £(an)2g(@ns b1 TnF (@) | < .

Y ILr(zng1)|l < any1. Ademads, puesto que la sucesion {a,} es decreciente,
|Lp(zns1)]| < ry existe H(Lp(zy41)) satisfaciendo

HE[(LF((En+1))H <1+ 2214]@021% =1+ an+1l/(an+1),
k>2

con lo que queda demostrado [III,,41].
Ahora, teniendo en cuenta [IV,], es facil ver que:

KHFnJrlH||Fn+1F($n+1)||l+p < KHFan(an)2+pg(ambn>1+p||FnF($n)||l+p

< bnf(an)2+pg(an7 bn)1+p = On+1,
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luego [IV,41] queda demostrado.
Finalmente, veamos que se cumplen [V,,41]-[VII,41]:

1 ~
sz = sl < | 3L (on) B (L (o) | Fr P

1
< 50nt1 (1+ ang1v(ans 1)) [ Dnsr F (i) |

1 .
sz = oniall < |14 L) (L ni) 1w P

< h(ans )|t F @i

Teniendo en cuenta [VII,] y puesto que las funciones f y g son crecientes en
una y dos variables respectivamente, [VII,, ;1] se sigue aplicando la desigualdad
triangular.

a2 = woll < Alao) (f(a0)g(ao, bo)>n+177 + h(ao) (Z f(a0)" g(ao, bo)k> .
k=0

n+1
= h(ao) <Z f(GO)kg(aovbo)k> .
k=0

Con lo que el lema queda demostrado. m

3.3.2. Convergencia semilocal

Una vez establecidas y demostradas las relaciones de recurrencia, pasamos
a probar la convergencia de la familia de procesos iterativos (1.3).

A partir de las propiedades de las funciones reales f y g, descritas en (3.16),
y del comportamiento de las sucesiones reales {a,} y {b,}, dadas en (3.15),
probaremos la convergencia de la sucesién {z,} que aparece en (1.3). Para
ello, llevamos a cabo un andlisis de las sucesiones y funciones reales auxiliares
y damos lemas técnicos que nos proporcionen propiedades de las funciones
reales f y g, asi como de las sucesiones {a,} vy {b}.

Lema 3.3.2 Sean f(t), g(t,u) y h(t) las funciones reales dadas en (3.16).
Entonces,

(i) Sih(ag)ag <1, f(t) es creciente y f(t) > 1 para t € (0,a0).
(i4) Fijado t, g(t,u) es creciente como funcion de u. Ademds, fijado u, g(t,u)
es creciente como funcién de t, ¥Vt € RT.

Demostracion. La demostracion se sigue a partir de la demostracién del lema
2.3.2, seccién 2.3. =
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Lema 3.3.3 Si h(ag)ap < 1 y by < kg, donde

Ko = %(1 +p)(2+p) (2(2 + ag) + h(ao) (=2(1 + 2a0) + agh(ag)(—1 + 2a0))>7

las sucesiones {an,} y {bn}, dadas en (3.15), son decrecientes. Ademds,
flao)g(ao, bo) < 1.

Demostracion. La demostracion es andloga a la demostracion del lema 2.3.3,
seccién 2.3, con p=1. =

Nota 3.5. El estudio que presentamos es una generalizacién que engloba to-
dos los métodos de R-orden al menos tres cuando el operador F” satisface una
condicién de Lipschitz para F”, o bien, de R-orden al menos 2+ p, cuando sa-
tisface una condicién de Holder para F”/, como veremos al estudiar el R-orden
de la familia de procesos iterativos (1.3) en la siguiente seccién. Por ello, las
condiciones exigidas para los valores de ag y by pueden parecer bastante res-
trictivas. Sin embargo, en los casos particulares, cuando se estudian cualquiera
de los procesos iterativos mas conocidos, estas condiciones se trasforman en
otras més sencillas de lo que en un principio se puede esperar.

A continuacién, mostramos a modo ilustrativo, como se traducen las con-

diciones del lema 3.3.3 en los casos del método de Chebyshev y el método de
1

Super-Halley cuando p = —. Representamos en el plano real las regiones de

accesibilidad de las sucesiones (3.15) asociadas a los métodos de Chebyshev y
Super-Halley.
Para el método de Chebyshev ([71]):

1
Tnt1 = Tp — (I + iLF(xn)>FnF(xn)a n >0,

se tiene que las funciones v(t) y h(t) dadas en (3.14) y (3.16) respectivamente
son: .
v(t)=0 y h(t):lJri.

Para el método de Super-Halley:
1 _
Tpal = Tp — (I—I— iLF(x") (I — Lp(xy,)) 1) IF(x,), n>0,

v(t) =312y h(t):%.

k>2

Entonces, las condiciones del lema 3.3.3
h(ag)ag <1 'y by < Ko

se reducen respectivamente a
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1y - (4P)2+p)(2+ ao)(=1 + 2a0)(=4 + 2a0 + aj)
2’ 0 S

ag <

(1+p)(2 4 p)(8 — 32a0 + 32a3 — 9a3 + 2a)
8((10 — 1)2

ag < 0.380778, by <

Estos valores de los pardmetros ag y bg son los que delimitan las regiones de
accesibilidad asociadas a los métodos de Chebyshev y Super-Halley (véase la
figura 3.1). Estas regiones, también conocidas como regiones de decrecimiento
cubico, delimitan la zona del plano real donde los métodos iterativos son
convergentes.

Notemos que en ambas casos los parametros ag y by recorren respectiva-
mente el eje de abcisas y ordenadas.

by 3 by 3

2.5 2.5

2 2

1.5 1.5

1 1

0.5 0.5
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 qg " 0.050.10.150.20.250.30.35 qg

Figura 3.1. Regiones de accesibilidad asociadas respectivamente a los métodos de
Chebyshev y Super-Halley en condiciones Holder con p = 1/3

Teorema 3.3.4 Sea F': 2 C X — Y un operador no lineal dos veces dife-
renciable Fréchet satisfaciendo (C1)-(C3) y (H4). Asumimos que ag < r,
con r el radio de convergencia de la serie (3.7), aph(ag) < 1 y by < Ko. Si
B(zg,R) C {2, donde R = %, entonces la familia de procesos ite-
rativos (1.3), comenzando en xg, converge a una solucidn x* de la ecuacidn
(3.1). En este caso, la solucidn x* y las iteraciones x,, pertenecen a B(xg, R)

y x* es la dnica solucidn de (3.1) en B(xo, Miﬂ —R)N L.

Demostracion. Por hipotesis tenemos que zg € {2, y a partir de las condicio-
nes iniciales que satisface el operador F', se sigue que yo, 1 € B(xo, R):

lyo — zoll = [T0F (o) <n <Ry o1 — ol < h(ao)n < R.
Puesto que h(ag) > 1, tenemos que y; € B(xzo, R):

191 = zoll < [lyr — 1]| + [lz1 = wol| < Alao)(1 + f(ao)g(ao; bo))n < R.
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Entonces, las relaciones de recurrencia descritas en el lema 3.3.1 son ciertas
para n = 1. Ahora, aplicando un proceso inductivo y el lema 3.3.1, es fécil
obtener que y,, x,1+1 € {2, para toda n > 0:

1yn = zoll < llyn — @nll + 20 — 20| < h(ao) (Z f(ao)’“g(ambo)k)n <R,
k=0

241 — ol < h(ao) (Z f(ao)*g(ao, bo)k> n <R

k=0
Para establecer la convergencia de la sucesién {x, } dada por la familia de
procesos iterativos (1.3) es suficiente probar que es una sucesién de Cauchy.
A partir de las relaciones de recurrencia dadas en el lema 3.3.1 y teniendo
en cuenta que {a,} v {b,} son sucesiones decrecientes tenemos

k—1
k1 — @il < h(ap) || F (x| < h(ao) (H f(aj)g(aj,bj)>77
=0

< h(ao) (f(a0)g(ao, bo)) 7.

Entonces, dados n,m € N, se sigue:

n+m—1 n+m—1
|enim —zall S llawer — 2l <Y hlao)(f(ao)g(ao, bo))*n
k=n k=n
1 — (f(ao)g(ao, bo))™

= 190 T a0 )gan bo)

(f(ao)g(ao, bo)) n,

(3.17)
y, puesto que f(ap)g(ao,bp) < 1, queda demostrado que la sucesién es de
Cauchy.
Ahora, tomando n = 0 en (3.17), obtenemos que ,, € B(xg, R):

1— (f(ao)g(ao, bo))" - h(ao)n
1— flao)g(ao,bo) '~ 1= f(ao)g(ac, bo)

Ademas, si m — 0o, obtenemos:

[[€m — ol < R(ao) =R.

Hx* o $0|| < h(GO)W

= 1= f(ao)g(ao, bo) R.

Por lo tanto, z* € B(zg, R).
Adems4s la sucesién {z,} converge a la solucién z* de (3.1). En efecto, por
una parte tenemos que

[F @)l < (1 () I F (@) | < (|1 F () <l:[ f(ak)g(ak,bk)>77-

k=0
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Por otra parte, teniendo en cuenta el teorema del valor medio, se sigue que
[E"(zn)ll < 1F"(zn) = F' (o) || + 1 F (o) [| < [|1F" (@) [[lzn — 2ol + [[F” (o)l
1— (f(ao)g(ao, bo))"

< Mh(a + |1E (z0)]],
( 0) 1— f(ao)g(ao,bo) n H ( 0)”
y la sucesion {||F'(z,)||} estd acotada. Entonces lim ||F(z,)| = 0. Como F

es un operador dos veces diferenciable Fréchet, se sigue por la continuidad de
F que F(z*) =0y, como consecuencia, £* es una solucién de (3.1).

Vemos ahora que la solucién es tinica. Al igual que en la seccién 3.2, hace-
mos uso del técnica empleada por Argyros y Chen. Sea y* tal que F(y*) =0,
es decir una solucién del operador F' con y* € B(xg, Miﬁ — R) N 2. Supon-

gamos que y* es una solucién distinta de z*. Entonces, teniendo en cuenta
1

(3.10), si existe el operador A~!, donde A = / LoF' (" + t(y* — 2™)) dt,
0
se sigue facilmente que y* — z* = 0 y, por tanto, la unicidad de solucién en
2
Entonces, como

e iy —a®)
F'(z* +t(y* — a*)) — F'(z0) = / F"(x)dx

o

= /0 F" (w0 +7(x" +t(y" — 2") — x0)) ((z" — w0)(1 — ) + t(y" — x0)) dr,

tomando normas, obtenemos
[F' (2% +t(y" —a™)) = F'(o)|| < M (2" — wol|(1 — ) + t[ly" — wol) -

Por otra parte, como y* € B(xo, Miﬁ —R)NS$2 y z* € B(xg, R)N {2, tenemos
que ||y* — o] < Miﬁ —R y |lz* — 20| < R. Por lo tanto,

1
7= A1 < 17813 [ o = woll (1= 0) + ey = zalldt < 1,
0

y, por el lema de Banach, existe el inverso del operador A, con lo que queda
demostrada la unicidad de solucién en B(xq, Miﬂ —R)N2. =

3.3.3. R-orden de convergencia

Una vez estudiada la convergenia semilocal de la familia de procesos ite-
rativos (1.3), vemos que converge a la solucién z* de la ecuacién (3.1) con al
menos R-orden de convergencia 2 + p.

Lema 3.3.5 Sea v = N En las hipdtesis del lema 3.3.3 se tiene:
ao
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(i) v = f(ao)?*g(ao,bo) € (0,1).

(i) f(yt) < f(8), g(yvt, v Pu) <y Pg(t,u), VE,u> 0 y Vy € (0,1).

n <2+p>n+171
(i91) any1 <P "a, <y FP ag, Yn > 1

n\ 1P n
bpy1 < (7(2“’) ) by, < A" g n > 1,

n+1 1
(i0) f(ans1)g(ant1,bns1) <P AL donde A = Tlag)’ Vn > 1.
0

Demostracion. La demostracién de (i) y (4i) es inmediata a partir de las
definiciones de 7 y de las funciones. Para demostrar (ii4) empleamos induccién.
Por una parte, se tiene que a1 = yag < ag y, puesto que f(ag) > 1, obtenemos

1+p

b1 = f(a0)**Pg(ao, bo) TPbo < (f(ao)Qg(ao’bo)) bo = " Pbo.

Ahora bien, teniendo en cuenta lo anterior sin =1,

az = a1 f(a1)?g(ar,b1) < a1 f(vao)?g(yao, v TPbo)

< a1y f(ag)?g(ao, bo) = v*Pay

by = b1 f(a1)*Pg(ar, b1)' TP < 1Py f(vao)>Pg(vag, v TPbo) TP

< AP f(a0)2 P (YP) P g(ag, bo) TP = (v12) P by

Supongamos cierto (¢i¢) para n + 1 y probemos para n + 2. Como vimos en
el lema 3.3.2 las funciones f(t) y g(t,u) son crecientes en una y dos variables
respectivamente. Entonces, a partir de esta propiedad y de la hipdtesis de
induccién, se sigue (i7i). En efecto,

Ap+2 = an+1f(an+l)2.g(an+17 bn+1)

n n 2 n n
< A", f(7<2+p) an) g(7<z+p> i, (72HP) )””bn)

1+p
g(an,by)

< 7(2+p)nanf(an)2 (7(24’?)”)

n\ 2P n41
= (’7(24‘1’7) ) anf(an)2g(an7 bn) = 7(2+p) Ap41-

Ahora, es facil ver que

n+1 nt1 n @e+pnt2-a
Opgo < 7(24‘17) Gnt1 < 7(2"!‘17) 7(2-&-?) p < ...<7y iFp ag.

Por otra parte,
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bn+2 - anrl f(an+1)2+pg(an+17 bn+1)1+p

2
< (7(24‘[))”) 1+p bnf(an>2+p (7(2+p)n)(1+:0) g(aT“ bn)1+p

; " 1+p
< (’)/(2+p) )(2+P)(1+P) bnf(an)2+pg(ana bn)lJFP = (,Y(Qer) +1) bn+1,

por lo tanto

ne1 1P a1 1P N\ 1+p
bn+2 < (7(2+p) " ) bn+1 < (’7(2+p) +1) (,7(2+p) ) bn

<< ATy

Para concluir, demostramos (iv). Teniendo en cuenta las desigualdades obte-
nidas en (#ii), tenemos

@4p)"tl-1 ettt 1 nt1_
flan+1)g(ant1,bnir) < f <7 P a0> 9 (7 7 ag, )" 1b0)
_ 7(2+p)n+1

o (2+p)n+1A
- ’7 )
f(ao)

< f(ao)g(ao, bo)fy(2+p)"“—1
1
f(ao)'

En el siguiente resultado se establecen las cotas del error a priori y el
R-orden de convergencia de la familia de procesos iterativos dada por (1.3).

donde A =

Teorema 3.3.6 En las hipdtesis del teorema 3.3.4, la familia de procesos
iterativos (1.3), comenzando en xg, converge a la solucion x* de la ecuacion
(3.1) con R-orden de convergencia al menos 2 + p. Ademds, se obtienen las
siguientes estimaciones a priori del error

24+p)"—1
. (2+p) -1 v AT
o = anll < h(yH5 a0) T

Demostracion. Como consecuencia de los lemas anteriores se sigue que:

T p J @+p)k—1
[ f(anglas,b;) < J[ 127 A= 555 aF
j=0

Jj=0
Ademis, teniendo en cuenta las relaciones de recurrencia obtenidas en el parra-

fo 3.3.1, se sigue:

@t+p)k -1

e =l < (@) | DF ()]l < h(y™ 15 ao)n T] £a;)g(as.b;)

@+pk-1 etpmk-1

<h<’y 1Fp ao)r]'y i+ Ak,
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Entonces, dados n,m € N, tenemos

n+m—1 n+m—1 © &
@i+pk -1 eipk-1
|Zntm —aall < D7 Nowpr =zl < D k(v 7 ag)py A
k=n k=n
@+p)"—1 @+p)"—1 i @+p)"[(24+p)* 1]
< h(v 1+p ao)n'y it A" E ¥ Ifp Ak
k=0

Ahora, sin méas que aplicar la desigualdad de Bernoulli, (1 + z)* > 1 + ku,
donde x > -1,z #0y k > 1,k € N, tenemos para todo n,m € N:

m—1
@Ct+p™-1 (2+p)" -1 "ok
|Znsm — zn| < h(fy i+ ao)n N An<z<7(2+p) ) >
F=0 (3.18)
@ip)m 1 o1 1 — (4" A)T
- h(” o “0)’7 v AT A
Por lo tanto, si m — oo en (3.18), obtenemos:
o — ull < h(r 2R gy T A (o) 4R
— < 1+p —_— < D ,
x Tn Y ap )1 1— 7(2+p) A Y 7(1ip)

con lo que queda demostrado que la familia de procesos iterativos tiene al
menos R-orden 2 + p, puesto que

e — | < CEEH)",

1
con C = — una constante real positivay § = 7@+ < 1. =
fy(l+p)

3.4. Relaciones de recurrencia para condiciones
w—condicionadas

En esta seccién, seguimos la técnica de relaciones de recurrencia para rea-
lizar el estudio de la convergencia de la familia de procesos iterativos (1.3) a
una solucién de la ecuacién (3.1), considerando una modificacién de las condi-
ciones de Kantorovich. Nos planteamos la posiblidad de suavizar en el estudio
de la convergencia la condicién de Holder (H4) para el operador F” por una
condicién w—condicionada (3.5) para F":

17" (z) = F"(y)ll < w(llz —yll), Y,y € 2,

donde w : R* — RT es continua, creciente y cumple w(0) = 0. Notemos que
esta tdltima condicién generaliza la condicién de Holder (H4) con w(z) = K2zP
y también la condicién de Lipschitz (C4) con w(z) = Kz y K una constante
positiva. Estas tdltimas son las que habitualmente se utilizan a la hora de
probar un resultado de convergencia semilocal para un proceso iterativo con
R-orden de convergencia al menos tres.
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3.4.1. Construccién de las relaciones de recurrencia

En esta seccion, al igual que en las anteriores, consideramos la ecuacién
(3.1), donde F' es un operador no lineal dos veces diferenciable Fréchet, defi-
nido en un dominio {2 abierto, convexo y no vacio contenido en un espacio de
Banach X y con valores en otro espacio de Banach Y. Ademds, suponemos
que el operador F satisface las condiciones iniciales (C1)—(C3) y

(W4) |[F"(z) — F"(y)|| < w(]lz —yl),Vz,y € 2, donde w : RT — RT es
continua, creciente y tal que w(0) = 0,
(W5) Existe una funcién ¢ : [0,1] — R continua, no decreciente y tal
que w(Tz) < p(T)w(z), para 7 € [0,1] y z € R*. Denotamos por N =
1

/ o(1)(1 — 7)dr.

0

El objetivo que pretendemos es probar que, bajo las condiciones (C1)—
(C3) mas las condiciones (W4) y (W5), la familia de procesos iterativos
(1.3) converge a una solucién de la ecuacién (3.1). También, encontramos los
dominios donde la solucién estd localizada y es tinica junto con unas esti-
maciones del error cometido al aproximar la solucién mediante un proceso
iterativo de esta familia.

Nota 3.6. Los condiciones (C1)—(C3) son las mismas que consideramos en
el caso Holder para F” y tan sélo cambiamos (H4) por (W4), condicién
w—condicionada para el operador F”. Ademads, anadimos la condicién (W5)
que permite mejorar la estimacion del error, pero que no es restrictiva, puesto
que siempre podemos considerar ¢(7) = 1.

A lo largo de toda la seccién, denotaremos

ag = Mpn, bo = Bw(n)n, co = f(ao)g(ao, bo).
A partir de estos pardametros, construimos las siguientes sucesiones reales:

Upy1 = ancnf(an)a n >0,
bpt1 = bncnp(en)flan) n >0, (3.19)
Cnt+1 = f(a7z+1)g(a7z+1a b7l+1)7 n Z Oa
donde consideramos las funciones reales auxiliares h y f dadas en (3.16),
seccién 3.3.1, y modificamos la funcién g de la siguiente manera:
2

g(t,u) = % (1 + (1 +t)w(t) + %(1 +tu(t))2> + Nu,

v(t) = 24552

k>2

(3.20)

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales deducimos
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[1Lr (@o)ll < TolHIE” (o) [[ToF (o) [| < M| o[l ToF (o) || < MBn = ao,

| Tollw([lyo — @ol|) [ T0F (o) || < Bw(n)n = bo,

Ademas, existe fI(LF(xO)) siempre que || Lp(x0)|| < ap < r, siendo r el radio
de convergencia de la serie (3.7). Por lo tanto, exigiremos que ag < 7.

Ahora bien, por las condiciones anteriores, si yg € {2, obtenemos lo si-
guiente

|H(Lr(x0))|| = [T+ 24k Lp(xo)"

k>2

<1+ Z 2Aka§_1 =1+ agv(ag),
k>2

|1 = (Lr@o)[| = | X224k Lr(wo)*"

E>2

< Z 2A,aE1 = agr(ag).
k>2

Y a partir de aqui, es facil ver que

ao (14 agr(ao))|lyo — zoll,

N =

%LF(xO)f{(LF(QTO))FOF(xU) <

lz1 = yoll =

21 = ol < llz1 = yoll + lyo — zoll < h(ao)n.

Teniendo en cuenta lo anterior damos las siguientes relaciones de recu-
rrencia que demostraremos por induccién para cualquier punto del proceso
iterativo. Esto permitird demostrar la convergencia de la familia de proce-
sos iterativos (1.3), al igual que en el estudio anterior cuando exigimos la
condicién de Holder para F”.

Lema 3.4.1 Supongamos que Yo, Yn,Tn € 2, paran € N. Siag <71, conr
el radio de convergencia de la serie (3.7), agh(ag) < 1, co < 1 y las sucesiones
auziliares reales {an}, {bn} y {cn} dadas en (3.19) son decrecientes, entonces
se cumplen las siguientes relaciones de recurrencia:

[In] Eziste Iy = [F'(zn)] ™" y | Tall < fan—1) -1l
] I5n F (@)l = llyn — 2all < o[ D1 F(@n-1)ll;
(1] M| Lall|TaF ()l < an y existe H(Lp(2n)),
V] 1w (llyn = 2nll) 1TnF ()l < b,

[V [#nt1 = ynll < %an(l +anv(an)) [ Lo F (z0)]).

[VI] |Znt1 — 2|l < h(an) | T F (20)]],
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[VIL] [[2ns1 = ol < h(ao) (Z C’8> -
k=0

Demostracion. Comenzamos probando que las condiciones [I,]-[VII,] se
cumplen para n = 1.

Primero, veamos que existe el operador inverso de F’'(z1) y es acotado.
Puesto que

x

F'ay) — F'(z0) = / P (2)de = /0 F" (20 + t(a1 — o)) (21 — wo)dt,

Zo

tomando normas, se sigue que
[1F" (1) = F'(wo)l| < M|y — xoll.
Por lo tanto,
I = LoF" (@) < IOl F'(@1) — F'(@0) | < aoh(ap)-

Ahora bien, si agh(ag) < 1, por el lema de Banach ([101]), I existe y [I;] se
sigue:

_ Io||
I = I F o) Tl < || (ToF () ™" [[I7) < :
11| = [T F! (o) Toll < || (DoF" (1)) || 1Tl < 1= 11— ToF'(z1)]
()
—_— F .
< T achiay = S @I

Al igual que en el estudio anterior, cuando F” satisface una condicién de
Holder, para probar [II;] hacemos uso de la descomposicién integral para el
operador F, obtenida a partir de la férmula de Taylor en (2.17). Entonces,
teniendo en cuenta la cota para ||F(z1)|| obtenida en (2.18) y a partir de las
condiciones iniciales, obtenemos

M
1F ()l < Ne(llyo = 2oll) llvo = zol* + Z-aov(ao)lyo — wo®

M M 2
+7a0(1 + aov(ao))llyo — moll* + §a3(1 + aov(ao))” llyo — zol|*.

Ademads, como
Bw(llyo — woll)n < Bw(n)n = bo,

tenemos

[T F(z)]| < f(ao)[[Toll|F (1) |
< f(ao) <bo + %(2)(1 + (14 ao)v(ao) + %(1 + aoV(ao))2)> [ o F (o)l

y, por la definicién de g, se sigue [II;]:
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[T F (1) < f(ao)g(ao, bo)[[ToF (zo) || = col[ToF (xo)]l-
Como consecuencia, obtenemos [III;]:
M| [T F (e < M f(ao)l[ Tollco o F (o)l < aoco f(ao) = ax,
¥ [ILF(71)]| < a1. Ahora bien, puesto que la sucesion {a,} es decreciente, se

sigue que a1 < ry que H(Lp(acl)) existe, ademas

A (Lre)| = ||T+ 3 24k L (1)~

E>2

<1+ Z 2Akalf_l =1+ alu(al),
k>2

[T = H(Lp(z1)| =Y 24 Lp(z1)"

k>2

< Z 2Aka’f*1 = ajv(ay).

k>2

Por otra parte, teniendo en cuenta la hipdtesis cg < 1, se obtiene [IV1]:
[T Jw(llyr — 22| ([T F (20) |
< J(ao)ITollw (coll FoF (o)l ) ol To F (o)
< flao)Be(co)w(n)con = bocop(co) f(ao) = b1

Como consecuencia de lo anterior, obtenemos [V1]-[VIL;]:

lz2 — vl < %LF(xl)f{(LF(fUl)) [ F ()] < %al(l + arv(a)) | IV F (2],

22 — 21| < [lz2 — wall + [y — 21| < R(an)[[TLF ()],

[z2 = ol < llwz — 21| + (|21 — 2ol < hla1)llyr — 21l + h(ao)|[yo — zoll
y, como h es una funcién creciente y la sucesién {a,} es decreciente, se sigue
|2 — o] < h(ao)(1+ co)n.

Ahora, suponemos que [I,]-[VIL,] son ciertas y usando un proceso induc-
tivo probamos que [I,41]-[VII,41] se cumplen. Por hipdtesis, tenemos que
Tjt+1,Yj € 2,5=1,...,n.Si

Tl 1
F'(@nsr)—F'(20) = / F(2)de = / F (ptt(@msr =) (21— ) d
x 0

n

tomando normas, se sigue

1F (2nt1) = F'(n)l| < Mllzns1 — -
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Entonces, por hipétesis de induccidén, existe el operador I, y
1 = TP @as )| < ITnlllF (ns1) = F@a)l] < [T M [ —
< M| I [h(an) [T F(zn)|| < anh(an) < agh(ag) < 1.
Ahora, por el lema de Banach, I, existe y se sigue [I,41]:

IPerF @) Tl < ([ (" ()™ 1]

L _Inl
T 1[I = LuF'(@ngd)| 1= anh(an)

[l

= f(an)|Lnll-

Por [III,] tenemos que [[Lp(z,)| < an, < 7y, como la sucesién {a,} es
decreciente, H (Lp(z,)) existe y

|1 = H(Lp(zn))|| = || 24k Lr(x,) "

k>2

< Z 2Akafl*1 = apv(ay).
k>2

Ahora, al igual que en el caso n = 1, para probar [II,,11], hacemos uso de la
descomposicion integral para el operador F', obtenida a partir de la férmula
de Taylor en (2.17), y tomando normas

IF(@n1)ll < Nw([lyn = @nll) lyn — 2nll?

4 an (0 0 ) + 2 0+ )] o =

[ D1 F (21|

< fan) [Nba + - (1+ (1 +an)van) + 1+ anv(@n)*) | ITuF ()l

Teniendo en cuenta la definicién de g, obtenemos [IL,44]:

HFH-&-lF(xn-&-l)H < flan)g(an, b)) [T F ()| = cnl| DnF () |-

Entonces,
M| Ly a1 1 F(wpg1) || < M f(an) | Dnllenl| T F (20) || < ancnf(an) = anya,

vV ILr(znt1)]] < apy1. Ademds, como a,41 < r, existe ﬁ(LF(zn+1)) y

1H (Lr(zaen))| € 1T+ ) 245a531 = 1+ apgav(anta),
k>2

- ﬁ(LF(anrl))” < Z 2Akaﬁjr:ll = apt1v/(an+1),

k>2
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luego se sigue [I11,41].
Ahora, sin més que tener en cuenta que la sucesién {c,} es decreciente y
co < 1, es facil ver [IV,41]:

I Cnsallw([9nt1 = nia ) | Tnga F (i) |
< f(an)HFnHw(Cn”yn - xn”) Cnl| D F (20) ||
< f(an)HFnHLP(Cn) W(Hyn - xn”) Cn||FnF(37n)|| < bpy1-

Finalmente, a partir de las relaciones de recurrencia que acabamos de
demostrar, es facil ver que

1 .
[nsz — g ]| < H2LF<xn+1>H<LF<xn+l>>H||Fn+1F<a:n+1>||
1
S 50n+1 (14 ang1v(an 1)) 15ng 1 F (i),
|Tnt2 = Tng1ll < | Znt2 = Ynsill + [¥ns1 — Togrll < Alans) [ D1 F(2ns1) |-

Ademés, por [VIL,]

Znt2 — zoll < |Tnt2 — Tngall + [ Tas1 — ol
n
< Man+1) [ D1 F(2n41)]] + h(ao) (Z C'S) 7,
k=0

y como la sucesién {a, } es decreciente y las funciones f y g son crecientes en
una y dos variables respectivamente, entonces

n n n+1
[Zn+2 — 2ol < h(ao) <H Co> 1+ h(ao) (Z Cg) 1 = h(ao) (Z CS) n-

k=0 k=0 k=0
Por lo tanto, el teorema queda demostrado. m

Una vez probadas las relaciones de recurrencia [I,,]-[VII,], pasamos a es-
tudiar la convergencia de la sucesién {x,}, que proporciona la familia de
procesos iterativos (1.3). Veremos que la sucesién converge a una solucién
x* de la ecuacién (3.1). Ademds, estudiaremos el caso de funciones w cuasi-
homogéneas, es decir, el caso en el que la funcién w satisface una desigualdad
del siguiente tipo: w(tz) < tPw(z), p € [0,1]. Esto va a permitir obtener R-
orden de convergenia al menos 2 + p.

3.4.2. Convergencia semilocal

Para establecer la convergencia de la sucesién {z,}, dada en (1.3), tenemos
que probar que es una sucesion de Cauchy, puesto que estd definida en un
espacio de Banach. También probaremos la unicidad de solucién.
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Al igual que en el estudio de la seccién 3.3.2, realizado bajo una condicién
de Holder para F”, proponemos unos resultados técnicos que proporcionen
propiedades de las funciones reales dadas en (3.16) y (3.20), asi como para
las sucesiones dadas en (3.19). A partir de las propiedades obtenidas para las
funciones reales y del comportamiento de las sucesiones reales probaremos la
convergencia de la sucesién {x,,}.

Lema 3.4.2 Sean v, h, f y g las funciones reales dadas en (3.16) y (3.20).
FEntonces, se tiene

(1) Sih(ao)ap <1, f(t) es creciente y f(t) > 1 para t € (0,a0).
(i) Fijado t, g(t,u) es creciente como funcidn de u. Ademds, fijado u, g(t,u)
es creciente como funcién de t, ¥Vt € RT.

Demostracion. Andloga a la dada en el lema 3.3.2 bajo una condicién de
Holder para el operador F”/. m

Lema 3.4.3 Sea v =cof(ag), ¢(co) <1 yby < kg, donde
1
Ko =24+ ag+ 5]1(&0)(—2(1 + 2(10) + aoh(ao)(—l + 2a0)).

Entonces, si h(ag)ag < 1, las sucesiones {an}, {bn} v {cn}, dadas en (3.19),
son decrecientes. Ademas, ¢y < 1.

Demostracion. Por una parte, para que la sucesiones {a,}, {bn} v {¢n} sean
decrecientes, es suficiente que se cumpla:

ap <ag y by <by, (321)

Si se cumple (3.21), es inmediato que ¢; < ¢g. Ademds, por el lema 3.4.2, fy
g son funciones crecientes y por hipétesis ¢ también lo es, entonces

as = arc1 f(a1) < apcof(ag) = aq,

by = bicip(cr) f(ar) < bocow(co) f(ao) = bi,
ca = f(a1)g(ai,b1) < f(ao)g(ao,bo) = ci.

Por lo tanto, sin mas que aplicar un proceso inductivo, se sigue que ap41 < Gy,
bnt1 < bn y 1 < ¢, para todon € N.

Por otra parte, a; < ag es equivalente a que 7 < 1. Ademads, como v < 1
obtenemos ¢y < 1, puesto que f(ag) > 1.

Ahora, por la definicién de las funciones f y g, es facil ver que

1
v < JER=N bo < Kg = 2+ ag + ih(ao)(72(1 —+ 2&0) —+ aoh(ao)(fl —+ 2a0)). | ]
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Lema 3.4.4 En las hipdtesis del lema 3.4.3, se tiene:
(i) v=cof(ao) € (0,1).

(i) Yt,u >0y~ e (0,1), f(vt) < f(t), g(vt,yu) < vg(t, u).

2'rL+1 -1

n n n+1
(ii1) aps1 <% an <7 ag, bpy1 < b, <92

_1b0, Vn eN

. n n+1
(1) Cnp1 <7 Cny 1 < A, A= Vn e N.

1
flao)’
Demostracion. La demostracion de (i) y (i) es inmediata a partir, de las

definiciones de v, f v ¢g. A continuacién, demostramos (#ii) y (iv) usando
induccién. Para el caso n = 1, tenemos que:

az = arc1 f(ar) < aryeo f(ag) = 7’y

y
by = bicip(er) flar) < biyeof(ao) = ¥7b.

Por otra parte,
c2 = f(az)g(az, b2) < f(v?a1)g(v%a1,~?b1) <72 f(a1)g(ay,br) = ~?c1.

Ahora, aplicando induccién, por el lema 3.4.2 y lema 3.4.3, se sigue:

An+42 = a7l+lcn+1f(a7l+1) < 72 an’YQ Cnf(fYQ an)

n+1
An+1,

2 2
< (72 ) ancn f(an) < (72 ) an+1 :72
bn+2 = bn+lcn+130(cn+1)f(an+1) < 72nbn72ncn<p(cn)f(72nan>

n 2 n+1
< (72 ) bncnp(cn) flan) = 72 ’ brt1,

n+1 n+1

n+1
ant1)g (72 Ant1,7> bn+1)

Cny2 = f(an42)g(ang2, bnya) < (72

2n+1
<7 Cn+1-
Por tanto,
n+1 n+1 n n+2_
an2 <77 anp1 <P P an <... <P lag,
n+1 n+1 n n+2_
buya <V bnp1 <A by <o <AP b,

y consecuentemente

nt2_ nt2_ n+2_
cny2 = flant2)g(anta, bpga) < f(? 100)9(V2 Lag, ~? 150)

g(a b ) _ 7271#»2 Co o 72""’2 _ 72"1r+2A
0,%) — T e N )
7 flao)

n+2
< flag)y* 1
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1

flao)”

Teorema 3.4.5 Sea F': 2 C X — Y un operador no lineal dos veces dife-
renciable Fréchet, satisfaciendo (C1)—(C3), (W4) y (W5). Asumimos que
ag < r, con r el radio de convergencia de la serie (3.7), aph(ag) < 1, by < Ko
y p(co) < 1. Si B(zo,R) C 2, donde R = %, entonces la familia de
procesos iterativos (1.8), comenzando en xg, converge a una solucion z* de la
ecuacion (3.1) con al menos R-orden dos. En este caso, la solucion x* y las
iteraciones x,, pertenecen a B(xg,R) y x* es unica en B(xo, Miﬁ —R)N L.
Ademds, se obtienen las siguientes estimaciones a priori del error

1
12" A

donde A =

2% = 2| < h(¥*" ~tag)my* ~tA"

Demostracion. Por las hipdtesis del teorema, es evidente que xg € 2. Tam-
bién es claro que yo, 21 € Bz, R) C {2, sin més que tener en cuenta las
condiciones iniciales (C1)—(C3), (W4) y (W5). Ademds, por el lema 3.4.1,
y1 € B(xo, R) C £2 y por lo tanto, aplicando un proceso inductivo se sigue
que Yn, T, € B(xzo, R) C {2, para toda n € N.

A continuacién establecemos la convergencia de la sucesién {z,} dada
por la familia de procesos iterativos (1.3), probando que es una sucesién de
Cauchy.

Como consecuencia de los tres lemas anteriores se sigue que:

k—1 k=1 .
H cj < H F¥ A= 1AR
§=0 J=0

Ahora, por las relaciones de recurrencia [II,] y [VII,], tenemos que

k—1
k k_ k_

k1 = axll < h(ap) | TeF(x)| < h(y* ~tao)n [ ] ¢; < (3™ ~ag)n v* 1A,
§=0

Entonces, dados n,m € N, se sigue:

n+m—1 n+m—1 . .
[ontm = oall € 30 ower —aell < D0 h(7* ag ) 1 AR
k=n k=n

m—1
< h('an*lao)’yT’lA" (Z 72"[2’“1]Ak>n.
k=0

Sin més que aplicar ahora la desigualdad de Bernoulli para x = 1, (28 —1 > k),
como v < 1y A < 1, concluimos que la sucesién {z,} es de Cauchy. Ademsés,
para todo n,m € N, se cumple la siguiente desigualdad:

1- (2" A)"

[Ensm = 2all < By "tag)y®" TrA" =2 A (3.22)
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Denotamos por lim z, = x* y probamos que la sucesién {z,} converge a la

n—oo

solucién z* de (3.1). Por una parte, se tiene que
I @n)ll < [|F" (2n) T F ()| < 1F” (o) [ T F(220) -
Por otra parte, teniendo en cuenta que

1E" (@)l < [E"(2n) — F' (o) || + 1" (zo) || < [[F"(2)[[lzn — @oll + [1F (o)l

n—1

< Mh(ao) (Z c’é) 1+ [[F (o)

k=0

se tiene que la sucesién {||F’(z,)||} estd acotada. Entonces, puesto que
nlirrgo | F(x,)|| = 0, tenemos que nlirrgo |F'(zy)|| = 0. Como consecuencia
de que el operador F' es dos veces diferenciable-Fréchet, se sigue por la conti-
nuidad de F' que F(z*) = 0, y por lo tanto z* es una solucién de la ecuacién
(3.1).

Ahora, si n =0 en (3.22):

1— (vA)™
|2m — zo]l < h(ao) 1£77A)77 < R,

Y T € B(xg, R). Ademés, puesto que A < 1, cuando m — oo, obtenemos:

o — ol < 201 _ g

1—~A

Por lo tanto, z* € B(xg, R).

Por otra parte, vamos a probar que la familia de procesos iterativos (1.3)
tiene como minimo el mismo R-orden que el método de Newton. Sin mas que
tomar m — oo en (3.22), tenemos:

" h(v*" Ttag)n _ o R
x*— x| < A2 lAn <~ =
|| TLH—’-Y 1—’72HA v '7’
con lo que queda demostrado que la familia de procesos iterativos tiene al
menos R-orden dos, puesto que

lz* =zl < BY*",

R .
con B = — una constante real positiva y v < 1.

Finalrr?ente, analizamos la unicidad de solucién. Procediendo de manera
andloga al andlisis de la unicidad de solucién del teorema 3.3.4, lo hacemos
por reduccion al absurdo. Para ello, supongamos que existe una solucién y*
distinta de z* de tal forma que F(y*) = 0 e y* € B(zo, Miﬁ — R)N L. Ver la
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unicidad de solucién en B(xg, Miﬁ — R) N 2 es equivalente a ver que existe el
operador A~!, donde

1
A= / TOF (&* + t(y* — 2))dt.
0
Como

z +t(y*—a™)
F/* + t(y" — 2*)) — F'(z0) = / F(2)da

Zo

1
= / F”(xo +7(x* +t(y" — %) — :Co)) ((x" —xz0)(1 —t) + t(y" — o)) dr,
0
tomando normas queda
[F' (2" +t(y" — 2*)) = F'(wo)|| < M (|l2" — ol|(1 — t) + t|y" — a0l

Puesto que y* € B(xo, MLB —R)NRy z* € B(xg, R) tenemos que ||y* — xo|| <
ML,H — Ry ||l2* — 29| < R. Por lo tanto,

1
11— All < |Tol / F' (2" + 1" — 2)) — F' (o) |dt

L . M 2
< IRl [ (e = zal1 =0+ ey sl at < 22 (R4 25 - R) =1,

y, por el lema de Banach, A~! existe, y entonces y* = z*. m

3.4.3. R-orden de convergencia

Notemos que el hecho de tomar w cuasi-homogénea de orden p, w(tz) <
tPw(z), es un caso particular de (W4), hipdtesis que imponfamos en las
condiciones iniciales de convergencia w(tz) < @(t)w(z), donde ¢(t) = tP y
N = m En este caso, el andlisis de la convergencia semilocal para
las funciones w-condicionadas es el mismo que para las funciones w cuasi-
homogéneas. Las relaciones de recurrencia se siguen satisfaciendo y tan sélo
quedan modificadas las sucesiones descritas en (3.19) y la funcién real g, dada
en (3.20), quedando ahora las mismas funciones auxiliares (3.16) que fueron
empleadas en el estudio de la convergencia para el caso en el que F" satisface
una condicién de Holder (H4). Si w es cuasi-homogénea en el sentido anterior,
las sucesiones escalares son ahora definidas de la siguiente manera:

apt1 = ancnflay), n>0,
but1 = bpcttP f(an), n>0, (3.23)
cnt1 = flant1)g(ant1,bnr1), n>0.

También como consecuencia directa de la cuasi-homogeneidad de la funcién
w, la relacién de recurrencia [IV,,] queda asi:
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Il (l1yn = zall) 170 F (20)
< hallw(en-1llyn—1 — zn_all)en—1f(@an—1) [ Tn-1 F(zn1)|
< [hn—alle(en—1)w(llyn-1 = @n-1ll)en-1f(@n-1)| Fam1 F(@n-1)]|
= [1L=1llw(llyn-1 = @a—1ll) (ca1)"P flan—1) | Tn1 F(@p—1)|| < by

A continuacién, estudiamos la convergencia de la sucesién {z,}, cuando
w es cuasi-homogénea de orden p, y obtenemos su R-orden de convergencia.
Para ello, analizamos el comportamiento de las sucesiones reales {a,}, {b,}
v {en}, descritas en (3.23).

De la misma manera que en la seccion anterior, obtenemos los siguientes
resultados. Sean f(t), g(t,u) y h(t) funciones reales dadas en (3.16). Entonces,

(i) Si h(ag)ag < 1, f(t) es creciente y f(t) > 1 para t € (0, ao).

(ii) Fijado ¢, g(t,u) es creciente como funcién de u. Ademés, fijado u, g(t, u)
es creciente como funcién de t, Vt € RT.

(iii) Vt,u >0y v € (0,1) se tiene que

ft) < f(t)
gyt v T Pu) <A Pg(t u).

Ademas, al igual que en los lemas 3.4.3 y 3.4.4, tenemos las siguientes
propiedades para las sucesiones {a,}, {bn} v {cn}, dadas en (3.23):
Sean ag < 7, agh(ag) <1 ko >0y by < Ko, donde

o = (14 p)(2+1) (22 + ag) + h(ao)) (~2(1+ 2a0) + ao(~1 + 2a0)h(a0))

entonces
(i) v =cof(ag) < 1.

(ii) Las sucesiones {a,}, {bn} y {cn} son decrecientes.

n @+pntl-a
(iil) any1 <3P "a, <y F ag,

n 1+p n+1
bpt1 < (’7(2+p) ) by, < AR = 1pyn > 1.

(iV) Cnt1 < (7(2+p)n)1+pcna Cny1 < 7(2+p)”+1 A, A= L7 Vn > 1.
f(ao)

Como consecuencia de lo anterior, en el caso en el que w es cuasi-
homogénea de orden p, el teorema de convergencia semilocal 3.4.5, se sigue
cumpliendo. Pero ademas, la familia de procesos iterativos (1.3) tiene R-orden
de convergencia al menos 2 + p, como demostramos en el siguiente resultado.
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Teorema 3.4.6 Sea F : 2 C X — Y un operador no lineal dos veces dife-
renciable Fréchet, satisfaciendo (C1)-(C3), (W4) y (W5), siendo w cuasi-
homogénea de orden p. Asumimos que ag < r, con r el radio de convergencia
de la serie (3.7), agh(ag) <1 y by < ko. Si B(xo, R) C £2, donde R = hl(iioc)on,
entonces la familia de procesos iterativos (1.8), comenzando en xg, converge
a una solucién x* de la ecuacion (3.1) con R-orden de convergencia al menos
2 + p. Ademds, se obtienen las siguientes estimaciones a priori del error
@+p)"—1
24p)" -1 +p "
||x* _ mnH < h(,y( 1”_,),17 CLO) 737 7(2+p>fAn‘

Demostracion. Teniendo en cuenta que

k—1 k—1 it 1
. ok

I | ¢ < | I AP A = 4T AR

=0 i=0

y, a partir de las relaciones de recurrencia [II,,] y [VIL,,] del lema 3.4.1, se tiene
que

k—1

@+p)F-1
loxsr — il < Bl ITF @I < h(y = a0 ) [T
=0

e+pk-1 Ct+mk -1

<h(’y i+p a0>n'y itp - AP

Entonces, dados n,m € N,

n+m—1 n+m—1 k ®
2+p)* -1 2+p)¥ -1 k
Jonsm = zall £ D2 orsr—anll < > A(3TE ao)na T A
k=n k=n
(24" -1 @4p)—1 Tl e teapto)
P - p) " — p)" ya -
<h(7 T+ ao)m AN R Ak,
k=0

Aplicando ahora la desigualdad de Bernoulli, ((1+z)* > 1+kz), con z = 1+p,
se sigue (2+p)F —1>(1+pky

(241 (24p)"—1 N 1— (7(2+p)nA)m
|Tnsm — znll < R(y 7 ag)py 17 A 177(2+p)nA )

(3.24)

para todo n,m € N. Ahora bien, si m — oo en (3.24), se sigue

@+p™ -1
" @+p)—1 ]’L(’}/ 1+p 0,0)’[7 1 @e+p)" R
e~z <y An ST < (v7)

_1 -
'yl+p

Por lo tanto, la familia de procesos iterativos (1.3), en el caso w cuasi-
homogénea de orden p, tiene al menos R-orden de convergencia 2 +p. =m
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3.4.4. Aplicacién a algunas ecuaciones integrales no lineales de
tipo Hammerstein

Una posibilidad interesante que surge a partir del estudio de la conver-
gencia de procesos iterativos es obtener resultados de existencia y unicidad
de soluciones a la hora de resolver diferentes tipos de ecuaciones. Ademds,
también podemos obtener una aproximacién de la solucién a partir de una
discretizacién del problema. Estas son las dos aplicaciones que vamos a con-
siderar en esta seccion.

Localizacién de soluciones

En primer lugar, aplicamos los resultados previos para obtener dominios
de existencia y unicidad de solucién para la siguiente ecuacién integral no
lineal de tipo Hammerstein, ([52]):

z(s) = f(s) +/O ks, t)(x(t)>? + 2(t)%/5) dt, s €[0,1], (3.25)

donde z € C([0,1]), s,t € [0, 1], el nucleo k(s,t) de esta ecuacién es la funcién

de Green: ( )
t(s—1), 0<t<s,
“(S’t)_{(t—l)s, s<t<l,

y f es una funcién continua conocida, de tal forma que f(s) > 0, s € [0,1].
En este ejemplo consideraremos f(s) = 1.

Resolver (3.25) es equivalente a resolver la ecuacién F(x) = 0, donde
F: 2 CC(0,1]) — C([0,1]), viene dada de la siguiente manera:

[F(z)](s) = x(s)—f(s)—/o ﬁ(s,t)(x(t)5/2+x(t)3/5) dt, s €1[0,1], (3.26)

y {2 es un dominio apropiado abierto, convexo y no vacio. Observemos que la
primera y la segunda derivadas de Fréchet para el operador F' son

P @ul(s) = v(s) = [ (st (Zw)?’” + §w<t>2> o) d,

1
15 6

[F"(x)yz](s) = —/ Kk(s,t) <4x(t)1/2 + 5x(t)> z(t)y(t) dt. (3.27)

0
Notemos que, la segunda derivada Fréchet de este operador, F”| no satis-
face una condicién de Lipschitz (C4), ni tampoco satisface una condicién de
Holder (H4), pero el operador F” viene dado por una suma de operadores
Lipschitz y Holder, por lo que F" satisface las condiciones (W4) y (W5) del
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teorema 3.4.6 , por ello podemos aproximar una solucién de la ecuacién (3.26)
mediante un proceso iterativo de la familia (1.3). Consideramos, por ejemplo,
el método de Super-Halley:

suen =0 = (T4 gLean) (1 = Le@) ) Do)

Queremos encontrar una funcién z* que sea una solucién de (3.25) en el es-
pacio de las funciones continuas en el intervalo [0,1], z* € X = C([0,1]),
considerando la norma del maximo:

|Z]loo ;= méx |x(¥)], r e X.
te[0,1]
En este caso, teniendo en cuenta que la solucién x* tiene que satisfacer la
ecuacién (3.25), tenemos:

1 1
< q S lax(15/2 3
R e

es decir,
1
52— —lz*|P —1<0. 3.28
Sl 72 = et~ 12 (3.25)
Como se muestra en la figura 3.2, (3.28) se satisface para una funcién
continua z, de tal manera que ||z|| < r1 y ||z| > r2, donde ry y 73 son las

raices positivas de la ecuacion

ol - 2lla”]

1 1
t——t?2 - — 1 =0.
8 40

Como consecuencia, si buscamos una solucién z* de la ecuacién integral (3.25)

0.05

1.7 1.4 1.6 1.8 2 2.2\2.4
-0.05

-0.15

Figura 3.2. Prelocalizacién de una solucién z* de (3.25)

de tal manera que ||z*|| < r1, denotando por r la raiz positiva mds pequena,
r1 = 1.28982, podemos considerar 2 = B(0,7) C C([0,1]), con r € (r1,72),
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como un dominio abierto, convexo y no vacio. Por ejemplo, elegimos r = 1.7.
En primer lugar, vamos a probar que se satisfacen las condiciones (C1)—(C3),
(W4) y (W5). Si elegimos como punto de salida zo(s) = 1, entonces teniendo
en cuenta que las funciones ¢ y w son respectivamente (1) = T1/2 y

15, 3
w(z) = 32z +20,z,

se tiene que A = max
s€[0,1]

F(xz)(s) = — /01 K(s,t) <1 + ;) dt

v [|F(x0)| < 3/20. Ahora bien, como ||I — F'(zo)|| < 31/80 < 1, Iy esta de-
finido y ||Io]| < 80/49 = . Ademds, n = 12/49 y ||F"(z)|| < 0.866175 = M,
por lo tanto tenemos las constantes 3, n y M de las condiciones (C1)-(C3).
A partir de las funciones ¢ y w obtenemos (W4) y (W5).

Notemos que el radio de convergencia de la serie (3.7) asociada al método
de Super-Halley es r = 1.

Ahora, las condiciones del teorema 3.4.6 se satisfacen y podemos establecer
el dominio de existencia y el de unicidad de solucién para la ecuacién integral
(3.25). En esfecto, ag = Mfn = 0.346326 < r = 1, agh(ag) = 0.438069 < 1,
bo = Bnw(n) = 0.0107437 < ry — 220903 3200-3200%8 _ 450469, entonces

0 nwn 0 8(1—ao)? )
v =cof(ap) = 0.710306 < 1. Por lo tanto, la ecuacién (3.25) tiene una solucién
x* en B(1,0.515552) C B(0,1.7), que es tnica en B(1,0.898712).
Notemos que en este caso p = 1/2, por lo que podemos garantizar R-orden de
convergencia al menos 5/2 cuando aplicamos un proceso iterativo de la familia
(1.3), en la resolucién de la ecuacién integral (3.25).

! 1 ! 4
/ K(s,t)dt :f,N:/ o(T)(1=7)dr = —. Por
. 8 . 15

lo tanto,

Aproximacién numérica de soluciones

A continuacién, consideramos la siguiente ecuacién integral no lineal de
tipo Fredholm y segunda clase:

1 1
o) = 1)+ 7 [

S

a8 at 1 2
sHI() , s€][0,1], (3.29)

con f una funcién continua dada de tal forma que f(s) > 0, s € [0,1]. Obte-
nemos una aproximacién numérica de la solucién usando el método de Super-
Halley. Queremos encontrar una funcién z* € X = C(][0,1]), solucién de la
ecuacién (3.29), en el espacio de las funciones continuas C([0, 1]), donde con-
sideramos la norma del méximo. Para ello, tomamos la ecuacién F(x) = 0,
con el operador F' : 2 C C([0,1]) — C([0,1]) definido en 2 un subonjunto
abierto, convexo y no vacio, de esta forma:
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P =)= - 7 |

S

— a3 at 1]. .
S+t1‘() . sel0,1] (3.30)

Como una aplicacién del teorema 3.4.6, damos dominios de existencia y uni-
cidad de solucién para la ecuacién (3.29).

Observamos que la primera y segunda derivadas de Fréchet para el opera-
dor F' son

@) = v - g [ S0 v o se
Y 1
@) 2)0) = —356 | o0 2w dr, s 0.1

Si elegimos como primera aproximacion la funcién continua xzq(s) = 1y f(s) =
1
, s , s+1
zo(s), entonces A = mdx / dt| = méx | sln = In2. Las
s€0,1]|Jg s+ s€[0,1] S

funciones ¢ y w son (1) = 78 y w(z) = 12 1n2 z1/8_ por lo tanto N =

1
4
/ 7'1/8(1 —7)dr = 6— Calculamos ahora los valores de 3, ny M. Asi,
0

153
Fale) =3 [ S w v P =22
Zo S 4 0 s+t y Zo - 4 3
17In2
1= Flao)l < —5= <1,
entonces [ existe y
32
Io|| £ ————— = 1.58287 =
Il < 55 =72 b,
8In2
ILF < ——— =0.27429 = 7.
1T (950)H_32_171n2 0.27429 =7

Notemos que el operador derivada segunda no esta acotado. Sin embargo, si
x* € C([0,1]) es una solucién de (3.29), tomando normas, se cumple

T
2
4

y esto es cierto en B(0,1.30519). Por lo tanto, consideramos F' : B(0,1.30519) C
C([0,1]) — C([0,1]) y obtenemos

||{17*||17/8 —1< O,

|F”(2)|| < 0.428288 = M.

Consecuentemente, ag = Mpn = 0.185947, by = Npw(n)n = 0.0640022 y
co = f(ap)g(ag,bp) = 0.0888722. Entonces, se satisfacen las condiciones del
teorema 3.4.6 y la ecuacién (3.29) tiene una solucién z* € B(1,0.335427) y
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es Unica B(1,2.61476). En este caso, p = 1/8 y por tanto podemos garantizar
un R-orden de convergencia al menos 17/8, cuando aplicamos en la resolucién
de (3.29), un proceso iterativo de la familia (1.3).

Finalmente, realizamos un estudio numérico de la ecuacién (3.29) para
obtener una aproximacién numérica a la soluciéon. Empleamos un proceso de
discretizacién de manera que aproximamos la integral mediante la formula de
cuadratura de Gauss-Legendre:

/ f<t>dm§;ﬁjf<tj>, (331)

donde (3; son los pesos y t; los nodos. Y obtenemos un sitema de ecuaciones
no lineal.

Sim = 8 y denotamos x; = xz(t;), i = 1,...,8, entonces la ecuacién (3.29)
puede expresarse como el siguiente sistema no lineal:

1+1/1 L (t)% dt
xTr; = - x )

8 ¥
t; X ;
i~ 14— —L _ i=1,...8,
x; +8;ﬁjti+tj i

donde los pesos 3; y los nodos t; estan tabulados en la tabla 3.1.

j 1 2 3 4

t; 0.01985507 0.10166676 0.237233795  0.40828268
B; 0.10122854  0.22381034  0.31370665  0.36268378

j 5 6 7 8

t; 0.59171732  0.762766205 0.89833324  0.98014493
B; 0.36268378  0.31370665  0.22381034  0.10122854

Tabla 3.1. Pesos y nodos para la férmula de cuadratura de Gauss-Legendre (3.31)

1 tiﬁj
8t +1,

Denotando por a;; = , el sistema anterior puede escribirse de la

siguiente manera

8
17
zi=1+Y agz®, i=1,..8 (3.32)
j=1
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Y si denotamos por A = (a;;), con i,j = 1,...,8, x = (z1,...,28)T y 1 =
(1,...,1)T el sistema puede escribirse de forma matricial como sigue:
x=1+Ax*®

Resolver este sistema es equivalente a resolver la ecuacién F(x) = 0, donde
Fx)=x-1 — Ax¥.

Llamamos Dy () a la matriz diagonal con las componentes del vector (2%, 2%, ... zF)
en la diagonal, entonces

F6)(y) = |1~ ADyss()| v,

»Tl/szlyl
1
153
F'(x)(y,2) = 767414 :
1/8
Ty ZgY8
Por lo tanto, se tiene
153
F// =224 1/8'
IE* GOl = - 1Al

Ademds, como F”(x) es un operador bilineal simétrico, tenemos el siguiente
operador lineal

Fl(x)(=2) = ——-A (=)-

1/8
Tg' Zg

Para encontrar una aproximacién de una solucién para la ecuacién F'(x) = 0
aplicando el método de Super-Halley, realizamos los siguientes pasos; Conoci-
do T € R™:

Resolvemos el sistema lineal:
F'(Ty)er, = —F(Ty), donde ¢ =7, — T,
Resolvemos el sistema lineal:
- 1
[F'(Tg) + F"(Tk)er]dp = —F(T) + §F//(fk)6i'
Definimos el siguiente punto:

Thy1 = Tk + di.
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1 1 2 3 4
r; 1.02366 1.07758 1.12846 1.16793

1 5 6 7 8
r; 119602 1.2149 1.22667 1.23276

Tabla 3.2. Aproximacién numérica de una solucién de (3.29)

Entonces obtenemos en la cuarta iteracion del método de Super-Halley la
aproximacion a la solucién que aparece en la tabla 3.2.

Interpolando la funcién que pasa a través de los puntos (t;,2;) i =1,...,8,
y teniendo en cuenta que hemos tomado como aproximacion inicial zg(s) = 1,
obtenemos graficamente la solucién que aparece en la figura 3.3. También
observamos que la aproximacién interpolada de la solucién se encuentra dentro
del dominio de existencia de soluciones obtenido a partir del teorema 3.4.6.

1.3
1.2 —— sol . apr |
1.1
Xo (S)
0.2 0.4 0.6 0.8 1 14R
0.9
0.8 ---1R
0.7

Figura 3.3. Aproximacién y regién de existencia de soluciones de (3.29)

3.5. Relaciones de recurrencia para condiciones mas
suaves que las anteriores

En esta seccién nos planteamos la posiblidad de rebajar ain més las con-
diciones de Kantorovich sobre el operador I en el estudio de la convergencia
de la familia de procesos iterativos (1.3) a una solucién de la ecuacién (3.1),
exigiendo tan sélo las condiciones iniciales (C1)—(C3) para el operador F.
Como veremos, bajo estas condiciones y mediante la técnica de relaciones de
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recurrencia, es posible asegurar la convergencia semilocal de los procesos ite-
rativos (1.3) a una solucién de la ecuacién (3.1) con R-orden de convergencia
al menos dos.

3.5.1. Construccién de las relaciones de recurrencia

Consideramos la ecuacién (3.1), donde F' es un operador no lineal dos veces
diferenciable Fréchet, definido en un dominio {2 abierto, convexo y no vacio
contenido en un espacio de Banach X y con valores en un espacio de Banach
Y.

Realizamos el estudio de la convergencia de la familia de procesos iterativos
(1.3) mediante la técnica de relaciones de recurrencia y probamos que, bajo
las condiciones iniciales para el operador F' (C1)—(C3), la familia de procesos
iterativos (1.3) converge a una solucién de la ecuacién (3.1). También damos
los dominios de existencia y unicidad de solucién, junto con estimaciones del
error cometido al aproximar una solucién.

Notemos que a partir de las condiciones iniciales deducimos

ILe(@o)ll < IOl (o) [ To F (o)l < MBn.

Denotando por ag = Mfn, si ag < r, siendo r el radio de convergencia de la
serie (3.7), 1 esté bien definido, puesto que H (Lp(wo)) existe y

IH (Lr(zo) || < Y I ALe(wo)¥| < Araf.
k>0 k>0

Ademas,
21 — 2ol < | H(Le (o)) I T0F(xo)ll < | Y Axag | [ ToF (o).
k>0

A lo largo de toda la seccién consideramos las siguientes funciones reales
auxiliares h, f y g:

1 t
h(t) =)  Axt" t) = e t)=h(t) 1+ =h(t)) -1
0= At f0= g a0 = b0 (14 500) -1
k>0
(3.33)
y a partir del pardmetro ag construimos la siguiente sucesién real
ant1 = anflan)glay), n>0. (3.34)

A continuacién establecemos las relaciones de recurrencia que nos permi-
tirdn demostrar la convergencia de la familia de procesos iterativos (1.3) bajo
las condiciones (C1)—(C3).
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Lema 3.5.1 Supongamos que x,, € 2, n € N. Siag < r, siendo r el radio de
convergencia de la serie (3.7), agh(ag) < 1, y la sucesion auziliar real {an}
dada en (8.34) es decreciente, entonces se cumplen las siguientes relaciones
de recurrencia:

[In] Existe T, = [F' ()] y [|1all < flan—1)[[Tn-1l,
L] [T F ()| < flan—1)g(an—)l[Tn-1F(xn-1)l,
L] [ Dol F" (@) |1 F (20) || < @y existe H(Lp(x)),

[IVo] [|2ns1 — znll < Man) [T F ()],

n

[Va] Zns1 — wol| < h(ao) (Z (f(ao)g(ao))k> [ ToF (o).

k=0

Demostracion. Demostramos el resultado mediante un proceso inductivo para
n. En primer lugar, probamos que las condiciones [I,]-[V,] son ciertas para
n=1.

Primero, veamos que existe el operador inverso de F’'(z1) y es acotado.
Como

1

F'ay) — F'(z0) = / P (2)da — /0 F" (2o + t(x1 — 20)) (21 — z0)dt,

Zo

tomando normas, se sigue que
17" (1) = F'(o)|| < M|z — ol < Mh(ao)n,
entonces
1T = ToF'(x1) || < o[l F7 (1) — F'(z0)ll < aoh(ao) < 1.

Por el lema de Banach, I existe y [I;] se sigue:

- Il
| = | F (o) Do < || (TP 1HF < ”
1] = |1 F (o) Dol < |[(ToF" (1)) |[IlT0]] < T = ToF ()]
[ 20|
—_ = 1ol
< ey = Fa)IR
A partir de la férmula de Taylor, se sigue
Tn41
Fan) = Flen) + Floa) o —an)+ [ F/@) s —2) o

(3.35)
para T,41 € {2. Por otra parte,
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F'(@n)(@na1 — 2n) = —F'(z) | TnF(zn) + [ Y AeLp(zn)® | ToF(2n)
E>1

= —F(zn) = F"(zn) | TnF(2n) Y AxLp(2n)*" | T, F ().
k>1

Entonces, haciendo el cambio © = z,, + (2,41 — ) en (3.35), obtenemos
F(tng1) = —F"(zn) [ ToF(2n) | > AxLp(z,)* ™" | TP (z,)
k1 (3.36)
1
+/ F (@ + tH(msr — 20)) (st — 20)2(1 — 1) dt.
0

Entonces, tomando normas en la descomposicién (3.36), obtenemos

1 (1)l < flao)|[ Toll <||F”(950)|||F0F(I0)|2 (Z AkIILF(wo)|k1>

k>1

+/O IF" (2o + t(z1 — z0)) w1 — wol*(1 — 1) dt)

< f(ao) (Z Agag +/ agh(ag)*(1 —t) dt) [T F ()|

1
k>1 0
1
< flao) (h(ao) = 1+ Jaah(ao)? ) | (oo
Teniendo en cuenta la definicién de g se sigue [II;]:
I F (x| < flao)g(ao) [ ToF (zo)]l-
Como consecuencia obtenemos [II1;]:
I N @) T F ()| < f(ao)*g(ao)ao = ax,
v ILr(z1)]] < ai. Ahora, puesto que la sucesién {a,} es decreciente, a; < r

y H(Lp(z1)) existe. Ademés,

[H (Lp(21)) | = <> A} = h(a)

k>0

> ApLp(zy)

k>0

y se siguen [IV4] y [V1]:
g — 21| < | H (L (@) 11 F (1) < h(ay) || TV F (21)]]
|22 — 20|l < [Jw2 — 21| + ||z — 20| < h(ar)||[ T F (z1)]] + h(ao) [ ToF (x0)]|-
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Como h es una funcién creciente y la sucesién {a,} es decreciente, obtenemos
[Vl]:

|22 — @ol| < h(ao)(1 + f(ao)g(ao))l[LoF (zo)l|-
Ahora, suponemos que [I,,]-[V,] se cumplen y probamos que [L,,4+1]-[Vyt1]
son ciertas. Por hipdtesis, tenemos que xj41 € §2, j =1,...,n. Si

Tn+1

F(en) = ) = |

1
F'(2)da = / F (2 + t(@ns1 — 20))(@nir — 20)dt,
T 0
tomando normas, se sigue
I = Lo F'(wng )| < ([0 [MB(an) [T F(2n) || < anh(an) <1,

puesto que h es creciente y, por hipétesis, la sucesién {a,} es decreciente.
Entonces, por el lema de Banach, existe el operador I, 11 y se sigue [I,41]:

-1
51 ll = 11 B () ]| < H(FHF/(%HI)) ”HFn”
T _Ind
T 1= = LF (@)l T 1 anh(an)

= f(an)|Lnll-

Ahora, al igual que en el caso n = 1, para probar [II,,11], hacemos uso de la
descomposicién (3.36). Teniendo en cuenta la definicién de g y la hipétesis de
induccién, obtenemos [IL,,41]:

[ L1 F (@) || < flan) (h(an) -1+ an;h(an)2> (10 F ()|

= flan)g(an) || InF(zn)]]-

Por lo tanto,
It HE" (Zng ) 1 F(zng1) || < f(an)Zg(an)an = Gn+1,

¥ |ILp(@p41)|| < ang1 <7, por lo que H(Lp(2n41)) existe, con

| H(Lp(zn1))] < ZAkaﬁH = h(ant1)-
k>0

Ahora,

s — @asall < IH L (@)D @)l < hans) [ D Flaas)ll

Znt2 — zoll < |22 — Tpga |l + [ Tns1 — ol

< Mans 1) [ Do F(@n41)]] + h(ao) (Z (f(ao)g(ao))k> 7,

k=0
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y por hipotesis:
2 — woll < hlao) (f(a0)g(ao)™*" n+ h(ao) (Z (f(ao)g(ao))k> n

k=0

n+1
= h(ao) <Z (f(GO)g(CL()))k) n.

k=0
Con lo que el teorema queda demostrado. m

Previo al estudio de la convergencia de la sucesiéon {z,}, que define la
familia de procesos iterativos (1.3), damos unos resultados técnicos que pro-
porcionan propiedades de las funciones y de la sucesién real dadas en (3.33)
y (3.34) respectivamente.

3.5.2. Convergencia semilocal y R-orden de convergencia

En este parrafo, establecemos la convergencia de la sucesién {z, }, dada en
(1.3), apoyandonos en propiedades de las funciones y de la sucesién auxiliar
{an} que damos a continuacién.

Lema 3.5.2 Sean h, [ y g las funciones reales dadas en (3.33). Entonces,
se tiene que g(t) es creciente para t > 0. Ademds, si agh(ag) < 1, f(t) es
creciente y f(t) > 1 para t € (0,a9).

Demostracion. La demostracién es inmediata a partir de las definiciones de
las funciones h, fy g. =

Lema 3.5.3 Sean h, f y g las funciones reales dadas en (3.33). Entonces, si
aoh(ag) < 1y f(ao)?g(ag) < 1, la sucesion {a,} dada en (3.84) es decreciente.
Ademds, f(ag)g(ag) < 1.

Demostracion. Probamos el resultado mediante un proceso inductivo. Por
hipétesis, a1 = f(ao)?g(ao)ap < ap. Ademds, teniendo en cuenta que f(ag) >
1, se sigue que f(ag)g(ap) < 1. Suponemos que a; < ar_1 para todo k < n.
Entonces,

a1 < Qp & f(an)zg(an) <1,

desigualdad cierta puesto que f(a,)?g(a,) < f(aog)?g(ag) < 1. Por tanto, la

sucesién {a,} es decreciente. ®

Lema 3.5.4 Sea v = @, En las hipdtesis del lema 3.5.3 se cumple lo si-
ao

guiente:

(i) v = f(ao0)?g(ao) € (0,1),
(1) f(yt) < f(t), g(vt) <vg(t), ¥t >0y ¥y € (0,1).
(441) any1 < v a, < 'yznﬂ_lao, Vn >1,
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Vn > 1.

(iv) flant1)g(ans1) < WTLHA, donde A = )

i1) son inmediatas a partir de
141) empleamos induccién. Por

Demostracion. Las demostraciones de (i) y
las definiciones de v, f y g. Para demostrar
hipétesis, a; = yag < ag. Sin =1,

az = ay f(a1)?g(a1) < v*aof(a0)?g(ao) = v?as.

Suponemos cierto para n 4+ 1 y probamos para n + 2. Como vimos en el lema
3.5.2 las funciones f y g son crecientes. Entonces, a partir de esta propiedad
y de la hipétesis de induccién, se sigue (ii7). En efecto,

n n 2 n
Gtz = @i f (@ns1)2g(ans1) <72 anf (4" an) 904" an)

n n n+1
< 72 anf(an)2’72 g(an) = 72 An+1-
Ahora, es facil ver que
n+1 n+1 n n+2
Anio <2 ani1 <2 A an < ... <~y? "lag.

Para concluir demostramos (iv). Teniendo en cuenta las desigualdades obte-
nidas en (i),

ntl_ n4l_
flant1)g(antr) < f (72 1a0) g (72 a0

2n+1 o
n+1 __ n
< flao)g(ao)y*  ~' = ?

oo
flao) ! B

1
f(ao)

A continuacién, como consecuencia de las propiedades de las funciones
y sucesién auxiliar, dadas en los lemas 3.5.2, 3.5.3 y 3.5.4, establecemos la
convergencia de la sucesién {z, }, dada en (1.3). Notemos que al exigir menos
condiciones al operador F”, el R-orden de convergencia que obtenemos es
menor, pudiendo sélo garantizar R-orden al menos dos, como probamos en el
siguiente resultado.

donde A =

ces diferenciable Fréchet satisfaciendo (C1)—(C3). Asumimos que ag < T,

aoh(ag) < 1 y f(ap)?g(ag) < 1. Si B(xg, R) C 2, donde R = %,
entonces la familia de procesos iterativos (1.8), comenzando en xg, converge
a una solucion x* de la ecuacion (3.1) con R-orden de convergencia al menos
dos. En este caso, la solucion x* y las iteraciones x,, pertenecen a B(xg, R) y
x* es unica en B(xg, MLE—R). Ademds, se obtienen las siguientes estimaciones

a priori del error

Teorema 3.5.5 Sea ' : 2 C X — Y wun operador no lineal dos wve-

,72"—1An

* 2" —1
[z — an| < h(y ao) mn
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Demostracion. Por hipdtesis del teorema es claro que xzg € {2 y, teniendo en
cuenta (C1)-(C3), se sigue que 1 € B(xo, R) C 2. Ademds, aplicando un
proceso inductivo y el lema 3.5.1 obtenemos que z,, € B(zo, R) C {2, para
toda n € N. Ahora, teniendo en cuenta las relaciones de recurrencia del lema
3.5.1,

k—1
loxsr = aull < Alan) ITeF (@)l < b (v a0) n T] £(a;)g(a;0))
j=0

<h (’yzkflao) n ’y2k’1Ak.

Para establecer la convergencia de la sucesién {z,} dada por la familia de
procesos iterativos (1.3) probamos que es una sucesién de Cauchy. Para ello,
consideramos n, m € N, entonces

n+m-—1 n+m—1

[nim =l < D0 N —axll < > A (7% o) n 4t A"
k=n k=n
m—1
<h (72"—1%) n 42 —1An (Z 72”[2k_1]Ak>_
k=0

Ahora, sin més que aplicar la desigualdad de Bernoulli, (1+z)* > 1+ kz, con
x =1, tenemos 2¥ — 1 > k y por tanto

m—1
[Zntm — @nll < b (¥?" "Lag) n 42" ~tA" (Z (VQ"A)'C>

k=0
1 _ (,721'LA)7?’7.
1—72"A 7

(3.37)
= h (12" "lag) n 4 "1 A"

para todo n,m € N, por lo que concluimos que la sucesién {z,} es de Cauchy.
Tomando n = 0 en (3.37), se sigue que z,, € B(xg, R), para todo m € N:

1— (vA)"
o — a0 < h(a) =0 < R

1—~A
Ademas, {x,} converge a la solucién z* = lim x,, de (3.1). Tomando n = 0
en (3.37) y m — oo,
1
|lz* — zo|| < h(ap) —————n=R.

1— f(ao)g(ao)

y * € B(zg,R). Por otra parte, notemos que la sucesién {||F'(z,)||} es
acotada, puesto que

1E (@)l < [ E"(2n) = F' (o) || + | (zo) || < [[F"(2)[[lzn — @oll + 1 (o)

< Mh(ap) (Z_j (f(ao)g(ao))k> 0+ I (o).
k=0
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Entonces, como ||F(z,)|| < |F' (o) || TnF (zn)]l, y Um ||, F(x,)|| = 0, se
sigue que lim ||F(z,)|| = 0. Por tanto, por la continuidad del operador F'

obtenemos que F'(z*) =0y «* es una solucién de la ecuacién (3.1). Por otra
parte, si m — oo en (3.37) obtenemos:

2" —1 An
7L_ ’y A 2”L R

¥ — x| < h(v? ~la — < —,
[ nll <h(y 0)771_72% 7
con lo que queda demostrado que la familia de procesos iterativos tiene R-
orden de convergencia al menos dos.

Para probar la unicidad, se procede de igual modo que en la demostracion
del teorema 3.4.5. =

Como hemos visto en las aplicaciones a algunas ecuaciones integrales, el
hecho de que el operador " esté acotado en un subconjunto {2 abierto, conve-
x0 y no vacio del espacio de Banach X considerado sigue siendo una condicién
que no se satisface generalmente. Esto conlleva el que se deba prelocalizar una
solucién de la ecuacién F(z) = 0 en una regién apropiada, donde el operador
F" esté acotado, para poder as{ establecer los dominios de existencia y unici-
dad de soluciones. En el siguiente capitulo, evitamos esta situacién suavizando
(C3) y exigiendo que F” esté sélamente acotado en la aproximacién inicial.






4

Otras modificaciones de las condiciones de
Kantorovich

4.1. Introduccién

En este capitulo analizamos la convergencia semilocal de la familia (1.3)
para el caso en el que el operador F” no esté acotado en {2 considerando
modificaciones de las condiciones de Kantorovich para el operador F”. Ob-
tenemos resultados de convergencia semilocal para la familia de procesos ite-
rativos (1.3) en condiciones suaves para el operador F”. Hasta ahora hemos
visto que la familia de procesos iterativos (1.3) proporciona una sucesién {z, }
que converge, bajo ciertas modificaciones de las condiciones de Kantorovich
(C1)—(C4), a una solucién z* de la ecuacién

F(z) =0, (4.1)

siendo F' un operador no lineal definido entre dos espacios de Banach X e Y,
F:2CX —Y,y {2 un subconjunto abierto, convexo y no vacio de X.

En particular, la condicién (C3) exige que el operador F” esté acotado en
el dominio £2, donde la solucién z* existe, es decir: || F”(x)|| < M, Vz € £2. Sin
embargo, existen muchas situaciones donde el operador F”' no estd acotado o
esta condicién es dificil de comprobar, como por ejemplo en algunos problemas
donde aparecen ecuaciones integrales no lineales. En estos problemas, como
ya se ha dicho antes, hay que localizar la solucién previamente en un conjunto
apropiado {2 donde el operador F” esté acotado. Se puede evitar esta situacién
suavizando las condiciones de Kantorovich y exigiendo que el operador F”
esté sélamente acotado en la aproximacién inicial, es decir, |[F"(zo)| < a,
siendo o una constante real positiva (condicién (S3)).

En primer lugar, realizamos un analisis de la convergencia semilocal para
la familia de procesos iterativos (1.3) mediante la técnica de las sucesiones
mayorizantes asumiendo que el operador F' satisface las condiciones (C1),
(C2), (S3) y (C4). En un estudio posterior, suavizamos la condicién (C4)
para el operador F", exigiendo (W4).
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Nota 4.1. Notemos que la modificacién de (C4) por una condicién Holder
para F” ya estd estudiada mediante la técnica de sucesiones mayorizantes en
la seccion 3.2 del capitulo 3. En ese estudio, como se observa en la nota 3.1, la
condicién (C3) puede ser reemplazada por una condicién més suave (S3); sin
embargo, como consecuencia de la descomposicén que se toma para el operador
F, es necesario exigir la condicién (M6) para el operador F'”’. En el anélisis de
la convergencia semilocal que realizamos a continuacion evitamos mediante la
técnica de las relaciones de recurrencia tener que imponer condiciones a F'",
situacién no deseable, y ademds generalizamos la modificacién al estudiar la
convergencia bajo la condicién (W4) para el operador F”.

4.2. Sucesiones mayorizantes para condiciones Lipschitz

Consideramos el problema de aproximar una solucién de la ecuacién (4.1)
aplicando un proceso iterativo de la familia (1.3). Analizamos y probamos un
resultado de convergencia semilocal para la familia de procesos iterativos (1.3)
mediante la técnica de sucesiones mayorizantes, bajo las siguientes hipdtesis.
Suponemos que F' : 2 C X — Y es un operador dos veces diferenciable
Fréchet en un abierto, convexo y no vacio {2 C X satisfaciendo las condiciones:

(C1) Existe un punto zo € 2 donde el operador I'y = [F'(z0)] " € L(Y, X)
estd definido y || Io]] < 5,

(C2) [[IoF (xo)l| <,

(S3) [|[F"(zo)] < a,

(C4) [F"(z) = F"(y)l < Klz =y, 2yeR, K>0.

Para ello, damos en primer lugar un resultado general de convergencia
similar al teorema 2.2.3 del capitulo 2, que establece condiciones suficientes
de convergencia, en términos de una funcién mayorizante p(t) arbitraria, para
la sucesién {z,}, dada en (1.3), y proporciona los dominios de existencia y
unicidad de solucién para la ecuacién (4.1). En lo que sigue denotamos por r
el radio de convergencia de la serie

1
ZAktk, donde Ag=1, A; = 3 (4.2)
k>0

Teorema 4.2.1 Sea zg € 2 un punto en el que existe Iy = F'(x9) ™! y sea

to € [a,b] de tal forma que p(ty) > 0, donde p es una funcion real, decreciene
y conveza en [a,b], tal que p(a) > 0 > p(b). Ademds p'(t) # 0 y p"”'(t) > 0
en el intervalo [a,s], con s la dnica solucidn simple de p(t) = 0 en [a,b], y
|L,(t)| <7 en [a,s]. Entonces, si se cumplen las siguientes condiciones:

—1
P'(to)’

—p(to)
(1) | ToF ()| < p’(too) ,

(D) o]l <
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() || E" (o) || < p"(t0),
(IV) [|[F"(z) = F"(y)|l < [p"(u) = p"(v)| con z,y € 2, u,v € [a,s],

y B(xo,s —tg) C 2, la sucesion dada en (1.3) estd bien definida y converge a
una solucion x* de la ecuacidn (4.1), siendo x* la dnica solucion de (4.1) en
B(xg,s —to). Ademds, se tiene que

|lz* —zp|| <s—t, para n>0.

Demostracion. Sin més que seguir la demostracion del teorema 2.2.3, las con-
diciones (I) y (II) se satisfacen al cambiar xy por xj. Tan s6lo queda comprobar
que la condicién (III) se cumple, para todo k € N, es decir, ||F” (zx)]| < p”(tk)-

Teniendo en cuenta que la sucesién {t,} dada en (2.2) mayoriza a la su-
cesién (1.3), se tiene que

||£L’k—1‘0||§tk—t0§8—t07 Vk € N.

Ahora bien, como por hipétesis, la funcién p es convexa y p”’ es creciente en
[to, 5], se sigue que

IE" (zi) || < [|1F" (k) = F" (zo) |+ | F" (o) || < p"(tx)—p" (to)+p" (to) = p" (tk),
para todo k € N, y el resultado queda demostrado. ®

En vista de las nuevas condiciones (C1), (C2), (S3) y (C4) que debe
satisfacer el operador F, al igual que en el capitulo 2, nos planteamos tomar
como funcién mayorizante un polinomio de grado tres con coeficiente director
positivo

p(t)=At* + B2 +Ct+D, A>0,

a la que aplicaremos el proceso iterativo (2.2) y exigiremos que cumpla las
condiciones del teorema 4.2.1.

Notemos que podemos tomar como punto de salida tg = 0 en la sucesion
{tn} (en otro caso se puede hacer una traslacién).

-1
Teniendo en cuenta (C1) se tiene que W > B, con 8 > 0, de donde se
p
. -1 —p(0)
sigue que ? = C. Por (C2), 0) > n > 0, luego podemos tomar como
p

término independiente del polinomio D = % Ademds, como p”(0) = 2B,

teniendo en cuenta (S3) basta tomar a = 2B, con o > 0. Mds ain, esta
funciéon cumple la condicién de Lipschitz para el operador derivada segunda,
por lo tanto, se cumple que

Ip"(u) — p"(v)| = 6A|u—v| con u,v € [a,s].

Como A > 0, por (C4), se sigue que 64 = K. Como consecuencia de todo
ello, tomamos como funciéon mayorizante:
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p(t) = %tf’ + %tQ — %t T % con K, a, 3,1 > 0. (4.3)
A continuacién, demostramos que esta funcién p(t) cumple todas las hipStesis
del teorema 4.2.1. Para ello, tomaremos el intervalo [tg,b] como [0, s], donde
s es la menor raiz positiva de p(t), y vamos a ver que esta funcién tiene una
raiz negativa y dos positivas s y s*, de tal forma que s < ¢ < s*, lo que es
equivalente a decir que

<4K+a2ﬁ—aﬁ\/a2+2K/ﬁ (4.4)
T 3BK(a+ /a2 +2K/G) '

siendo ¢ el minimo de p(t) en el intervalo [0, s].

Como p(0) = T 0, para demostrar que p(t) tiene una raiz positiva, basta

B

ver que p(t) es estrictamente decreciente en [0,%] y que p(#) < 0. Como

K 1
p(t) =t +at — -,

2 B
—a—\Ja?12KJB — 7oK
sesiguep'(t)<0en[ a i{+ /6, ot i(—'_ /B .

Ahora, sustituyendo en la expresién dada para p(t), se sigue que

(tA)_E —a+y/a?+ 2K/ i 2
P =" K Bla+ \/a? +2K/3)

+g —a++a?2+2K/p 2
2 K Bla+ a2 +2K/3)
2

_ L0
B2+ /a2 +2K/B) B

1 4 o? ay/a?2+2K
PV LYI

3B(a+ /a2 +2K/3) | B K K B’
y por hipétesis se sigue que p(f) < 0. Ademds, la igualdad p(f) = 0 es cierta
siy sélo si s = s*. Esto es debido a que en este caso la cadena de desigualdades

s <t < s* se convierte en una cadena de igualdades s =t = s*.

Nota 4.2. Al igual que Yamamoto en [154], en el caso en que p(t) se tome
normalizado, es decir,

K «
t)=—t3+ =
p(t) = o t° + 5

el hecho de que el polinomio p(t) posea una raiz negativa y dos positivas s y
s* se reduce a la siguiente condicién:

< 4K + o? — ava? + 2K
T 3K(a++Va?+2K)

t>—t+mn, con K,a,n>0,
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Notemos que las condiciones (C1), (C2), (S3) y (C4) para el operador F
se satisfacen para la funcién mayorizante (4.3). Por lo tanto, a partir del teore-
ma 4.2.1 obtenemos el siguiente resultado principal de convergencia semilocal
para la familia de procesos iterativos (1.3).

Teorema 4.2.2 Sea F : 2 C X — Y un operador no lineal, dos veces
diferenciable Fréchet en un abierto, convexo y no vacio 2 C X, satisfaciendo

(C1), (C2), (S3) y (C4). Si se cumple la condicion (4.4) y B(xo,s) C £2,
entonces la sucesion {x,} dada en (1.8), comenzando en xq, converge a una
solucion de la ecuacion (4.1). En este caso, la solucidn x* y las iteraciones
x, pertenecen a B(xg,s) y x* es unica en B(xg,s). Ademds, se tiene que

l2* —zp]| <s—t, para n>0. m

Nota 4.3. Notemos que la condicién impuesta en el teorema 4.2.1, sobre el
grado de convexidad logaritmico de la funcién mayorizante, |L,(t)| < r, con
r el radio de convergencia de la serie (4.2), para el caso r < 1/2, puede ser
cambiada por esta otra Sna < r puesto que |L,(t)] < fna.

Nota 4.4. Empleando la técnica de Argyros y Chen ([16]), ampliamos el domi-
nio de unicidad de solucién dado en el teorema 4.2.2, obteniendo asi el dominio
B(xzg, s*) N §2. Para demostrar la unicidad en B(xg, s*) N {2, suponemos que
existe otra solucién y* de (4.1), con y* € B(xg,s*) N (2. De manera andloga
a la demostracion realizada en el capitulo 2, la unicidad de solucién se sigue,
por el lema de Banach, si y sélo si el operador

/01 F'(z* +t(y* —a%)) dt

1
es invertible, o equivalentemente si A = / ToF (a* + t(y* — x¥)) dt lo es.
0

Obsérvese que

1
7=l <0zl 1P o+ ey = 2%) = P

y

et
/ [F"(z) + F"(z0) — F"(x0)] de|
X

0

|F (@ + by — 2%)) = F'(zo)l| = |

1
< / [F" (o + 7(2" + t(y" — 27) — x0)) — F"(wo) | l2" + t(y" — ™) — w0 dr
0

1
+ [ 1F @l + " - a*) - o dr
0
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Como z* € B(zg,s) e y* € B(xg,s*) N 2 tenemos que ||z* — x| < sy
lly* — x| < s*. Por lo tanto,

K [t 2
7=l < 5 [ (1o = aollt =)+ ely” — zal])”

1
+0 [ (o = aall(1 =)+ ey = ol )
OK Ba

< 7( 2 + (S*)2 + SS*) + 7(3 + S*).
Definimos ahora el polinomio
(r) K2+(K +a> +K2+a 1
r)=—r —s+ = |r+—s"+—-5s——
1 6 6772 6> T2
K K 1
y observamos que ¢(s*) = (s + s*)<€s* + %) + gsz ~ 5 Utilizando a
continuacién las conocidas férmulas de Cardano, tenemos que
-K K -1
7((34»5*77“0):% y 6(58**7"0(S+8*)):F,

donde —rp, s y s* son las raices del polinomio (4.3). Entonces, vemos que

-K 1
q(s*) = c (ss* —ro(s+s*)) — 3 = 0, y por lo tanto, ||I — A|| < 1. Luego

existe el operador A~! y la unicidad de solucién en B(xg,s*) N 2 queda
demostrada. m

Como ||z* — x| < s — t,, podemos encontrar estimaciones a posteriori
del error para la sucesién {z,}, dada en (1.3), en términos de la sucesién real
{tn}, definida en (2.2), que se obtiene a partir de un polinomio de grado tres
(4.3). Para dar estimaciones del error utilizamos un procedimiento dado por
Ostrowski ([117]) y empleado por Gutiérrez y Herndndez ([71]) que permite
acotar el error en funcién de las raices del polinomio (4.3) al aplicar la familia
de procesos iterativos (1.3).

Teorema 4.2.3 FEn las condiciones de teorema 4.2.1, se tienen las siguien-
tes cotas de error para la familia de métodos iterativos (1.3) aplicada al poli-

nomio (4.3):
(i) Sis<s*, seaAzSi*\/gy

2(rg + 8)% + 2(s* — 5)% = 3(ro + 5)(s* — 8) — 4(ro + 25 — 5)2 Ay
(ro + )2 '

¢ =

FEntonces
A3"

—t,
\/a)*Ad"
cuando A <1y ¢ > 0.

s (s*—s), n>0,
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1 A
(ii)Sis:s*,seap:§ 3— Qk—i

k>2

. Entonces

s—t, =pts, n=>0.

Demostracion. Escribimos el polinomio (4.3) con K > 0 de la forma p(t) =
K(s=t)(s* —t)(ro + t) y denotamos a,, = s —t,, y b, = s* —t,,, para todo

n > 0. Entonces, en el caso en que s < s*, definimos

bn>3 bosr  s— Plty) (s* —t,)3

Qn

Q) = (

i1 8 — Pty) (s —t,)3"’

con P(t,), definida en (2.2), es la funcién de iteracién que define la sucesién
real {t,}. Sin mds que operar, se ve que

, _ * 217
}gr;Q(t)—(s S) }Eg (S—t)?’ -

Sit — s, cuando n — oo, se sigue que

An+1 ~ ¢ (a”>3 LR i (i\/&)‘gn’

bn+1 bn

y por lo tanto

ASn-f—l
§—tpt1 & W(s* —s), n>0.
Por otra parte, si s* = s, entonces a,, = b,, y definimos
a s— P(t
R(tn) B ( TL)
Qn, s—tn

Procediendo andlogamente, para t — s, se sigue que

, Y S*P(t)il Ak
fim R(t) = lm 23 = 3 3*,;27—2 <L

puesto que {Ax} es considerada como sucesién decreciente con Ay < %, para
todo k > 2. Por tanto, si t — s, cuando n — o0, se sigue que

n+1
1 A
S—thy1 RS 3 3—22]672 , n>0. =
E>2




144 4 Otras modificaciones de las condiciones de Kantorovich

4.3. Relaciones de recurrencia para condiciones
w—condicionadas

En esta seccién presentamos un estudio de la convergencia semilocal para
la familia de procesos iterativos (1.3) usando la técnica de las relaciones de
recurrencia. Seguimos considerando el problema de aproximar una solucién de
la ecuacién (4.1) aplicando un proceso iterativo de la familia (1.3). Suponemos
que el operador F' : 2 C X — Y es dos veces diferenciable Fréchet en un
abierto, convexo y no vacio {2 C X, y que satisface las condiciones de tipo
Kantorovich (C1), (C2) y (S3) maés las condiciones siguientes:

(S4) [|[F"(z) — F"()|| < w(||lz — yl]),YVz,y € 2, donde w : R — R es
continua, creciente y tal que w(0) = 0,
(S5) Existe una funcién ¢ € C([0,1]), con ¢(t) < 1, tal que w(rz) <
o(T)w(z), para T € [0,1] y 2 € RT.
1
Denotamos A = / T)dTy B = / o(T)(1 = 7)dr.

Notemos que la condicién (S4) generaliza trivialmente las condiciones
Lipschitz y Holder continuas para F” sin mds que tomar w(z) = Kz o
w(z) = KzP respectivamente. Adem4s, la condicién (S5) no es restrictiva
ya que siempre podemos considerar p(t) = 1, como consecuencia de que la
funcién w es una funcién creciente.

4.3.1. Construccion de las relaciones de recurrencia
Obsérvese que a partir de las condiciones iniciales deducimos
ILF (o) || < [[Toll1F" (o) [[[[ ToF (20)]] < afn.

Denotando por ag = afin, si ag < r, con r el radio de convergencia de la serie
(4.2), z1 estd bien definido, puesto que H (Lp(z¢)) existe y

HH(LF($())) | < Z HAkLF(CEo)kH < Z Akag.

k>0 k>0
Luego,
2y = ol < [1H (Li(z0)) I T0F (o)l < | Y Ara | IToF (zo)]-
k>0
A lo largo de toda la seccién, denotaremos ademas
bo = Bw(h(ao)n)n, co = f(ao,bo)g(ao, bo)-

donde consideramos las siguientes funciones reales auxiliares h, f y ¢:
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1
1— h(t) (t + Au)

h(t) =Y Apth  f(tu) =

k>0

ot = hio) (1+060) (54 ) ) - 1. (1.5

A partir de los pardmetros ag, by, ¢y construimos las siguientes sucesiones

reales
Ap+1 = (a'n + bn)cnf(ana bn)a n Z 07

bpt1 = bnenp(cn) f(an,by) n >0, (4.6)
Cn41 = f(anJrla bn+1)g(an+17 bn+1)7 n 2 0.

A continuacién establecemos las siguientes relaciones de recurrencia que
permitirdn demostrar la convergencia de la familia de procesos iterativos (1.3).

Lema 4.3.1 Supongamos que x, € 2, n € N. Si ag < r, con r el radio de
convergencia de la serie (4.2), h(ao)(ao + Aby) < 1 y las sucesiones auxilia-
res reales {an}, {bn} y {cn}, dadas en (4.6), son decrecientes, entonces se
cumplen las siguientes relaciones de recurrencia:

[L.] Existe Ty = [F'(z,)] ™" y |1 Tull < f(an—1,0n-1)[[Tn-al,
] N F (2n) || < cna [ D1 F(@n—1)|| < G| T0F (o)l
ML ] [ Dal[l[F” () [ Tn F(2n) | < an y existe H(Lp(xn)),

[IVo] [|2ns1 — znll < Man) [T F ()],

[V #nt1 = 2ol < h(ao) (Z C’S) 1 ToF (o),
k=0

(VI ] | Tllw ([2na = 2all) 1 F(20)]] < n.

Demostracion. Demostramos el resultado mediante un proceso inductivo para
n. En primer lugar, probamos que las condiciones [I;]-[VI;] son ciertas.

Primero, veamos que existe el operador inverso de F’'(z1) y es acotado.
Puesto que

Fi(z1) — F'(z0) = /0 (F" (20 + t(z1 — 20)) — F"(x0)) (w1 — wo)dt
+ o F”(ZEQ)(JL‘l — CC())dt,

tomando normas, se sigue que
1F" (21)—F' (20) ]| < (Aw([lz1 — oll) + @) |1 20| < h(ao) (Aw(h(ao)n) + o) 7.

Ahora,
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I = LoF" ()| < ITOllILE" (01) — F* (o) | < hlao)(ao + Abo) < 1.
Por el lema de Banach, I existe y [I;] se sigue

[ To]|
11 = ToF" (1)

11|

|7 P (o) Toll < || (PP () ™I oll < 5=

1ol
- 1- h(ao)(ao + Abo)

= f(ao, bo)||Io]|-

Por la férmula de Taylor para x,41 € {2, tenemos:

Flnan) = F(rn) + F (@) (@nsn — ) + 5 F(00) s — 70)?
—_— (4.7)
[ @) - P @) s —a) da,

n

Por otra parte,

F'(wn)(@ns1 — 2n) = —F'(zn) | TnF(zn) + [ > AxLp(zn)* | ToF(2n)
E>1

= —F(x,) — F" () (FnF(xn) ZAkLF(xn)’“l) [ F(zy).

k>1
Entonces, haciendo el cambio © = x,, + (2411 — Zp) en (4.7), obtenemos

F(rpi1)

= F"(x,) (FnF(xn) (Z AkLF(xn)kl) I F(x,)+ %($n+1 - xn)z)

k>1

+/ (Fl/(xn +tH(Tnt1 — Tn)) — F/l(xn)) (Tnt1 — xn)Z(l — ) dt.
0

(4.8)
Ahora, teniendo en cuenta la descomposicién (4.8) y tomando normas, obte-
nemos

[T F (z1)]| < f(ao, bo) (Oéﬁﬁ (Z Aka§_1> + aﬁn%h(ao)Q

k>1

+B/O w(h(ao)n)h(ao) ne(t)(1 —t) dt) [ T0F (o)

< flag, bo) (h(ao) — 1+ h(ag)? (;ao + Bbo)) [ Lo F (o)l
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y por la definicién de g se sigue [II;]:
[T F (1) < f(ao)g(ao, bo) [ToF (z0)|| = coll LoF (zo)]|-
Por otra parte,

IF" ()]l < 1F" (21) = F" (o) || + [ F" (o)l < w(h(ao)n) + e,

y obtenemos [III;]:

[ [ E (@) [T F ()| < fao, bo) (Bw(h(ao)n)n + Ban) co
< f(ao, bo) (bo + ag) co = ay.

Como consecuencia se sigue que || Lp(z1)]| < a1 y, puesto que la sucesién {a,, }
es decreciente, ay < ry H(Lp(xl)) existe. Ademas,

1H (Le(z0))ll = || ArLr ()"

k>0

S Z Aka’f = h(al)

k>0

luego, se sigue [IVy] y [V1]:
2o — 1| < [[H (Lr (1)) [T F (1) < h(ar) [T (z)]
|22 = zo| < [lz2 — 21| + [lz1 — 2ol < h(ar) |11 F (21)]| + h(ao) [T F (o) |-

Como h es una funcién creciente y la sucesion {a, } es decreciente, obtenemos
[Val:
l[2 = wol| < h(ao)(1 + co)[ToF (o) |-

Ahora, es facil ver [VI]:

1 |lw(llz2 — 21 [T F (21)]] < f (a0, bo)Bw(h(ag)con)con
< f(ao,bo)bocop(co) = b1.

Suponemos que [I,]-[VI,] se camplen y probamos que [I,,+1]-[VI,+1] son cier-
tas. Por hipétesis, zj41 € 2, j=1,...,n. Si

Tn+1
Filanin) — F'(n) = / F(2)da

n

1
= [ Pt tania = 20)) = (@) (i = )i

1
—|—/ F" () (xne1 — 0)dt,
0

tomando normas, se sigue
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1 = F'(xp+1)|| < (110l (Aw(|Zns1 — znll) + [F"(@0)]) 12011 — 24|
< h(ay) (Ab, +a,) <1,

puesto que h es creciente y por hip6tesis las sucesiones {a, } y {b,} son decre-
cientes. Entonces, por el lema de Banach, existe el operador I, y se sigue

[In+1}:
| Fngrll = D1 FY () D || < ||(FnF/(mn-&-l))71H||Fn||

1Ll g I
T 1= | = TWF (zng)|| — 1= h(an) (Aby + ayn)

= f(an, bu)|| -

Ahora, al igual que en el caso n = 1, para probar [II,,11], hacemos uso de la
descomposicion obtenida para el operador F' a partir de la férmula de Taylor
(4.8). Sin m&s que tomar normas, obtenemos

[E(@n )|

< [F () (IFnF(ﬂcn)l2 (Z AkIILF(l‘n)II’“_1> + %Hanrl - wn2>

k>1
1

+ / o(tlnsr — Tl Tnsr — 21— 1) dt.
0

Teniendo en cuenta la definicién de g y la hipdtesis de induccion, se sigue
(n4a]:

|51 F (1) ]

1

< f(an,bn) (h(an) -1+ anih(an)Q + anh(an)2> |10 F ()|
= f(an,bn)g(an, bn) || LnF (zn)|| = cn | LnF (z0)].

Por otra parte,

IF" (@ns) | < (1P (@) =F" (@) [+ F" (@) l| € w(l|@nra—2al)+HIF" (@),

y [[II,,11] se sigue:

I [1E (@) [ D F () |
< fan; bo) [ Tnll (@(ll#n41 = 2nll) + [F7 (@) D 1 Tn F () en
§ f(ana bn) (bn + an) Cn = Ap41.
Por tanto, | Lp(zy41)|| < ant1 <7y H(Lp(zn41)) existe. Ademds,

||H(LF(xn+1))|| S ZAkaZ+1 = h(an+1).
k>0
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Ahora, es facil ver [IV,41] y [Vot1l:
[#n+2 = Zniall < NH (L (@ne ) Dn1 F(@ng1)[| < Alang) [ D1 F (@m0,

[Zn+2 — 2ol < |[Znt2 — Toy1ll + [T0t1 — 2ol

< Mans 1) [T F (@n41) || + h(ao) (Z%) [T F (o).

Como la sucesién {a,} es decreciente y la funcién h es creciente,

242 — 2ol < hlao)ey ™[ ToF (o)l + h(ao) (Z Co) [ToF (o)

n+1
= h(ao) <Z C§> [ Lo F (o).

k=0

Finalmente, a partir de las relaciones de recurrencia que acabamos de demos-
trar, obtenemos [VI,41]:

||Fn+1||w<||xn+2 - anrlH)HFnJrlF(anrl)H < bnr.

Y el teorema queda demostrado. m

4.3.2. Convergencia semilocal

Antes de analizar la convergencia de la sucesién {z,}, dada en (1.3), da-
mos unos resultados técnicos que proporcionan propiedades de las funciones
y sucesiones reales dadas en (4.5) y (4.6) respectivamente. A partir de estas
propiedades probaremos la convergencia de la sucesién {z,,}.

Lema 4.3.2 Sean h, [ y g las funciones reales dadas en (4.5).

(i) Si h(ag)(ag + Abg) < 1, f(t,u) es creciente y f(t,u) > 1 para t € (0,aq)
yu € (0,bg).

(i1) Fijado t, g(t,u) es creciente como funcion de u. Ademds, fijado u, g(t,u)
es creciente como funcién de t, ¥Vt € RT.

Demostracion. La demostracion es inmediata a partir de las definiciones de
las funciones h, fy g. =

Lema 4.3.3 Sean h, f y g las funciones reales dadas en (4.5). Entonces, si
h{ao)(ap + Abg) < 1 y (ag + bo)cof(an, bo) < ao, las sucesiones {a,}, {bn} v
{cn}, dadas en (4.6), son decrecientes. Ademds, ¢y < 1.
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Demostracion. Probamos que la sucesiones {a,}, {bn} ¥ {cn} son monétonas
decrecientes mediante un proceso inductivo. En primer lugar, b; < by si y
s6lo si cop(co) f(ap, bo) < 1. Por hipétesis, a1 = (ap + bo)co f (ao, bo) < ag, se
sigue entonces que ¢ f(ag, bp) < 1, puesto que by > 0, y teniendo en cuenta
que f(ag,bo) > 1, se tiene que ¢g < 1y by < bg. Luego por el lema 4.3.2,
obtenemos también que ¢y < ¢g.

Suponemos que ap < agp_1, by < bp_1 y cx < cp—1 para todo k < n.
Entonces, como ¢(c,) < 1,

b1 <bn < cpolen)flan,by) <1l & cpf(an,by) <1,

es cierto puesto que, ¢, f(an,bn) < cof(ap,bo) < 1y, por tanto, la sucesién
{bn} es decreciente. Teniendo en cuenta la hipétesis de induccién y el lema
4.3.2, se ve que {a,} v {c,} también lo son. m

Estas propiedades de las funciones y de sucesiones auxiliares obtenidas en
los lemas anteriores 4.3.2 y 4.3.3, permiten establecer el siguiente resultado
de convergencia para la sucesién {z, }, dada en (1.3).

Teorema 4.3.4 Sea F : 2 C X — Y un operador no lineal dos veces
diferenciable Fréchet satisfaciendo (C1), (C2), (83)-(S5). Asumimos que
ap < r, conr el radio de convergencia de la serie (4.2), h(ag)(ag + Abg) < 1
y (ao + bo)co f(ag, bo) < ag. Si B(xg, R) C 2, donde R = hl(fi(;)on, entonces la
familia de procesos iterativos (1.3), comenzando en xq, converge a una solu-
cion x* de la ecuacion (4.1). En este caso, la solucion x* y las iteraciones x,
pertenecen a B(xo, R).

Demostracion. Por las hipotesis del teorema, es evidente que xg € {2 y por
las condiciones (C1), (C2), (S3)—(S5), es claro que z1 € B(zg,R) C (2.
Ademés, aplicando un proceso inductivo y el lema 4.3.1 se sigue que x, €
B(zo, R) C {2, para toda n € N.

Por otra parte, teniendo en cuenta las relaciones de recurrencia del lema
4.3.1, vamos a probar que la sucesién {z,} es de Cauchy. En efecto,

k1 = axll < hlar) | TeF (zx)]| < har)es | ToF (zo) |
ahora, considerando n,m € N

n+m—1 n+m—1
el 3 < (3 )
k=n

k=n

(4.9)

por lo que concluimos que la sucesién {x,} es de Cauchy. Ademds, {z,}
converge a la solucién z* = lim x,, de (4.1). En efecto, por una parte la

n—oo

sucesion {||F'(x,)||} es acotada, puesto que
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[E" ()| < [[F"(2n) = F'(zo) || + 1 F" (zo) | < [[F" (@) l2n — zoll + [[F” (o)

< Aw([lzn = ol l|zn — 2ol + allzn — ol + [ E” (z0) |
y, por otra parte, lim ||I3,F(z,)| = 0. Ahora bien, como
n—oo
IE (@)l = [1F (n) Do F ()| < (1F ()10 F (20) |

se sigue que lim ||F(z,)|| = 0y, por la continuidad del operador F, obte-
n—oo

nemos que F(z*) = 0 y * es una solucién de la ecuacién (4.1). Ademas, es
claro que z* € B(xg, R), sin més que tomar n =0 en (4.9) y m — oo

[l — o]l <

Terminamos dando un resultado que proporciona un dominio de unicidad
de soluciones para la ecuacién (4.1).

Teorema 4.3.5 En las condiciones del teorema 4.3.4, suponemos que existe
una raiz positiva R de la ecuacion

R
RﬂAR/R wu)u du+ %O‘(}HE) —1=0. (4.10)

Entonces, la solucion x* de (4.1) es unica en B(xg, R) N (2.

Demostracion. Suponemos que existe y* € B(zg, R) N2, solucién de la ecua-
cién (4.1), distinta de z*. Entonces,

1
0=1Iy(Fy*)— F(z*)) = /0 Lo F' (2" + t(y" — z%)) dt (y* —2*).

1
Si existe L™!, donde L = / IZF' (z* + t(y* — x*)) dt, entonces z* = y*.
0
Como

1
17— L] <l T | /0 1F (" + ty" — 2*)) — F'(xo)|| dt,
y

2 4l %)
Fl(z* +t(y" —2%)) — F'(x) = / [F"(z) + F" (o) = F"(w0)] da,

Zo

tomando normas, se sigue

HF'(w* +t(y* — w*)) - F’(mO)H

< / (wiTllz® +t(y" —2")]) + o) ([[27 = zo|(1 = 1) + tlly”™ — xol|) dr
0
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Como y* € B(zg, R)N 2y x* € B(zg, R) N {2, obtenemos que || y* —z¢ ||[< R
y || #* — 2o ||< R. Por tanto,

1
1=l <A [ wllle” + 4" = %) = zolDlla” + by = 2°) — o]
0

1
Hh/Hf+ﬂf—ﬁ%%ﬂﬁ
0

pa_ % o, =

Por el lema de Banach, existe L™! si Ejumple (4.10). Con lo que queda
probada la unicidad de solucién en B(xg, R) N {2. =

4.4. Aplicaciones

4.4.1. Ecuaciones integrales de tipo Fredholm

En esta seccion, basandonos en la técnica de funciones mayorizantes y
usando el resultado dado en el teorema 4.2.2, obtenemos dominios de existen-
cia y unicidad de solucién para la ecuacién integral no lineal (2.27) de tipo
Fredholm y segunda clase ([40]) considerada en el capitulo 2. Recordamos a
continuacién esta ecuacion integral no lineal:

1
x(s) = f(s) + )\/0 k(s,t)x(t)"dt, neN (4.11)

donde A es un numero real, x(s,t) es una funcién continua en dos variables,
con s,t € [0,1], f(s) es una funcién conocida y continua en [0, 1].

Al igual que en el capitulo 2, el objetivo de este estudio es encontrar
una funcién z* € C([0,1]) que sea solucién de la ecuacién (4.11). Para ello,
consideramos el espacio C(]0, 1]) equipado con la norma del maximo, ||z||oo :=
méxyco,1) |2(t)], 2 € X. Notemos que el problema de encontrar una solucién de
la ecuacién (4.11) es equivalente al de encontrar una solucién de la ecuacién
F(z) =0, donde F : 2 C C([0,1]) — C([0,1]) viene dada de la siguiente

manera:

[F(2)](s) = z(s) — f(s) — )\/0 K(s,t)x(t)™ dt, s e€[0,1].

Sin pérdida de generalidad, tomamos n = 3 en (4.11). Elegimos como punto de
salida la funcién zo(s) = 1, f(s) = zo(s) y el nticleo degenerado «(s, t) = e5T¢.
Notemos que en este caso, al considerar el niicleo degenerado, podemos
obtener el operador (F'(z))~! y afinar més los parametros 3y 7.
Sea 6(s) € C([0,1]), de tal manera que
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[F'(2)y)(s) = 0(s) = y(s) — 3/\63/ e'z(t)*y(t) dt, s €[0,1],
0
entonces, F'(z)~1(0(s)) = y(s).

Denotando por J, = / etx(t)?y(t) dt, se tiene
0

e*2(5)%0(s) = e*x(s)*y(s) — 3xe**z(s)?J,

e integrando, obtenemos

1 1
/0 e*x(s)%0(s) ds = J, (1 — 3)\/0 e*x(s)? ds)

Por lo tanto, sin més que despejar J,, se sigue que el operador F'(z)~! viene
dado por la expresion:
rio =1 3Ae” ! s 2
F'(z)™(6(s)) = 0(s) + e’x(s)“0(s) ds, (4.12)
0

1
1- 3)\/ e*x(s)? ds
0

para toda 6(s) € C([0,1]). En particular, para zo(s) = 1, obtenemos a partir
de (4.12)

F'(x0)71(0(s)) = 0(s) + 23?\)(\221)/0 e®d(s) ds. (4.13)

Notemos que la segunda derivada del operador F' no esta acotada, puesto
que ||F"(x)|| < 6|\ A||x|, siendo
1
/ K(s,t) dt’ .
0

Por lo tanto, en las condiciones habituales de Kantorovich (C1)—(C4), no
se pueden obtener los dominios de existencia y unicidad de solucién para
la ecuacién (4.11). En esta situacién, es necesario localizar la solucién en
un conjunto apropiado {2 donde el operador F” esté acotado. A partir de
las nuevas condiciones de convergencia impuestas al operador en el teorema
4.2.2, evitamos la prelocalizacion de la solucién. Bajo estas condiciones para
el operador F', podemos dar dominios de existencia y unicidad de solucién de
la ecuacién (4.11).

A continuacién, trabajando con seis cifras significativas y considerando
A = 0.03, obtenemos a partir de (4.13) los siguientes valores de los pardmetros

Byn:

A = méx
s€(0,1]

1o < B8=159 y |[[oF(xo)|| <n=0.196666.
Ademas, ||F"(zo)]| < 0.840739 = «. Por otra parte, es ficil ver que
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[ (z) = F"(y)[| < 6 [A[Allz -y,

con A =e(e—1), y entonces K = 0.840739.
Consecuentemente, obtenemos que la funcién mayorizante (4.3) es:

p(t) = 0.12369 — 0.628931 ¢ + 0.42037 ¢ + 0.140123 £°. (4.14)

Este polinomio posee una raiz negativa ro = —4.13663 y dos positivas s =
0.237271 y s* = 0.899357. Entonces, se cumplen las condiciones del teorema
4.2.2 y la ecuacién (4.11) tiene una solucién z* € B(1,s), que es unica en
B(1,s*) N £2.

En la tabla 4.1 mostramos estimaciones a priori del error

la* — zn|| < s —tn, n >0,

para los métodos iterativos mas conocidos que contempla la familia de proce-
sos iterativos (1.3).

Chebyshev C-método (C = %) Super-Halley Halley
s—1t1 0.0147531 0.00795676 0.00553274 0.0108406
s—tz  0.0000108005 4.25233 1077 2.73179 1077 2.62565 10~°
s—ts 2.12811 1077 2.12811 1077 2.12811 1077 2.12811 10~ 7
Ostrowski Exponencial  Logaritmico

s—t1  0.00820207 0.00908772 0.0123306
s—ty 8412341077 1.2587107%  4.67097 10~
s—t3 2.12811 1077 2.12811 1077 2.12811 107~

Tabla 4.1. Estimaciones a priori del error ||z* — zy| < s —tn, n >0

Estas estimaciones del error pueden mejorarse puesto que conocemos las
tres raices del polinomio mayorizante (4.14). A partir del teorema 4.2.3, ob-
tenemos las siguientes cotas a posteriori del error para la familia de métodos
iterativos (1.3):

A3"
—t, N —
RV R

cuando A < 1y ¢ > 0, siendo

s (s*—=s), n=>0, (4.15)

2(ro + 8)% + 2(s* — 5)2 = 3(ro + 5)(s* — 8) — 4(rg + 25 — %)% Ay
(ro + s)?

o=

y A= i*\/a La condicién ¢ > 0 para el polinomio (4.14) se traduce en la
s

condiciéon As < 0.46898. Esto hace que sélo podamos dar estas estimaciones
del error para ciertos métodos de la familia (1.3), como se muestra en la tabla
4.2.
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Chebyshev Halley Ostrowski

s—t 0.0327533 0.0149005 0.00631375

s—tz  0.000178063 8.46182 10 2.87066 107
s—ts 3.30353 107 1.65664 107  2.77606 10~ 2°
s—ts 211124 1073%  1.2432 10~% 2.51057 10~°°
s—ts 5.51084 1072 5.25382 10732  1.85696 10~17°

Exponencial Logaritmico

s—t 0.00915169 0.0207486
s—ty  1.24588 107° 0.000030739
s—t3 3.27558 107 1.09627 10713
s—ts 5.95284 1073  4.97343 1073
s—ts 3.57298 107°7  4.64381 107 !1°

Tabla 4.2. Estimaciones a posteriori del error (4.15)

Por otra parte, si hacemos un estudio comparativo con el realizado me-
diante la técnica de las relaciones de recurrencia, se observa que para este
valor de A = 0.03 sdlo se satisfacen las condiciones del teorema 4.3.4 para los
métodos de Chebyshev, Halley, exponencial y logaritmico. A modo compara-
tivo con el estudio realizado mediante la técnica de sucesiones mayorizantes,
presentamos en la tabla 4.3 los dominios de existencia y unicidad de solucién
para los procesos iterativos que satisfacen las condiciones obtenidas a partir
de las relaciones de recurrencia.

Chebyshev Halley Exponencial Logaritmico

existencia  B(1,0.416987) B(1,0.462943) B(1,0.486724) B(1,0.444379)
unicidad ~ B(1,0.737427)  B(1,0.694072) B(1,0.671313) B(1,0.711685)

Tabla 4.3. Dominios de existencia y unicidad de solucién obtenidos mediante la
técnica de las relaciones de recurrencia

Obsérvese que mientras que la técnica de sucesiones mayorizantes propor-
ciona unos dominios de existencia y unicidad para todos los métodos iterativos
considerados de R-orden al menos tres, la técnica de las relaciones de recu-
rrencia sélo lo hace para alguno de ellos. Ademds, los dominios de existencia
y unicidad obtenidos mediante la técnica de sucesiones mayorizantes son me-
jores que los conseguidos con relaciones de recurrencia.

Para finalizar con este ejemplo, mostramos las tres primeras aproxima-
ciones x,,(s) a la solucién de la ecuacién (4.11) con ocho cifras significativas,
obtenidas mediante un proceso iterativo de la familia (1.3), el método de
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Chebyshev:
x1(s) = 14 0.076555926 e,

x2(s) = 14 0.077429251 e,
x3(s) = 14 0.077429253 e*.

4.4.2. Un problema de valores en la frontera

En el siguiente ejemplo mostramos, mediante un problema de valores en la
frontera ([54]), una situacién en la que el operador F' asociado a este problema
es un operador no acotado que satisface una condicién w-condicionada (S4)
para F”. Usamos el teorema 4.3.4 para obtener, desde la convergencia de
la familia de procesos iterativos (1.3), dominios de existencia y unicidad de
solucion.

Consideramos el problema de valores en la frontera:

d?x(t
dﬁg ) +2(t)*P + Xx(t)* =0, pe(0,1], NER,

z(0) =0; z(1) =0,

(4.16)

con x € C?([0,1]), t € [0, 1]. Para obtener la solucién numérica discretizamos.
Para ello, dividimos el intervalo [0, 1] en n subintervalos de longitud h = 1/n
y denotamos por {vy} los puntos de esta particién

D=y <vi<va<...<v, =1
Una aproximacion estandar para la derivada segunda viene dada por

Ti_q1 — 2x; + x;
" 7 7 41 .
x; = 02 s v =x(v), 1=1,2,...,n—1,

que llevada al problema de valores en la frontera lo transforma en un sistema
de ecuaciones no lineales con incégnitas x1,...,Tp_1.

Las condiciones en la frontera son remplazadas por g = 0 = x,, y defini-
mos el operador F : R*~! — R®~! dado por

F(z) = AT + 9(7),
donde

-21 0.0 J;f+p+)\x?

1 -2 1 . x5t 4 \ad

2+p 3
T2 + /\In—Q

0 .- 0 1 -2 a2th
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yZ = (x1...,2n,_1)" Notemos que resolver este sistema es equivalente a
encontrar una solucién de la ecuacién F(T) = 0.
Ademds, se tiene que F'(T) es un operador lineal que viene dado por

F'(@)(@) = A+ h*((2+ p)D14,(T) + 3\D2(7))u, YueR" 1,

donde denotamos por Dy(Z) la matriz diagonal que tiene por elementos las
componentes del vector (z¥,...,2%_|), vy F”(Z) es un operador bilineal defi-

nido por la matriz

(24 p)(1 + p)af + 6Az1)usvy

(24 p)(1 + p)ab + 6Az2)ugvy
F'(7)(@,7) = h . VT, 7€ R

S~ o~

(24+p)A+p)ab | + 6 rn_1)un 101

Por otra parte, sea T € R"" 'y A€ M(n—1xn—1), A= (aij)1<ij<n—1,
consideramos las normas de T y A:

_ ) | Az
[Floo = o fail, 4]l = s
<i<n—1 TeR" 1 ||$H(X>
T#0

n—1
= max E |aij|
1<i<n—1 \ 4
Jj=1
Es claro que el operador derivada segunda no es acotado, puesto que

diag {x}}

1<i<n—1

diag {x;}

1<i<n—1

HF%mnshZQ2+ma+p>

‘+6)\

)

Por lo tanto, bajo las condiciones habituales de Kantorovich, (C1)—(C4),
no podemos obtener dominios de existencia y unicidad de soluciones para
F() = 0. En esta situacidn, es necesario localizar una solucién en un conjunto
apropiado donde el operador F” esté acotado (véase [59]). Sin embargo, a
partir de las nuevas condiciones impuestas al operador F" en el teorema 4.3.4,
evitamos la prelocalizacién. De hecho, este operador satisface una condicién
(S4). En efecto, notemos que para todo 7, Z € R"~!, tenemos

=h*(2+p)A+p) |[Z]" +6X]Z])

liuiv
l2U2U2

(F"(7) ~ F"(2))(@,7) = 12 | L mTeR

lnflunflvnfl

donde l; = (2+p)(1 +p)(y¥ — 2F) + 6A(y; — 2i), i = 1,...,n — 1. Por tanto,
tomando normas,
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1" (y) — F" ()

= h? diag {y? — I}

1<i<n—1

diag {y; — zi}

1<i<n-—1

(2+p)(1+p)

46

)

h2

, p p , ..
2+p)(A+p) mix [yf — 27| +62 mix |y zzl)

<n?

7N N N

L
2+ p)(1+p), uix Iy =l + A7 3] )

= h?(

—~

2+ p)(A+p)lly - =P+ 6X [y —=[),

de manera que, w(z) = h2(2 + p)(1 +p)2P + 6Xz vy o(t) = tP.

Llevamos a cabo un estudio para un caso particular, donde p =1/2y A =
1/5, y aproximamos la solucién de la ecuacién por el método de Super-Halley,
el proceso iterativo incluido en la familia (1.3) con A, =1/2, k> 1, yr=1.
Para probar la convergencia de la familia de procesos iterativos (1.3) a una
solucién de (4.16) o equivalentemente de F(Z) = 0, tomamos n = 10 y como
aproximacién inicial Ty = 15sin(nZ). Esta eleccién es razonable si buscamos
una solucién positiva que cumpla las condiciones de frontera. Considerando
16 cifras significativas, esta aproximacién inicial nos proporciona el siguiente
vector

4.635254915624211
8.816778784387097
12.13525491562421
14.26584774442730
ug = 15

14.26584774442730
12.13525491562421
8.816778784387097
4.635254915624211

Después de dos iteraciones aplicando el método de Super-Halley, obtenemos

1.158081984971777
2.300659662378067
3.350975016333844
4.155485746165061
up = | 4.495516921280982
4.155485746165061
3.350975016333844
2.300659662378067
1.158081984971777

Elegimos 12 como aproximacién inicial Ty para el teorema 4.3.4. Entonces, to-
mando Ty = Uz, las condiciones de convergencia del teorema 4.3.4 se cumplen
para la familia (1.3). Para este valor T obtenemos las siguientes constantes

B, ayn:
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o]l < 842974 =8, |[[oF(To)| < 0.120491 =,

IF" (Zo)|| < 0.133456 = a.

En estas condiciones, obtenemos dominios de existencia y unicidad de solucién

de (4.16) para los procesos iterativos mas conocidos de la familia (1.3), que
mostramos en la tabla 4.4.

Chebyshev Super-Halley Halley

existencia  B(Zo,0.15638)  B(To,0.16085) B(Zo,0.15843)
unicidad  B(Fo,1.29529)  B(To,1.29118)  B(To, 1.29341)

Exponencial Logaritmico Euler

existencia  B(Zo,0.1592) B(Z0,0.1577) B(Z0,0.1611)
unicidad  B(%o,1.20267)  B(%o,1.29408)  B(To, 1.29099)

Tabla 4.4. Dominios de existencia y unicidad de soluciones para (4.16)

Denotando por 7, = (acgn), 1(2"), . ,xg”))t la n-ésima iteracién y usando
16 cifras significativas, consideramos como solucién numérica aproximada de
(4.16), la obtenida en la segunda iteracién aplicando el método de Super-
Halley, que mostramos en la tabla 4.5.

$(12) xé?) IgQ)

1.452151195022353  2.878890931592748  4.165005508273268

.%‘512) méQ) IéQ)

5.097090993740699  5.442625226296638  5.097090993740699

I(72) xé2) 1‘5(;2)

4.165005508273268  2.878890931592748  1.452151195022353

Tabla 4.5. Solucién numérica de (4.16) obtenida aplicando el método de Super-
Halley

Aplicando el método de Super-Halley de la siguiente forma: conocido Ty €
Rn—l’

= Resolvemos el sistema lineal F'(Zy)c, = —F(Ty),
= Resolvemos el sistema lineal:
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= 1
(F/ @) + F"(50)50) di = (@) + 5 ()2,

s Definimos el siguiente punto Ty11 = Tk + d,

e interpolando la funcién z,,(t) que pasa por los puntos (v;, :EE")), i=1,...,9,
obtenemos graficamente en la figura 4.1 la solucién numérica xs(t), asi como
las dos primeras aproximaciones u1(t) y xo(t) = uz2(t), pasando a través de

los puntos (vi7u2(-n)), 1=1,...,9.
14
12
10
8 ee
6 'f‘ ~“
4 T
= .
2 s TN
-~ Y
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.1. Aproximaciones a una solucién de (4.16) mediante el método de Super-
Halley
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Ecuaciones cuadraticas

5.1. Introduccién

El uso de procesos iterativos de R-orden tres o, en general, de R-orden
mayor que dos para la aproximaciéon de una solucién de una ecuacién no
es usual en la practica, debido fundamentalmente al coste operacional que
conlleva, pero existen situaciones en las que el aumento de la velocidad de
convergencia justifica su uso. Asi por ejemplo, estos procesos iterativos se
usan exitosamente en problemas donde se requiere una rapida convergencia
como es el caso de sistemas de tipo Stiff ([78]).

En este capitulo, consideramos el problema de aproximar una solucién x*
de una ecuacién no lineal

F(z)=0, (5.1)

donde tomamos el operador F' como un operador cuadratico y definido entre
espacios de Banach. Esto nos permite estudiar situaciones tan diversas como
son la ecuacién algebraica de Riccati ([6], [49]), la ecuacién integral de Chan-
drasekhar ([10], [39]), que surge del estudio de transferencia radiactiva ([24]),
transporte de neutrones ([25]) de la teorfa cinética de gases, o simplemente el
célculo de las raices de un polinomio de segundo grado ([43], [44], [97], [98]).
En estos casos, la aplicacién de procesos iterativos de R-orden al menos tres,
como por ejemplo el método de Chebyshev ([16], [48]), el método de Halley
([60], [63]) o el método de Super-Halley ([50], [71], [73]) tiene interés practico.

Es conocido ([71]), que la utilizacién de familias de procesos iterativos
dependientes de pardmetros permite optimizar su aplicacién en determinadas
situaciones. Asi, por ejemplo, en [75] se obtiene un proceso iterativo de cuarto
orden para aproximar la raiz cuadrada de un ntimero real a partir del estudio
de una familia uniparamétrica de procesos iterativos de tercer orden.

Teniendo en cuenta el resultado de Gander y las expresiones de los méto-
dos de R-orden al menos tres més conocidos consideramos la familia (¢ — 3)-
paramétrica de procesos iterativos dados por el algoritmo (1.3), que recorda-
mos a continuacién
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Tni1 = G(ay) = 2 — H(Lp(2,)) W F(ay,)
1 2
H(Lp(z,)) =1+ in(xn) + ApLp(zn)*, Ap eRF, k>2.
k=2

A partir del resultado de Gander, es inmediato en el caso real, que esta familia
de procesos iterativos tiene al menos orden de convergencia tres, puesto que

1
H(0)=1,H(0) = 3V |H"(0)| < oo, y tratamos de conseguir valores para los

pardmetros Ay, As,--- , A;_2 que nos permitan obtener un orden de conver-
gencia prefijado g (¢ € N). De esta manera, tomando valores apropiados para
los parametros, conseguimos orden de convergencia prefijado ¢, con q > 4.
Veremos que estos pardmetros son, salvo un factor 2*, los conocidos ntimeros
de Catalan ([45], [38], [149], [82]) que vienen definidos de la siguiente forma:

1 2k
Ck_k—kl(k)’ k>0, keN. (5.2)
Esta situacion se generaliza a espacios de Banach en la seccién 5.3, obteniendo
R-orden de convergencia al menos cuatro, sin més que fijar el parametro
As = 1/2. Ademads, también podemos obtener un R-orden de convergencia
prefijado ¢, con g > 4, pero al contrario de lo que ocurre en R o en C, es
necesario exigir ciertas condiciones.

A modo de ejemplo, presentamos un caso practico en el que aplicamos pro-
cesos iterativos de la familia con R-érdenes de convergencia altos a ecuaciones
integrales cuadraticas de tipo Fredholm y de segunda clase ([40]), de la forma

b
x(s) = f(s) + )\/ r(s, t)x(t)? dt,

donde X es una constante real, f(s) € X es una funcién conocida y (s, t) es el
nucleo de la ecuacién integral. Para ello, consideraremos el espacio de Banach
X = C([a,b]) de todas las funciones continuas definidas en el intervalo real
[a, b] con la norma del maximo.

Posteriormente, en la secciéon 5.4, llevamos a cabo en el plano complejo
extendido, C.,, un andlisis cualitativo de las propiedades de la familia de
procesos iterativos, bajo un punto de vista distinto al anterior. Basandonos en
la teoria desarrollada por otros autores sobre funciones iterativas racionales de
variable compleja (véanse [9], [8], [27], [102], [105], [106]), analizamos numérica
y dindmicamente la convergencia de la familia de procesos iterativos cuando
éstos son aplicados a polinomios cuadraticos en C.

5.2. Ecuaciones cuadraticas reales

En el caso real, cuando la funcién F' : R — R es cuadratica, se tiene que
F(J)(t) = (0 para todo j > 3 y, podemos representarla de esta forma
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F(t) = OéQtQ + a1t + oy, as, a1, a9 € R. (53)

Por otra parte, sabemos que la ecuacién F(t) = 0 tiene dos raices reales
diferentes r; < 7o siempre que a? — 4aga > 0, condicién que a partir de este
momento exigiremos.

Como ya se ha indicado, consideramos la familia (¢ — 3)-paramétrica de
procesos iterativos dada por el algoritmo

F
thyr = G(ty) = tp — Hq(LF(tk))F/(tk), k>0,
q—2
. 1
HQ(t):ZAJt]7 A0:1> A1:§7 Aj€R+aj:2737"'7q_2>
7=0

(5.4)
siendo g > 4. Obsérvese que para ¢ = 2 se tiene el método de Newton, con
Hy(t) = 1, y, para ¢ = 3, obtenemos el método de Chebyshev, puesto que
Hj(t) =1+ 3t.

Como consecuencia del resultado de Gander dado en la seccién 1.1, todos
los procesos iterativos de esta familia tienen orden de convergencia al menos
tres para ¢ > 3. Tratamos de obtener los valores éptimos de los pardmetros
Ag, Az, -+, Ag—2, de manera que el proceso iterativo correspondiente tenga
orden de convergencia q > 4, fijado el valor de ¢ € N. Notemos que al ser
procesos iterativos de orden tres y disponer de g — 3 parametros, el valor
maximo que podemos conseguir para el orden de convergencia es 3+¢—3 = q.

De esta manera, considerando la ecuacién F(¢t) = 0 con F dada en (5.3),
podemos fijar a priori el orden de convergencia con el cual queremos aproximar
una determinada solucién de la ecuacién.

5.2.1. Construccién de procesos iterativos con orden de
convergencia prefijado

Teniendo en cuenta la caracterizacion dada por Schroder, el proceso itera-
tivo considerado en (5.4) tiene orden de convergencia g, si

Gla)=a, G'(a)=G"(a)=--=G9V(a)=0, GD)#£0, (55)

denotando por a la solucién de la ecuacién F(t) = 0 que aproximamos.
Obsérvese que « puede ser r1 0 .

Teniendo en cuenta que Hy(0) = 1 para cualquier g € N, resulta evidente,
por la propia definicién de G en (5.4) que G(a) = a.

Por otra parte, considerando la igualdad

it (i) =1 - 010

y que F' es cuadratica, obtenemos
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G Lr(0) i = (L= 2L () L),

Como consecuencia, se tiene que

G/(t) =1 S AL (1~ 2L () Lr(t) — 3 AL (1~ Le()
=0 i=

= (1—Ag) + (=241 + Ag)Lr(t)

[ V)

q

+) (27 = DA = (G + DA Lr(t) + (2¢ = 3)Ag2Lp ()7

j=
Entonces, puesto que Ag = 1y A; = 1/2 obtenemos la siguiente igualdad

q—2

G'(t) =Y (25 = D)Aj—1 — ( + 1) A) Lr(tY + (24 = 3)Ag—2Lr (). (5.6)

9

<

A partir de (5.6) y tratando de que se cumpla (5.5), resulta evidente el
procedimiento a seguir. En primer lugar anulamos todos los coeficientes de
las potencias Lr(t)?, con 2 < j < g — 2, que aparecen en (5.6), o lo que es lo

mismo, buscamos los coeficientes A;, con j =2,...,q — 2, de tal manera que
satisfacen esta relacion de recurrencia,
A; 25 —1
= =2,...,q— 2. 5.7
y vt u AR (5.7)

Por otra parte, los nimeros de Catalan (5.2), (véanse [45], [149]), definidos de

la siguiente forma:
1 27
Cj=— (" jeN,
JH+1\J

satisfacen esta otra relacién de recurrencia,

¢ oo
= — ) eN.
Cia j+1 J

De manera que, la relacién (5.7) se cumple si tomamos como coeficientes A;
los nimeros de Catalan salvo un factor 27, esto es:
1

Ahora bien, teniendo en cuenta que

b = 2%((;1_&)04(;;2)’

podemos considerar
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Lp(t) = (t — a)h(t), (5.9)

con h(t) # 0 para t # @, donde @ es la otra rafz de la ecuacién F(t) = 0.
Entonces, si tomamos como coeficientes A; los dados en (5.8), obtenemos la
igualdad

G'(t) = (2¢ — 3)Ay_2(t — )T th(1)T 1, (5.10)
lo que nos facilitara la prueba de (5.5).

Teorema 5.2.1 El proceso iterativo (5.4) con los coeficientes A; dados en
(5.8) tiene orden de convergencia q, q > 4.

Demostracion. Resulta evidente que los valores dados en (5.8) para los coefi-
cientes A; nos lleva a la expresién (5.10). Asi, aplicando la férmula de Leibnitz
para la derivada del producto en (5.10), y teniendo en cuenta (5.9), llegamos
a la siguiente expresion

GU() = (29— 3) Z() o)1) (1))

~ QZ( ) 4= D(g=2) (=)t =) RO,

Por tanto, G'(a) = G"(a) = --- = G(qﬂ)(a) — 0. Ademés
G () =(2¢ —3)(q — 1)!Aq_2h(a)q71 £0. m

Consecuentemente, los procesos iterativos dados por el algoritmo (5.4) con
A; definidos en (5.8),

F(ty)
k>
F'(t)’ 20,

1 . 1 (2
270]75], C] i e— ( . ),
J+1\J

tienen R-orden de convergencia q¢ > 4, con ¢ € N. Notemos que este resultado
es valido sea cual sea la raiz que aproximemos.

th1 = G(tr) =ty — Hy(Lp(tx))

2 (5.11)

Jj=

5.2.2. Convergencia semilocal

Para probar la convergencia semilocal de la familia de procesos iterativos
construida anteriormente, necesitamos dar condiciones para el punto de salida
to que garantice la convergencia de dichos procesos. A la vista del algoritmo
que define los procesos iterativos dados en (5.11), es claro que el signo de
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los polinomios H,(t) va a jugar un papel determinante en la convergencia de
la sucesién {tx}, as{ como en la monotonia de ésta. Previo al estudio de la
convergencia, vamos a estudiar algunas propiedades de los polinomios H,(t)
que permitan asegurar la convergencia. A continuacién, damos un resultado
sobre el signo de los polinomios H,(t).

Lema 5.2.2 Sea Hy(t) el polinomio dado en (5.11). Entonces, Hy(t) es cre-
ciente y Hy(t) > 0, para todo t € [-1/2,+0) yq €N, g > 3.

Demostracion. Observemos que el caso ¢ = 3 es trivial. Consideramos el caso
q=2p+2, p €N, para probar que H;(t) > 0 para t € [-1/2,+00) y g € N.

) =30 I (Y)
w2t T 5 D\

1 15 7 20-2(4p—2)1 (2p—1 dp—1
—<2+t>+t2<8+t)+m+ Up—2) (p + L t>.

2 22r=1((2p — 1)1)? 2p 2p+1

Ahora bien, si tomamos cada paréntesis, para t > —1/2, se observa facilmente
que Hy, o(t) >0, para t € [-1/2,+00).

El caso ¢ = 2p+ 3 es anéalogo, salvo que en H ép +1(t) tenemos un sumando
mas que es siempre positivo.

A continuacién, probamos que H,(—1/2) > 0, para ¢ € N. Consecuente-
mente, el resultado queda demostrado teniendo en cuenta que Hy(t) es cre-
ciente en t € [—-1/2,400) y ¢ € N. Consideramos primero el caso ¢ = 2p + 3

()-8 s () (3

3 3(4p)!

TE Tt e N+ 1)

NIt

Luego Hzpi3(—1/2) > 0.

El caso ¢ = 2p+2 es analogo, sin més que tener en cuenta que la expresién
correspondiente a Ha,i3(—1/2) tiene un sumando mds, el dltimo, que siempre
es positivo. =

En vista de las propiedades de los polinomios H,(t), a continuacién nos
ocupamos de la convergencia de los procesos iterativos dados por (5.11), que
hemos construido en el apartado anterior.

Como veremos, el cardcter de la sucesién {t;} viene determinado por la
elecciéon del punto de salida 3. Teniendo en cuenta que estas ecuaciones
cuadréticas tienen un punto caracteristico que es el vértice de la parabola,
cuya abscisa viene dada por el valor v = —a;/2aq, va a ser éste el punto de
referencia respecto del cual vamos a tomar el punto de salida tg.
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Segin la ubicacién del punto de salida ¢ty obtendremos diferentes tipos
de convergencia como veremos en el siguiente resultado de convergencia se-
milocal. Observemos que el punto de salida ty puede situarse en los cuatro
intervalos siguientes: (—oo, 1), (r1,v), (v,72) ¥y (ra, +00). En este caso, tal y
como se muestra en la figura 5.1, la funcién Lg(t) tiene una variacién simétrica
respecto del eje determinado por la abscisa que pasa por el vértice. Teniendo
en cuenta esta variacién, es simple probar el siguiente teorema. En primer
lugar, vamos a considerar el caso as > 0.

Figura 5.1. Grado de convexidad logaritmico para la F' dada en (5.3)

Teorema 5.2.3 Sea {t} la sucesion definida en (5.11). Entonces,

(i) Sito>wv y F(ty) > 0, la sucesion {ty} es decreciente y converge a rs.
(ZZ) Sitg > v, F(to) <0y LF(to) > %1
-Para q impar, la sucesion {ti} es creciente y converge a rs.
-Para q par, t1 > ro, la sucesidn {t;} es decreciente para k > 1 y converge
arsy.
(111) Si to < v y F(to) > 0, la sucesion {tx} es creciente y converge a ry.
(iU) Sitg < w, F(to) <0y LF(to) > %1
-Para q impar, la sucesion {t;} es decreciente y converge a ry.
-Para q par, t1 < r1, la sucesidn {ti} es creciente para k > 1 y converge
ar.
En todos los casos, la sucesion {ty} converge a la solucion con orden de con-

vergencia q, q > 4.

Demostracion. En la situacién (i), como F(tg) > 0, F"(tg) > 0y F'(to) > 0,
se tiene que Lp(tg) > 0y Hy(Lr(to)) > 0. Por lo tanto, se sigue que t; < g

F(to)

" (5.12)

ty —to = —Hy(Lr(to))

Ademés, para G(t) dada en (5.4), es inmediato que
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ro —t1 = G(ra) — G(to) = G'(6)(r2 — to), (5.13)
es menor que cero, puesto que 6y € (7“2, to) y
G'(09) = (2¢ — 3)Ay—2Lr(0p)7 " > 0. (5.14)

Suponiendo, por un razonamiento analogo, que 1o < tp_1 < tr_o, se sigue
mediante un proceso inductivo que ty < tg_1

F(tk,1>

bty = _Hq(LF(tkfl))m

<0. (5.15)

Ademas,
ro —tr = G(ra) — Glte—1) = G'(Op_1)(ra — tr_1) (5.16)

es menor o igual que cero, sin m&ds que considerar (5.14), para 0,1 €
(ro,tr—1), y tener en cuenta que 1o < tp_q.

Como consecuencia de lo anterior, {¢x} es una sucesién mondtona decre-
ciente y acotada inferiormente por ro. Entonces, existe [ = Iim £, conl > ro

k—-+o0

y, pasando al limite en (5.11), obtenemos

F()

l=1- HQ(LF(Z))F/(Z

. (5.17)

~—

Teniendo en cuenta que Lp(l) > 0 por el lemma 5.2.2, se sigue que Hy(Lp (1)) >
0y F(l) = 0. Por lo tanto, [ = rs.

Para probar (ii): Si t¢ > 0, F(to) < 0y Lp(tg) > —1/2, se pueden
distinguir los casos ¢ impar y ¢ par.

Cuando ¢ es impar, como F(tg) < 0, F'(tg) > 0y Hy(Lp(to)) > 0 por el
lema 5.2.2, teniendo en cuenta (5.12) se sigue que ;1 > to.

Por otra parte, para G dada en (5.11), por (5.13) se sigue que t; < 79,
va que 0y € (to,72). Suponiendo, mediante un razonamiento andlogo que
tr—o < tr_1 < ra, puesto que

d(LF(t)) _ 20[2((1% — 40[0(12)
dt F/(1)3

>0,

obtenemos que la funcién Lp(t) es creciente en (v,r2). Por lo tanto, —1/2 <
Lp(to) < Lp(tk—1). Ahora bien, como H,(t) es creciente en [—1/2, 00), enton-
ces Hy(Lp(tk—1)) > 0y, teniendo en cuenta (5.15), obtenemos que tx_1 < tj.

Ademsds, (5.16) es mayor o igual que cero, ya que tx—1 < roy Op_1 €
(tg—1,72). Como consecuencia, {t;} es mondtona creciente y acotada superior-
mente por 2. Entonces, existe | = kEI-sI-loo tr, v pasando al limite en (5.11),

obtenemos, igual que en los casos anteriores, (5.17). Ahora bien, teniendo en
cuenta que | < ry, se sigue facilmente que F(I) = 0, y por tanto | = ry.
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Cuando ¢ es par, de la misma manera que en el caso impar, t; > tg, puesto
que Hy(Lp(tg)) > 0, por el lema 5.2.2. Por otra parte, (5.13) es menor que
cero, ya que 6y € (tg,r2). Por lo tanto, Lr(6y) < 0y ro < t1. Ahora, estamos
en la situacién (i), luego {tx} es mondtona decreciente para k > 1y converge
a ro.

La demostracién de (ii7) y (iv) es similar a la de los casos anteriores.

Ademi4s, acorde con la seccién anterior, la familia de procesos iterativos
dada en (5.11) tiene orden de convergencia ¢, con ¢ > 4. ®

El estudio en el caso céncavo, as < 0, es andlogo al convexo as > 0, como
queda reflejado en el siguiente resultado.

Teorema 5.2.4 Sea {t} la sucesion definida en (5.11). Entonces,

(i) Sito>v y F(ty) <0, la sucesion {tx} es decreciente y converge a ra.
(ZZ) Sitg > v, F(to) >0y LF(t()) > _71
-Para q impar, la sucesion {t;} es creciente y converge a ra.
-Para q par, t1 > ro, la sucesidn {t;} es decreciente para k > 1 y converge
ary.
(ii1) Si to < v y F(to) <0, la sucesion {t,} es creciente y converge a ry.
(iv) Sitg < v, F(to) >0y LF(to) > _71
-Para q impar, la sucesion {t;} es decreciente y converge a ry.
-Para q par, t1 < r1, la sucesion {ty} es creciente para k > 1 y converge
ar].

En todos los casos, la sucesion {ty} converge a la solucidn con orden de con-
vergencia q, q > 4.

Nota 5.1. A partir de los resultados de convergencia semilocal, queda perfec-
tamente limitado el dominio de valores para el punto de salida tg.

Por otra parte, teniendo en cuenta la simetria de la funcién cuadrética,
Flo+t) = Flv—t)y F'(v+1)? = F'(v—1)?, se sigue facilmente la simetria de
Lp(v+t) = Lp(v—t), donde v es la abscisa del vértice. Adem4s, se tiene que
la funcién grado de convexidad logarftmico Lg(t) tiene una asintota vertical
t = v y las mismas raices que F, con lo que resulta evidente, como se muestra
en la figura 5.1, que existe un intervalo [v — d,v 4+ 4] con § > 0, en el cual
Lp(t) < —1/2. En este intervalo, no podemos garantizar la convergencia de la
sucesién {t;}, puesto que solamente se ha probado que los polinomios H,(¢)
son positivos para t > —1/2. Este hecho hace que no podamos asegurar la
convergencia global de la familia de procesos iterativos (5.11). Este tipo de
convergencia, sélo podremos asegurarla en el caso en que ¢ sea un nimero
par, como veremos en la siguiente seccion.

5.2.3. Aplicaciones

A continuacién, mostramos el comportamiento de algunos procesos itera-
tivos de la familia (5.11), tomando diferentes érdenes de convergencia. Asi,
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en las siguientes tablas, tabla 5.1-tabla 5.4, aproximamos las dos raices de la
ecuacién cuadrética F(t) = t? — 4t + 3 = 0, con una tolerancia del orden de
1075 y, mostramos todas las posibles elecciones del punto de salida que apare-
cen en el teorema 5.2.3, a partir de los cuales se puede asegurar convergencia
semilocal.

t; orden4 ordenb orden 12 orden 27

to 500 500 500 500
tp  157.627 138.174  29.9340 56.8436
to  50.6394 39.2431  6.76425 8.09128
t3 17.2191 122130  3.16323 3.09412
ty  6.81748  4.89921 3 3

ts  3.69729  3.14861

te 3.02328  3.00003

tr 3 3

Tabla 5.1. Convergencia con to = 500 > v, F(to) > 0

En la primera tabla, tabla 5.1, tomamos como punto de salida un punto
to mayor que el vértice de tal manera que F(ty) es positivo. Observamos que
tanto para ordenes pares como impares la sucesion de aproximaciones a la
solucion es decreciente y converge a la mayor de las raices.

t; orden 4 orden 5 orden 12 orden 27

to —-50 -50 —50 -50
ty  —14.2680 —12.2398 —6.78134 —3.78101
to  —3.14131 —-1.97031 0.316851  0.922037

ts  0.213275  0.647405  0.999849 1
ty  0.968300  0.998913 1

ts  0.999999 1

te 1

Tabla 5.2. Convergencia con to = —50 < v, F(to) > 0

Como vemos en la segunda tabla, tabla 5.2, los procesos iterativos consi-
derados convergen de manera creciente a la raiz mas pequena, tal y como se
enuncia en el teorema 5.2.3 para el caso en que el punto de salida esta a la
izquierda del vértice v y F' en ese punto de salida es positivo.

Las dos siguientes tablas describen las situaciones (i¢) y (iv) del teorema
5.2.3, en las que exigimos la condicién sobre el punto de salida Lr(tg) > —1/2.
Cuando aplicamos un proceso iterativo de la familia (5.11) con el objetivo de
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aproximar una solucién de la ecuacién cuadratica F(t) = t2 — 4t + 3 = 0,
resulta que el intervalo de puntos de salida ¢y, donde no tenemos garantizada
la convergencia semilocal, es I = [1.29289, 2.70711]. Los puntos de salida ¢ty € I
cumplen que Lp(to) < 5.

t; orden4 orden5 orden 12 orden 27

to 2.71 2.71 2.71 2.71
t1 3.01558 298961  3.00219 2.99952
t2 3 3 3 3

Tabla 5.3. Convergencia con to = 2.71 > v, F(to) <0, Lr(to) > 3+

Obsérvese que en la situacién descrita en el punto (i7) del teorema 5.2.3,
tabla 5.3, la sucesién es decreciente a partir de la segunda iteracién cuando el
orden de convergencia es par y es creciente cuando el orden de convergencia
es impar. Ademds, en ambas casos converge a la raiz mayor.

t; orden 4 orden 5 orden 12 orden 27

to 1.29 1.29 1.29 1.29
t1 0.984416 1.01039 0.997810  1.00048
to 1 1 1 1

Tabla 5.4. Convergencia con to = 1.29 < v, F(to) < 0, Lr(to) > _71

El dltimo caso que se describe, punto (iv) del teorema 5.2.3, es andlogo
por simetria respecto del vértice, al expuesto en la tabla 5.3. Los procesos
iterativos generan una sucesién de aproximaciones convergente a la raiz menor.
Esta sucesion es creciente a partir de la segunda iteracién, cuando el orden
de convergencia es par, y es decreciente cuando el orden de convergencia es
impar.

A continuacién, hemos representado las cuencas de atraccién de las dos
raices de la ecuacién cuadratica F(t) = 2 — 4t +3 = 0. Estos dibujos, también
conocidos como fractales, los hemos generado con el programa Mathematica.
Actualmente, hay mucha bibliografia respecto al estudio de fractales. Pueden
encontrarse libros muy técnicos, que realizan analisis en profundidad, e incluso
libros que muestran multitud de dibujos y de algoritmos de cémo generar los
fractales. Asi, por ejemplo, citamos los trabajos de Beardon ([27]), Devaney
([42]) y Peitgen ([119]). Nuestras representaciones se basan en los algoritmos
implementados con Mathematica que propone Varona en [143].

Se entiende por cuenca de atraccion de una raiz £ el conjunto de todos los
puntos de salida tg € C de tal manera que un método iterativo converge a &.
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Para representar estas regiones, tomamos un rectangulo en el plano complejo
D C C y asignamos un color, para cada ty € D, acorde a la raiz a la cual el
método iterativo elegido en (5.11) converge.

En la figura 5.2, mostramos las cuencas de atraccién asociadas a las dos
rafces t = 1 y t = 3 de la ecuacién cuadratica F(t) = t2 — 4t + 3 = 0,
cuando aplicamos los procesos iterativos de la familia (5.11) con 6rdenes de
convergencia ¢ = 5 y ¢ = 6 para aproximarlas. Para representarlas hemos
tomado dos regiones distintas, el rectangulo [—2, 6] x [—4,4] y un rectdgulo
mé&s pequeno, [1.8,2.2] x [—0.2,0.2], que muestra con més detalle lo que ocurre
en un entorno de la abscisa que pasa por el vértice.

-0.1 -0.1

0819 2 2.1 2.2 %fs 19 2 2.1 2.2

Figura 5.2. Cuencas de atraccién para los métodos de la familia (5.11) con ¢ = 5
y q = 6 aplicados a la ecuacién F(t) =t* — 4t +3 =0

Asignamos el color magenta para la cuenca de atraccién asociada a la
raiz t = 3 y cyan para la cuenca de atraccién asociada a la otra raiz t = 1.
La intensidad del color en las cuencas de atraccién representadas depende
del nimero de iteraciones necesarias para alcanzar una raiz con una cierta
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precision que fijamos. Ademas, representamos con color negro los puntos de
salida tg a partir de los cuales el correspondiente proceso iterativo empleado
no alcanza ninguna de las dos raices con un maximo de 30 iteraciones y con
una tolerancia del orden de 104,

Tal y como muestra la figura 5.2, es claro que a partir de cualquier punto
de salida ty de la recta real, los métodos iterativos que hemos elegido con-
vergen a una de las dos raices con ese maximo de iteraciones y esa precision
que hemos fijado, excepto para aquellos puntos localizados en un intervalo
simétrico con respecto del vértice para los cuales se tiene que Lp(tg) < —1/2.
El hecho de elegir un método iterativo con orden de convergencia par asegura
la convergencia global para el método, como veremos en la seccién 5.2.4. Por
lo tanto, para estos puntos tg, el método iterativo con orden 6 que hemos
elegido requiere un ntimero de iteraciones mayor para converger a una de las
dos raices.

En los casos en los que el proceso iterativo empleado tiene un orden de
convergencia impar también aparecen intervalos de puntos de salida ty a partir
de los cuales no podemos garantizar la convergencia del proceso, aunque parece
que hay convergencia en casi todo punto, como se muestra en la figura 5.2 al
tomar el proceso iterativo de orden 5.

Un caso particular: Aproximacién de la raiz cuadrada de un
numero real positivo

En el estudio que hemos realizado para la aproximacion de las soluciones de
una ecuacién cuadratica hemos construido y analizado el tipo de convergencia
de la familia de procesos iterativos (5.11) con orden de convergencia prefijado
q. Todo este estudio es aplicable al caso particular de la aproximacion de la raiz
cuadrada de un nimero real positivo R, problema que ya ha sido estudiado
por diversos autores ([43], [75], [97]).

Para resolver el problema de la aproximacion de la raiz cuadrada de un
nimero real positivo R se recurria a algoritmos como el dado por la famosa
férmula de Heron (75 a.C aproximadamente):

to dado

1 R
t =—1|t — kE>0.
k+1 2<k+tk>, >

De acuerdo con algunos autores ([103]), este algoritmo era ya conocido casi
dos mil anos antes de Cristo por las civilizaciones mesopotamicas. Hoy en dia,
este algoritmo es considerado como un caso especial del método de Newton,
cuyo orden de convergencia es dos, al menos para puntos ty suficientemente
cercanos a la solucién a = v/R.

Por otra parte, hay numerosos estudios para acelerar la convergencia del
método de Newton ([20], [44], [66], [74]). Asi por ejemplo, Dubeau en [44]
aplica el método de Newton a funciones de la forma F(t) = t°=2f(t), con
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8 € R e intenta estimar el valor de 3 para obtener orden de convergencia
tres. De hecho, obtiene como valor apropiado 8 = 3/2. La extensién natural
de esta idea es modificar la funcién f(¢) por otra funcién F(t) = g(t)f(t),
y determinar g(t) de tal manera que el orden de convergencia del método de
Newton aplicado a F'(t) se incremente. Con esta técnica, Gerlach ([66]) obtiene
que para g(t) = C/+/f'(t), C € R, el método de Newton tiene convergencia
cubica, considerando f como una funcién real. Obsérvese que, para C' = 1, se
obtiene el método de orden tres conocido como método de Halley o método
de las hipérbolas tangentes ([19], [63]).

En nuestro estudio, en vez de modificar la funcién f, modificamos el algo-
ritmo que define el método de Newton, siguiendo la idea usada por Gander
([63]). A partir de esa modificacién del método de Newton

f(tx)
fty)’

se determinaba la funcién H dada en (5.11), que define la familia de procesos
iterativos (5.11) con orden de convergencia prefijado ¢, ¢ > 4.

Antes de pasar al estudio de la convergencia global de la familia de procesos
iterativos construida (5.11), comparamos numéricamente dicha familia con
otros métodos iterativos de alto orden de convergencia, ambos métodos con
orden de convergencia q. Hacemos un estudio comparativo con la familia dada
por Dubeau en [43] para el cdlculo de la raiz cuadrada de un nimero real.

Consideramos la aplicacién del algoritmo (5.11) a la funcién F(t) = > —R.
En este caso, es interesante notar que, a partir de

Lr(t) = % (1 - g) Y 5'((?) - % (1 - g) ’

podemos escribir el algoritmo dado en (5.11) de la siguiente manera, mas

sencilla: )
q— J
1/2 , R
tmlzng( )C%V<1—%>, k> 0. (5.18)

J

thy1 =t — H(ty)

La mejora conseguida con respecto del método de Dubeau ([43]):

q—1
B,
F(l‘k)(1+ —LFpU 1)(tk)>
j=2 1 1 (1/2
tey1 = tp — 1 g , By = R\ j (5.19)
F'(tk)(l + jij(j_l)(tk))
3 1
j=2

se muestra en la tabla 5.5, donde aparecen estimados los errores cometidos
[t — v/35] en el célculo de /35 tomando como punto de salida ty = 6, siendo
el error inicial cometido |to — /35| = 0.839...107!
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método (5.19)

método (5.18)

método (5.19)

método (5.18)

n  orden 3 orden 3 orden 4 orden 4

1 0.169 x 10~* 0.817 x 107° 0.454 x 107 0.142 x 10~

2 0140 x 107 0781 x 1077 0.385 x 10~%7 0.123 x 1072°
3 0782 x107*  0.682x 107  0.199 x 107 0.709 x 107122
4 0.137x 107 0454 x 107161 0.144 x 107**®  0.763 x 107!
5 0.732x107**%  0.134 x 107*%  0.397 x 107177 0.102 x 101996

Tabla 5.5. Estimaciones de los errores |t — /35| en el cdlculo de v/35

0. 008
0. 006
0. 004

0. 002

3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 5.3. Constantes de error asintético en el calculo de /35

Por otra parte, como se muestra en la figura 5.3, la constante de error
asintético para la familia de procesos iterativos (5.18)

(2¢ - 3)

Ky(a) = q

Ay_pa~@D
es menor que la obtenida en la familia dada por Dubeau
1/2
tyfa) = ~g = 0211/,
q

donde hemos denotado por a@ = /35 y ¢ se mueve en el eje horizontal.
Ademis, si comparamos las dos constantes de error asintético, observamos
que

1
|Kq(0)] < |kg(a)| <= -1 <1l <= q¢>2
Por lo tanto, a partir del método de Chebyshev, es decir ¢ = 3, la familia

construida (5.11) es mds répida, en cuanto a su velocidad de convergencia,
que la dada por Dubeau en [43].
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5.2.4. Convergencia global

Una caracteristica muy interesante de algunos procesos iterativos es su
convergencia global, es decir, que el proceso iterativo considerado sea conver-
gente independientemente del punto de salida elegido. En la seccién anterior
hemos estudiado condiciones sobre el punto de salida bajo las cuales los pro-
cesos iterativos dados en (5.11) son convergentes. Estas condiciones dependen
fundamentalmente de las caracteristicas de los polinomios H,(t). Las propie-
dades que hemos sido capaces de probar para estos polinomios en el lema 5.2.2
no ponen de manifiesto las buenas cualidades que tienen, principalmente en
el caso en el que ¢ sea un ntimero par. En este caso, como se muestra en la fi-
gura 5.4, estos polinomios tienen la caracteristica fundamental de ser siempre
positivos.

Figura 5.4. Polinomios Hg(t), ¢ par

Notemos que esta propiedad es de gran importancia en el estudio de la
convergencia de los procesos iterativos dados en (5.11), puesto que hace que
se pueda eliminar la condicién para el punto de salida tg, Lr(tg) > _71, dada
en el teorema 5.2.3 de convergencia semilocal, y asi poder obtener un resultado
de convergencia global.

Lema 5.2.5 Sea H,(t) el polinomio dado en (5.11). Entonces, Haqy(t) > 0
para todot € R y g € N.

Demostracion. Teniendo en cuenta la expresién de los polinomios H,(t) dada
en (5.11), se sigue que

1 & 1 2
H. t)=1+ =t — t0.
2q+2(t) +2 +jz_:221(j+1)<j>
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Ahora bien, Hogyo podemos escribirlo de la siguiente forma Hagio(t) =
Hyq(t) + g24(t), donde

(4g-2)! oo (1 4g-1
0 = q — 4+ —— ).
gaq(t) 220-1((2q — 1)1)2 2¢  2q(2¢+1)
Ademas,
4q — 2)! 2 (2g-1  49-1
L(t) = ( $2a—2 t].
ng( ) 220-1((2¢ — 1)!)2 2q * (2¢+1)

(2¢ —1)(2¢ + 1)

Es facil ver que el minimo de go4(t) es t = — . Por lo tanto,

2q(4q — 1)
2¢—1)(2¢+1 4q% — 1)2971(4q)!
gzq(t)29<—( ) )):_ ( 2q) '(2 ) -
2q(4q — 1) (4 — 1)29((29)!)*(4q)
Por otra parte, la sucesién {(4(])'} es decreciente y
’ ((2g))?24 ] 5,
. (49)!
1 _—_—
a—too ((29)1)229
1
ez
Entonces, 92q (t) Z —m

Teniendo en cuenta que Hy(t) >

Obsérvese que para el caso ¢ = 0 tenemos Hs(t) = 1, por lo que la demostra-
cién es trivial y el resultado queda demostrado. m

Denotando por v la abscisa del vértice de la pardbola (5.3), notemos que
la condicién impuesta sobre el punto de salida to, Lp(t) > %1, que aparece
en el teorema 5.2.3, puede eliminarse, y por lo tanto desaparece la existencia
del intervalo [v — d,v + d] en el que no podia garantizarse la convergencia de
los procesos iterativos dados en (5.11). En este caso, obtenemos el siguiente
resultado de convergencia global.

Teorema 5.2.6 Los procesos iterativos dados en (5.11) para q par son con-
vergentes para cualquier punto ty # v.

Demostracion. La demostracion es trivial teniendo en cuenta el resultado
obtenido en el lema 5.2.5 y siguiendo la demostraciéon dada en el teorema
5.2.3. =
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Obsérvese que F'(v) = 0, de ahi que consideremos el punto de salida del
proceso iterativo distinto del vértice v.

Como se muestra en la figura 5.5, cuando ¢ es impar los polinomios H,(t)
tienen una raiz u,. Como consecuencia, no hemos podido obtener un resultado
de convergencia global, pero podemos limitar el intervalo donde no se puede
garantizar la convergencia semilocal. Por ejemplo, en el estudio llevado a cabo
en la seccién anterior para la funcién F(t) = t? — 4t + 3, hemos visto que el
intervalo de puntos de salida para los cuales no se puede garantizar la conver-
gencia de los procesos iterativos de la familia (5.11) es I = [1.29289,2.70711].
En el caso en que el orden de convergencia fijado es impar, conocida la raiz
uq del polinomio H,(t), se puede obtener el intervalo de puntos de salida to,
a partir de los cuales en principio no es posible garantizar la convergencia del
proceso iterativo.

i

Figura 5.5. Polinomios Hg(t), ¢ impar

En la tabla 5.6 mostramos alguno de estos intervalos. Obsérvese la mejora
conseguida, en cuanto a la reduccion de la amplitud del intervalo, con respecto
al intervalo I = [1.29289,2.70711].

En tabla 5.7, mostramos el comportamiento cadtico cuando tomamos un
punto de salida ¢ty = 2.5 de tal manera que Lp(ty) < _71 Este comportamiento
cadtico lo hemos mostrado ya en las cuencas de atraccién asociadas a las
raices de F'(t) = 0, figura 5.2, y con més detalle en figura 5.6 al considerar los
procesos iterativos dados en (5.11) con ¢ =5y ¢ = 6.
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[v—46,v+ 4]

q Uq
3 —2
5 —1.21966
7 —0.985483
9 —0.871369

15 —0.724733
25 —0.640658
55 —0.570416
105  —0.54037
149  —0.529889

[1.55279, 2.44721]
[1.46078,2.53922]
[1.41984, 2.58016]
[1.39618, 2.60382]
[1.36105, 2.63895]
[1.33792,2.66208]
[1.31655, 2.68345]
[1.30675, 2.69325]
[1.30323,2.69677]

Tabla 5.6. Raices de H(t), ¢ impar

t; orden 2 orden 3 orden 4 orden 5 orden 6 orden 7
to 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5 2.5

t1 3.25 2.6875  3.53125 1.94922 5.27148 —2.20361
to 3.025 2.96405 3.01115  4.4214 x 107 3.15905  0.744253
ts 3.0003  2.99997 3 1.20898 x 107 3.00001  0.999975
ta 3 3 3.3058 x 10° 3 1

ts 903930

t17 3

Tabla 5.7. Convergencia con to = 2.5 > v, F(to) <0, Lr(to) <

-0.2

2 2.12.22.32.42.52. 6

2

2 2.12.22.32.42.52.6

179

Figura 5.6. Detalle de las cuencas de atraccién para los métodos de la familia
(5.11) con ¢ = 5 y ¢ = 6 aplicados a la ecuacién F(t) =t*> —4t +3 =0
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5.3. Ecuaciones cuadraticas en espacios de Banach

El objetivo en esta seccién es generalizar a espacios de Banach los resulta-
dos obtenidos en la seccién anterior 5.2 y obtener un R-orden de convergencia
prefijado cuando se resuelve una ecuacién cuadratica en un espacio de Bana-
ch. Notemos que para extender estos resultados es necesario la extensién del
grado de convexidad logaritmico a operadores definidos en espacios de Banach
X eY, véase la seccion 1.2 del capitulo 1.

Consideramos F' un operador cuadratico F' : 2 C X — Y dos veces
diferenciable Fréchet con {2 un subconjunto de X abierto convexo y no vacio.

Planteamos resolver el problema de aproximar una solucién z* de (5.1)
mediante la familia multiparamétrica de procesos iterativos

Tnal = Tp — H(Lp(xn))[‘ F(xy),
, {Ar}rze CRY,

(5.20)
donde ¢ > 4. Denotamos por I = Lr(x)? y, Lr(z,)* la composicién k veces
del operador Lp(z), es decir,

1
H(Lp(zy)) ZAkLF z,)¥, Ag=1, Aj = Ay = 3

LF<.’I,‘)k = LF(I) O--:0 LF(.’L‘)

que es un operador lineal en 2.

A continuacién, presentamos un resultado de convergencia semilocal para
el algoritmo (5.20), donde se exigen ciertas condiciones para el operador F'
y para la aproximacién inicial zy. Este resultado generaliza en espacios de
Banach los resultados vistos en R, consiguiendo procesos iterativos de alto
R-orden para los que garantizamos convergencia semilocal.

Dado que estamos considerando F' un operador cuadratico, se sigue que
|F"(z)|| = M, Vx € £2 y un cierto M € R. Suponemos que existe Iy =
[F'(20)] " € L(Y, X) para algin z( € 2 y, ademas:

(C1) |6l <8,

(C2) [[IoF (zo)ll < -
Teniendo en cuenta las condiciones anteriores, definimos el parametro ag =
M Bn, a partir del cual construimos la siguiente sucesion real

ant1 = an f(an)?g(an), (5.21)
donde

q—2

1
h(t) =) Axt", Ag=1, A=, F(t) =

??‘

(5.22)

-2
A Ak+q 9 ])tk—i-q 4

=0
" q—>5 k+2 q q—
o= 5 (3 (200 3 s ) X
k=0 k=

j=0 =0 \j=k
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Por lo tanto, se sigue que ||Lg(xo)|| < aog, ||[H (Lr(zo)) || < h(ao) y
l21 = 2ol < h(ao)|[ToF (xo)l| < h(ao)n,

para algun xy € f2.

5.3.1. Convergencia semilocal

Para establecer la convergencia semilocal de la familia de procesos iterati-
vos (5.20) vamos a construir un sistema de relaciones de recurrencia. Previa-
mente, introducimos algunos lemas técnicos que proporcionan propiedades de
las funciones reales (5.22), asi como de la sucesién auxiliar {a,,} descrita en
(5.21) a partir de las cuales, las relaciones de recurrencia que construimos son
ciertas.

Lema 5.3.1 Sean h, f y g las funciones reales dadas en (5.22). Entonces,

(1) g(t) es una funcion creciente para t € (0,a0). Ademds, si h(ag)ag < 1,
f(t) es creciente y f(t) > 1 para t € (0, ap).
(ii) Vt >0 y v € (0,1) se tiene que f(vt) < f(t), g(vt) < v3g(t).

Demostracion. La prueba es inmediata por las definiciones de las funciones.
]

Lema 5.3.2 Sivy = ! y h(ao)ag < 1, entonces
ag

() la sucesion {ay}, dada en (5.21), es decreciente.
antl_,y

(11) ant1 < va, <y 7 ag, Yn>0.

Demostracion. Obsérvese que, como consecuencia de que f(ag)?g(ag) < 1,
se sigue a partir del lema 5.3.1 que la sucesién {a,} es decreciente.

Para probar (i7) usamos induccién. Si n = 0, a; = yag. Ahora bien, por el
lema 5.3.1, se sigue:

n—1 n—1 2 n—1
ant1 = anf(an)’glan) < ~* an—1f<74 an—l) 9(74 an—1>

n—1 n—1 3 n
<y (v“ ) an—1f(an-1)*g(an—1) =7 an,

qn 4 gqn—1 antl_q
Apy1 <Y ap <7y Y Ap—q < - <7y 3 ag. N

Por otra parte, teniendo en cuenta las aproximaciones z,11, dadas en
(5.20), introducimos en el siguiente lema una aproximacién para el operador
F, obtenida a partir de la férmula de Taylor.
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Lema 5.3.3 Sea F' un operador cuadrdtico F' : 2 C X — Y dos veces
diferenciable Fréchet con {2 un subconjunto de X abierto convexo y mo vacio.
Entonces, para todo n > 0 se tiene

q—3
F(2ng1) = — Y 24541 By (FnF(xn), LF(xn)anF(xn))
k

=2
q—3 k

+ Z Z AjAk—jB" (LF(.Tn)anF([En), LF(xn)kanF(xn)) (523)
k=2 j=0
q—2q—2

+ Z Z AjAgyq—2-;Bn (LF(xn)anF(xn)a LF(xn>k+q_2_anF($n)> .
k=0 j=k

1
donde B, = §F”(xn) y Iy =F'(x,)" L.

Demostracion. A partir de (5.20) y teniendo en cuenta la férmula de Taylor,
obtenemos:

F(rny1) = F(xn) + F'(20)(Tny1 — o) + Bu(Tny — xn)Q'

Ademas,
q—3

F(xp,) + F'(xp)(@pye1 — 2n) = —Bp I F () <Z 2Ak+1LF(xn)k> I F(zy,).
k=0

Como B,, es un operador bilineal, podemos escribir

q—3
—Bn Iy F(2,) (Z 2Ap1 Ly (acn)k> [ F(zy)
k=0
q—3
= By ([nF(2n), TnF(2n)) = > 24541 B (D F (2n), L (20) T, F(2)).
k=1

y
Bp(tpi1 —20)? = By (FnF(xn), FnF(xn))

q—2

+3 24 By (T F(20), L () T F (2,))
k=1
q—2q—2

+3 N ARA; B (Lp(2n) T F(20), Li(20) Th F ().
k=1j=1

Entonces,
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q—3

F(2ni1) = =Y _ 24541 By (FnF(xn), LF(xn)anF(xn))
k=1

+3 24, B (T F (), L (20) T F (2,))
k=1
q—2q—2

+3 N ARA; B (Lp(2n) T F (20), Lp(2) ThF ().
k=1j=1

Agrupando ahora los coeficientes de las potencias de Lz (x,,) convenientemen-
te, obtenemos (5.23) y se sigue el resultado. =

Damos ahora relaciones de recurrencia que probaremos por induccién para
cualquier punto del proceso iterativo. Como veremos, estas relaciones permi-
ten obtener un resultado de convergencia semilocal para la familia de procesos
iterativos dada en (5.20).

Lema 5.3.4 Suponemos que xg,x, € 2, para n € N. Si agh(ag) < 1 y
flao)?g(ag) < 1, entonces las siguientes relaciones de recurrencia son ciertas
para todon > 1:

[In] Emiste Iy = [F'(z)] ™" y Il < flan—1) To-all,
ULn] (1T F(@n)ll < f(an-1)g(an—1) [ Fna F(zn-1)l|,
HIL) | Lp(zn) < an,

Vo] [[H(Lp(zn))| < h(an),

Vol l[ent1 = znll < Plan)[| T F (20)|,

1 — (f(ag)g(ao))"*
1- f(ao)g(ao)

Demostracion. Probamos que [I,,]-[V1,] son ciertas para n = 1. Comenzamos
viendo que existe el inverso del operador F’(x;) y es acotado. Notemos que

[VITL] ||xn+1 - Z‘()H < h(ao)

[ 10 F (0)]]-

x

F'(z1) — F'(z9) = / 1 F'(z)dx = /0 F" (20 + t(z1 — 20)) (z1 — @0)dt.

Zo

Tomando normas, se sigue que ||[F'(x1) — F'(zo)|| < M|lz1 — xo]|, y por lo
tanto

|1 = DoF' (1)) < ILOlIF (1) — F' (o) < 11| M2y — ol < aoh(ao).

Ahora bien, teniendo en cuenta que apgh(ag) < 1, y por el lema de Banach
([101]) existe I} y
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Iyl
Il = |\ F! I <HFF/ HF ”
I = 1P (o) Tl < | (ToF" (1)) {[I170]l < 1= [T = ToF (z1)]|
o]l
_ Mol _ Iyl
< T aoh(ay) fao)|[ To|

Para probar [II;] usamos la aproximacién (5.23) obtenida a partir de la
férmula de Taylor para el operador F'. Tomando normas para n = 0, obtene-
mos

- k Mnak
|1F () Z 24641+ ) A A | =PI F (o)

k=2 =0
q—2q—2 k+q—2
Mna
YD AjArrgay s |0 F (o).
k=0 j=k
a2 q—>5 k+2
HF(%)HﬁgoM?? > 24k + D AjArye | af
k=0 j=0
—2q—2
+ZZA Agrg—a—jag T [ ToF (o).
k=0 j=k
y se sigue [II;]:
a3 q—>5 k+2
||F1F(961)||Sf(ao)g0 o 24k + Y AjArin | af
k=0 7=0
q—2q—2
+ZZA Apq—jag | | ToF(zo)|| = f(ao)g(ao)|| Lo F(xo)]-
k=0 j=k

Como consecuencia, se obtiene [III;]:
ILr @)l < I HIE" ()7 F (@) < aof (a0)*g(ao) = ar-

Ademas,

S ZAk@]f = h(al),

k=0

1 (Lr(z0) ]| =

y [IV1] se sigue.
Ahora, de forma inmediata obtenemos:

Vil w2 — 21|l < [1H (Lp () I F (@) < hlan) [T F (21)]],

[VLi] [[w2 — 2ol < h(ar)||[ 11 F (21)]| + h(ao)|[ToF (zo)]-
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Por otra parte, puesto que la funién h es creciente y la sucesién {a,} es
decreciente, se tiene que

|22 — xol| < h(ao) [1 + f(ao)g(ao) | [[ToF (zo)]-

Reemplazando z; por z3, en general x,_; por z, podemos, aplicando
induccién, garantizar la existencia de I, y la veracidad de las relaciones de
recurrencia [II,]-[VI,]. Con lo que quedard demostrado el lema. =

Teniendo en cuenta los lemas técnicos 5.3.1 y 5.3.2 y las relaciones de recu-
rrencia dadas en el lema 5.3.4, obtenemos que la familia de procesos iterativos
(5.20) satisface el siguiente resultado de convergencia semilocal.

Teorema 5.3.5 Sea F un operador cuadrdtico dos veces diferenciable Fréchet
satisfaciendo las condiciones (C1) y (C2). Suponemos que ag < r, agh(ag) <
1y~ = flao)*g(ao) < 1. Si B(zo,R) C 2, donde R = %, entonces
la familia de procesos iterativos dada en (5.20) comenzando en xq, converge a
la solucion x* de la ecuacion F(x) = 0 con R-orden de convergencia al menos
cuatro. En este caso, la solucidn x* y las iteraciones x,, pertenecen a B(xg, R)
y x* es la unica solucion de F(x) = 0 en B(xo, %{3 — R)N 2. Ademds, se
obtienen las siguientes estimaciones a priori del error:

n

n_ An
2" —znll <h (74 3 100) Y_BW?% n =0,

1
flao)”

Demostracion. Por hipotesis tenemos que zo € (2 y, teniendo en cuenta
las condiciones iniciales exigidas al operador F, se sigue que z1 € B(xg, R).
Entonces, las relaciones de recurrrencia [I,,]-[VI,] dadas en lema 5.3.4 son
ciertas para n = 1. Ahora, sin méas que aplicar un proceso inductivo, es facil
probar, teniendo en cuenta el lema 5.3.4, que x,, € 2, n € N.

Para establecer la convergencia de la sucesién {x, } dada por la familia de
procesos iterativos (5.20), solamente tenemos que probar que es una sucesién
de Cauchy. Teniendo en cuenta que

donde A =

k—1 k-1 o
I flag(ay) < [[1¥ A=~ A,
=0 =0

obtenemos a partir de las relaciones de recurrencia que

ak_1 ak 4

ka1 = 2kl < Alar) | TeF(@p)ll < h(y ™= ag)n v~ A,

Entonces,
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n+m—1 n+m—1 ik ik
Jonim =l < 30 o —aell < Y h(y T a0 )y A"
k=n k=n
an 1 an_1 m-l an(ak 1)
< h(»yTa())n 3o A Z v AR
k=0
con n,m € N.
4k 43.47 ak+1

Ahora bien, puestoque v~ 3 > 3 parak=n,n+1,....,n+m—1,
se sigue

n_ n_ 1— £(4m_1+2)Am
|Tntm — zn] < h(,yéT 1%)77 4 A 713_ 4 ) (5.24)

Ademés, puesto que v < 1y A < 1, la sucesién {z,} es de Cauchy y, por lo
tanto, converge a x* = lim x,. Notemos que si n = 0 en (5.24), obtenemos
n—oo

agm—1 o

1—~"3 A™
1—~A

|€m — zol| < h(ao)n <R, m>1,

y Zm € B(zg, R), para todo m € N. Ademds, como A < 1, si m — oo, se

sigue
1
" —oll < hlao)y =5 = R

Por tanto, z* € B(zo, R).
Por otra parte, * es una solucién de F(z) = 0, ya que || I}, F(z,)| tiende
a cero cuando n tiende a infinito y la sucesién {||F'(z,)||} es acotada:

1F" (@) | < Mllzn — 2ol + | F" (o).
Entonces, como
1E (@) || < [1F (@) [0 F () [
se sigue que lim ||F(x,)|| = 0. Ahora bien, por la continuidad del operador

F, tenemos que F(z*) = 0. Por tanto, 2* es una solucién de F(z) = 0.
Ademas, tomando m — oo en (5.24), obtenemos

4™ —1

o =l < b (77 a0) Iin < (1) &
r —T a T E - -
n ’Y 0 1_,y4nA77 Fy ’y%

Por lo tanto, queda probado que la familia de procesos iterativos tiene R-orden
de convergencia al menos cuatro, puesto que

|z* — x| < B&*",
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A continuacién, probamos la unicidad de la solucién. Consideramos y* de
tal manera que F(y*) = 0 e y* € B(xo, Miﬁ — R) N 2. Suponemos que y* es
una solucién diferente de z*. Entonces,

1
0= [YF(y*) — ToF(z*) = /0 [oF' (2" + " —2%)) dt (" — 27).

Si existe el operador A~!, donde el operador A viene dado por
1
A— / TVF (& + t(y" — 2™)) dt,
0

se tiene que y* —z* = 0y, por lo tanto la unicidad de solucién en B(x, MLB —
R) N {2. En efecto, teniendo en cuenta que

(Y —z")
F'(z* +t(y* — %)) — F'(z0) = / F"(x)dx

Zo

1
= / F”(mo +r(x* +t(y" —a*) — xo)) [(m* —zo)(1—t)+t(y" — xo)]dr,
0
y tomando normas obtenemos
[F (2" +t(y™ — a")) = F'(wo)|| < M[||lz* — zol|(1 — t) +t]ly" — xol].

Ademss, y* € B(xo, Miﬁ —R)N Ny x* € Bz, R) N §2, luego se tiene que
lly* — zoll < ML,B — Ry ||la* — 29| < R. Por lo tanto,

1
I — Al < [Tl / 1 (" + 4y — 2°)) — F'(a0) | dt

1

Mp 2
< |[Io||M *— 1-—-t tlly* — dt< — |R+-——-R|=1
< Il [ e = anll =) + el — ol < 22 (R4 25 - )
y, por el lema de Banach, existe A~! y como consecuencia obtenemos la uni-
cidad de solucién y* =z*. =

Nota 5.2. Como hemos visto en la seccién 5.2, podemos obtener en el caso
real procesos iterativos con un orden de convergencia prefijado ¢, con g > 4,
sin mas que establecer los coeficientes que definen el algoritmo del proceso
iterativo. Esta situacién puede generalizarse a espacios de Banach. El proble-
ma de considerar en espacios de Banach R-érdenes de convergencia altos es
fundamentalmente el coste operacional que conlleva la utilizacién del opera-
dor derivada segunda. En el caso de ecuaciones cuadraticas este problema es
menor, puesto que el operador bilineal F” es constante.

En espacios de Banach para establecer un R-orden de convergencia g,
q > 5, para un proceso iterativo de la familia (5.20), tenemos que imponer
una condiciéon de conmutatividad. Esta condicién hace que la expresion que
toma la aproximacion de F' en el lema 5.3.3 se simplifique, como mostramos
en el siguiente resultado.
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Lema 5.3.6 Sea F : 2 C X — Y un operador cuadrdtico dos veces dife-
renciable Fréchet en un subconjunto 2 de X abierto, convexo y no vacio, de
manera que

F”(z)(:z: Lp(z)(z )) F'(x )(LF( ) (& )a’:) T, T,T € (2. (5.25)
FEntonces, para todo n > 0 se tiene
F(xn+l)
q—2q-— _
ZZ i Ak+g-2-; ”(LF(%) LoF(xn), Lp(x )k”_Q”FnF(x”))'
k=0 :
(5.26)
1, e 1 2k B
dondeaniF (zn), Ax = ok y Cp = k:—l—l(k;)’ k=0,1,...,q—2.

Demostracion. A partir de la condicién (5.25), se ve que se cumple, para
cada z,, de la familia (5.20),
B, (LF(xn)JFnF(mn)a LF(x7L)k7]FTlF(x7L)) =B, (FnF(gjn)7 LF(xn)anF(-Tn))a
(5.27)
parak=2...,q—3yj=0,1,... k.
Ahora bien, teniendo en cuenta la descomposicién del operador F' obtenida
n (5.23), aplicando lo anterior se sigue:

q— k
F(ni1) Z 2441+ Y AjA_; | Bn (FnF(xn), Lp(xn)anF(xn)>
b= =0 (5.28)
q—2q—2
+3 D> AjAiiq2-;Bn (LF(:E")JF"F(IH), LF($7L)k+q2JFnF(z")> '

k=0j=Fk

Entonces, sin mas que tener en cuenta que los numeros de Catalan, Cy =

%—!—1 (2:>, para todo k € N, satisfacen la igualdad
k
Cryr =Y CiCr_j, (5.29)
es obvio que
k
~2Ap41 + Y AjAr_; =0, para k=2,....q-3.
j=0

Ahora bien, si los coeficientes Ay se toman de la forma

oG 1 2k
FToR T 2R+ )\ k)

para todo k = 2,...,q — 3, obtenemos (5.26). =
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Nota 5.3. A partir de las propiedades que cumplen los ntimeros de Cata-
lan, hemos obtenido una nueva aproximacién para F' dada en (5.26). Ahora
bien, teniendo en cuenta (5.26), se sigue que la funciones auxiliares reales que
permiten establecer el R-orden de convergencia al menos ¢, con ¢ > 5, son:

tqil q—2 ,q—2
9() = = Z(ZAJ‘AHq—Z—j)tkv (5.30)
k=0 “Nj=k

y h(t) v f(¢) las dadas en (5.22). Ademads, en este caso

g(yt) <47 'g(t) para t>0 y ~y€(0,1).

Ademas, para todo n > 1, se tiene

gl

nt1 <Y1 an <7y a1 ag.

En efecto,

n—1 n—1 2 n—1
Ap4+1 = anf(an)2g<an> < '7q @nflf(’yq anfl) g(7q anfl)

gntl_g

n n n—1
<Al an <Y1 ap—1 <<y a1 ap.

Como consecuencia, el lema 5.3.4 se satisface con la nueva funcién g, definida
en (5.30), y podemos dar el siguiente resultado de convergencia semilocal
que garantiza que el proceso iterativo (5.20) converge a una solucién de la
ecuacién F(z) = 0 con R-orden de convergencia al menos ¢, con ¢ > 5y
establece estimaciones a priori del error.

Teorema 5.3.7 En las condiciones del teorema 5.3.5, si se cumple la con-
dicion (5.25) entonces el proceso iterativo (5.20), con coeficientes Ay, = %
y Cp = k%rl(%f), k > 3, comenzando en xy, converge a una solucion x* de
la ecuacion F(x) = 0 con R-orden de convergencia al menos q, con q > 5.
En este caso, la solucion x* y las iteraciones x,, pertenecen a B(xzg, R), con
R= 1*fh((aa00))gn(a0)’
Ademds, se obtienen las siguientes estimaciones a priori del error:

y x* es la dnica solucion de F(x) =0 en B(xo, %ﬁ —R)NM.

n

\ s AT
" = zn || < h(y7 ao)mﬁ
1
donde v = f(ag)?g(ag) <1y A= ——.
v = f(ao)*g(ao) Y Flao)

Demostracion. Teniendo en cuenta la nota 5.3 y siguiendo la demostracién
del teorema 5.3.5 obtenemos el resultado. m
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Nota 5.4. Notemos que la condicién (5.25) que imponemos en teorema
5.3.7 para poder obtener R-érdenes de convergencia altos es muy restrictiva.
Obsérvese también que este resultado es teérico y realmente, una vez prefijado
el R-orden de convergencia ¢, es suficiente verificar las siguientes condiciones:
Para obtener R-orden de convergencia al menos cinco:

F" () (DnF(20), L (20)? T F(x,))

5.31
— F”(xn)(LF(mn)FnF(zn),LF(zn)FnF(xn)), ( )
Para obtener R-orden de convergencia al menos seis:
F'"x ) LhF(20), Lp(xn)3 0n F (2,
(00) (T F (), L) T Fa0) .52

= F"(xy) (Lp(xn)FnF(:cn), LF(9571)2[',LF(357L))7

ademds de la condicién (5.31).
Para obtener R-orden de convergencia al menos siete, ademads de las condicio-
nes (5.31) y (5.32), deben satisfacerse estas otras dos:

F"(xy) (FnF(a;n), LF(xn)4FnF(xn))

_ {F/I(xn)(LF(xn)FnF(xn)aLF(xn)gpnF(xn)) (533)
F”(ajn)(LF(xn)QFnF(xn),LF(xn)QFnF(xn)),

En general, para obtener R-orden de convergencia al menos ¢, deben satis-
facerse las condiciones (5.27) para k = 2,3,...,q -3y j = 1,2,...,[k/2],
denotando por [k/2] la parte entera de k/2.

Nota 5.5. En la préactica, notemos que una vez fijado el R-orden de conver-
gencia ¢ con el que aproximaremos una solucién de F(x) = 0, chequearemos
las condiciones (5.27), para k =2,3,...,q—3y j=1,2,...,[k/2], en vez de
verificar la condicién (5.25). De esta manera, podemos decir que las iteraciones
obtenidas son aproximaciones, con un R-orden establecido ¢, a la solucién.

Nota 5.6. Obsérvese que todo el estudio de convergencia semilocal realizado
en R y en espacios de Banach, cuando aplicamos la familia de procesos ite-
rativos (5.20) a ecuaciones cuadraticas, puede generalizarse, en el sentido de
que se puede considerar el operador H(z),x € X, con un desarrollo infinito

1
H(.’L‘) =71+ 51‘ + ZAkxk, {Ak}k22 C R+,
>2

siempre que tenga sentido hablar de esta serie. Al igual que en el capitulo
3, a partir del teorema 1.3.1, H esta bien definida si, para algin zg € (2, se
cumple que || Lr(zo)|| < r. Que se cumpla esta condicién es equivalente a ver

que ag < 7, siendo 7 el radio de convergencia de la serie Z Atk con Ay = 1,
k>0
A =1/2.
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5.3.2. Una ecuacién en derivadas parciales

Para ilustrar una aplicacién de la familia de métodos iterativos (5.20) a las
ecuaciones en derivadas parciales no lineales, vamos a considerar la ecuacién
de interaccién molecular ([77]) dada por

*u  d*u
Au = u?, (Au =92 + 8y2> (5.34)

con las condiciones en la frontera dadas por b(z,y)
u(@,y) =b(z,y),  (x,y) €0G,

donde OG es la frontera de una regién suficientemente regular G C R2. Esta
ecuacién aparece en la teorfa de la dindmica de gases ([77]).
Resolver (5.34) es equivalente a encontrar una solucién de la ecuacién
F(u) =0 con
F:CY(G) - C(@), F(u)=Au—u? (5.35)

En este caso, tenemos:
F'(u)=A—-2ul, F"(u)=-2I
donde I es la identidad en C®(G) e I es el operador bilineal definido por
Lovw(z,y) = v(z,y)w(x,y), v,weE C’(Q)(G).

Nuestro objetivo es aproximar numéricamente los valores de u(zx,y) en el
interior de una regién G. Para ello, consideramos el siguiente estudio numérico
de la ecuacién de interaccién molecular Au = u?, dado por Rall ([128]) y que
aparece en la teoria de dindmica de gases. Este estudio lo consideraremos en
una regién G, siendo G el cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1] en las siguientes
condiciones de frontera:

w(z,0) =222 —z+1;0<z<1
u(l,y) =2 ;0<y<1
u(z,1) =2 ;0<x<1
u(0,y) =2y* —y+1;0<y <1

Para discretizar el problema definimos una malla uniforme con nodos

1
Pz,]:(ZhaJh)a h =

= — ,7=0,1,... 1.
n+17 7/’] ) ) ’n—"_

Aproximamos las derivadas segundas del operador u en los nodos F; ; me-
diante las siguientes férmulas de derivacién numérica:

u(Piy1,5) — 2u(P; ;) +u(Pi-1,5)

umv(Pz,j) = 2 ;

,j=1,...,n,
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u(Pyj41) — 2u(Pij) + u(Pij-1)

Uyy (P 5) = e , L,j=1,...,n.
Denotando por z; ; = w(P; ;), 4,5 =0,1,...,n + 1, obtenemos el sistema
—Ti4+1,5 — Ti—1,5 — LTij+1 — LTjj—1 + 41‘1‘73‘ = —hQZ‘ij, i,j = 1, ey n. (536)

Los valores g j, Tn+1,j, Ti,0 ¥ Ti,n+1 SOn obtenidos a partir de las condiciones
de frontera.
Ordenando las incégnitas x; ; (i,7 =1,...,n) de la siguiente forma

T1 =T1,1y++-5 Tn =Tpl, Tpntl = T1,25--+5Tm = Tpn,

el sistema (5.36) puede escribirse como

AT + &(T) = b,
donde
B -1 0 - 0
-1 B -1
A= 0 LBl € M(m x m),
. oL t. c. t. 0
S
0 cvvvn- 0 —I B
4 =10 - .- 0
-1 4 -1
po| 0 b4 - € M(n x n),
. t. t. .. oL O
S
0 v vn- 0 -1 4
I es la matriz identidad en R”, T = (21 ...,2,,)" &) = h2(2?...,22) y b

es un vector cuyas componentes vienen dadas por las condiciones iniciales. Los
sistemas de esta forma se conocen como sistemas casi lineales. Puesto que la
derivada segunda del operador es constante, en este caso, el uso de este tipo
de sitemas puede tenerse en cuenta, aunque en general, el uso de procesos
iterativos que conlleven el calculo de derivadas segundas no es aconsejable,
principalmente en dimensiones grandes.

Asi, consideramos por ejemplo el caso n = 3 y, por lo tanto, m = 9. Se
puede comprobar que el vector b viene dado por

b= (7/4,1,27/8,1,0,2,27/8,2,4)".

Si denotamos por
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F(Z)= AT +9(x) - b

el operador que define el sistema (5.36), se tiene que F'(Z) es un operador
lineal que viene dado por la matriz

z1 0 -+ 0

1 .
A+§ 0 )

oo e 0

0 - 0 g

y F"(Z) es un operador bilineal constante definido por

F'(Z)uv = éa o, Vau, veR.

En muchos casos, los procesos iterativos punto a punto con R-orden de
convergencia al menos tres no son tenidos en cuenta debido principalmente al
coste operacional que conlleva la utilizaciéon del operador derivada segunda.
Este no es el caso, puesto que si Z, § € R™ son conocidos, F”(Z)y es una
aplicacién lineal que tiene asociada una matriz diagonal, de manera que si
T=(x1,.-sZm) YT =(Y1,---,Ym), la matriz asociada a F"(T)7 es

2h2 dia‘g{yla ) ym}

El hecho de tomar métodos iterativos de R-orden de convergencia al menos
cuatro cuando se aplica a ecuaciones cuadraticas hace que alcancemos la solu-
cién en la mitad de iteraciones que cuando se considera por ejemplo el método
de Newton.

Si elegimos %(0) =1, para ¢ = 1,2,...,9, y consideramos la norma del
méximo en R™, entonces dada una matriz A = (a;;)1<i,j<m tomamos como
norma de A:

| A% | oo ‘ -
|A]| = sup = max g la;]
aerm [l 1<ism | £
x#0 j=1

Usando seis cifras significativas, obtenemos

1 -1
A+ —1T
(4+35)
1 Nt/ 1, o

y [|[F"(Z)|| =1/8 = M, luego ag = M Bn = 0.0984297. Entonces, tomando los
métodos de la familia (5.20) con A, =0, Vk > 3:

I1To]l = [|1F(zo) | = ‘ < 1.00877 = 8,

[ T0F (o) || = ‘ < 0.780592 = 7,

1 1
Tpyl = T — (I + §LF(.’IJn) + 2Lp(gcn)2> I F(xy,) (5.37)
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Y
1 1 , 5 .
Tpa1=Tp — | T+ in(xn) + iLF(xn) + gLF(:cn) I, F(z,), (5.38)

donde A3 =5/8 y Ay =0, Vk > 4, las hipétesis de convergencia dadas en el
teorema 5.3.5 se cumplen y obtenemos como dominios de existencia para estos
dos métodos B(Zy,0.82336) y B(Zo,0.824431) respectivamente y los dominios
de unicidad B(Tg, 15.0375) N 2 y B(Ty, 15.0365) N {2 respectivamente.

Como hemos observado antes, el resultado de convergencia semilocal da-
do en el teorema 5.3.5 puede ser extendido al caso particular de desarrollos
infinitos. Por ejemplo, en el caso del método de Super-Halley:

Tpal = Tp — H(Lli(xn))FnF(xn), n>0
H(Lp(wn) = Y 3 (o)

k>0

obtenemos un resultado analogo al teorema 5.3.5. Notemos que éste es un pro-
ceso iterativo clédsico y tiene R-orden de convergencia al menos cuatro cuando
es aplicado a ecuaciones cuadraticas. En este caso, las funciones auxiliares
reales son:

. 2=t 1 22t
h(t):1+;§tk:m, f(t):l_th(t):2_4t+t27

y obtenemos como dominio de existencia B(Tg,0.937573) y como dominio de

unicidad B(Tg, 14.9233) N {2, que son peores que los obtenidos en los dos casos

anteriores para el proceso iterativo (5.37) y para el proceso iterativo (5.38).
A modo comparativo, recogemos en la tabla 5.8 las estimaciones del error

4™ —1 vyos An
F—x <h( 3a>7, n >0,
o —all < (v a0) =g n>
dadas en teorema 5.3.5, para los procesos iterativos de la familia considerados
y para el método de Super-Halley.

Notese que, tal y como muestra la tabla 5.8, las estimaciones del error para
los dos procesos iterativos de la familia mejoran las obtenidas para el método
de Super-Halley, siendo todos métodos con R-orden de convergencia al menos
cuatro, cuando se aplican a operadores cuadraticos.

Por otra parte, cuando aplicamos el proceso iterativo (5.37) los pasos para
obtener una nueva aproximacién Tx41, conocido T € R™, son:

1. Resolver el sistema I'(Zy )¢, = —F(Tx),
2. Resolver el sistema F'(ZTy)l, = —F" (T )k,
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método (5.37)  método (5.38) método de Super-Halley

n

1 0.000540568 0.00111368 0.0958965
2 1.72658 1071 6.40829 10~1° 0.0000292917
3 249639 107%  9.76335 10~ 3.64408 10~ °
4 1.51541 107265 7.30842 10239 1.21269 10~ ™

Tabla 5.8. Estimaciones del error para (5.36) con mgo) =1,:=12,...,9

3. Resolver el sistema
_ 1 1 _
(F/(fk) + F”(Ek)ék) di = —F(fk) + iF//(fk)éz + §F//(fk)5klifk,

4. Definir el siguiente punto como Ty11 = Ty + d.

PIE

7 . . .z n n n .
Denotamos la n-ésima iteracién por (x(l ),:ré ) ,zg ))t. Usando 16 ci-
fras significativas, consideramos como solucién numérica exacta de (5.36) la

obtenida en tres iteraciones por el proceso iterativo (5.37). Véase la tabla 5.9.

$§3) 3};3) xéS)

1.0259117116900391  1.2097138871357902  1.5167030309592349

$513> $é3) SIZ'éS)

1.2097138871357902  1.387703786439461  1.6258724919587073

13(73) xéS) mé?))

1.5167030309592349  1.6258724919587073  1.7642994854428844

Tabla 5.9. Aproximacién numérica de la solucién de (5.36)

5.3.3. La ecuacién integral de Chandrasekhar

A continuacién, mostramos un caso practico donde aplicamos el teorema
5.3.5, con el propdsito de obtener dominios de existencia y unicidad de solu-
ciones para ecuaciones integrales cuadraticas de la forma

2(s) = £(s) + Ax(s) /O (s, )a(t) dt. (5.39)

Para ello, consideramos el espacio de Banach X = C(]0, 1]) de todas las fun-
ciones continuas definidas en el intervalo real [0, 1] con la norma del méximo
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Iloc = mx Ja(s)].

Consideramos el nicleo x(s,t) como una funcién continua en dos variables
s,t € [0,1] y satisfaciendo las condiciones 0 < £(s,t) < 1y k(s,t)+r(t,s) = 1.
Ademds, suponemos que A es una constante real y f(s) € C([0,1]) es una
funcién conocida. Las ecuaciones de la forma (5.39) aparecen en el trabajo
de Chandrasekhar ([39]) y surgen del estudio de la teorfa de la transferencia
radiactiva, el transporte de neutrones y la teoria cinética de los gases. Este
tipo de ecuaciones integrales cuadraticas son estudiadas en [10] y en [11] bajo
ciertas condiciones para el nicleo. (Véase también [50]).

A continuacidén, a partir del teorema 5.3.5, proporcionamos dominios de
existencia y unicidad de solucién para un caso particular de (5.39). Ademsés,
mostramos la mejora conseguida al comparar la familia de procesos iterativos
(5.20) con estudios realizados por otros autores ([48]), donde se considera un
proceso iterativo particular de la familia (5.20).

Resolver (5.39) es equivalente a resolver la ecuacién F(z) = 0, con F' :
C(]0,1]) — C(]0,1]) el operador dado por la ecuacién integral:

F(z)(s) = —f(s) +z(s) — )\x(s)/o k(s,t)z(t) dt, =€ C([0,1]), s € [0,1].

1
Sin pérdida de generalidad, consideramos f(s) = 1, para todo s € [0,1], A = 1

s
y el niicleo k(s,t) = Pyt s,t € [0,1]; es decir, tomamos F' como sigue
s

_ _als) 1 s
F(a)(s) = —1te(s)= = | ey i, 2 € C(0,1]), s €[0,1). (540)

Calculamos la primera y segunda derivadas Fréchet del operador F' con el
objetivo de poder hallar asi las constantes M, 3, y i, obteniendo

S ! S xr(s ! S
Pl =)~ 1 [ e a- T [ Sy sepal

1 1
Pl = -2 [ 2 a -2 [ yw s sep
Observando que méax

1
/ 5 dt| = max (slns
s€l0,1] | Jo s+t s€[0,1]

do como aproximacién inicial z¢(s) = 1, obtenemos

donde z,y,z € C([0,1]).

1
> = In2 y toman-

1
| F(z0)] < 1 In2.
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Por otra parte,
1
I — F'(z0)| < 51112 <1,

por tanto, se sigue que

2

1
Il < < =
”0”—1—H1—mem|—2—hm b,
Y In2
n
<~ =
IToF (o)l < 7—575 =
Ademas,

1
|F"(@)] < 3 In2 = M.

Trabajando con ocho cifras significativas, obtenemos las siguientes constantes
8 = 1.5303942, n = 0.26519711 y M = 0.34657359. Luego, ap = MpPn =
0.14065901. Tomando, por ejemplo, el método de la familia (5.20) donde
Ap = 0, k > 3, se sigue que agh(ag) = 0.15194296 < 1y f(ao)?g(ag) =
0.002564064 < 1, donde las funciones reales auxiliares son

3 2
h(t):%(2+t+t2)’ f(t):m y g(t):W'

Por tanto, a partir del teorema 5.3.5, obtenemos para el operador integral
(5.40) un dominio de existencia de solucién, dado por la bola B(x¢, 0.28709603),
y un dominio de unicidad de solucién dado por B(zg, 3.4836841) N (2.

Pasamos a realizar un estudio comparativo entre la familia de procesos
iterativos dada por el algoritmo (5.20) y la familia de métodos iterativos con-
siderada en [48], también conocidos como C-métodos ([4]):

1

Obsérvese que, en el caso en que C' = 0, se estd considerando el método de
Chebyshev. Es claro que, tanto si C' = 0 como si C' = %, ambos métodos estan
considerados en la familia (5.20).

En la tabla 5.10, se muestran algunas estimaciones del error ||z* — x|
obtenidas al utilizar estos procesos iterativos para aproximar una solucién de
la ecuacién integral (5.40). Notemos la mejora conseguida, en términos de
estimacién del error, al considerar el método de Chebyshev o el C-método con
C' =1/2 y el mismo proceso iterativo en la familia (5.20) con A, = 0, Yk > 3.

5.3.4. Una ecuacién integral cuadratica

A continuacién, presentamos un caso practico donde aplicamos el teorema
5.3.7, obteniendo de esta forma R-érdenes de convergencia altos para distintos
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método (5.20) método (5.41) método (5.41)
con A, =0, Vk >3 con C =0 con C'=1/2

n llz* — | [lz* — @l llz* — x|
0 0.28709603 0.28704249 0.28704249
1 0.0005767678 0.0035775864 0.00073599201
2 2.11380 10~ 8.92413 1072 4.48122 10~
3 6.2568 10756 1.38979 1072% 6.16436 107°°

Tabla 5.10. Estimaciones del error para el operador integral (5.40)

procesos iterativos de la familia (5.20) cuando los aplicamos a la ecuacién
integral cuadrética de tipo Fredholm y de segunda clase ([40]):

x(s) = f(s) + )\/0 et (t)? dt. (5.42)

Realizamos este estudio, considerando el espacio de Banach X = C([0,1]) de
todas las funciones continuas definidas en el intervalo real [0, 1] con la norma
del miximo. Por otra parte, suponemos que A es una constante real y f(s) €
C([0,1]) una funcién conocida. Notemos que el nicleo que tomamos k(s,t) =
etts st € [0,1], es continuo y degenerado, entendiendo por degenerado que
las variables son separadas.

Para obtener aproximaciones de una solucién de (5.42), utilizaremos dis-
tintos procesos iterativos de la familia (5.20). El problema de encontrar una
solucidn de (5.42), z*(s) € C([0,1]), es equivalente al de encontrar una solu-
cién de la ecuacién F(z) = 0, donde F : C([0,1]) — C([0,1]) estd definido de

la siguiente manera:

[F(2)](s) = () — £(5) — A /0 ot dt, s e 0,1,

Notemos que el hecho de considerar el punto de salida ug(s) = f(s) hace
que la condicién (5.25):

F' (@) (3, Lr(2) (@) = F" (@) (Le(2)(2),7), o,4,7 € 2.

se cumpla si x = ug(s) = f(s), por lo que se podré fijar el R-orden de con-
vergencia deseado para obtener una primera aproximacién, lo suficientemente
buena, para una solucién de (5.43). Elegimos ug(s) = f(s) =1y A= —1. En
este caso, se tiene que una solucién de la ecuacién integral

[F(2)](s) = 2(s) — 1 — A /O a2 dt=0, se0,1]. (5.43)

es
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—3¢2 +/3(-4 + de + de® — A
xz(s)=1+¢€° e+ V344 cj+ c e).
2(—1+¢€?)

Consideramos los procesos iterativos de la familia (5.20) con ¢ = 4,5, 6, 8, que
aplicamos a la ecuacién integral (5.43), y calculamos para estos procesos las
primeras tres iteraciones.

Observamos que las condiciones de convergencia del teorema 5.3.7, para
q = 4,5, se cumplen a partir de la segunda iteracién us que tomaremos como
xo. En efecto, por una parte tenemos que |F"(x)|| = 9.34155 = M. Ahora,
para ¢ = 4, obtenemos los siguientes valores de los parametros 3 y 1 que
definen aq:

(5.44)

ITo]l <2.13927 =06, |[IoF (z0)] < 0.0000229949 = 7,
de donde se sigue que
ag = 0.000459533, aph(ag) = 0.000459638 < 1, ~ =6.07306 10~ < 1.
Para ¢ = 5, obtenemos
[Tl <2.13926 = 8, || ToF(20)]| <2.581 1077 =1,
y por tanto,
ap = 5.15787 1075, agh(ag) = 5.15789 107¢ < 1, ~ =6.19295 10~2% < 1.

Entonces, podemos asegurar la convergencia a la solucién de (5.43) con al
menos R-érdenes cuatro y cinco, tomando xy para el teorema 5.3.7 como la
segunda iteracién, ug, obtenida a partir de los procesos iterativos de la familia
con ¢ =4y q = b, respectivamente.

Para los métodos de la familia con ¢ = 6 y ¢ = 8, las condiciones de
convergencia de teorema 5.3.7 se satisfacen a partir de la primera iteracién uq
que tomaremos como xg. En efecto, para ¢ = 6, obtenemos

G|l <2.14706 = 3, ||[ToF (x0)]| < 0.0247705 = 7,
ag = 0.124204, aph(ag) = 0.13305 < 1, ~ = 0.0000599727 < 1.
Para g = 8,
G|l <2.14282 =3, ||[ToF(xo)] < 0.0112001 = 5,

ap = 0.224196, aph(ap) = 0.257263 <1, ~ = 0.00024204 < 1.

Entonces, tomando xg en el teorema 5.3.7 como la primera iteracién, uy, ob-
tenida a partir de los métodos de la familia con ¢ = 6 y ¢ = 8, la convergencia
a la solucién de (5.43) con al menos R-6rdenes seis y ocho respectivamente
queda garantizada por el teorema 5.3.7.
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Recordemos que, como observamos en la nota 5.4, al fijar el R-orden de
convergencia ¢, con el que aproximamos la solucién del problema la condi-
cién (5.25) que imponemos en el teorema 5.3.7 es demasiado restrictiva y es
suficiente con chequear las condiciones:

By (Lp() TnF(zn), Lp(2,) I Ty F(20)) = B (InF(20), Lp () T F(24)),

donde B,, = %F”(xn) parak=2,...,q—3yj=0,1,..., k. De esta manera
podemos decir que las iteraciones obtenidas son aproximaciones a la solucién
con un R-orden establecido g.

Asi, las condiciones que chequeamos son (5.31) para obtener R-orden de
convergencia al menos cinco en cada iteracién, (5.31) y (5.32) para obtener
R-orden de convergencia al menos seis en cada iteraciéon. Para obtener R-
orden de convergencia al menos ocho en cada iteracién, deben cumplirse las
condiciones:

F"(z2) (FnF(gjn), LF(xn)4FnF(l’n))

_ {F”(:z:n)(LF(:cn)FnF(xn),Lp(xn)3FnF(xn))
F WLp(2n)? T F (), Lp(zn)* T F(2,)),

F"(xy) (Do F(20), Lp(2,)° T F(22))
B {F”(wn)(LF ) D F (), Lp(20) T F (2,))
F" () (Lp(20)* 00 F (2), Lr(20)2 T F(2y,)),

ademés de las condiciones (5.31) y (5.32).

Mostramos a continuacién las estimaciones de los errores cometidos al
utilizar estos procesos iterativos de la familia (5.20) para aproximar la solucién
(5.44) y que estén recogidas en la tabla 5.11.

q=4 q=5 q==6 q=38
0.0647937 0.0394267 0.0252058 0.0112892
1.0000229953 2.581 107" 1.54882 107°  8.71526 10~ 1'°
3.33067 1071 4.06977 10733  1.04446 10752 1.47422 10711

w N =3

Tabla 5.11. Estimaciones del error ||* — x| para la ecuacién integral (5.43)

Observando la tabla 5.11, es claro que si fijamos una tolerancia en el error
de [|#* — z,| < C - 10715, con C una constante real positiva, necesitamos
realizar dos iteraciones considerando ¢ = 8 o tres iteraciones considerando
q = 4. Mientras que si tomamos el R-orden g = 120, esta tolerancia se consigue
con una sola iteracion.

Finalmente mostramos graficamente las aproximaciones a la solucién
(5.44) de la ecuacién integral (5.43) obtenidas para los procesos iterativos
con R-6rdenes q = 4,5,6,8, que hemos considerado en este estudio.
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Figura 5.7. Aproximaciones a la solucién (5.44) de la ecuacién integral (5.43) con
R-6rdenes ¢ = 4,5,6,8

5.4. Ecuaciones cuadraticas complejas y conjuntos
universales de Julia

En esta seccion nos planteamos el estudio de la convergencia global desde
un punto de vista numérico y dindmico de la familia de procesos iterativos

F(z,
Zn+1 = GF(Zn) = Zn — H(LF(Z’IL)) F/((zz ))7
g—2 ) ! (5.45)
H(’LU) = Akwkv Ak = ?Ckv q= 4)

siendo C, k € N, los conocidos nimeros de Catalan (5.2), cuya definicién

recordamos ([45], [149]):
1 2k
Cr =5 ( k )

Realizamos este estudio en el caso en que estos métodos iterativos son apli-
cados a polinomios cuadraticos en C, siguiendo la teoria ya existente sobre
funciones iterativas racionales de variable compleja ([27]).

En lo que sigue suponemos que F : 2 C C — C es un polinomio de grado
dos con dos raices simples. Denotaremos por C, el plano complejo extendido,
conocido también como esfera de Riemann con su métrica habitual.

Notemos que como consecuencia del estudio anterior se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 5.4.1 La familia de procesos iterativos (5.45) tiene orden de con-
vergencia q, con q > 4.
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Para estudiar la convergencia de un método iterativo hacemos uso del con-
cepto de convergencia general introducido por Smale en [138] y que més tarde
fue generalizado por McMullen ([105]). La convergencia general de un método
iterativo significa que para casi todo punto inicial, esto es excepto para un
conjunto de medida nula, y para casi todo polinomio de grado conocido, el
método iterativo converge a una raiz del polinomio. Una herramienta que usa-
remos para analizar la convergencia de los métodos iterativos (5.45) aplicados
a polinomios cuddraticos es el conjunto universal de Julia, que posteriormente
definiremos.

A continuacién, introducimos algunos conceptos y resultados generales que
podemos encontrar en [27] y que usaremos a lo largo de esta seccién.

Sea R(z) = ggz;

una aplicacion racional no constante en la esfera de Rie-

mann, donde P(z) y Q(z) son polinomios complejos con factores no comunes.
Se dice que ¢ es un punto fijo de R(z) si R({) = (.
Sea z € C. Se define la drbita de z como el conjunto

Orb(z) = {z,R(2), R*(2),...,R*(2),...}

donde R¥(z) es la k-ésima composicién de R. Se dice que ¢ es un punto
periddico de periodo n si R™(¢) =y R7(¢) # ¢, para 0 < j < n.

Notemos que, si ¢ € C, es un punto periédico de periodo n > 1, entonces
¢ es un punto fijo de R™.

Sea ¢ un punto fijo de R. Entonces, se dice que ( es

(1) superatractor si R'({) =0,
(2) atractor si |R/'(¢)] < 1,

(3) repulsor si |R'(¢)] > 1,

(4) indiferente si |R'(¢)| = 1.

Ademaés, un punto periédico de periodo n es superatractor, atractor, repulsor
o indiferente si lo es como punto fijo de R™.

Por otra parte, dada una aplicacién racional R(z), C, se divide en dos
subconjuntos, conocidos como conjunto de Fatouy conjunto de Julia, y cuyos
elementos dependen directamente de las propiedades dinamicas de la aplica-
cién racional y de sus iteradas sobre los elementos de dichos subconjuntos. En
un sentido poco riguroso, estos dos subconjuntos incluyen todos los puntos
cuyo comportamiento dindmico es predecible después de muchas iteraciones
de la aplicacién racional R y, por otra parte, aquellos puntos cuyo comporta-
miento dindmico es complicado de establecer independientemente del niimero
de iteraciones realizado.

Sea R una aplicacién racional no constante. Se denomina conjunto de Fa-
tou asociado a R al subconjunto abierto maximal F(R) C C en el cual
la familia {R, R2,...,R¥ ...} es equicontinua con respecto a una de las
métricas equivalentes en C,,. Recordemos que una familia F de aplicacio-
nes f : (Cx,d) — (Cu,d) se dice equicontinua en un subconjunto 2 C Cy
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si, para cada € > 0, existe § > 0 de tal forma que, para todo w, z € {2 y para
toda f € F, se tiene que d(f(w), f(2)) < € siempre que d(w, z) < .

El complementario del conjunto de Fatou, J(R) = Co — F(R), se deno-
mina conjunto de Julia asociado a R.

Sea ¢ un punto fijo atractor de una aplicaciéon racional R. Se define la
cuenca de atraccion de ¢ como el conjunto

C(¢) ={z € Cx|R"(2) — ¢ cuando n — oco0}.

Ademsds, si ¢ es un punto atractor periédico de periodo n de R(z), la cuenca
de atraccién de la érbita Orb(¢) es el conjunto

n—1
corb(Q) = |J R (C(Q),
j=0

donde C(¢) es la cuenca de atraccién de ¢ como punto fijo de R™.

Asi, el conjunto de Julia de una aplicacién racional R(z), denotado por
J(R), es la clausura del conjunto de puntos periédicos repulsores y su com-
plemento es el conjunto de Fatou F(R), es decir, F(R) = Co — J(R).
Una de las propiedades mas conocidas de estos conjuntos, que de hecho
usaremos, es que tanto el conjunto de Julia como el de Fatou son com-
pletamente invariantes por R. Esto es, R™Y(F(R)) = R(F(R)) = F(R) y
R YJ(R)) = R(J(R)) = J(R). Ademés, si R(z) tiene un punto fijo atrac-
tor ¢, entonces, la cuenca de atraccién asociada a ¢, C'((), estd contenida en
el conjunto de Fatou y el conjunto de Julia coincide con la frontera de C((),
es decir, J(R) = 0C((). Por lo tanto, la dindmica cadtica de la aplicacién
racional R(z) estd contenida en su conjunto de Julia.

Otro concepto fundamental para la comprensién del comportamiento de
las aplicaciones racionales desde el punto de vista dindmico es la conjugacion.
Para introducir este concepto hacemos uso de las aplicaciones de M&bius, que
son aplicaciones racionales de grado uno de la forma

az+b
cz+d’

Z ad — bc # 0.

Estas aplicaciones constituyen el grupo de homeomorfismos analiticos de Co,
en si mismos. Se dice que dos aplicaciones racionales R y .S son conjugadas si
y solo si existe alguna aplicaciéon de Mdobius M de tal manera que

S=MRM™'.

Es claro que la conjugacién es una relacién de equivalencia, y las clases de
equivalencia se denominan clases de conjugacién de las aplicaciones racionales
([27]). La importancia de la conjugacién en la comprensién del comportamien-
to de las aplicaciones racionales es debido a las buenas propiedades que tiene.
Asi, por ejemplo, si R es una aplicacién racional no constante y M una apli-
cacion de Mobius de tal manera que define una nueva aplicaciéon racional
S = MRM™1, entonces F(S) = M(F(R)) y J(S) = M(J(R)), ([102]).
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Por lo tanto, supongamos que uno desea describir el comportamiento tan-
to cuantitativo como cualitativo de una aplicacién racional R(z), entonces es
posible simplificar este problema transfiriéndolo a otro maés sencillo en térmi-
nos de su conjugado S(z), puesto que la conjugacién preserva puntos fijos,
puntos periédicos y el tipo, asi como las cuencas de atraccién, y es en esos
puntos donde se encuentra la informacién del comportamiento dindmico para
una funciéon F' analitica arbitraria.

Sea G un proceso iterativo. Se dice que tiene asociado un conjunto uni-
versal de Julia si existe una aplicacién racional R tal que para cada polinomio
F de grado d, J(GF) es conjugado por una aplicacién de Mobius a J(R).

A continuacién, establecemos cuales son los conjuntos universales de Julia
asociados a los procesos iterativos G de la familia (5.45) cuando son aplicados
a polinomios cuadréticos.

Notemos que cada proceso iterativo Gr de la familia (5.45) aplicado a
un polinomio cuadrdtico F(z) = (z — a)(z — b), a # b, tiene asociado una
aplicacién racional R,(z) dada por

F(z)
Ry(z) =z —H(Lrp(2)) Q) q >4, (5.46)
siendo la funcién H de la forma:
q—2 1
H(w) =) 5 Crw®, q24, (5.47)
k=0

y Cf los numeros de Catalan (5.2).

Teorema 5.4.2 Sea la aplicacion racional Ry(z), con g > 4. Entonces, la
aplicacién racional conjugada Sy(z) = MR,M~1(2), via una aplicacién de

Moébius, M(z) = %, viene dada por
P

qaozq_2 Fa129 3 f a2t -+ (q—32 + Qg—2

S, = ,
a(2) ap+ a1z + agz? + -+ ag_32973 + ag_02972
donde
ag = 1,
ay = 2(] - 4,
2(q —2 2(q — 2
I ) R RS
J J—2
Demostracion. A partir de la aplicacién de Mobius, M (z) = 2;27 se sigue

que M~1(z) = b2 —la. Denotando por w = M ~!(z) obtenemos:
 —
2
_ (b —
Flo) = z(b—a) Flw) = (z+1)(b a).

(z—1)" (z=1)
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Por lo tanto,
F(w)F"(w) 2z

Lr@)==For ~ v

Teniendo en cuenta la expresién de la funcién racional R, (5.46) se sigue que

w—a—H(Lp(w)) 5/((2))
Sq(2) = MRqM_l(Z) = MRy(w) = Flw)’
w—b—H(LF(w)) F/(w)
y puesto que w — a = %, w—>b= %, obtenemos:
2z
2(z+1)—zH | ——3

z+le(@iiV)

Ahora teniendo en cuenta (5.47), sin mds que operar, se sigue que

q—2 ok

k=1

Sq(z) =

q—2 Sk
| Yo e —
Z}; S EESIEC

q—2
22 <(z +1)2e=2) Z Crp2* Yz + 1)2(q2k)>
k=1
q—2 '

(z +1)2a=2) — z ZC’kzk(z + 1)2(q—2—k)
k=1

Por otra parte,

Jj=0 J
2(q—2—k)
2q—2—k)\ ;p
Zk—l 241 2(q—2—k) ( ‘ )Z]+k 1
ey 2 U
7=0
2qg—k—5
_ (2(g—2—k)) j,
SN +1—-k

de manera que
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q—2
(z+1)2@=2) — Z Cr2* 2z 4 1)2@27R)
k=1

=2(q22) 2-2),5 S S (a2 k)
= ] * j+1—k

J .
S(0) £airt)-
S S et )

q 1 j+1—k
L) (i)

Ahora, aplicando la férmula de Jonah para los nimeros de Catalan ([94]):

(;-1) ZC(T;_2;> n>0, j>1, (5.48)
=1

=
Il

—

<~

Il

es facil ver que
i+1
22\ = (200-2-R)) _
( j ) 20y ) =0
k=1
Ademas,

()Y )

j=q-2 k=

- 22 <<J+q—2) qfsc’“(;qul—k;@)>zj’

k=1
y aplicando la férmula (5.48), obtenemos

()" e )

Jj=q—2 k=1

S (05 ()

Por lo tanto, sustituyendo en el numerador de Sy(z), se sigue
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q—2
2 <(Z + 1)2(q—2) _ Z Ckzk—l(z + 1)2(q—2—k)>

k=1

o (SG8 ()rsemn

Jj=0

Procedemos andlogamente con el denominador de S,;(z). Por un lado, tenemos

q—2 q—2 2q—k—3 2(q 9 k)
k 2(qg—2—k) _ e j

j=k—+1
q—27—1 2(q—2)2q—j—3
_ 2(q —2 —-2-k)\
E e S ()
Jj=2 k=1 Jj=q—1
y
2(q—2) 29—j—-3 q—3q—j—
2(q—2—k)>- -1 —2-k) j
SO G EED D S
j=q—1 k=1 j-1-k =0 k= ]+q 2—k

k=1 j=2
Entonces,
q—2
(z41)2@=2) — 4 Z Ckzk(z + 1)2(q_2_k)
k=1
-2 -2
_ K (2((1 - 2)> j qz: (2((1 - 2)) j
= ) 2! — ; z
- i - Jj—2
7=0 Jj=2

= (E(082)-( )
=1+2(q—2)z+ qf ((2(qj— 2)) B (22(1__22))) .

j=2
y se obtiene el resultado. m

Pu(2)
Py(2)

Obsérvese que, dada la aplicacién racional S, = 24 , con



208 5 Ecuaciones cuadraticas

q—2 q—2
P,(z) = z:aqu_z_j7 P,(2) = Zajzj (5.49)
j=0 7=0
donde
ag = 1,
a; = 2q - 47

o= () (55 amra

obtenemos que

_201(1 4 2)t A2t

Sh(z) =2z ()

, siendo  Py(z) =1,

() = 6(1+ 2)22%  3Cy(14 2)5742371
s\ = (1+22)2 P3(z2)?

y P3(z) =1+2z,

2023 (1+2)*  4C5(1 + 2)8 4241

RIS Al G v 7 R X

con Py(z) =144z + 522,

7024 (1 + 2)° 50 (1 + 2)t07 42571

Si(z) = = =
) = 6z r 1422+ 1492 YBE

)

donde }55(z) = 1+62+1422+1423. A la vista de las expresiones de S, obtenidas
para q=2,q=3,q=4y q=25, conjeturamos el siguiente resultado:

5/ (o) _ ACm (1 21 zn
q » 2 :
Py(z)

Ahora, teniendo en cuenta esta conjetura podemos caracterizar las compo-
nentes de Fatou asociadas a las aplicaciones racionales S;, con ¢ > 2.
La aplicacién racional

con P,(z) y P,(z) los polinomios dados en (5.49), tiene dos componentes de Fa-
tou invariantes por S;, una componente superatractora, donde las iteraciones
convergen al infinito, y otra componente superatractora, donde las iteraciones
convergen a cero. Ademds, S'(z) = {z € C| |z| = 1} es invariante por Sy(z) y

S'(z) € T(S,)-
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Notemos que si

qCy—1(1 + z)2a74z971
S‘/I(Z) = ! = 5 9
Py(z)

entonces se tiene que los inicos puntos criticos de S; son z = 0, z = oo y
z = —1. Es claro que z = 0 y z = 0o son dos puntos fijos superatractores
de la aplicacién racional S,(z), por lo tanto cada uno de ellos da lugar a una
componente de Fatou.

Por otra parte, Sy(—1) =1y z =1 es un punto fijo de S;(z). Ademads, se
tiene que
_ qCq1 (2>

Py(1)?

por lo tanto, z = 1 es un punto fijo repulsor de Sy(z), y consecuentemente
z =1 € J(5). Luego, S, tiene precisamente dos componentes de Fatou
invariantes.

Por otra parte, para ver que S, aplica la circunferencia unidad S' en si

Sq(1)

misma, basta ver que |P,(2)| = |P,(2)|, con z € S*. En efecto, notemos que
S, es el producto de 29 por el cociente de polinomios P,(z)/P,(z). Ademés, el
polinomio P,(z) satisface la siguiente igualdad P,(z) = 2972P,(1/z). Ahora
bien, dado un z = € € S, se tiene que 1/2 = e~ =z y P,(1/2) = P,(2).
Por lo tanto, es equivalente ver que S, aplica la circunferencia unidad S' en

si misma a ver que |P,(2)| = | P,(2)|. Como a; € R, se tiene
q—2 q—2
B3 = Byle®) = Y aje™ = 3 a,(cos(0) — isen(8)) = By(2).
§=0 §=0
En consecuencia, |P,(z)| = |P,(Z)|. Entonces, ningtin punto de S puede estar

en una componente de Fatou, por lo que S* C 7(S,).

Nota 5.7. Notemos que los casos ¢ = 2 y ¢ = 3 se corresponden con

z+2
1422’

So(2) = 22, S3(z) = 23

siendo S y S3 las aplicaciones racionales conjugadas mediante una aplicacién
de Mébius M(z) = (z — a)/(z — b) de los procesos iterativos de Newton y
Chebyshev aplicados a polinomios cuadraticos.

También es conocido que el conjunto de Julia asociado a la aplicacién ra-
cional S coincide con la circunferencia unidad, es decir, J(S2) = S1(z), como
se ve en la figura 5.8, donde mostramos las cuencas de atracciéon para Sy y
Ss. Estas cuencas de atraccién clarifican la estructura de los conjuntos univer-
sales de Julia asociados a los procesos iterativos de Newton y de Chebyshev
aplicados a un polinomio cuadratico.
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-2
-2 -1 0 1 2

Figura 5.8. Cuencas de atraccién para Sz y S3 aplicadas a un polinomio cuadratico

(z—a)(z—1b)

Los puntos situados en el drea pintada con cyan convergen al origen y
los puntos situados en el drea pintada con magenta convergen al infinito.
La intensidad del color representa a su vez la rapidez con la que el proceso
iterativo converge a una de las raices.

Como observamos en la figura 5.8, en ambos casos las aplicaciones raciona-
les Sy y S5 tienen dos componentes de Fatou superatractoras, una donde las
iteraciones convergen al cero y otra donde convergen al infinito. Pero, asi como
el conjunto de Julia asociado al proceso de Newton es la circunferencia unidad,
el conjunto de Julia asociado al proceso de Chebyshev es algo mas complejo.
En este caso, es claro que los tinicos puntos criticos de Ssson z = -1, 2 =0y
z = 00, siendo 0 e co puntos fijos superatractores, y por lo tanto, dando lugar
cada uno de ellos a una componente de Fatou. Por otra parte, el otro punto
critico z = —1 satisface que S3(—1) = 1, es decir, z = —1 es llevado por la
aplicacién racional S3 a un punto fijo. Ademads, puesto que S5(1) = 8/3 > 1,
se sigue que z = 1 es un punto fijo repulsor. Luego, z = —1 € J(S3) y S3
tiene exactamente dos componentes de Fatou.

Ademsés, observemos que S3(z) es el producto de z3 y la aplicacién de
Mébius M(z) = £, la cual preserva la circunferencia unidad S*(z). Por lo
tanto, se sigue que la circunferencia unidad es invariante por Ss(z), y como
consecuencia, S'(z) C J(S3). Puesto que la circunferencia unidad es la imagen
bajo M(z) = (z —a)/(z — b) del lugar de puntos equidistantes de las raices a
v b, se sigue que el lugar de puntos equidistantes de las raices esta contenido
en J(Ss).

Por otra parte, el conjunto de Julia asociado al proceso iterativo de New-
ton, aplicado a un polinomio cuadratico, es una linea recta cuando se visualiza
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en el plano complejo y representa el lugar de puntos equidistantes de las raices.
En el caso de tomar el método de Chebyshev ocurre que el lugar de puntos
equidistantes de las raices estd contenido estrictamente en [J(S3), puesto que
se pueden encontrar puntos que no equidistan de las raices y, sin embargo
su imagen por S3 estd en el conjunto de Julia. Veamos esto en el siguiente
ejemplo. Sea F(z) = 22 — 2z + 2. En este caso, el método de Chebyshev viene
dado por la aplicacién racional:

R(z) = —12 4 24z — 1222 — 42° + 32*
B 8(—1+ 2)3 '

Observemos que el lugar de puntos que equidista de las raices es el eje real

{z] Z(2) = 0} C C. Sea 29 = 1 —l—z'\/#g € 7 — {0} un punto que no
pertenece al lugar de puntos que equidista de las raices de F'; sin embargo,
S3(z0) =1y 1€ J(S3). Entonces, por la invarianza del conjunto de Julia se
tiene que zp también estd en J(S3). A continuacién, en la figura 5.9 mostramos
en el plano complejo las cuencas de atraccién para los métodos de Newton y de
Chebyshev aplicados a la ecuacién cuadrética F(z) = 2% — 22+ 2. Observemos

-4 -4

-4 -2 0 2 4 6 -4 -2 0 2 4 6

Figura 5.9. Cuencas de atracciéon para los métodos de Newton y de Chebyshev
aplicados a F(z) = 2% — 2z + 2

en la figura 5.8 que la circunferencia unidad que aparece en las cuencas de
atraccion de Sy y S3 se corresponde con el eje real cuando estas cuencas se
representan en el plano complejo, como vemos en la figura 5.9.
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A continuacién, mostramos las cuencas de atraccién para los casos g = 4,
q =5, ¢ =10 y para el caso especial en el que ¢ tiende a oo, situacién que se
corresponde al considerar el método de Euler:

Zn4l = Zp — H(LF(Zn))g’((Z;))’
1—v1-2w

w

n >0,

H(w) =

Este proceso iterativo, como veremos en el capitulo 6, tiene “velocidad de
convergencia infinita” cuando se le aplica a una ecuacién cuadrética, en el
sentido de que para cualquier punto de salida que se tome se obtiene en una
séla iteracién una solucion de la ecuacion.

Notemos que en realidad la expresién que toma este proceso iterativo no
es racional. Entonces, con abuso de notacién, representamos la estructura del
conjunto universal de Julia asociado al método de Euler cuando lo aplicamos
a una ecuacion cuadratica.

Para los casos ¢ = 4 y ¢ = 5 se tienen las siguientes aplicaciones racionales
asociadas:

24(5 + 4z + 2?)
1442+ 522

25(14 4 142 + 622 + 23)
1462+ 1422 + 1423

54(2) = 55(2) =

cuando se aplican a una ecuacién cuadratica de la forma (z — a)(z —b) = 0.

-3 -2 -1 0 1

Figura 5.10. Cuencas de atraccién para Sy y Ss aplicadas a un polinomio cuadratico
(z—a)(z—0)
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Para ¢ = 10 la aplicacién racional asociada viene dada por
210Pyy(z2)
Pl()(Z)

donde Py y }510 son los correspondientes polinomios dados en (5.49):

S10(2) =

Pio(2) = 4862 + 7072z + 618822 + 38082 + 17002*
+5442° + 11925 + 1627 + 28,

Pro(z) = 14 162 + 11922 4 5442 + 17002*
138082 4 618820 + 707227 + 48622°5.

(5.50)

z—a
La conjugada por una aplicacién de Mdobius M(z) = P asociada al
- —
método de Euler y denotada por S, viene dada por:

_J0, |zl <1
Soo(2) = {oo, |z] > 1.

Esta aplicacién sélo tiene dos puntos fijos z = 0y z = 0o, y ambos son
superatractores. Ademads, para los puntos z = ¢ € S!, tenemos que Sy, (2) =
00,810 € [0,7),y Soc(2) =0, si 8 € (—m,0).

-2
-4 -3 -2 -1 0 1 -2 -1 0 1 2

Figura 5.11. Cuencas de atraccién para Sigp y S aplicadas a un polinomio
cuadrético (z — a)(z — b)

Notemos que en los casos ¢ = 4, ¢ = 5, ¢ = 10 y ¢ — 00, como puede
verse en las figuras 5.10 y 5.11, hay exactamente dos componentes de Fatou
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superatractoras, una, donde las iteraciones convergen al cero, representada
con color cyan, y otra, donde las iteraciones convergen al infinito, que la
representamos con color magenta.

Por otra parte, se tiene que

2023(1 + 2)* ,

Si(z) = ma S5(z) =

7024(1 + 2)8
(14 62+ 1422 4 1423)2

10Cy27 (1 + 2)16
Siole) = UL D)
PIO(Z)

donde Py es el polinomio dado en (5.50).

Es claro que, al igual que ocurre para Ss, los tinicos puntos criticos de S,
cong=4,¢g=5yq=10,sonz=—-1,2=0y z =00, siendo z=0y z = 0
los puntos fijos superatractores que generan una componente de Fatou. Por
otra parte, el punto critico z = —1 satisface que S;(—1) = 1, siendo z = 1
un punto fijo repulsor, puesto que en los tres casos que estamos analizando se
cumple que Sy (1) > 1:

16 128 65536
SH1) = =, SL(1) = =, (1) = 2220
4( ) 5 ’ o( ) 35 ’ 10( ) 12155

Por tanto, z = —1 € J(5,) y S, tiene exactamente dos componentes de
Fatou. Ademsds, se tiene que la circunferencia unidad es invariante por estas
aplicaciones racionales S,(z) y S'(z) C J(S,), parag=4, ¢ =5y ¢ = 10.

Al igual que en el caso S3, se tiene que el lugar de puntos equidistantes de
las raices estd contenido estrictamente en J(S;). Usamos para mostrar este
hecho la funcién cuadratica F(z) = 2% — 2z + 2.

Si aplicamos a la ecuacién cuadratica F(z) = 0 el proceso iterativo de la
familia (5.45) con orden ¢ = 4, ¢ = 5 0 ¢ = 10, el lugar de puntos equidistantes
de las raices estd contenido estrictamente en el conjunto de Julia J(S,), tal
y como se muestra en las cuencas de atraccién representadas en el plano
complejo de la figuras 5.12 y 5.13.

Para un estudio més detallado sobre la teoria de aplicaciones raciona-
les iterativas pueden consultarse, entre otros, los trabajos de Beardon ([27]),
Blanchard (]28]), Milnor ([106]) o Morosawa, Nishimura, Taniguchi y Ueda

([110]).
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-2-10 1 2 3 4 -2-1. 0 1 2 3 4

Figura 5.12. Cuencas de atraccién para los métodos de la familia (5.45), con ¢ = 4
y ¢ = 5, aplicados a F(z) = 2% — 2z + 2

N O N b O
N O N b O

-4 -4
-6 -6
-6-4-20 2 4 6 8 -6-4-20 2 4 6 8

Figura 5.13. Cuencas de atraccién para el método de la familia (5.45), con ¢ = 10,
y para el método de Euler, cuando se aplican a F(z) = 2% — 2z + 2
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Aplicacion a las ecuaciones escalares no lineales

6.1. Introduccién

En este capitulo analizamos la velocidad de convergencia de diferentes
procesos iterativos, los cuales son aplicados para la aproximacién de soluciones
de una ecuacién escalar no lineal

f(t)=o0. (6.1)

Veremos que el concepto de velocidad de convergencia estd estrechamente
ligado con su construccién geométrica, ([4]).

6.1.1. Construccion geométrica y “velocidad de convergencia
infinita” del método de Newton

El método iterativo mas conocido para resolver ecuaciones no lineales es el
método de Newton, cuya constuccién geométrica se basa en una aproximacion
lineal de la funcién f(¢) en un punto arbitrario to, que es lo mismo que decir
que aproximamos f(t) por el polinomio de Taylor de primer orden en un punto
arbitrario tg:

f(t) = f(to) + f'(to)(t — to).

Teniendo en cuenta esta construccién se sigue de manera sencilla que una
primera aproximacién ¢ de la solucién de (6.1) es

oty f(to)
f'(to)’
que resulta ser la raiz de la recta tangente a la curva f(¢) en el punto (o, f(to)).

Si reiteramos este proceso, llegamos a la expresion del método de Newton, que
en el caso escalar viene dado por:

tpp1 =tk — j:,((i];)), k> 0.
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Parece 16gico pensar que si se aplica el método de Newton a la resolucion
de la ecuacién lineal f(t) = at + b, con a,b € R, se obtenga la solucién
de la ecuacién s = —b/a a partir de cualquier punto de salida ty que se
considere. En efecto, si consideramos como punto de salida un punto arbitrario
to, obtenemos:

Por lo tanto, en el caso de resolucién de ecuaciones lineales se sigue por un lado
que el método de Newton tiene la propiedad de que alcanzamos la solucién en
la primera iteracién, y por otro lado, se puede hablar de convergencia global,
puesto que no imponemos restriccién alguna sobre el punto de salida .

Cuando un proceso iterativo alcanza una solucién en la primera iteracién
diremos que tiene “velocidad de convergencia infinita”. Notemos que esta
definicién se adapta al concepto que ya conocemos de orden de convergencia.
Asi, por ejemplo, en el caso del método de Newton G(t) = —b/a, por la
caracterizacién de Schroder, tenemos que G(s) = s y G (s) = 0, para todo
n > 1. Entonces, este proceso iterativo tiene orden de convergencia infinito
cuando es aplicado a ecuaciones lineales, lo que caracteriza el concepto que
acabamos de definir.

A continuacion, vemos que las propiedades de “velocidad de convergencia
infinita” y convergencia global no son exclusivas del método de Newton.

6.1.2. Convergencia global y “velocidad de convergencia infinita”
de otros métodos iterativos

Construccion geométrica del método de Euler

Si en lugar de considerar el polinomio de Taylor de primer orden para apro-
ximar la funcién f(t) se considera el de segundo orden en un punto arbitrario

to:
1(0) % f(t0) + 1)1~ t0) + T50)

resolviendo la ecuacién cuadratica que resulta de esta aproximacién, obtene-
mos:
1F /1 —2L¢(t t

Ly (to) f'(to)’

una primera aproximacién ¢ de la solucién para la ecuacién (6.1), donde L¢(to)
es el grado de convexidad logaritmico de f en tg:

(t - t0)2a

f(to) /" (to)
Ls(ty) = —"F——.
(o) J'(to)?
Denotamos H, (t) = % y H_(t) = ¥ Si se toma

en (6.2) la expresién con signo negativo, esto es H_(L¢(to)), evitando asf la
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Hy(t)

Figura 6.1. Funciones H_(t) y H1(t)

asintota que se presenta en L;(tg) = 0, (véase la figura 6.1), reiterando el
proceso obtenemos el método de Euler ([63], [104], [140]):

tk+1 =tr — H(Lf(tk)) ff‘/((l;i:))a k> Oa

H(Ly (1)) = - V1~ 2L (),

L (tk)

(6.3)

Notemos que el operador H(L(t)) puede expresarse en serie de potencias
del grado de convexidad logaritmico L (ty) de la siguiente manera:

1/2

H(Lj(ty)) =1+ %Lf(tk) + Z:(—l)J’QJ‘+1 (j 1

Jj=2

>Lf(tk)j~

En este caso, la sucesion de coeficientes de este desarrollo en serie, que de-
g C— (_1)i9i+1(1/2 34 ;
notamos por {A;}jen con A; = (—1)727 (ijl)7 €s una sucesién creciente
y ademads estos coeficientes coinciden salvo un factor 27 con los ntimeros de
Cataldn ([82]), que denotamos por C; y, que estdn definidos de la siguiente

forma . 0
J .
C,=—— , > 0.
! j+1(j) 7=

C,
Ahora, es facil ver que A; = 2—5, j>0.
Al igual que ocurre con el método de Newton, si aplicamos el método de

Euler a una ecuacién cuadratica de la forma f(t) = at?+bt+c, con a,b, c € R,
se cumple que, a partir de cualquier punto de salida ¢y que consideremos, se

obtiene una solucién
_ —bF Vb? —4ac
o 2a

de la ecuacién cuadratica f(t) = at? + bt + ¢ = 0. Por lo tanto, el método de
Euler aplicado en la resolucién de ecuaciones cuadraticas tiene convergencia

t
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global y “velocidad de convergencia infinita”. En efecto, a partir de la expre-
sién de f(t) es facil ver que el grado de convexidad logaritmico viene dado
por:
2a(at? + bty + ¢

Lyp(t) = (0t + blo + )

(2ato + b)?

Entonces, si consideramos como punto de salida ¢y un punto de tal manera que
f'(to) > 0, aplicando el método de Euler a la ecuacién cuadrética, obtenemos,
sin mas que simplificar, una solucién de la ecuacién cuadratica:

1_\/1_4a(at%+bt0+c)

(2ato +0)*  at2 + bty + ¢

t=ty—

2a(at + bty + c) 2ato +b
(2at0 + b)2
; 2atg +b— Vb2 —4ac  —b+ Vb2 — 4ac
=19 — = .

2a 2a

Notemos que si tomamos como punto de salida tg un punto de forma que
f'(to) < 0, obtenemos la otra solucién de la ecuacién cuadratica.

Construccion geométrica del método de Chebyshev

El método de Chebyshev ([4]) se basa en la aproximacién de la funcién f(t)
por una hipérbola de expresién ay? 4y + bt + ¢ = 0 con a, b, ¢ € R, exigiendo
ciertas condiciones de tangencia. Entonces, considerando esta aproximacion

f(t) = aly — f(to))* +y — f(to) + bt — to).

en un punto arbitrario to e imponiéndole las condiciones de tangencia en tg

y(to) = f(to)  ¥'(to) = f'(to) v ¥"(to) = f"(to), (6.4)

1
—J7(t
obtenemos que b = —f'(tg) y a = Zij(t(;)Q)' Ahora, sin méas que igualar a cero
0
esta aproximacién, llegamos a la expresion del método de Chebyshev
f(tk)
tpr1 =t — H(L¢(tg , >0,
+1 ( f( ))f/(tk:)
Ly(tr)

H(Ly(t) =1+ =L

Es facil ver que si lo aplicamos a funciones irracionales de la forma
1
fQ)=alt+B8)2+y, aB,7€ER,

2
este método iterativo converge a la rafz 23 — 3 con “velocidad de convergencia
infinita” en el sentido de que una unica iteracién es necesaria para alcanzar
la solucién y, por lo tanto, también tiene convergencia global.
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Construccion geométrica del método de Halley

A su vez el método de Halley ([104], [134]), se basa en la aproximacién de la
funcién f(¢) por una una hipérbola de expresién ayt+y—+bt+c = 0 con a, b, c €
R, exigiendo las condiciones de tangencia (6.4). Entonces, considerando esta
aproximacion

f(t) = aly — f(to))(t —to) + (y — f(to)) + b(t — o).

en un punto arbitrario ty e imponiendo las condiciones de tangencia (6.4)

1"
— t
sobre tg, obtenemos que b = —f'(tg) y a = M. El correspondiente
0
proceso iterativo que se obtiene igualando a cero esta aproximacién es
f(te)
tpt1 =ty — H(Lyg(tg ; >0,
+1 ( f( ))f/(tk)
H(Ly(0) = 5
)= 577
’ 2~ Ly(t)

cuyo algoritmo se conoce como método de Halley.

De igual manera que en los métodos iterativos anteriores, el método de
Halley converge globalmente y lo hace con “velocidad de convergencia infinita”
a la raiz de funciones racionales de la forma

f)=at+H""+7  aBreR

Hasta ahora hemos visto que la construcciéon geométrica de métodos ite-
rativos como el de Euler, Chebyshev o Halley se basan en aproximaciones
de la funcién f(t) por coénicas. En el caso del método de Euler la pardbo-
la at? + bt + ¢ = 0, en el caso del método de Chebyshev la hipérbola
ay’? +y+bt+c =0, vy en el de Halley la hipérbola ayt + y + bt + ¢ = 0.
Existen otros procesos iterativos como los métodos exponencial y logaritmico
([3]) que surgen a partir de otro tipo de funciones interpoladoras. A continua-
cién, analizamos la convergencia de estos métodos a partir de su construccién
geométrica.

Construccion geométrica del método exponencial

En el caso del método iterativo exponencial ([3]) se toma como funcién
interpoladora de f(t) la funcién exponencial y = a + ke con a,b,k € R.
Entonces, sin mds que exigir las condiciones de tangencia (6.4) sobre un punto

J;cl,/((fs)) y a= f(to) — _JZC”/((Z)];Q' Ahora, sin més

que buscar el cero de la funcién interpoladora considerada, es sencillo ver que
el proceso iterativo que se genera es el método exponencial, que en el caso
escalar viene dada por el siguiente algoritmo:

arbitrario ty, obtenemos b =
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b = 0= H(Ls (0) 55 k>0
~log(1 - Ly(t)) 1 o (65)
H(Ls(ty)) = L7 Gir) z;)j?Lf(tk)J.

Cuando el método exponencial es aplicado en la resolucién de funciones expo-
nenciales lineales f(t) = a+ ke, resulta que tiene “velocidad de convergencia
infinita”, y ademads converge globalmente. En efecto, nos planteamos el pro-
blema de resolver la ecuacién (6.1), siendo f(t) = a + ke con a,b,k € R,
mediante el método exponencial. Notemos que en este caso el grado de con-

a

vexidad logaritmico viene dado por Ls(t) =1+ Tobt” Entonces, aplicando el
e

método exponencial, la primera iteracién que obtenemos es:

a
N *log(*kebto)a—i—kebto _ L e( 8
= 1o 1+ a k’bebto - b g k} 9
kebto

que es la solucién de la ecuacién f(t) = a + ke’ = 0.

Construccién geométrica del método logaritmico

Parece 16gico pensar que el método logaritmico ([3]) surja de exigir condi-
ciones de tangencia (6.4) en un punto arbitrario ¢y sobre una funcién interpo-
ladora logaritmica de la forma y = a+ klog(t+b) con a, b, k € R. Al igual que
sucede con los otros métodos iterativos analizados anteriormente, el método
logaritmico, cuya expresién en el caso escalar recordamos a continuacion:

s =t~ HL )T k20
@Lf(tk) —1 1 ) (66)
H(Lys(ty)) = BTN Z:O mLf(tk)J,

satisface la propiedad de “velocidad de convergencia infinita” y tiene conver-
gencia global cuando es aplicado en la resolucién de funciones logaritmicas
lineales de la forma f(¢) = a + klog(t + b). En efecto, en este caso el grado
de convexidad logaritmico viene dado por Ly(t) = —% — log(t + b), y por lo
tanto, aplicando el método, cualquiera que sea el punto de salida tg elegido,
obtenemos

f (e—i—log(tﬁb) - 1) (to +b)(a + klog(to +b)) -
- —& —log(to + b) k B

e

_b7

que es la solucién de la ecuacién logaritmica f(t) = a + klog(t +b) = 0.
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6.2. Construccion de procesos iterativos con orden de
convergencia prefijado

Hemos visto que los métodos iterativos de Newton, Euler, Chebyshev, Ha-
lley, exponencial y logaritmico tienen “velocidad de convergencia infinita” y
convergencia global cuando se aplican a ciertas ecuaciones no lineales. En es-
tos casos, observamos que el grado de convexidad logaritmico de la funcién
derivada es constante, esto es Ly/(t) = M, M € R. En efecto, por ejemplo
para ecuaciones lineales y ecuaciones cuadraticas se tiene que L (t) = 0, y
en ambos casos si aplicamos el método de Newton o el método de Euler res-
pectivamente, obtenemos “velocidad de convergencia infinita” y convergencia
global. Estas propiedades se mantienen en los otros casos. Las construcciones
geométricas de los métodos de Chebyshev y Halley, surgen de las funciones
de la forma f(t) = a(t+ 8)2 +vy f(t) = a(t + 8)"* +~ con o, 8,7 € R,
que cumplen la condicién Ly (t) = M, M € R, puesto que el grado de conve-
xidad logaritmico asociado a la funcién derivada es Ly (t) =3y Ly (t) = 3/2
respectivamente.

En la resolucién de ecuaciones exponenciales o logaritmicas lineales, apli-
cando los métodos exponencial o logaritmico respectivamente, obtenemos “ve-
locidad de convergencia infinita” y convergencia global en ambos casos. Note-
mos que para estas funciones también se cumple que L/ (t) es constante, ya
que Ly/(t) =1y Ly (t) = 2 respectivamente.

En esta seccion tratamos de generalizar esta situacion, considerando la
familia de procesos iterativos de tipo Newton:

fr(tx)

en la resolucion de la ecuacién f(t) = 0, siendo H una funcién real. Con el fin
de obtener mas informacion sobre la funcién H, exigimos en el siguiente estu-
dio que la familia de procesos iterativos (6.7) tenga “velocidad de convergencia
infinita” y que Ly (t) = M, M € R.

A partir de la familia de procesos iterativos (6.7) vamos a construir una
funcién H(t) de manera que podamos obtener un esquema iterativo que con-
verja a una raiz de (6.1) con “velocidad de convergencia infinita”. Entonces,
considerando la situacién en la que G(t) = a, para todo t € R, siendo a una
solucién de (6.1), obtenemos una familia de procesos iterativos con “veloci-
dad de convergencia infinita”. En efecto, teniendo en cuenta (6.7), podemos
escribir

thy1 = G(tk) =15 — H(tk)

f)(t—a) =H(t)f (). (6.8)

Ahora, por el desarrollo de Taylor, se sigue

0=fla)=ft)+fH)a—t)+> %f(’“) ()(a =), (6.9)
k=2
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y, como L/ (t) = M, se ve que

Jj—2

i _ . ) f//(t)jfl
fO) = g)(Ml —(i— 1))W-

Ademds, teniendo en cuenta (6.8), tenemos

f(t)
f't)

entonces, sustituyendo en (6.9), se tiene que

(@0 = (~m0) )j — (1Y ()

0o (_1)k k—2
0=1-H(t)+)_ o [[Mi-G-1 | HO L)k (6.10)
k=2 ’ j=0

Por lo tanto, si M # 1y M # 2, obtenemos que

M—1

1 (14 (M —2)L(1) V2
H{t) = 31— DL, 0)

(6.11)

Denotamos por H(t) = H(L(t)). Notemos que esta funcién H(L(t)) engloba
todos los casos particulares analizados anteriormente. Para M =1y M = 2,
obtenemos a partir de (6.10) las funciones

—log(1 — L¢(t)) eLlr(®) _ 1
H(Ls(t) = —— 0y H(Ly() =~

£(t)
de los métodos exponencial y logaritmico. Para M = 0 obtenemos las corres-
pondientes funciones

15 (1—2Lg(t))2
Ly (t) ’
que resultaban de aproximar una solucién de la ecuacién f(t) = 0 por una

pardbola f(t) = at®+bt+c, a partir de las cuales tenemos el método de Euler.
Para M = 3, tenemos la funcién H del método de Chebyshev

H(Lg (1)) =

(L) =1+ 10,

3
y para M = 3 la del método de Halley

HLA0) = 55
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A continuacién, vamos a caracterizar aquellas funciones que cumplen la
propiedad Ly (t) = M, M € R, para las cuales encontramos un esquema ite-
rativo en el que obtenemos “velocidad de convergencia infinita”’y convergencia

global.
A partir de
d f'()
L (t) = —(t - ) = M,
7=\
e integrando esta ecuacion, se sigue que existe A € R tal que
f'(®)
- = Mt+ A. 6.12
O (642
Entonces, si M = 1, de nuevo integrando, obtenemos que estas funciones

sonde la forma
ft)=ke? +a, k,a,beR.

Por otro lado, si M # 1, reordenando la ecuacién (6.12), podemos escribir la
siguiente igualdad
f7(®) 1

() (I1-Mt—A
Por tanto, integrando la ultima igualdad, obtenemos que existe C' € R tal que

1

log | /'(t) |= ——

log | C((1— M)t — A) |,

luego podemos escribir:

1

f't)=B((1-M)t— A= (6.13)

con B=¢|C |13A4€ Re=+lyA= g. Ahora bien, si M = 2, se sigue que
estas funciones son de la forma

f(t)=a+Eklog(t+0b), k,a,beR.

Si M # 2, volviendo a integrar en (6.13), obtenemos que existe D € R tal
que:

(1= M)t — A=
= 1

—2

7,1_"_D7

=

f®) =B

+D=DB((1-M)t—A)

donde B = E% € R. Asi, podemos caracterizar las funciones de grado

m = %, que cumplen la propiedad Ly (t) = M, de la forma:
f@)=k(t+b)™+a, (6.14)

con a,b, k € R.
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Figura 6.2. Rango de m = 17== para f(t) = k(t+b)" +a

Como se puede observar en la figura 6.2, donde representamos el rango
de m, se sigue que para valores de M que estan por encima de dos, m queda
limitado entre cero y uno. Para M € (1,2), m < 0y, para aquellos valores de
M que estan por debajo de uno, se tiene que m > 1.

Como consecuencia, hemos visto que para aquellas funciones f, tales que el
grado de convexidad logaritmico de f’ sea constante, tenemos asociados unos
métodos iterativos para los cuales la convergencia es global y la velocidad de
convergencia es “infinita”.

Por otra parte, queda abierto el problema de construir un proceso iterativo,
dada una ecuacién no lineal (6.1) cualquiera, que nos permita aproximar una
solucién con “velocidad de convergencia infinita”o bien prefijada.

El hecho de encontrar métodos iterativos con “velocidad de convergencia
infinita” es més tedrico que practico, puesto que en general, dada una ecua-
ci6én no lineal (6.1), se trata de aproximar una solucién mediante un proceso
iterativo con una cierta precisién, o lo que es lo mismo, con un cierto orden
de convergencia. Esto lleva a plantearnos el estudio de esquemas iterativos de
la forma

tht1 = G(tk) =t — Hq(Lf(tk)) f/(tk) , k>0, (6.15)
f'(t)
donde
12 I (2i—1)— (i—1)M
Hy(t)=1+-t+ Y At Aj = 2H=2 , , (6.16)
2 Jz:; (y+ 1)

con g > 4. Notemos que los polinomios H,(t) provienen de truncar el desarrollo
en serie de la funcién H (t) dada en (6.11). En todo el capitulo denotaremos por
Hy(t) =1y Hs(t) =1+ t/2. Notemos que, para estos polinomios obtenemos



6.2 Construccién de procesos iterativos con orden de convergencia prefijado 227

a partir de (6.15), los algoritmos de los métodos de Newton y Chebyshev
respectivamente.

Establecer el tipo de convergencia para esta familia de procesos iterativos
y su orden de convergencia es el objetivo de nuestro siguiente estudio.

En cuanto al orden de convergencia, es facil ver por la caracterizacién de
Schroder ([136]) que la familia de procesos iterativos (6.15) tiene orden g,
q > 4. En efecto, si denotamos por « una raiz de la ecuacién (6.1), se tiene
que G(a) = a. Veamos ahora que G*)(a) = 0, para k = 1,2,...,q — 1, y

G (a) #0.
A partir de (6.15) y teniendo en cuenta
d
Lp(t) =M, G{LA0)FE = L0 (14 L)L) 2L,
es sencillo ver que
G'(t) = qA,_1L; ()71 (6.17)

Para las funciones exponencial f(t) = a + ke’ M = 1, y logaritmica f(t) =
a+klog(t+0b), M =2, se llega a la misma expresiéon de G'(t) que la dada en
(6.17). Ahora bien, podemos considerar L;(t) = (t — «)h(t), donde h(t) # 0
para t = «, siendo « una raiz simple de (6.1). Entonces, aplicando la férmula
de Leibnitz para la derivada del producto a la expresién (6.17), obtenemos

GUH(0) = g4, Z() 1) ey

=qAs1 Z < ) (q—1)(qg—2)-(qg—i)((t — )T =) (h(t)T~ )=,

Entonces, G'(a) = --- = Gl47Y(a) = 0, puesto que Lf(a) =0,y GD(a) =
q!Ay—1h(a)?™1 £ 0. Como consecuencia, el algoritmo (6.15) tiene orden de
convergencia ¢, ¢ > 4. Por lo tanto, hemos construido una familia de procesos
iterativos convergentes, con orden de convergencia prefijado ¢, ¢ > 4, a una
solucién de la ecuacién f(t) = 0 y, para una funcién cualquiera f(t) = k(¢ +
b)™ + a, con a,b, k € R, de forma que Ly (t) es constante. Notemos que se
obtiene el método de Newton para ¢ = 2 y el método de Chebyshev para
q=3.

Nota 6.1. Obsérvese que si se quiere aumentar el orden de convergencia en una
unidad, solamente necesitamos anadir al sumatorio el término, A,_1 L (t5)? 1.
Ademsés, la potencia Ly (t;)?9"2 ya ha sido evaluada y el coeficiente 4,_; se
calcula facilmente a partir del coeficiente anterior de la siguiente manera:

(2¢-3)—(¢—2)M
p .

Por lo tanto, el procedimiento es eficiente, en cuanto a la relacién entre el
coste operacional y el orden de convergencia.

Agy=Ag s
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6.2.1. Convergencia semilocal y convergencia global

Una vez visto el orden de convergencia de los procesos iterativos de la
familia (6.15) cuando son aplicados a ecuaciones de manera que Ly (t) =
M € R, estudiamos a continuacién el tipo de convergencia que se obtiene en
funcién del valor que tome la constante M. Asi, comenzamos analizando para
el caso M < 2 el tipo de convergencia que tienen los procesos iterativos de la
familia (6.15) al aproximar una solucién de la ecuacién no lineal (6.1), para
las funciones f(t) descritas en (6.14). Notemos que si M < 2, tal y como se
mostraba en la figura 6.2, el rango de m queda perfectamente establecido. Si
M € (1,2), entonces m < 0, y si M < 1, entonces m > 1. Ademas, para los
casos particulares M = 1 y M = 2 obtenemos respectivamente los procesos
iterativos exponencial y logaritmico.

Convergencia semilocal

En esta secciéon estudiamos la convergencia semilocal de los procesos ite-
rativos (6.15), que como ya se vié tienen orden de convergencia ¢, ¢ > 4 al
aproximar una solucién de la ecuacién (6.1) con Ly (t) constante. Para ello,
necesitamos dar condiciones para el punto de salida ¢y que permita garanti-
zar la convergencia. Las polinomios Hy(t), dados en (6.16), juegan un papel
fundamental cuando hablamos de convergencia semilocal. Por este motivo da-
mos, en primer lugar, un resultado que proporciona ciertas propiedades de los
polinomios H,(t).

Lema 6.2.1 Sean los polinomios Hy(t) dados en (6.16). Entonces, Hy(t) es
una funcidn creciente y Hy(t) > 0, para todo t € [m,—i-oo), M <2y
qeN, qg=>4.

Demostracion. Probamos que Hy(t) > 0, para t € [mﬁ—oo) y ¢ €N,
g > 4. Consideramos en primer lugar el caso par ¢ =2p, p e N, p > 2.
2p—2

22—1 —(-1)M .,

= <1+3M2t)+t2(3M)(52M) <3+753M4t>+--~+

Hy, (t

l\J\»—t

P

2 3! 41
12572 —1) — (i—l)M( (p—5 —-(2p-3)M
N 2p — 3+ 2p — 2)t | .
(2p — 2)! (2p—1) ( )
Ahora bien, si analizamos cada parantesis para t > m, es facil ver que
L3 My sy
2 3! -

y, para p > 2,
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(4p—5)—(2p—-3)M

2 _
N O Y

(2p — 2)t > 0.

Por lo tanto, Hy,(t) > 0, para t € [m, +00).

El caso en que g sea impar, g = 2p+ 1, es similar, puesto que sélo se anade
un sumando més en Hy, (), que es siempre positivo.

A continuacién, probamos que Hq(m) > 0, para ¢ € N. En primer
lugar, consideramos el caso ¢ = 2p + 1. Por un lado, se tiene que para M < 2,

(20 —1)—(i—1)M >2—M, Vi>3,

y por lo tanto,

Hapir (2(1\43—3)> _ 1+i§ 3—1(2i(—j2 1—)!@' )M (Q(Mg_ 3))j

3—M L1 /32-M)\’
21 e 2 G (s6rw)

3(2-M)
2(M —3)

El caso par, ¢ = 2p, es andlogo al analizado, ¢ = 2p + 1, ya que en
este ultimo caso se tiene un sumando maés que es siempre positivo. Por lo
tanto, queda demostrado este resultado puesto que H,(t) es creciente para
tE[m,—FOO)quN |

Ahora, como > 1, para M < 2, se sigue que Hap 1 > 0.

Nota 6.2. Notemos que en el caso ¢ = 2 el polinomio Hy(t) =1 es constante
y positivo para todo t € R. Por otra parte, el polinomio Hs(t) = 1+ t/2
es creciente y positivo para todo ¢ € [—2,+00) y, en particular, para todo
te [mﬁroo) con M < 2.

A partir de las propiedades que satisfacen los polinomios Hy(t), enunciadas
en el lema 6.2.1, la variacién de la funcién grado de convexidad logaritmico
L¢(t) es muy importante a la hora de analizar la convergencia de los procesos
iterativos de la familia (6.15). Esta variacién de la funcién grado de conve-
xidad logaritmico es analizada en funcién de la convergencia en el siguiente
resultado.

Nota 6.3. Teniendo en cuenta que las funciones (6.14) satisfacen las condicio-
nes de Fourier (f(a)f(b) <0, f'(z) # 0y f” con signo constante en un cierto
intervalo [a,b]), podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f es una
funcién convexa y estrictamente creciente. En otro caso basta cambiar f(t)

por f(=t), =f(t) o —f(=1).
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Teorema 6.2.2 Sea la sucesion {t} definida en (6.15), con f una funcion
convezxa y estrictamente creciente y f(a) = 0. Entonces,

(i) Sito >0y f(to) >0, la sucesion {t;} es decreciente y converge a .

(ZZ) Si tg > 0, f(t()) <0y Lf(to) > m
-Para q impar, la sucesion {t;} es creciente y converge a .
-Para q par, t1 > «a, la sucesion {tx} es decreciente para k > 1 y converge
a o.

En todos los casos, la sucesion {ty} converge a la solucidn con orden de con-
vergencia q, q > 4.

Demostracion. Analizamos en primer lugar el caso (i). En esta situacién,
tenemos que f(tg) > 0, f"’(to) > 0y f'(to) > 0. Entonces, L¢(tyg) > 0y
Hy(Ls(to)) > 0. Ahora, se sigue que t; < to, puesto que

1~ to = ~Hy(Ly(t0) - (6.18)
@i - G-nM

Denotamos h(q, M)

h(gq, M) > 0.
Por otra parte, teniendo en cuenta la expresién de G'(t) dada en (6.17) se
tiene que

. Obsérvese que para M < 2,

(¢ —1)!

G'(t) = hlg, M)L (1)1, (6.19)
Por lo tanto,
a—t; = G(Oé) — G(to) = G/(Qo)(a — t()) <0,

ya que G'(0g) > 0 para 6y € («,tp). Entonces a < ¢;. Teniendo en cuenta
que Ly(t) > 0 para t € (a,tp), (i) es inmediato por induccién. En efecto,
supongamos mediante un razonamiento andlogo que a < tp_1 < tg_o. A
partir de aqui, es facil ver que ¢ < tx—1. En efecto, como

Sf(tr-1)
f(th-1)

tenemos ¢ — tx—1 < 0. Ademds, considerando (6.19) con t = 0,1 € (a, tr—1)
y teniendo en cuenta que

th — try = —Hy(L(tr_1)) (6.20)

a—tp = G(a) - G(tk_l) = G’(Gk_l)(a — tk—1)7 (6.21)

obtenemos a < t.
Como consecuencia la sucesién {t;} es una sucesién mondtona decreciente

y estd acotada inferiormente por la raiz a. Entonces, existe [ = i lim ¢, con
——400

I > a, y tomando k — 400 en (6.15), se obtiene:
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f(0)

o)

Ahora bien, por el lema 6.2.1, se sigue que Ls(I) > 0 y, por lo tanto,
Hy(L¢(1)) > 0. Luego, f(I) =0yl =c.

Ahora, por las hipétesis dadas en (i7) y el lema 6.2.1, se sigue que
Hy(Lf(to)) > 0. Ademds, teniendo en cuenta (6.18), obtenemos que t; > t.
Dependiendo de que ¢ sea par o impar, obtenemos a a partir de (6.19) que
G'(6p) es negativo o positivo respectivamente, para 6y € (to,«). Entonces,
para ¢ par t; > «, de manera que ahora estamos en la situacién (i) y, por lo
tanto, la sucesién {t;} es decreciente para k > 1 y converge a la raiz «.

Obsérvese que por hipétesis se sigue que la funcion L¢(t) es creciente y
negativa en (o, ). En efecto, puesto que

dLs(t) _ [/ f"(1) + O @O (1) — 2f"(1)%)
dt fry?

I =1 Hy(Lg(1))

(6.22)

dL(t
y (;t( ) > 0 siysélosi f/(t)f"(t) — 2f"(t)? <0, o lo que es lo mismo si

Para el caso ¢ impar, se tiene t; < «, y la demostracién es inmediata por
induccién. En efecto, suponemos por un razonamiento analogo que tx_o <
tr_1 < . Ahora, como

3
———— < L¢(tg) < Ly(ti—
y Hgy(t) es creciente en [m, +00), obtenemos que Hy(Ly(tg—1)) > 0. Te-
niendo en cuenta (6.20), se tiene tx_1 < tg.

Por otra parte, a partir de (6.21) obtenemos « > ty, puesto que t;_1 < «
y Ok—1 € (tx—1,a). Como consecuencia de lo anterior, la sucesién {t;} es

creciente y acotada superiormente por la raiz . Entonces, exite [ = i lim ¢,
oo

y tomando k& — +o0 en (6.15), obtenemos
f{0)
f(1)

L=1—Hq(Ls(1))

Como [ < a, se tiene que f(I) =0yl = «a.
Ademis, tal y como hemos demostrado en la seccién anterior los procesos
iterativos (6.15) tienen orden de convergencia q. ®

Convergencia global

Una caracteristica muy interesante de algunos procesos iterativos es su
convergencia global, es decir que el proceso iterativo considerado sea con-
vergente independientemente del punto de salida elegido. El hecho de que los
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procesos iterativos sean globalmente convergentes depende fundamentalmente
de las caracteristicas de los polinomios H,(t) dados en (6.16).

A continuacién, pasamos a estudiar la convergencia global para los proce-
sos iterativos (6.15). Para esta familia de métodos hemos visto que se puede ga-
rantizar su convergencia semilocal, imponiendo la condicién L¢(tg) > m
para el punto de salida ty. Este hecho hace que no podamos asegurar la con-
vergencia global de la familia de procesos iterativos. Este tipo de convergencia,
s6lo podremos garantizarla en el caso en que ¢ sea un nimero par.

En el caso en el que ¢ es un ndmero par, los polinomios H,(t), dados en
(6.16), que definen la familia de procesos iterativos, tienen la caracteristica
fundamental de ser siempre positivos. Notemos que esta propiedad es de gran
importancia en el estudio de la convergencia de los procesos iterativos (6.15),
puesto que hace que se pueda eliminar la condicién L¢(to) > m, que se
ha exigido en los teoremas de convergencia semilocal para el punto de salida
to, v asi, poder obtener un resultado de convergencia global.

Lema 6.2.3 Sea H,(t) el polinomio dado en (6.16), con M < 2. Entonces,
Hyy(t) > 0, para todot € R y g € N.

Demostracion. Teniendo en cuenta que el polinomio Hogy2(t) viene dado por
la siguiente expresién:

2q 7 . .
1 ' ,(2i—-1)— (i —-1)M .
H. =1+t =2 t
2q+2( ) + 2 +Jz:; (]_,_ 1)| Ll

podemos escribirlo de la siguiente forma Hagyo(t) = Hag(t) + gag(t), donde

g2q(t) = 2a—1 (ﬁ (20 —1)— (i — 1)M> (1 n (4g—1) — (2¢ — 1)Mt) .

29! \ 13 (2¢+1)
Ademas,
924(t)
o (T i) (2g- 1 200D 000
- (2q)!<g<2 1) - ( 1>M> (20-1+ )

Ahora, es facil ver que el minimo de ga,(t) es

(2¢ —1)(2¢ + 1)

YT (g 1) - (2 - DM’

Por lo tanto,

(2¢ - 12 +1)
924(t) = g(_ 2q((4g — 1) — (2¢ — I)M))

[ 2i-1)— (G- 1)M (4> — 1)1
(29)! ((4g —1) = (2¢ — 1)M)2a(2q)%a”
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Por otra parte, es sencillo ver que

2(44% — 1) Y
2-M)((4¢> —q) — 2¢* —g)M) )

1—M

=3 (6.23)

lim
q—+o0

Ademss, si 1 < M < 2, entonces la sucesion

{Hﬁﬂ%—U—G—UM} (6.24)

(2 — M)?(29)!

es creciente y
[[L,2i-1)-G-)M _
(2 — M)29(2q9)! T

Teniendo en cuenta que (6.23) es menor o igual que uno, para 1 < M < 2,
entonces

(t)> #
92q = 4(]2*1.
Ademas, como
8M — 21
Hy(t =
4()—8M—24’
se tiene que
8M —21 < 1 8M—21 1 _ 11
Hagio(t) > ————" — 2 67 24
2q+2()_8M_24 Z4j2_1—8M—24 6>24

=2

Por otra parte, si M < 1, la sucesién (6.24) es decreciente y menor que

%. Ademds, (6.23) es mayor o igual que uno, entonces

3-M 1
22— M)24g2 —1°

g24(t) > —

Por lo tanto, si M < 1, se sigue que

o0

8M — 21 3— M Z 1 8M — 21 3— M 31
52
j=2

H. > -
20+2(t) 2 gy 2(2 — M)?

> — > —.
—1 7 8M—24 12(2— M)? = 48

Obsérvese que el caso g = 1, es decir Hy = 1, es trivial y el resultado queda
demostrado. m

Notemos por tanto que en el caso ¢ par la condicién impuesta sobre el
punto de salida to, Ly(to) > m, puede eliminarse y, por lo tanto, la
existencia de intervalos donde no se puede garantizar la convergencia de los
procesos iterativos (6.15) desaparece. En este caso, obtenemos el siguiente
resultado de convergencia global.
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Teorema 6.2.4 Sea f una funcion convera y estrictamente creciente y
f(a) = 0. Los procesos iterativos dados en (6.15) para M < 2 y q par son
convergentes para cualquier punto ty # 0.

Demostracion. La demostracién es trivial teniendo en cuenta el lema 6.2.3 y
siguiendo la demostracién dada en el teorema 6.2.2. =

6.2.2. Aproximacién de la raiz n-ésima de un nimero real

El estudio que a continuacién exponemos estd desarrollado para aproximar
la raiz n-ésima de un nimero real R mediante métodos iterativos con 6rdenes
de convergencia altos, problema equivalente al de resolver la ecuacién f(t) = 0,
con f(t) = t™ — R y estudiado por diversos autores (véanse [43], [44], [75],
[113]). En el caso particular de la aproximacién de la raiz cuadrada de un
nimero real positivo R se tiene la famosa férmula de Heron, conocida por las
civilizaciones mesopotdmicas hace casi dos mil afios antes de Cristo ([103]):

to dado

1 R
t =— |t — kE>0.
k+1 2<k+tk>, =

Este algoritmo es considerado como un caso especial del método de Newton,
cuyo orden de convergencia es dos, al menos para puntos tg suficientemente
cercanos a la solucién o = v R. En otros estudios més recientes se consigue
acelerar la convergencia del método de Newton ([44], [66], [74]), modificando
la funcién f por otra funcién F(t) = g(t)f(t). Asi, por ejemplo, Dubeau en
[44] obtiene orden de convergencia cibico al aplicar el método de Newton a
funciones F(t) = t°~"(t" — R), con 3 = (n+1)/2. Otro estudio mas general es
el realizado por Gerlach en [66], donde se considera el problema de aproximar
una solucién de la ecuacién f(t) = 0, con f no necesariamente en la forma
f(t) = t™ — R, obteniendo convergencia ciibica para el método de Newton
cuando ¢(t) = C/+/f'(t), C € R.

En este estudio, a partir de la familia de procesos iterativos (6.7), vamos a
construir una funcién H(t) de tal manera que podamos obtener un esquema
iterativo que converja a la raiz n-ésima de un ntimero real R con “velocidad
de convergencia infinita”, usando la misma idea que en la seccién 6.2, para la
funcién f(t) =™ — R. Notemos que si n par, tomaremos R > 0.

Para estas funciones f se tiene que Ly (t) es constante:

n—2

Lf/(t) = m,

y por lo tanto, estamos en un caso particular del estudio anterior. Entonces,
a partir de (6.11), obtenemos que las funciones H (t) que definen la familia de
procesos iterativos (6.7) vienen dadas por
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1- (1 - nan(t))l/n

H_(t) = : :
—Ls(®)

y y
L+ (11— "= L(t)

Ho(t) = < no ) 7
—Ls(®)

donde el grado de convexidad logaritmico es

FOF(0) _n—10) _n—1f(1)
FOE T T f)

Obsérvese que las funciones H_ y H, estan siempre definidas cuando n es

Ly(t) =

n—1
impar. En el caso n par, se tiene que L;(t) < —— para todo t € R.
n

. (%5Hm)

n

H(t)

Figura 6.3. Funciones H_(t) y H4(t) para f(t) =t" — Ry n par

Como se puede observar en la figura 6.3, la funcién H, (t) tiene una sin-
gularidad en /R = a, puesto que L #(a) =0, como consecuencia no se puede
aplicar el algoritmo (6.7) para aproximar a, con H(t) = Hy(t). Por lo tan-
to, consideramos H (t) = H_(t) para definir el algoritmo (6.7) obteniendo de
manera sencilla la siguiente expresién

_ _ 1/n j_nt j
o =10 =3 (") v s

=0

En estas condiciones podemos definir el algoritmo (6.7) de la siguiente manera:

thar =t — [ > ( L/n )(—1)]’(”j+1ij(tk)j f(t) k> 0.(6.25)

o Jj+1 n—1)

)
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Observemos que si truncamos la serie que define el algoritmo (6.25) en una
potencia arbitraria ¢ — 2, con g > 2, es decir, si consideramos el algoritmo

tipr = Gty) =ty — Hq(Lf(tk));,((tt’;)), k>0,
ST 1/n AL (6.26)
mo = a0 = () Esy iz

obtenemos un proceso iterativo con orden de convergencia ¢, es decir, con un
orden de convergencia prefijado. En efecto, si denotamos por a una raiz de la
ecuacién (6.1), se tiene que G(a) = ay G®)(a) =0, para k =1,2,...,¢ — 1,
y G9(a) # 0. Teniendo en cuenta en (6.25) que

L =222y L

s = Ly(t) (14 Ly() Ly (1) 2L (1)),

es sencillo ver que
G'(t) = qA_1 Ly ()7

Por lo tanto, como L(a) = 0, obtenemos G’(a) = --- = G4~ V(a) =0y
GD(a)=(¢—1)!(n(g—1) —1)(n—1)9"2a'"94,_5 # 0. Como consecuencia,
hemos construido un algoritmo (6.26) con un orden de convergencia prefijado
q, q > 2, para aproximar «, la raiz n-ésima de un nimero real R.

Nota 6.4. Notemos que es suficiente con anadir en el sumatorio el término
Ag—1L¢(t)97" para aumentar el orden de convergencia en una unidad, es
decir, orden de convergencia ¢ + 1. Ademés, la potencia L¢(t;)?"2 ya ha sido
evaluada y el coeficiente A,_; viene dado en funcién de A,_o, esto es,

nig—1)—1

Aot = A2 Ty

por lo tanto, el procedimiento es eficiente en cuanto a la relacién entre el coste
operacional y el orden de convergencia.

A continuacién, obtenemos resultados de convergencia semilocal y global
para los procesos iterativos (6.26), que aplicamos para aproximar la raiz n-
ésima de un numero R € R, donde R es positivo en el caso n par.

Convergencia semilocal

El problema de aproximar la raiz n-ésima de un nimero real R median-
te la familia de métodos iterativos (6.26) es un caso particular del estudio
realizado en la seccién 6.2.1, donde ahora Ly/(t) = M = Z—:? Al igual que
en la seccién 6.2.1, obtenemos un resultado de convergencia semilocal en el
que damos condiciones sobre el punto de salida ty que permiten garantizar



6.2 Construccién de procesos iterativos con orden de convergencia prefijado 237

—H

—H

He

—H

H;

— H

/ Hy

| Hy

—

—3(n—1)
2(2n—1)

Figura 6.4. Polinomios H,(t) con n =3

la convergencia semilocal de la familia (6.26). Notemos que los polinomios
H,(t), (6.26), juegan un papel fundamental cuando hablamos de convergencia
semilocal. Véase la figura 6.4.

A continuacién, enunciamos un resultado que es consecuencia del lema
6.2.1 y, que muestra ciertas propiedades de los polinomios H,(t), dados en
(6.26).

Lema 6.2.5 Sean los polinomios Hy(t) dados en (6.26). Entonces, Hy(t) es
—3(n—1

una funcion creciente y Hy(t) > 0, para todo t € [Z(T—l))’ +o00) y g €N.

R<O0 | ‘

R>0

/

n impar n par

Figura 6.5. f(t) =t™ — R con n impar y n par respectivamente



238 6 Aplicacién a las ecuaciones escalares no lineales

Tal y como muestra la figura 6.5, observamos que en el caso n par, el punto
inicial tg puede tomarse en cualquiera de estas regiones (—oo, 1), (a,0),
(0,a2) y (g, +00), siendo a1 y ag las raices reales de la funcién f(t) donde se
ha considerado a; < ag; mientras que para n impar, el punto inicial ¢y puede
tomarse en (—oo, @) ¥ (o, +00), siendo « la raiz real de f(¢).

En primer lugar, hacemos el estudio para el caso n impar en las dos situa-
ciones posibles R > 0 y R < 0. Comenzamos suponiendo que R > 0.

Ya vimos en el lema 6.2.5 que la variaciéon de la funciéon grado de con-
vexidad logaritmico L¢(t) influye de manera directa a la hora de analizar la
convergencia semilocal de la familia de procesos iterativos (6.26). Consideran-
do el signo de la funcién grado de convexidad logaritmico L (), representada
en la figura 6.6, por el teorema del valor medio es sencillo probar el siguiente
resultado de convergencia semilocal, tal como se ha hecho para el teorema
6.2.2.

Figura 6.6. Gréfico de Ly(t) para f(¢t) =t" — R, n impary R > 0

Teorema 6.2.6 Sea la sucesion {t;}, definida en (6.26), y o la raiz real de
f(t) =t"™ — R, para n impar y R > 0. Entonces,

(i) Sito >0y f(to) >0, la sucesion {ty} es decreciente y converge a .

(ii) Sito >0, f(to) <0y Ly(to) > Fopmepl:

-Para q impar, la sucesion {t;} es creciente y converge a .
-Para q par, t1 > «, la sucesion {tx} es decreciente para k > 1 y converge
a o,

En todos los casos, la sucesion {ty} converge a o con orden de convergencia
4924

Notemos que la situacién t3 < 0 no estd contemplada en el resultado

anterior. En este caso, es facil ver que existe un punto t; de manera que
to < t1 < ... < tj—1 < 0 < t;, y dependiendo de si Lf(t;) > %
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o Ls(t;) < %, la convergencia de la sucesién {¢;} podrd garantizarse
0 no respectivamente. Entonces, a priori, no podemos garantizar el tipo de
convergencia que tiene la sucesién {t;} en el intervalo (—oo, 0].

Este hecho, queda reflejado cuando estudiamos las cuencas de atraccién
(véase seccién 5.2.3) de las raices de una ecuacién ciibica por ejemplo. En las
figuras 6.7 y 6.8 mostramos las cuencas de atraccion de las raices de la ecuacién
f(t) =3 —1974 = 0, de tal manera que hemos elegido los procesos iterativos
de la familia (6.26) que convergen con érdenes de convergencia pares ¢ =4y
q = 6. Hemos establecido 80 iteraciones como limite y una tolerancia del orden
de 10~%. Recordemos que la cuenca de atraccién de una raiz es el conjunto
de todos los puntos de salida ty € C, de tal modo que un método iterativo
converge a dicha rafz ([143]). Para representar las cuencas de atraccién del
proceso iterativo de la familia (6.26) con orden de convergencia 4 tomamos
dos regiones distintas, el rectdngulo [—48, 48] x [—48, 48] y otro mds pequeno,
[0,9] x [—4.5,4.5], que muestra con mds detalle lo que ocurre en el eje real.
Para el proceso iterativo con orden de convergencia 6 tomamos el rectangulo
[—48,48] x [—48,48] y [-26,10] x [—18,18].

SV 4

.
=

40 <20 0 20 40

Figura 6.7. Cuencas de atraccién para el proceso iterativo de la familia (6.26) con
orden de convergencia 4, aplicado a la ecuacién f(t) = t* — 1974 =0

Asignamos un color para cada tg, de acuerdo con la raiz a la que el método
iterativo (6.26) converge. Ademds, asignamos la intensidad del color teniendo
en cuenta el nimero de iteraciones empleado por el método iterativo para
alcanzar la raiz, cuando se considera como punto de salida ty. Usamos los
colores cyan, magenta y amarillo para identificar respectivamente las cuencas

27mi

de atraccién de las tres raices 1974é, 19743 ¢ y 197435 , v el color negro
para identificar los puntos de salida ty a partir de los cuales el proceso iterativo
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40 -20 0 20 40 -25-20-15-10 -5 0 5 10

Figura 6.8. Cuencas de atraccién para el proceso iterativo de la familia (6.26) con
orden de convergencia 6, aplicado a la ecuacién f(t) =t — 1974 =0

no alcanza ninguna de las raices con un maximo de 50 iteraciones y con una
tolerancia del orden de 10~*. A partir de las figuras 6.7 y 6.8 es claro que,
para cualquier punto de salida to € R, el proceso iterativo elegido converge a
la raiz positiva, excepto para puntos cercanos al origen para los que es posible
que L#(ty) < %:T_ll)l, de tal manera que a partir de estos puntos el método
(6.26) puede ser convergente, pero necesita mds iteraciones para converger.

En realidad existen intervalos de puntos ty € R™, ademés de los puntos
préximos al origen, en los que el método (6.26) no es convergente con el niime-
ro de iteraciones que hemos impuesto como limite. Sin embargo, el hecho de
elegir un método iterativo de la familia (6.26) con orden de convergencia par
asegura la convergencia global de la sucesién {t;}, como veremos posterior-
mente cuando analizamos la convergencia global de la familia (6.26).

En el caso en que n es impar y R < 0, la variacién de la funcién Lj(t)
tiene algunas variantes con respecto al caso anterior, como se puede observar
en la figura 6.9.

Entonces, procediendo como en el teorema 6.2.2, se prueba el siguiente
resultado.

Teorema 6.2.7 Sea la sucesion {t;}, definida en (6.26), y « la raiz real de
f(t) =t"™ — R, para n impar y R < 0. Entonces,

(1) Sito <0y f(to) <O, la sucesion {t} es creciente y converge a «.
S o —3(n—1
(ii) Sito <0, f(to) >0y Ls(to) = %
-Para q impar, la sucesion {t;} es decreciente y converge a .
-Para q par, t1 < «, la sucesidn {t;} es creciente para k > 1 y converge a
a.
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Figura 6.9. Gréfico de Ly(t) para f(t) =t" — R, n impar y R < 0

En todos los casos, la sucesion {ty} converge a a con R-orden de convergencia
4924

Notemos que lo mismo que ocurria cuando R > 0, en este caso, si tg > 0
existe un punto t;, con tg > t; > ... > t;_1 > 0 > t;, y dependiendo de

si Lf(t;) > % o Ls(t;) < %, podremos garantizar la convergen-
cia de la sucesién {t;}. Entonces, a priori, no sabemos establecer el tipo de
convergencia que tiene la sucesién {t;} en el intervalo [0, +00).

Este problema queda reflejado en las figuras 6.10 y 6.11, en las que mos-
tramos respectivamente las cuencas de atraccién de las tres raices 1974%6%,
—19743 y 19743¢ 3 de la ecuacién f(t) = 3 + 1974 = 0, de tal mane-
ra que el método iterativo (6.26) converge con érdenes de convergencia im-
pares ¢ = 3y ¢ = 5 en el plano complejo, con la misma tolerancia y el
mismo numero de iteraciones que en los casos anteriores, mostrados en las
figuras 6.7 y 6.8. Para representar las cuencas de atraccién del proceso ite-
rativo de la familia (6.26) con orden de convergencia 3 tomamos dos regio-
nes distintas, el rectangulo [—48,48] x [—48, 48] y un rectdgulo mdas pequeno,
[—9,0] x [—4.5,4.5], que muestra con mds detalle lo que ocurre en el semieje
real positivo. Para el proceso iterativo con orden de convergencia 5 tomamos
el rectdngulo [—48, 48] x [—48,48] y [—10,26] x [—18,18].

Como se puede observar en las figuras 6.10 y 6.11, al elegir procesos itera-
tivos con 6rdenes de convergencia impar aparecen puntos de salida ty a partir
de los cuales no podemos garantizar la convergencia de la sucesién {tx}. Sin
embargo, estos procesos iterativos son convergentes en casi todo punto, o lo
que es lo mismo, tienen convergencia general. Véase seccion 5.4 del capitulo
5.

Para concluir este estudio de la convergencia semilocal de la familia de
procesos iterativos (6.26), consideramos el caso en el que n es un nimero
par y R positivo, de manera que existe solucién de la ecuacién (6.1). En este
caso, existen dos soluciones a3 y ao de forma que a; < as. Como ya se
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-8 -6 -4 -2 0

Figura 6.10. Cuencas de atraccién para el proceso iterativo de la familia (6.26)
con orden de convergencia 3, aplicado a la ecuacién f(t) = t> 4+ 1974 =0

-10-5 705710 1520 25

Figura 6.11. Cuencas de atraccién para el proceso iterativo de la familia (6.26)
con orden de convergencia 5, aplicado a la ecuacién f(t) = t> 41974 =0

indicé anteriormente, se pueden considerar cuatro situaciones para el punto

de salida tg, ver figura la 6.5. Ademds, en este caso, la sucesién {t;} puede

ser convergente a la solucién a; o a as. Por otra parte, la funcién L () tiene

una variacién simétrica con respecto al eje de ordenadas, como se muestra en

la figura 6.12. Teniendo en cuenta esta variacién, es facil probar el siguiente
n—2

resultado, a partir de la demostracién del teorema 6.2.2 con M = >=.
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Figura 6.12. Gréifico de Ly (t) para f(t) =t" — Ry n par

Teorema 6.2.8 Sea la sucesion {ty}, definida en (6.26), aq y oz las raices
reales de f(t) =t"™ — R, para n par. Entonces,

(i) Sito >0y f(to) >0, la sucesion {tx} es decreciente y converge a la raiz
positiva a.

(ii) Sito >0, f(to) <0y Ly(to) > Sopmep):
-Para q impar, la sucesion {t;} es creciente y converge a la raiz positiva
9.
-Para q par, t1 > a9, la sucesion {t;} es decreciente para k > 1 y converge
a 9.

(113) Si to < 0 y f(to) > 0, la sucesion {tx} es creciente y converge a la raiz
negativa o .

(iv) Sito < 0, f(to) <0y Ly(to) > Fopm—p):
-Para q impar, la sucesidn {ty} es decreciente y converge a la raiz negativa
aq.
-Para q par, t1 < aq, la sucesion {ty} es creciente para k > 1 y converge
a Q.

En todos los casos, la sucesion {ty} converge a una solucidon con orden de
convergencia q, q > 4.

Como consecuencia de este resultado el dominio de los puntos de salida
to queda perfectamente delimitado. Teniendo en cuenta la simetria de una
funcién cuadrética cualquiera, respecto de su vértice v, f(v +t) = f(v —t)
y fflv+1)? = f'(v—1t)?, es facil ver que la funcién Ly es simétrica respecto
del eje t = v, Ly(v+1t) = Ly(v —t). Como se muestra en la figura 6.12, la
funcién Ly(t) tiene una asintota en la abscisa cero y las mismas raices que f,

luego existe un intervalo [—d, 6], con § > 0, en el cual L¢(t) < % Por lo

tanto, no se puede garantizar la convergencia de la sucesién {t;}, para puntos
de salida tomados en dicho intervalo [—d, d].
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A continuacién, en las figuras 6.13, 6.14 y 6.15 mostramos las cuencas de
atraccion de las dos raices de la ecuacién cuadratica f(t) = t>—35 = 0, cuando
aplicamos los procesos iterativos de la familia (6.26) con distintos érdenes de
convergencia ¢ = 3, ¢ = 4, ¢ = 5y ¢ = 6 para aproximarlas. Hemos asignado el
color magenta para la cuenca de atraccién asociada a la rafz t = +v/35 y cyan
para la cuenca de atraccién asociada a la otra rafz t = —/35. La intensidad
del color en las cuencas de atraccién representadas, depende del ntimero de
iteraciones necesarias para alcanzar una raiz con una cierta precisién fijada.
Ademis, representamos con color negro los puntos de salida ¢y a partir de los
cuales el correspondiente proceso iterativo empleado no alcanza ninguna de
las dos raices con un maximo de 40 iteraciones y con una tolerancia del orden
de 1072

Representamos en el rectdngulo [—4,4] x [—4,4] las cuencas de atraccién
para los métodos de la familia (6.26) con 6rdenes de convergencia ¢ = 3, que
es precisamente el método de Chebyshev, y g = 4.

4 4
2 2
0 0
-2 -2
A2 o0 2 R e ] 2 4

Figura 6.13. Cuencas de atraccién para el método de Chebyshev y para el método
iterativo (6.26) con orden de convergencia ¢ = 4, aplicados a f(t) = t*> — 35

Para representar las cuencas de atraccién de los procesos iterativos de
la familia (6.26) con érdenes de convergencia ¢ = 5y ¢ = 6 tomamos el
rectangulo [—5,5] x [—5,5] y un rectdgulo mas pequeno, [0,3.4] x [—1.7,1.7],
que muestra con més detalle lo que ocurre en el eje real. Véanse figuras 6.14
y 6.15.
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4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Figura 6.14. Cuencas de atraccién para los procesos iterativos de la familia (6.26)
con érdenes de convergencia ¢ = 5y ¢ = 6, aplicados a f(t) = t* — 35

00.511.52253 00.511.52253

Figura 6.15. Detalle de las cuencas de atraccién para los métodos (6.26) con g =5
y q = 6, aplicados a f(t) =t* — 35

Como muestran las figuras 6.13, 6.14 y 6.15, los procesos iterativos con
ordenes de convergencia par que hemos elegido convergen a partir de cualquier
punto de salida ty de la recta real a una de las dos raices con ese maximo de
iteraciones y esa precisiéon que hemos fijado. Como veremos en el siguiente
estudio de convergencia, el hecho de elegir un método iterativo de la familia
(6.26) con orden de convergencia par asegura la convergencia global de la
sucesion {tx}. Sin embargo, si el proceso iterativo (6.26) tiene un orden de
convergencia impar aparecen puntos de salida ¢ty para los que no podemos
garantizar la convergencia de la sucesién {t }. Por lo tanto, para estos procesos
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tenemos convergencia en casi todo punto o convergencia general. Véase seccién
5.4 del capitulo 5.

Convergencia global

Al igual que en la seccién 6.2.1, obtenemos un resultado de convergencia

global para la familia de procesos iterativos (6.26) cuando aproximamos la raiz
n-ésima de un nimero real R. Notemos que en este caso Ly (t) = M = Z—j
Hemos visto que se puede garantizar la convergencia semilocal para la familia
(6.26), imponiendo la condicién Ly (tg) > ;5’2(3:11)) sobre el punto de salida t.

Por otra parte, en el caso de que g sea un nimero par, los polinomios
H,(t), dados en (6.26), que definen la familia de procesos iterativos, tienen la
caracteristica fundamental de ser siempre positivos, como se puede observar
en la figura 6.16. Este hecho hace que podamos asegurar la convergencia global
de la familia de procesos iterativos construida para ordenes de convergencia
pares.

Figura 6.16. Polinomios H,(t), ¢ par

Lema 6.2.9 Sea H,(t) el polinomio dado en (6.26). Entonces, Hy(t) > 0
para todot € R y g € N par.

Demostracion. La demostracién es inmediata por el lema 6.2.3, teniendo en

cuenta que M = Z—:f [ |

Aligual que en el caso general, a partir de esta propiedad que satisfacen los
polinomios Hy(t), se puede establecer la convergencia global de los procesos
iterativos (6.26), puesto que la condicién para el punto de salida to, Ls(to) >
—3(n—1)
2(2n—1)°
siguiente resultado de convergencia global es consecuencia del teorema 6.2.4.

dada en los teoremas de convergencia semilocal, puede eliminarse. El
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Teorema 6.2.10 Los procesos iterativos (6.26), para q par, son convergentes
para cualquier punto tg # 0.

il
/|

Figura 6.17. Polinomios Hg(t), ¢ impar, n = 3

Como se muestra en la figura 6.17, cuando g es impar los polinomios H,(t)
tienen una raiz u,. Como consecuencia, no podemos obtener un resultado de
convergencia global puesto que debemos imponer la condicién para el punto
de salida to, Ly(to) > %, aunque podemos limitar el intervalo donde no
se puede garantizar la convergencia semilocal.

Asi, por ejemplo, en el estudio realizado en la seccién de convergencia
semilocal para la funcién f(t) = t3 4 1974, el intervalo de puntos de salida
a partir de los cuales no se puede afirmar la convergencia de los procesos
iterativos de la familia (6.26) es I = [-10.1282,0). En el caso en que el orden
fijado es impar, conocidas las raices u, de los polinomios H,(t), se puede
obtener el intervalo de puntos de salida ty, para los cuales, en principio, no
es posible garantizar la convergencia del proceso iterativo. En la tabla 6.1 se
muestra alguno de estos intervalos. Obsérvese para estos casos, la mejora con
respecto al intervalo I, en cuanto a la amplitud del intervalo.

Ensayos numéricos

Cuando queremos aplicar el algoritmo de orden de convergencia prefijado
q, dado en (6.26), es interesante notar que,
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q Uq L(t) <uq

3 -2 [—7.90246,0)
5 —1.38488 [—8.62432,0)
7 —1.17137 [—8.9461,0)
9 —1.06111 [—9.1325,0)

15 —0.912544 [—9.41034,0)
115 —0.709418  [—9.85228,0)

Tabla 6.1. Raices de H,(t), ¢ impar

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos reescribir el algoritmo (6.26) de una
manera mas sencilla:

trir = ti Z (1/”) ' (1 - g)j, k>0, (6.27)

con ¢ > 2. A continuacién, consideramos la aplicacién de esta familia de
procesos iterativos dada por el algoritmo (6.27) a las siguientes funciones
f(t) =15 =35y f(t) =t — 35, y hacemos un estudio comparativo de dicha
familia, con la siguiente familia de métodos iterativos dada por Dubeau en
[44]:

-l
(11 P10 w) )
togr =t — - , Bj= » ( ”), (6.28)
£(te) (1 +Z]B] FUI( tk))

con j € N, que a su vez tiene orden de convergencia q. La mejora conseguida
con respecto del método de Dubeau (6.28) se muestra en las tablas 6.2 y 6.3,
donde aparecen estimados los errores cometidos en el calculo de la raiz quinta
y décima de un numero real R positivo, considerando métodos de distintos
ordenes de convergencia en ambas familias.

Asi, en la tabla 6.2, se muestran las estimaciones de los errores cometidos
|ty — 35'/°| cuando se toma como punto de salida ¢ty = 2.25, siendo el error
inicial |to — 35'/%] = 0.213...107%.

En la tabla 6.3 también se puede observar la mejora conseguida con res-
pecto a la familia dada por Dubeau, en la que mostramos las estimaciones
de los errores cometidos |t — 35'/1°|, siendo el error inicial |tq — 35'/10] =
0.730...107 %, y tomando como punto de salida ty = 1.5. En este caso, se han
considerado métodos de ordenes tres y cuatro, en ambas familias.

Por otra parte, si comparamos las constantes del error asintético asociadas
a estas familias, resulta que la obtenida para (6.15),




6.2 Construccién de procesos iterativos con orden de convergencia prefijado 249

método (6.28) método (6.27) método (6.28) método (6.27)

k  orden 4 orden 4 orden 5 orden 5
1 0.239...107¢ 0.259...1072 0.202...107% 0.791...1073
2 0.261...107° 0.111...107° 0.590...10~ " 0.143...107
3 0.348...1072'  0.390...107%°  0.133...1073*  0.285...107 73
4 0.110...107%  0.578...107%7 0.774...107'"® 0.883...107367
5 0.110...1073%8  0.279...107%%® (0.518...107%%* 0.250...107183
Tabla 6.2. Estimaciones de los errores |t — 35'/°|
método (6.28) método (6.27) método (6.28) método (6.27)
k  orden 3 orden 3 orden 4 orden 4
1 0.270...107%  0.367...1072 0.101...107* 0.107...1072
2 0478...107% 0.678...107°¢ 0.246...107° 0.943...1071°
3 0.307...107%  0.436...107'  0.784...107%° 0.563...1073%
4 0.812...107% 0.116...107°°  0.808...10""®  0.716...107'%!
5 0.150...1077° 0.222...107%'  0.911...1073° 0.187...107602

Tabla 6.3. Estimaciones de los errores |t — 35'/1°|

A
Ky(RY™) = (nlg = 1) = 1) (n — 1)1 2222 pa-a/n,
q
es menor que la constante del error asintético obtenida para (6.28),
1
kzq(Rl/") =—(q— 1)nQ( /n) RO-a)/n
q

En efecto, observar que

K (RV/") = (n—1)-(2n— 1)q; - (n(g—1) — 1)R<1—q)/n7

k(17 = (-1)9(g - B2 =D e 0= D 2 D) o,

1
|K,(RY™)| < |kg(RY™)| — P 1 < ¢>2.

Por lo tanto, a partir de (6.27) con ¢ = 3, que es el método de Chebyshev, la
familia de procesos iterativos (6.27) es mds répida, en cuanto a la velocidad
de convergencia, que la dada por Dubeau en (6.28).






Cuestiones abiertas y conclusiones

La principal aportacion de esta memoria es la generalizacién a espacios
de Banach del resultado que Gander ([63]) obtuvo para procesos iterativos
reales. Asi, por ejemplo, para establecer una familia de procesos iterativos
en R con al menos convergencia cubica, hemos visto que es suficiente usar
la caracterizacién de orden de convergencia dada por Schréder (5). Por otra
parte, la tarea de establecer en espacios de Banach procesos iterativos con
R-orden de convergencia al menos tres resulta ser algo més tediosa. Con este
fin, antes de poder acotar el R-orden de convergencia, es necesario probar la
convergencia semilocal de la familia de procesos iterativos (1), como se ha
mostrado a lo largo de esta memoria.

El hecho de poder usar una técnica mas manejable que las sucesiones
mayorizantes, que estd basada en la construccién de determinadas relaciones
de recurrencia, ha permitido realizar un estudio relativamente simplificado de
la familia de procesos iterativos en situaciones de convergencia suaves para el
operador implicado, y por tanto, obtener asi resultados de convergencia que
era practicamente imposible pensar en su obtencién mediante la utilizacién
de sucesiones mayorizantes. Este hecho, a su vez, hace que queden abiertos
nuevos caminos en lo relativo al analisis de la convergencia de la familia de
procesos iterativos (1).

En primer lugar, y siguiendo en la linea desarrollada en los capitulos 3 y
4, queda abierta una nueva via de investigacién en el estudio de la conver-
gencia de la familia en condiciones suaves para el operador F. Como hemos
mostrado, hay situaciones diversas en las que las modificaciones de Kantoro-
vich no siempre funcionan, de ahi la necesidad de suavizar las condiciones de
convergencia y a su vez la necesidad de emplear las distintas técnicas para
demostrar la convergencia. Asi, queda pendiente la construccién adaptada de
funciones mayorizantes a problemas concretos y, en este caso, la obtencién de
resultados de convergencia semilocal y estimaciones a priori del error que de-
penderdn mas estrechamente de la funcién mayorizante. Por ejemplo, estamos
interesados en establecer una funcién mayorizante cuando || F"' (z)|| < w(]|z]]),
de manera que la funcién mayorizante ya no sea un polinomio.
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Queda también por analizar, mediante la técnica de relaciones de recu-
rrencia, condiciones de convergencia para el operador F' todavia més suaves
que las exigidas en el estudio realizado en los capitulos 2 y 3, donde exigiamos
condiciones de tipo Kantorovich para el operador derivada segunda. Estas,
pueden suavizarse imponiendo condiciones centradas para este operador F”,
|E" () — F"(x0)|| < w(||z — x0]|) (véanse [12], [70]), o bien, este otro tipo de
condiciones ||F"(z)|| < w(||z|]), ya estudiadas para el método de Newton ([55],
[61]). En este caso, trataremos de establecer la convergencia semilocal y el R-
orden de convergencia para la familia de procesos iterativos (1). Por supuesto,
en algunas situaciones de suavizacion es extremadamente dificil acotar el R-
orden de convergencia como consecuencia de las sucesiones auxiliares reales
obtenidas al verificar las relaciones de recurrencia en cada paso. Esta situa-
cién aparece en una de las suavizaciones analizadas en el capitulo 4, cuando
el operador F” no estd acotado y satisface una condicién w—condicionada.
Trataremos de buscar nuevos caminos para la construccién de las sucesiones
auxiliares reales, con el fin de poder asi acotar el R-orden de convergencia
para la familia.

Otra cuestion que queda abierta es estudiar la convergencia semilocal de
la familia de procesos iterativos imponiendo condiciones sobre el radio de con-
vergencia asociado a la sucesiéon de aproximaciones generada por un proceso
iterativo de la familia (1). Esta es una técnica “més suave” que las analiza-
das aqui, pero a su vez los resultados de convergencia que se obtienen son
también mas restrictivos en cuanto a que aparecen condiciones sobre el domi-
nio de existencia, a partir de cierta ecuaciéon que debe satisfacer el radio de
convergencia. Véase [58].

Por otra parte, han surgido temas relacionados como es la aplicacién de la
familia (1) cuando el operador H no representa un operador analitico cono-
cido. En este caso, se optaba por truncar el desarrollo en serie que tiene el
operador H y estudiar fundamentalmente la relacién existente con el R-orden
de convergencia para la nueva familia de procesos iterativos asi obtenida. Un
estudio parcial de esta situaciéon para ecuaciones cuadraticas lo presentamos
en el capitulo 5, donde hemos establecido convergencia global para los procesos
iterativos de la familia con orden de convergencia par y convergencia gene-
ral para los que tienen orden de convergencia impar, cuando estos procesos
iterativos son aplicados a polinomios cuadraticos.

Motivados por los resultados obtenidos alli, nos planteamos el problema
de extender el tipo de funciones a las que se puedan aplicar los resultados de
convergencia comentados. Asi, por ejemplo, queda pendiente el andlisis de la
convergencia de familias de procesos iterativos cuando éstos se aplican a poli-
nomios de grado mayor o igual que tres, e incluso a otro tipo de funciones més
generales. En el capitulo 6 se ha tratado de caracterizar las ecuaciones escala-
res donde se pueden aplicar los resultados de convergencia conseguidos para
las ecuaciones cuadréticas, viéndose que esto es posible si Ly es constante.
Con el objetivo de generalizar este estudio, queda también abierto el analisis,
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en otro tipo de condiciones sobre Ly o sobre L/, y su posible extensién a
espacios de Banach.

Otra nueva via de investigacién es la modificacién de procesos iterativos de
alto orden en espacios de Banach rebajando el coste operacional, sin pérdida
de velocidad de convergencia. Es conocido que, para aproximar las soluciones
de determinadas ecuaciones, es interesante aplicar procesos iterativos que ten-
gan alto orden de convergencia. Ahora bien, ya hemos visto que los procesos
iterativos punto a punto tienen el inconveniente de que para obtener orden
de convergencia al menos tres es necesario el cédlculo del operador derivada
de orden dos, que a su vez aparece en la expresiéon del operador grado de
convexidad logaritmico. Es por ello que el coste operacional del proceso itera-
tivo es alto y, en general, su utilizacion es limitada. Sin embargo, utilizando
el desarrollo de Taylor del operador F', es posible obtener una aproximacion
del operador grado de convexidad logaritmico L, mediante la utilizacién de
derivadas de primer orden, consiguiendo asi procesos iterativos que sean apli-
cables a situaciones en las que el operador F' no admita derivadas de orden
dos, en este sentido se han obtenido resultados interesantes que pueden verse
en [47], [57] y [91].

Otra modificacién que se puede desarrollar es la aproximacién de las deri-
vadas de primer y segundo orden mediante diferencias divididas, obteniendo
de esta manera procesos iterativos libres de derivadas. Asi, por ejemplo, en
[7] v [5] se desarrollan en espacios de Banach nuevas variantes de los méto-
dos iterativos clasicos de Chebyshev, Halley y Super-Halley, aproximando los
operadores F' y F" por diferencias divididas de primer y segundo orden res-
pectivamente. Teniendo en cuenta los procesos iterativos multipunto, se han
modificado, mediante diferentes tipos de aproximaciones, determinados pro-
cesos iterativos punto a punto de tercer orden (el método de Chebyshev, el
método de Halley y el método de Super-Halley) para conseguir procesos ite-
rativos multipunto que mantengan la velocidad de convergencia de éstos, pero
que reduzcan considerablemente el coste operacional en su aplicacién.

Otra posible forma de reducir el coste operacional que tienen los proce-
sos iterativos de la familia, sin perder velocidad de convergencia, consiste en
aproximar el operador inverso I, = F'(x,)~! sin necesidad de tener que cal-
cularlo, de manera que los nuevos procesos iterativos sean libres de inversos.
A partir de esta simple idea, Moser modific6 en [111] el método de Newton
al introducir una aproximacion del inverso de la derivada primera en cada
paso de iteracién, y presenté asi una nueva iteracion de tipo Newton que no
necesita del célculo de operadores inversos y que utiliza la misma cantidad
de informacién por paso que el método de Newton. El método de Moser fue
desarrollado como una herramienta técnica para estudiar la estabilidad de
problemas de N-cuerpos en mecanica celeste, donde se consideran problemas
en los que aparecen divisores pequenos y la aplicacién del método de Newton
es dudosa como consecuencia de la necesidad de tener que invertir la derivada
primera en cada paso de iteracién. Este método fue mejorado primero por
Ulm ([141]) y redescubierto més tarde por Hald ([79]). Pretendemos genera-
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lizar la idea de Moser para la familia de métodos iterativos tipo Newton (1)
manteniendo la misma velocidad de convergencia que los procesos iterativos
originales y sin la necesidad de resolver ecuaciones no lineales en cada paso
de iteracion.

Con el anélisis que hemos realizado en esta memoria se ha pretendido dar,
para la familia (1), una visién general de los aspectos més interesantes de los
procesos iterativos que actualmente son estudiados, asi como andélisis de la
convergencia, de la velocidad de convergencia y del error, bajo el manejo de
las técnicas de sucesiones mayorizantes y relaciones de recurrencia. También
es interesante destacar que se han manejado otras técnicas, como la dada por
Ostrowski ([117]) para dar cotas a posteriori del error. Existen en la literatura
otras técnicas que no hemos aplicado, como la induccién no discreta (véanse
[13], [14], [122]) o la a-teorfa ([137]). Sin embargo, otro aspecto, en el estudio
de procesos iterativos, en el que estamos interesados es en el analisis de las
condiciones iniciales. Por ejemplo, se puede tratar de modificar las condicio-
nes iniciales habitualmente exigidas viendo su influencia en la convergencia,
e incluso determinar condiciones iniciales que garanticen que un algoritmo
numérico sea convergente a una solucién de una ecuacién. El problema de
modificar las condiciones iniciales no es sencillo, ni tampoco lo es el de en-
contrar unas aproximaciones iniciales satisfactorias. El enfoque tradicional de
este problema se basa en imponer hipétesis de diferenciabilidad del operador
implicado y de condiciones de tipo Lipschitz (o modificaciones de éstas), como
se ha visto en los capitulos 3 y 4. Siguiendo en esta linea de determinacion
de las condiciones iniciales, cabe destacar la teoria de la estimacion puntual
o a-teoria, introducida por Smale (1980), técnica que trata de precisar las
condiciones y dominios de convergencia para resolver una ecuacién usando
Unicamente informacion sobre el punto inicial . Los primeros resultados con
esta técnica sobre el andlisis de la convergencia de métodos iterativos para
resolver ecuaciones no lineales estdn asociados al método de Newton ([137]) y
sus variantes. Los principales resultados de la a-teoria consisten en encontrar
una constante universal ag que garantice la convergencia del método iterativo.
El trabajo de Smale es de gran importancia tedrica sobre todo cuando se tra-
baja con sistemas polinémicos ([151], [152], [153]). En este sentido, nosotros
hemos comenzado este estudio analizando métodos tipo Newton, donde ya
hemos obtenido algunos resultados interesantes ([76]). Ademads, esta teorfa ha
servido de base e inspiracién en los trabajos de otros muchos autores (véanse
[72], [139], [145], [146], [150]).
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