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Prélogo

En una ocasion dije para mis adentros: «Si fuese capaz de escribir algo, con-
vencido de que es definitivo, que no admita la dindmica cotidiana de la ciencia»,
ya estarfa disminuyendo la razén de mi propia existencia. Asi que, la redaccion
de esta memoria estd pensada para que aun con el pasar del tiempo, pueda seguir
cuestionandome respecto a los temas incluidos y los que por razones de espacio
o incluso de tiempo, quedaron fuera a pesar de haber dedicado muchas horas de
estudios en ellos.

Asumo esta memoria como una insinuacién de lo que vendra, como un peldano
en la escalera de mi vida investigadora, como un suspiro en el trayecto de mi
formacién o como un motivo a explorar y profundizar en temas de interés.

El contenido de esta Tesis Doctoral se enmarca en el area de las matematicas
aplicadas conocida como métodos numéricos, especificamente, se estudia el método
de Chebyshev y en cuatro capitulos abarca desde una base de contenido histérico,
pasando por la recta real y la dindmica compleja, para finalizar con el método de
Chebyshev en los espacios de Banach. El estudio que presentamos en todo el texto,
se presenta de manera gradual, es decir que al llegar al dltimo capitulo, se requiere
de conocimientos matematicos mas sélidos.

Desde tiempos muy remotos el ser humano se ha visto en la necesidad de mode-
lar matematicamente, situaciones que conlleven a la solucién de un problema de la
vida cotidiana, y estos modelos, no siempre se presentan por medio de ecuaciones
sencillas. En la mayoria de los casos, ni siquiera es posible contar con soluciones
exactas de dichas ecuaciones, de ahi que la aproximacién numérica ha sido de gran
ayuda desde épocas muy antiguas. Se puede citar como ejemplo los polinomios de
Taylor que aproximan a una funcion, o los polinomios interpoladores obtenidos por
Newton y Lagrange para ajustar una funcién polinémica a una tabla de n valores,
o el método de Newton para hallar una solucién aproximada de una ecuacién, o
el método de Euler para el calculo de una solucién aproximada de una ecuacién
diferencial y por ultimo, el eje central de esta tesis, el método de Chebyshev para
el célculo de las raices de ecuaciones no lineales.

Este trabajo trata sobre el conocido método de Chebyshev para resolver una
ecuacién no lineal. Asi, dada una ecuacion

f(z) =0, (1)

donde f es una funcién real de variable real (podriamos suponer también que se
trata de una funcién compleja), el método de Chebyshev consiste en generar una
sucesion de la forma

Tyl = Ty — (1 + %Lf(ffn)) %, donde Ly(z) = %’ (2)
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a partir de un determinado punto de partida xy. En condiciones adecuadas, el
proceso iterativo anterior converge a un limite £* que es una solucién de la ecuacion
(1).

Desde una perspectiva histérica, el método de Chebyshev (1.1) aparece dentro
de una familia de procesos iterativos de la forma z,.1 = E,,(z,), donde

B =2+ 3 (-0 P (e gy, )

y f! es la inversa de f.

Nos gustaria recalcar que no hay un consenso en llamar método de Chebyshev al
proceso definido en (1.1). De hecho, podemos encontrar en la literatura matematica
diversas formas de denominar el método definido por (1.1). De manera que més
adelante presentamos una lista con una muestra de algunas denominaciones, junto
con los autores y trabajos correspondientes.

Como conclusién final de este trabajo, creemos que lo mas correcto es referirse
al método definido en (1.1) como método de Chebyshev y reservar los nombres de
Euler y de Schroder para referirse a la familia de procesos iterativos (3).

El primer capitulo de esta tesis estd dedicado a honrrar la memoria de P.
L. Chebyshev, asi que, pudiera decirse que es un capitulo de caracter histérico.
En la primera seccién, presentamos un compendio de la vida y obra cientifica de
Chebyshev, haciendo énfacis especial al legado de Chebyshev que trascendi6 los
linderos de su generacion y sigue teniendo vigencia en muchos de los campos de la
ciencia, la ingenieria y la técnica, en los que se ocupé durante su etapa productiva.

Segun el propio Chebyshev, «la union de la teoria y la prdctica proporciona los
resultados mds provechosos. Con ello, no sélo gana la prdctica, sino que también
salen beneficiadas las ciencias. La prdctica descubre a la teoria nuevos objetivos
de investigacion o nuevas facetas en los objetos ya conocidos». Esta frase es com-
partida por Euler y muchos otros hombres de ciencia, que si bien no lo expresaron
textualmente, al menos puede deducirse del legado de sus obras, y es compartida
también por nosotros.

En la segunda seccién presentamos la traduccion del ruso al espanol del articu-
lo original de Chebyshev «Caélculo de las raices de ecuaciones». Articulo que Che-
byshev presenté en un concurso para jovenes investigadores, organizado por el
Departamento de Matematicas y Fisicas de la Universidad de Moscu durante el
ano lectivo 1840-1841. Dicho articulo habia sido escrito por Chebyshev entre los
anos 1837 y 1838, siendo apenas un joven de 16 anos de edad. Por dicho articulo,
recibid la medalla de plata, aunque muchos piensan que merecia la medalla de oro,
entre los que me incluyo.

El articulo «Célculo de las raices de ecuaciones» segin el propio J. F. Traub,
no era de facil acceso, y ahora lo entiendo, porque a pesar de que se contaba
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con una compilacion de las obras de Chebyshev, y que gran parte de las obras
se habia traducido al francés, dicho articulo se encontraba en el tomo V' de sus
obras completas, en una seccién denominada «otros trabajos» y permanecia en
ruso. Como resultado de la investigacién de la parte histérica, hemos publicado
el libro titulado «La obra El cdlculo de las raices de una ecuacion» véase [57].
Ademas, tenemos publicado el articulo [55] y otro aceptado para su publicacién
en el numero 57 de Miscelanea Matemadtica 2013, véase [58].

Este capitulo incluye, en la Seccién 3 las aportaciones que hicieron otros au-
tores al método de Chebyshev y otros autores que pudieron ser influenciados por
él. Finalmente, presentamos en la Seccién 4, distintas formas en las que puede
deducirse el método de Chebyshev, como son la interpolaciéon cuadratica, o por
medio de pardbolas osculadoras o la interpolacién exponencial o incluso siguiendo
los métodos de Obreshkov.

El Capitulo 2 presenta la dinamica real del método de Chebyshev. El estudio
se divide en tres partes bien diferenciadas, en la primera seccién presentamos
algunas propiedades del método de Chebyshev, enfatizando en sus caracteristicas
dinamicas y de convergencia en diferentes contextos, como por ejemplo, cémo se
comporta el método de Chebyshev frente a raices simples o dobles y la existencia
de puntos fijos extranos (puntos que no son solucién de (1)).

La segunda seccién y sus subsecciones estan dedicadas a estudiar el compor-
tamiento dindamico del método de Chebyshev en la recta real, considerando los
distintos casos de polinomios cudraticos. Identificamos las regiones de accesibili-
dad a la raices, caracterizamos los puntos fijos y puntos fijos extranos. Ademas,
comprobamos la existencia de un conjunto no numerable de tipo Cantor de puntos
de no convergencia a las raices. Dicho conjunto forma parte del conjunto de Julia
asociado a la funcién racional. Ademas, en el conjunto de Julia de dicha funcion
estan también los 2-ciclos repulsores y el resto de n-ciclos repulsores, asi como las
preimégenes del polo z = 0.

Dedicamos la Seccion 3 al estudio de los distintos casos de polinomios ctibicos,
haciendo uso de transformaciones afin de la forma 7(z) = ax + 3, de esta manera,
el polinomio f(z) se reduce a uno de los tipos de polinomios simples siguientes:
folx) =23, fo(x) =2+, f(x) = 23 — x 0 a un miembro de la familia uni-
paramétrica de polinomios ctbicos dada por f,(z) = 2® + vz + 1. Como puede
observarse, a su vez, de esta familia surgen cinco casos distintos que estan rela-
cionados con el valor del pardmetro . Asi, dedicamos un apartado a cada caso,
considerando los aspectos dinamicos sobre la recta real y con un esquema parecido
al seguido en la seccién anterior.

Al final del capitulo, como ya habiamos caracterizado puntos fijos y una vez
ubicadas las regiones de acceso a soluciones, quisimos terminar con los diagramas
de bifurcacion, que muestran los puntos a los que converge la 6rbita de un punto
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inicial z, para diferentes valores del parametro ~.

Para continuar avanzando en el estudio, reservamos el Capitulo 3 a la dindmica
compleja del método de Chebyshev. En la primera secciéon, mas que una introduc-
cion, entedimos necesario incluir como preliminares, algunas definiciones y resul-
tados que mas adelante serdan de gran utilidad, de esta forma, hacemos también
un capitulo autocontenido.

Los primeros resultados que obtuvimos mientras realizabamos el proceso de
investigacion, posterior a los cursos de doctorado, estuvieron enmarcados dentro
de este tema, asi, presentamos dos comunicaciones a distintos congresos, véase
[54] y [56], en el que dimos una caracterizaciéon para una familia de polinomios
(polinomios malos), para los cuales el método de Chebyshev tiene el cero como
punto fijo superatractor.

La Seccién 2 aborda el clasico problema de Cayley y la dindmica del método
de Chebyshev en el plano complejo, usando los polinomios de segundo grado. La
tematica seguida en todo el capitulo consiste en ir comparando las propiedades
dindamicas del método de Chebyshev con los bien conocidos métodos de Halley y
Newton.

Como motivacion para esta parte de la investigacion o seducién por parte del
método de Chebyshev, citamos el hecho de que ya para polinomios cuadraticos
el método de Chebyshev presentaba un comportamiento diferente a los métodos
de Halley y Newton, en lo referente al conjunto de Julia asociado a su cuenca de
atraccién. Con este buen argumento en manos, decidimos estudiar el caso ctibico.

Para entender la dinamica de las funciones de iteracion resultantes, estudiamos
las 6rbitas de sus puntos criticos. La clave que emplearemos la presentamos en un
resultado sobre el conjunto de Fatou asociado a la funcién de iteracién.

En las subsecciones 3.3.1, 3.3.2 y 3.3.3, la estrategia empleada consistio, al igual
que en el caso cuadrético, en lugar de estudiar la funcién racional C,(z), resulta
mas conveniente estudiar las funciones racionales obtenidas mediante conjugacién
topoldgica, para esta ocasién seleccionamos las transformaciones de tipo Mobius
M y My definidas en (3.7) y (3.8), respectivamente.

En 3.3.1 presentamos el caso del método de Chebyshev, aplicado a polinomios
cubicos con una raiz triple, donde la convergencia del método de Chebyshev es
lineal en todo caso, pero se hace mas lenta segin aumenta n, siendo n el nimero
de iteraciones.

Para el apartado 3.3.2 dejamos el estudios de los polinomios ciibicos con una
raiz doble, donde el método de Chebyshev tiene convergencia lineal.

Finalmente, en el caso de los polinomios cibicos (caso general) ya McMullen,
véase [92], prob6 que ninguno de los tres métodos considerados tiene convergencia
general para polinomios ciibicos, es decir, que este estudio representé un reto per-
sonal. Asi, analizamos las érbitas de los puntos criticos libres, tomando en cuenta
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el conocido teorema de Fatou y Julia, véase [20], el cual asegura que cada ciclo
atractor debe atraer al menos a un punto critico.

Resultaba casi de cumplida obligacion el terminar esta memoria con unas pin-
celadas sobre el estudio de la convergencia del método de Chebyshev en espacios
de Banach, no en vano éste es el tema de investigacion principal del grupo de
investigacion que me acogio en la Universidad de La Rioja. Ademas, esto nos per-
mite tener una vision lo mas amplia posible del estudio del método de Chebyshev,
generalizando su estudio a espacios diferentes de los niimeros reales o complejos,
ya tratados en los capitulos anteriores. En consecuencia, este estudio abre la puer-
ta a la aplicacion del método de Chebyshev para resolver una gran variedad de
problemas, tales como sistemas de ecuaciones no lineales, ecuaciones integrales,
ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales, problemas variaciona-
les, etc. Somos conscientes de que lo tratado en este capitulo es solo una primera
aproximacion y que un estudio mucho mas profundo y sistematico podria hacer-
se en este campo. Sin embargo, se ha pretendido hacer un recorrido por lo que,
a nuestro juicio, son las principales técnicas empleadas en el estudio de la con-
vergencia de un proceso iterativo en espacios de Banach. Hemos intentado basar
nuestro estudio en resultados ya existentes para el método de Chebyshev o para
otros métodos familiares, como los de Newton o Halley, apoyandonos en las refe-
rencias oportunas que se citan en el Capitulo 4. No obstante, estamos seguros que
otras técnicas mas novedosas se han quedado fuera de esta primera aproximacion.

Comenzamos el Capitulo 4 con unos resultados elementales sobre la conver-
gencia local del método de Chebyshev para funciones de variable real para pasar
a caracterizar después su convergencia global. En la Seccion 4.2 es donde abor-
damos por primera vez el estudio en espacios de Banach. Se han considerado dos
técnicas clasicas para el andlisis de la convergencia local, es decir, con condiciones
que asumen la existencia de solucion para la ecuacion que se pretende resolver,
F(z) = 0. Asi, en lineas resumidas, en la teorfa local de Kantorovich se exige que
la derivada del operador F satisfaga una condicién de Lipschitz en un entorno de la
solucion buscada. Por contra, en la teoria local de Smale, conocida como v-teoria
se cambia la condicién sobre la primera derivada por un conjunto de condiciones
sobre las derivadas sucesivas de F'. Como contrapartida, en lugar de exigir que las
condiciones se cumplan en un cierto entorno, solo se exigen condiciones de forma
puntual, sobre la propia raiz a localizar.

Algo parecido se realiza en la Seccion 4.3, donde la convergencia semilocal es
analizada. Se estudian las condiciones semilocales de Kantorovich y Smale (a-teoria
en este caso), que basicamente consisten en cambiar los papeles de la solucién en la
teoria local por el del punto inicial. Notese que, en la teoria semilocal no se exige a
priori la existencia de una solucién, por lo que los resultados obtenidos pueden verse
como unos resultados de existencia y unicidad de solucién para resolver ecuaciones
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no lineales. Esta seccién se complementa con una tercera técnica, la de relaciones
de recurrencia, que permite en muchos casos flexibilizar las condiciones y el estudio
de procesos iterativos en espacios de Banach. Sin duda esta tltima técnica es la
que abre mayores posibilidades de generalizacién para estudios futuros.

Por tltimo, terminamos este capitulo con una pequena muestra de ejemplos
donde, mas que comparar e ilustrar las técnicas consideradas en las secciones an-
teriores, se ha pretendido mostrar de forma testimonial la aplicacion del método
de Chebyshev en diferentes contextos: una ecuacion real, un sistema de ecuaciones
y una ecuacién integral.
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Capitulo 1

El «Calculo de las raices de
ecuaciones» de P. L. Chebyshev

Uno de los problemas mas estudiados en matematicas, consiste en encontrar la
solucién de una ecuacién no lineal f(x) = 0. Hay una enorme variedad de situa-
ciones en diferentes disciplinas cientificas que conducen a este problema. Aunque,
en ocasiones es relativamente facil resolver ciertas ecuaciones, es también conoci-
do que para muchos casos particulares de la funcién f(z) es muy dificil y hasta
imposible obtener una solucién exacta. Asi que, durante varios siglos, han sido
desarrolladas diferentes técnicas iterativas con el objetivo de aproximar una solu-
cién de la ecuacién f(z) = 0. Sin duda alguna, el método de Newton es el método
de aproximacion de raices mas estudiado y usado para resolver ecuaciones. Para
una funciéon de valor real f : R — R y partiendo de un valor inicial xy, el método
de Newton se define cono

n

Bajo condiciones apropiadas de la funcién f(z) y del valor inicial z, el método
de Newton genera una secuencia {x,} de valores que converge a una solucién z*
de la ecuacién f(x) = 0. Una de las caracteristicas mas interesantes del método de
Newton es su equilibrio entre el coste operacional y la velocidad de convergencia.

Hay muchos otros métodos para aproximar la solucion de ecuaciones no lineales.
Algunos de ellos son variantes del método de Newton, que buscan reducir el coste
computacional o aumentar la velocidad de convergencia. En este segundo grupo,
el método de Chebyshev juega un rol importante. Para valores reales de la funcion
f R — R y a partir de un valor inicial x( es definido como

Tpp1 = Tp — (1 + %Lf(xn)) ff’((::j;))’ n >0, (1.1)

1



2 CAPITULO 1. CALCULO DE LAS RAICES DE ECUACIONES

Figura 1.1: Pafnuty Lvévich Chebyshev (1821-1894).

donde
f(@n) f" ()

f(wn)?

En varias referencias bibliogréficas la expresion (1.1) es atribuida a distintos
autores, como puede verse en el listado siguiente. Sin embargo, en este trabajo nos
referimos como método de Chebyshev.

Lf<a7n) =

o Método de Euler: [23], [82], [124].

O

Método de Euler-Chebyshev: [82], [124].

@)

Método de Newton-Chebyshev: [77].

o

Método Stuper-Newton: [84].

O

Método de Schroder: [60], [127].



@)

Método de Householder: [77].

O

Método de las Pardbolas Tangentes: [14], [91].

O

Método de la Interpolacién Cuadrética Inversa: [15], [53], [75].

@)

Sin embargo, en la literatura rusa es atribuido a Chebyshev: [100], [120].

El método de Chebyshev, junto con sus mejoras y modificaciones ha llamado
la atencién de muchos investigadores. Por ejemplo, desde el punto de vista histéri-
co, podemos encontrar una forma equivalente para escribir (1.1) conocida como
férmula de Schroder [115]. Como una muestra de recientes publicaciones sobre es-
te tema, podemos citar [3], [4], [38], [39], [40], [41], [62], [85] ¥ [93]. El método
de Chebyshev, puede ser deducido de diferentes maneras. Por ejemplo, puede ser
obtenido por la interpolacién cuadrética de la funcién inversa de f(zx), con el fin
de aproximar f~'(0), véase [124]. Admite también una derivacién geométrica, en
términos de la pardbola osculadora ay?(z) + y(x) + bz + ¢ = 0, que satisface las
condiciones de tangencia

y(@n) = flzn), y'(an) = flan) v y'(2n) = f"(zn),

mas adelante dedicaremos un apartado a las distintas formas en que se ha podido
obtener el método de Chebyshev, teniendo como punto de partida ideas diferentes.
Para més detalles véase [3] y [93].

Dedicamos la Seccion 1.1 a la presentacién de algunas notas biograficas sobre la
vida y el legado que Chebyshev, en su incansable labor de investigacién, aportara
a las escuelas de matemadticas rusas, a las ciencias, la técnica y a un significativo
sector de la humanidad.

En la Seccién 1.2 presentamos la traduccién al espanol del articulo original
de Chebyshev, que estaba en ruso, en el que Chebyshev presenté un importante
método de aproximacion de ceros de ecuaciones, partiendo de las ideas bésicas de la
existencia de las operaciones matematicas y sus inversas. En esta traduccion, hemos
intentado respetar al méximo la redaccion, terminologia y simbologia utilizadas
en la obra original, aunque en determinadas ocasiones era «dificil encontrar una
expresion equivalente en la lengua espanola»!, debido al alto nivel cultural que a
Chebyshev le permitia tener una forma de expresiéon un tanto rebuscada para su
época, incluso para la nuestra.

El trabajo de Chebyshev sale a la luz por primera vez, cuando el departa-
mento de fisica y mateméaticas de la universidad de Mosct, en el que Chebyshev
estudiaba, convoco un a un concurso para jévenes investigadores, durante el curso

1Opinién que comparte la rusa Svetlana Voznesenskaya Abonosimova (Ana), con quien nos
dedicamos a realizar la labor de traduccion.
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Figura 1.2: Retrato de Chebyshev, por Nikolayev Yaroslav Sergeyevich (1899
1978), Rusia, 1954. Se encuentra en el Museo de Artilleria, Central del Estado San
Petersburgo, es un 6leo sobre lienzo y pertenece a la coleccién de arte soviético.

1840-1841. Chebyshev, en su trabajo «Calculo de las raices de ecuaciones», que
habia terminado en 1838, derivé una aproximacion algoritmica para la solucién
de ecuaciones algebraicas y = f(x) de n-ésimo grado, basandose en el algoritmo
de Newton y usando el desarrollo en serie de la funcién inversa de f. Chebyshev
notd que los polinomios de mayor grado que se obtenian de estas operaciones, ge-
neraban convergencia mas rapida, esto, sin tomar en cuenta el coste operacional.
El trabajo, no publicado en su momento, fue premiado con la medalla de plata
en dicho concurso universitario, véase [26], [32]. Hubo que esperar més de 50 anos
para que este trabajo viera la luz, en las obras completas que se publicaron (en
ruso) entre 1946 y 1951, véase [32]. Y fue en el quinto volumen, publicado en
1951, dedicado a otros trabajos y materiales biograficos, donde aparece publicado



Figura 1.3: Chebyshev en uno de sus viajes a Paris.

«Calculo de las raices de ecuaciones».

Esta seccion concluye con la traduccién de los comentarios sobre el método de
Chebyshev, hecha por L. Vasilkov y V. Goncharov. Dichos comentarios en realidad
explican de manera resumida la forma en que Chebyshev construye su método de
aproximacion.

Las aportaciones al desarrollo, evolucion y aplicaciones del método de Cheby-
shev, por parte de otros autores, son tratadas en la Seccién 1.3. Ahora, presentamos
de manera resumida, el aporte que hicieron varios autores a la teoria de aproxima-
cion de raices antes, durante y después de la aparicién en escenario de Chebyshev,
hacia el ano 1838. Ademas, arrojamos luz respecto al controvertido tema sobre el
verdadero creador del método iterativo cuya autoria ha sido atribuida, con el paso
de los anos, a varios autores.

Nos gustaria destacar que el tema tratado en «Célculo de las raices de ecua-
ciones» podria considerarse como una rareza dentro del extenso campo conceptual
en el que se movio Chebyshev, del que se conocen mas de 80 publicaciones en
temas muy diversos, entre los cuales se encontraba el anélisis o la construccion de
mecanismos, aspecto este iltimo del cual se sentia muy orgulloso, véase los articu-
los de Luquin [26] y [90], para profundizar en esta linea. Como se aprecia en sus
obras completas, tanto en su tesis doctoral como en sus trabajos post-doctorales,
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Chebyshev no volvié a publicar nada en el campo de la resolucion numérica de
ecuaciones algebraicas.

1.1. Notas biograficas de Chebyshev

Chebyshev es uno de los mas célebres matematicos del siglo XIX. Fue creador
de varias escuelas de matematicas en Rusia, entre las que destacan por su trascen-
dencia: teoria de los ntimeros, teoria de probabilidades, teoria de aproximacion de
funciones, teoria de mecanismos y maquinas, algunas de las cuales no tienen titulos
matematicos, como son: «Sobre un mecanismo», «Sobre la confeccién de vestidos»,
«Sobre la construccién de mapas geograficos», «Sobre las ruedas dentadas». Todo
ello le convierte en uno de los matematicos mas prolificos de todos los tiempos, y
esto es mas que una justificacion para dedicarle unas paginas al célebre ruso que
marco un hito como hombre de ciencia dedicado a la investigacion.

Un enfoque particular sobre la vida y obra de Chebyshev puede verse en [26],
donde los autores Paul Butzer, de la Aachen University of Technology Alemana
Y Francois Jongmans, del Centre d’histoire des sciences et des techniques, de la
Universite de Liege, citan la disyuntiva existente respecto a la escritura del nombre
de Chebyshev, cosa que en los ultimos anos, cada vez se nota menos, debido a que
la comunidad cientifica, al parecer, ha asumido la notaciéon que hemos incluido
en este trabajo. Ademads, resumen el trabajo de Chebyshev, haciendo una lista
mas o menos ordenada de los temas diversos en los que se involucro el ruso en su
labor productiva. Mostramos especial atencién por la amplia bibliografia que da
referencia de su amplia labor de investigacion, para esta publicacién.

1.1.1. Un grande de la ciencia ;nace o se hace?

Pafnuty Lvdvich Chebyshev, nacié el 4 (16)? de mayo de 1821 en una finca de
su padre ubicada en la aldea de Okatovo, distrito de Boronsk de la gobernacion
de Kaluga (los datos biograficos fueron tomados en su mayoria de [104] y [105]),
al oeste de Rusia, en el seno de una familia de rancio abolengo. Su padre, Lev
Pavlovich Chebyshev, fue un oficial militar que combatié contra Napoleén Bona-
parte. Segun [35], sobre la historia de la familia de Chebyshev, éste figura como
descendiente del lider militar tartaro del siglo XVIII, Khan Chabysh.

2Hasta 1917 el calendario juliano era valido. Este no lleva a cabo la correccién de afios bisiestos
cada 100 anos, como en el caso del calendario gregoriano, sino cada 400 afios. Asi que, en el siglo
XIX las fechas de Rusia se desvian 12 dias de la fecha catdlica y 13 dias en el siglo XX. Por
lo tanto, se anade a las fechas de Rusia, las del gregoriano, que son las fechas entre paréntesis.
Esta regla es la que permite ver diferencias en algunos textos, entre las respectivas fechas de
nacimiento y muerte, asi como de publicaciones.
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____ / e e
Bucla

Figura 1.4: A la izquierda, mecanismo que convierte el movimiento circular en
rectilineo y a la derecha un aritmoémetro o calculadora mecénica, construidos por
Chebyshev.

Chebyshev recibié la educacion primaria en su casa. Su madre, Agrafena Ivanov-
na, le ensené a leer y escribir, mientras que su prima Avdotya Kvintillianovna
Sukhareva (Stjarieva) le ensefié la aritmética y la lengua francesa, las cuales le
serfan de gran utilidad en el desarrollo de su ocupacion profesional. Chebyshev tu-
vo nueve hermanos y uno de ellos, Vladimir, siguié la tradiciéon militar de su padre,
pues fue general y profesor en la Academia de Artilleria de San Petersburgo.

En el ano de 1832 la familia Chebyshev se trasladé a Mosci, donde logré com-
pletar su educacién secundaria, también en su casa, teniendo como tutor en ma-
teméticas y fisica a P. N. Pogorelsky?, reconocido en su dia como el mejor maestro
de matemaéticas elementales de Moscu. Para las otras materias se contrataron tam-
bién a maestros de excelente reputacién.

Segtin menciono el propio Chebyshev, su profesora de musica jugd también un
papel muy importante en su educacion, ya que llevé su mente a la exactitud y al
analisis.

Durante su adolescencia, Chebyshev padecia de una minusvalia fisica, cuyas
razones son desconocidas. Cojed desde su ninez y caminaba ayudado por un baston.
Por tanto, sus padres desistieron de la idea que Chebyshev hiciera carrera militar,
aunque él hubiera seguido la tradiciéon de la familia. Su impedimento le alej6 de la
mayoria de los juegos infantiles, asi que muy pronto se dedicé a una pasién que le
ocupaba gran parte de su tiempo, la construcciéon de mecanismos.

Chebyshev aprobé los examenes de admision a la universidad en verano de 1837
y en septiembre del mismo anio comenzoé los estudios de mateméticas en el segundo

3Pogorelsky escribié alguno de los més populares textos de matematicas elementales de la épo-
ca, que ciertamente inspiraron a su discipulo ddndole ademaés, una sélida formacién matemaética.
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departamento filoséfico (departamento de fisica y mateméticas) de la universidad
de Mosct. Entre sus profesores se contaron N. D. Brashman?, N. E. Zernov® y D.
M. Perevoshchikov®, véase [141]. Chebyshev estaba muy bien preparado para el
estudio de las Ciencias Matematicas al ingresar a la Universidad.

En 1841 la situacién econémica de Chebyshev cambié drasticamente. Se de-
clar6 una hambruna en Rusia, sus padres se vieron forzados a dejar la ciudad e
incapaces de seguir manteniendo a sus hijos. De todas maneras, Chebyshev deci-
di6 continuar sus estudios matematicos y se prepard para los exdmenes de maestria
que se distribuian durante medio afio. Aprobd el examen final en octubre de 1843.
En verano de 1846 defendié su tesis titulada «Experiencia sobre el analisis elemen-
tal de la teoria probabilistica» en la Universidad de Mosc, siendo su supervisor,
de nuevo, el profesor Brashman.

Puesto que Chebyshev no encontré un trabajo satisfactorio en Mosct, se tras-
ladé a la Universidad de San Petersburgo, donde en 1847 defiende su segunda tesis
«Sobre la Integracién mediante logaritmos», consiguiendo con ello el titulo de pro-
fesor adjunto. En el ano 1849 defiende su tercera tesis, «Teoria de Congruencias»,
obra muy importante en el siglo XIX. Con ella, Chebyshev obtiene el grado cientifi-
co de Doctor. Esta obra obtuvo un premio de la Academia de Ciencias y durante
mucho tiempo sirvié como libro de texto en las universidades, reeditandose en los
anos 1879 y 1907. En el ano 1888 fue traducida al aleman y en 1895 al italiano.

Chebyshev trabajé como profesor en la Universidad de San Petersburgo du-
rante 35 anos. Desde el ano 1847 hasta el 1853 fue profesor adjunto, desde el
ano 1853 hasta el 1857 fue profesor extraordinario y desde el ano 1857 hasta el
1882 fue profesor ordinario, fecha en que se retiré de la ensefianza para dedicarse
exclusivamente a la investigacion.

En ese tiempo, acostumbraba a recibir visitas una vez por semana, a unas
horas determinadas. Las puertas de su casa estaban abiertas a todos aquéllos que

4Nikolai Dmitrievich Brashman (1796-1866), asesor matematico y de mecanica de Chebyshev,
mientras éste estudiaba en la Universidad de Mosci. En 1834 se convirtié en profesor de ma-
temadticas aplicadas en la Universidad de Mosci. Alli, es recordado como uno de los fundadores
de la Sociedad Matematica de Mosctu y de su revista. En 1836 Brashman fue galardonado con el
Premio Demidov por la Academia de Ciencias de Rusia, por su libro de texto sobre mecéanica.
La academia lo eligié como miembro correspondiente en 1855.

®Nikolai Efimovich Zernov (1804-1862), fue el primero en la obtencién del titulo de Doctor
en Ciencias Mateméticas de Rusia y de quien Chebyshev aprendié mateméticas puras. Le infun-
dié un conocimiento sélido de los fundamentos de las matematicas, lo que permitié a Chebyshev
llevar a cabo investigaciones de manera independiente.

SPerevoshchikov Dmitrii Matveyevich (1788-1880), quien instruyé a Chebyshev en mecanica
practica y probablemente le mostré los trabajos de Poncelet. Fue un astrénomo y matemaético
ruso, miembro de la Academia de Ciencias de San Petersburgo, escribié los primeros textos rusos
de astronomia, asi como libros de texto de fisica experimental y de geometria analitica en tres
dimensiones, entre otras obras.
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necesitasen una consulta o deseasen informar sobre sus investigaciones o recibir
algin consejo sobre algin tema.

1.1.2. Obra cientifica de Chebyshev

Hurgando en la web nos encontramos con una traducciéon de Studies in the
History of Statistics and Probability, un trabajo de compilacién y traduccion rea-
lizado por Oscar Sheynin, Berlin 2009. Curiosamente, en el Capitulo XVII de este
trabajo aparece el trabajo en que A. M. Liapunov hace una minibiografia homena-
je a Chebyshev, a la vez que incluye la bibliografia de las publicaciones de temas
matematicos de Chebyshev y cita en especial P. L. Chebyshev, Izbrannye Mate-
maticheskie Trudy (Sel. Math. Works) Moscow-Leningrad, 1946, pp. 9-21. En el
trabajo de Liapunov puede leerse:

El académico P. L. Chebyshev murio el 26 de noviembre de 1894 y
en su persona la ciencia pierde uno de los mds grandes geometras del
siglo que casi termina. Con sus investigaciones, Chebyshev explico el
andlisis de muchas cuestiones dificiles, estableciendo conexiones entre
diferentes teorias heterogéneas y prepard el camino para resolver mu-
chos problemas importantes no asequibles con los tratamientos usuales.

En una nota de Markov y Sonin 1895, dedicado a la memoria pdéstuma del
sabio Chebyshev, nos encontramos, en particular, con un excelente testimonio de
sus obras:

Chebyshev’s Works bear the imprint of greatness. He derived new me-
thods for solving many difficult problems proposed long ago and han
been remaining unsolved. And he also formulated a series of new impor-
tant issues with whose development he busied himself to his last hour.
Ouwing to the originality of Chebyshev’s investigations, he rarely had to
mention research made by others, whereas other scientists ever oftener
cite our glorious fellow member [of the Academy] and are drawing their
ideas from that rich treasury of Chebyshev’s works’.

"Las obras de Chebyshev llevan el sello de la grandeza. Se derivan nuevos métodos para
resolver muchos problemas dificiles propuesto hace mucho tiempo y se resolveran los restantes.
Y también formul6 una serie de nuevas cuestiones importantes a cuyo desarrollo se ocupd en sus
ultimos dias de vida. Debido a la originalidad de las investigaciones de Chebyshev, que rara vez
tenia que hablar de la investigacién realizada por los demas, mientras que otros cada vez con mas
frecuencia, los cientificos citan nuestro glorioso compaiiero [de la Academia] y estdn elaborando
sus ideas a partir de ese rico tesoro de las Obras de Chebyshev.
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Aunque se hicieron varios esfuerzos por rescatar las obras matematicas de Che-
byshev, en distintas épocas, asi como intentos por traducirlas a otros idiomas dis-
tintos del ruso, es en torno al 1951 cuando gran parte de su trabajo matematico
se traduce al francés, como puede verse en [117]:

En lo que respecta a los volumenes de sus Obras y sus obras completas
en ruso que figuran en el volumen 5, recuperada en 1951, aparece la
nota: [-, 5, pp. 26-87]. Esto significa que el trabajo correspondiente
no se incluyd en las Obras recuperadas y posteriormente traducidas al
francés, pero el citado trabajo de Chebyshev, fue reeditado en el volumen
5 de la Obras Completas.

A efectos de un resumen podemos clasificar los trabajos matematicos de Che-
byshev en las ramas siguientes:

o Mecanismos.

o Teoria de la Aproximacion de Funciones.
o Analisis de las dependencias entre variables aleatorias.
o Teoria de los Nimeros.

o Convergencia de la serie de Taylor.

o Teoria de Probabilidades.

o Teoria de Integracion.

o Formas cuadraticas.

o Construcciéon de mapas.

o Célculo geométrico.

o (Cdlculo de volimenes.

o Funciones ortogonales.

o Proyecciones cartogréficas.

Mostramos especial interés por los pasos seguidos por Chebyshev para escribir
su teoria de aproximacién numérica, sus polinomios y su afamado método para
encontrar los ceros de ecuaciones de n-ésimo grado.

Chebyshev dedicé mucha atencién al perfeccionamiento del mecanismo llamado
«Paralelogramo de Watt», que convierte el movimiento circular en rectilineo. Este
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mecanismo, fundamental en las maquinas de vapor, resultaba tan imperfecto que
la varilla del pistén realizaba un recorrido curvilineo en vez del rectilineo deseado,
véase la imagen de la izquierda de la Figura 1.4, dando lugar a muchas fricciones
que estropeaban las maquinas. El movimiento paralelo de Chebyshev consiste en
tres barras articuladas AB, BC, AD cuyo punto de trazado P se aproxima al
movimiento rectilineo.

Chebyshev, con su nueva teoria de aproximacion de funciones consigue muy
buenas aproximaciones en la solucién del paralelogramo de Watt. Ademas, sus
formulas generales resuelven otros tipos de mecanismos y problemas. Estos aportes
de Chebyshev quedaron plasmados en sus trabajos [33] y [34], los cuales marcan
el comienzo de sus 40 anos de investigacién sobre aproximacion y el estudio de
mecanismos.

Chebyshev fue creador de muchos mecanismos y maquinas que asombraron
a sus contemporaneos por su ingenio. Por ejemplo, construyé una méaquina que
andaba, imitando el movimiento de un animal. Su mecanismo mas elaborado fue
un aritmometro, véase la imagen derecha de la Figura 1.4, construido por la firma
Gautier en Paris. En total construyé mas de 40 mecanismos distintos y cerca de
80 modificaciones més de los mismos.

Donde Chebyshev sienta las bases de su teoria de aproximacion es al formular
el siguiente problema: Dada una funcién continua f(x), encontrar un polinomio
de grado dado, tal que el maximo de la desviacién de f(z) en un intervalo [a, bl
sea mas pequeno que el de los otros polinomios del mismo grado. En este trabajo
también aparecen por primera vez los polinomios que llevan su nombre. Temati-
camente, el trabajo total de Chebyshev sobre aproximacién incluye la teoria de
polinomios ortogonales, interpolacion, teoria de momentos, método de cuadratu-
ras y fracciones continuas.

1.1.3. Meéritos alcanzados por Chebyshev

Los méritos de Chebyshev fueron debidamente reconocidos en su tiempo. Fue
miembro honorifico de todas las universidades rusas, asi como de la Academia de
Artilleria. Fue elegido miembro correspondiente de la Real Sociedad de las Ciencias
de Lieja y de la Société Philomathique en 1856, de la Academia de Ciencias de
Paris en 1860 y miembro extranjero de ésta en 1874, en 1871 miembro correspon-
diente de la Academia de Cliencias de Berlin, de la Academia de Bolonia en 1873,
miembro de la Real Sociedad de Londres en 1877, de la Academia Real de Italia en
1880 y de la Academia de Cliencias de Suecia en 1893. En el ano 1890, y a peti-
cién del Presidente de la Academia de Ciencias de Paris, el conocido matematico
francés Charles Hermite, le concede a Chebyshev la Orden de La Legion de Honor.

A Chebyshev se le reconoce como el creador de la escuela matematica de San
Petersburgo. Esta escuela se distinguia por la tendencia a relacionar los problemas
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Figura 1.5: Sello de distincién a la memoria de Chebyshev.

tedricos de la matematica con los problemas de la técnica y de la naturaleza.

Con el objetivo de obtener un mayor reconocimiento, Chebyshev crefa necesario
publicar también fuera de su pais y, por ende, en otras lenguas distintas de la rusa,
que debido a su formacion fue el francés. Su primer trabajo fue sobre integrales
multiples y lo remitié en 1842 al Journal des Mathématiques Pures et Appliquées,
revista fundada por Liouville en 1836. El trabajo de Chebyshev aparece en una
publicacion del 1843. No se sabe con certeza como llegd el manuscrito a las manos
de Liouville. Lo cierto es que el trabajo presentaba una férmula sin demostrar
y sorprendentemente la revista contenia un trabajo de Eugene Charles Catalan
(1814-1894), dando una demostracién de dicha férmula, véase [26].

Su segundo y tercer trabajo, también en francés, fueron dedicados a la Con-
vergencia de la Serie de Taylor y a la Teoria de la Probabilidad, respectivamente.
Estos trabajos fueron publicados por August Leopold Crelle en su Journal fiir
Reine und Angewandte Mathematik en 1844 y 1846, respectivamente. De nuevo se
desconoce como Chebyshev hizo llegar los trabajos a la editorial. Chebyshev pu-
blicé un solo trabajo mas en Crelle Journal, en 1855, ano de la muerte de Crelle.
Después, publicaria en el Bulletin de la Société Mathématique de France.

Chebyshev realizé multiples giras cientificas por Europa, destacando sus es-
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tancias en Francia, sobre todo las de Paris, donde se solia hospedar en el hotel
Corneille frente al Odedn, comia en restaurantes baratos y viajaba en los servi-
cios publicos de transporte. En Francia estuvo al menos en los anos 1852, 1856,
1864, 1873, 1875, 1876, 1878, 1882, 1884, 1893. Nunca hizo referencia a estas giras,
exceptuando la del ano 1852, de la que existe una detallada descripcién.

Durante esos viajes a Francia, Chebyshev tuvo contactos con los matemati-
cos franceses: Joseph Liouville (1809-1882), Charles Hermite (1822-1901), Irenée
Jules Bienaymé (1796-1878), Joseph Alfred Serrete (1819-1885), Henri Léon Le-
besgue (1875-1941), Jean Victor Poncelet (1788-1867) (si no directamente con él,
si con el circulo de sus ideas), con los matematicos ingleses: Arthur Cayley (1821—
1895) y James Joseph Silvester (1814-1897), y con el matematico alemén Johann
Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), disfrutando tanto de las discusiones
cientificas como de la atmésfera de libertad reinante en Europa.

Sus logros cientificos dan razén de su elecciéon como académico adjunto en 1856.
Mas adelante, se convirtié en miembro extraordinario de la Academia Imperial de
Ciencias en 1856 y en miembro ordinario en 1858. Luego, asumié otros cargos
honorables y fue condecorado varias veces. En 1856 se convirtié en miembro del
comité cientifico del Ministerio de FEducacion Nacional, a lo que le siguié en 1859
la pertenencia ordinaria al Departamento de Ordenanza de la Academia, con la
adopcién de la jefatura de la comisién para cuestiones matematicas y experimentos
relacionados a la teoria de tiro, de acuerdo a la ordenanza. La Academia de Paris,
le escogié como miembro corresponsal en 1860 y como miembro de pleno derecho
en 1874. En 1893 fue elegido miembro honorario de la Sociedad Matemdtica de San
Petersburgo, fundada en 1890.

Como puede leerse en estas lineas [11], debe bastar esta breve resena, para que
ubiquemos a Pafnuty Lvévich Chebyshev en la justa dimension que conquisté con
sus alcances y aportes a las matematicas y las ciencias.

1.1.4. Notas curiosas sobre la vida de Chebyshev
Un comentario extraido del diario de Thomas Archer Hirst®, registrado el 16

de mayo 1864, véase [143], dice textualmente:

. Chebyshev me llamo y me dejo algunos de sus papeles. Es eviden-
temente un hombre afable, que tiene una manera balbuceante de habla
francesa y es cojo.

Las siguientes notas curiosas pueden ser ampliadas en [24]:

8Presidente de la London Mathematical Society, entre los afios 1872-1874.
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La primera dificultad que encontramos al iniciar el estudio sobre la vida
y obra cientifica de Chebyshev, fue respecto a como obtener informacion,
debido a la distintas maneras en que aparece su nombre escrito en la litera-
tura matematica, habiéndose contabilizado hasta nueve formas distintas. Un
comité internacional creado a tal efecto, tuvo que decidir sobre el deletreo
estandar del nombre de Chebyshev. Philip J. Davis, ha escrito un gracioso
libro con este problema como tema central. Nosotros, de acuerdo con Emi-
liano Aparicio [11], lo escribiremos de esta forma, por ser la transcripcion
literal del nombre ruso a nuestro alfabeto.

Aunque nunca se cas6, Chebyshev tuvo una hija, a la que no reconocié ofi-
cialmente pero si ayudo econémicamente. Mas tarde se encontraria con ella
y su esposo, el coronel Leer, y la hija de ambos, en la casa de su hermana
Nadiejda en Rudakovo, Rusia.

Chebyshev no quiso celebrar sus 25 anos y tampoco su 50 aniversario de
actividad cientifica.

Aparte de sus lecciones en la universidad, de 1852 a 1858 Chebyshev en-
sefi6 mecanica practica en el Liceo Imperial de Tsarskoye Selo (ahora Push-
kin), al sur de San Petersburgo.

Segtn el propio Chebyshev la union de la teoria y la prdctica proporciona los
resultados mds provechosos. Con ello, no solo gana la prdctica, sino que tam-
bién salen beneficiadas las ciencias. La prdctica descubre a la teoria nuevos
objetivos de investigacion o nuevas facetas en los objetos ya conocidos.

En 1893, con motivo del 400 aniversario del descubrimiento de América por
Cristobal Coldn, se realizé una exposicion mundial en Chicago, exhibiéndose
siete de los inventos mecanicos de Chebyshev, incluyendo su invento de una
bicicleta especial para mujeres.

Fue maestro de Andréi Andréyevich Markov y de Aleksandr Mijailovich Lya-
punov, en la escuela probabilistica rusa.

Chebyshev murié sentado en su escritorio a los 73 anos de edad, en San
Petersburgo, Rusia, el 8 de diciembre de 1894, dia siguiente a la consulta
ordinaria que ofrecia a los visitantes.

Las tnicas dos jovenes vistas en el funeral de Chebyshev fueron su hija y su
nieta.
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Figura 1.6: Busto en memoria de Chebyshev. Esta ubicado en la entrada del Alma
Mater de la Universidad Estatal de Moscu.

1.1.5. Cronologia de la vida de Chebyshev

o

1821 16 de mayo, nace P. L. Chebyshev, en una finca de su padre, ubicada
en la aldea de Okatovo, distrito de Boronsk de la gobernacién de Kaluga, al
oeste de Rusia.

1832 Traslado de la familia a Mosc.

1837  Aprueba los exdmenes de admisién a la universidad en verano y
en septiembre del mismo ano comenzoé los estudios de matematicas en el
segundo departamento filoséfico (departamento de fisica y matemaéticas) de
la universidad de Moscu.

1841  Concluye sus estudios de grado con un trabajo cientifico.

1846  Defensa de su primera tesis de Master titulada «Experiencia sobre
el analisis elemental de la teoria de probabilidades» en la Universidad de
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Mosct. Su supervisor fue el profesor Brashman.

o 1847 Traslado a San Petersburgo, defendié su segunda tesis de Master
titulada «Sobre la integracién mediante logaritmos», donde obtuvo el titulo
de profesor adjunto.

o 1849 Defiende su tesis Doctoral, tercera en defender, con el titulo «Teoria
de Congruencias». Con ella obtuvo el grado cientifico de Doctor. Esta obra
llegé a tener un premio de la Academia de Ciencias.

o 1850 Chebyshev demostré la famosa «Conjetura de Bertrand» en el sentido
de que existe por lo menos un nimero primo entre n y 2n para n > 3. En
este mismo ano, sento las bases para poder demostrar el famoso teorema de
los nimeros primos que fue finalmente probado por Jacques Hadamard y
Charles-Jean de la Vallée Poussin (Universidad de Lovaina).

o 1850 Catedratico de la universidad de San Petersburgo.

o 1856 Miembro extraordinario de la Academia de Ciencias de San Peters-
burgo.

o 1859 Miembro de nimero de la Academia de San Petersburgo.
o 1871 Miembro de la Academia de la Ciencia de Berlin.

o 1873 Miembro de la Academia de la Ciencia de Bolonia.

o 1874 Miembro de la Academia de Parfs.

o 1877 Miembro de la Royal Society. En este mismo afo recibié la maxima
distincion cientifica del Gobierno Britanico y hay un crater en la Luna que
fue bautizado con su nombre, en su honor.

o 1893 Miembro de la Academia de Ciencias de Suecia.

o 1894 8 de diciembre, fallecimiento de P. L. Chebyshev.

1.2. Traduccién del articulo original «Calculo de
las raices de ecuaciones (1838)»
En esta seccion presentamos la traduccién del ruso al espanol del articulo ori-

ginal en el que aparece el histérico algoritmo iterativo «Calculo de las raices de
ecuaciones» del joven matematico ruso, Pafnuty Lvéovich Chebyshev, en la Figura



1.2. TRADUCCION DEL ARTICULO ORIGINAL 17

1.7 mostramos la primera pagina de dicho articulo. Esta traduccién ha sido un tan-
to compleja, debido a que el lenguaje en que Chebyshev escribia, puede calificarse
en nuestro tiempo, de lenguaje rebuscado. Hemos introducido algunos cambios en
la notacion e incluso en ocasiones modificaciones en la sintaxis con el marcado
objetivo de hacer legible todo el contenido del texto, pero respetando en todo caso
las ideas matematicas.

Para la exacta comprension del contenido de este trabajo es necesario diferen-
ciar las notas a pie de pagina, entre las que diferenciamos:

o Con notacién estandar las que ya aparecian en el texto original en ruso.
Notese que muchas de ellas venian firmadas por «La Redaccion».

o Con «N.O.» denotamos las notas atribuidas a Ostrogradskii y que ya figura-
ban en la version rusa original.

o Con «N.T.» se indican nuestras notas, es decir, las introducidas por los tra-
ductores de la version rusa al espanol.

El trabajo consta de siete apartados. En el apartado I, Chebyshev pone de ma-
nifiesto que ha dedicado muchas horas de investigacion sobre la cuestion de resolver
ecuaciones. Como buen anfitrién, Chebyshev dirige el debate al que ha invitado un
grupo selecto de matematicos que ya habian trabajado en estos menesteres, como
son: Jacques Charles Francois Sturm (1803-1855), Jean Baptiste Joseph Fourier
(1768-1830), Joseph Louis Lagrange (1736-1813) y Sir Isaac Newton (1643-1727).
Ademas, hemos dedicado la Seccion 1.3 a explicar en qué consisten los trabajos
que justificaron la inclusion de dichos autores en el articulo original de Chebyshev,
desde nuestro punto de vista. Estos estardn presentes en todo el desarrollo del
trabajo de Chebyshev, referente a la resolucién de ecuaciones. Aqui compara su
método con los métodos que la literatura matematica atribuye a cada uno de ellos.
Chebyshev no usa una definicién de orden de convergencia de un método iterativo,
como lo conocemos hoy dia, pero implicitamente deja claro entre sus explicaciones
que domina el concepto, al menos de manera intuitiva.

En el apartado II, Chebyshev expone de manera clara y explicita, la manera
sutil y delicada con la que concibe la idea de su método. Utiliza el desarrollo del
polinomio de Taylor para deducir una familia de métodos iterativos, de la cual se
derivan, varios métodos de orden superior. De dicha familia se obtienen, como casos
particulares, varios métodos ya conocidos. Nombro dicha familia como «Principio
de todos los métodos particulares». Su expresion exacta es:

r= a—d@ _ <f<a> )2 1) _ <f<a> >3 [(f”(a))2 @]
) " \F@) 27 " \F) | 2@ T 6w
(f(a)> [5f”(a)3 _ 5M@f" (@) f’V(a)] .
ST T Rf@E




18

BLIYNCTEHUE KOPHEH YPABHEHUI

5'il existe une méthode générale pour la ré-
solution des équations, eclle doit &tre analogue
i ces opérations qui n'en seraienl que des cas
particuliers.
) Fourier=*

[locae TUCSYCICTHEX H3BICKAHIE  BOMNPOC O NOCACAHEM JECHCTBIH
agare0pLi B HAUIC BPeMA NEPEXOJIHT B DS BONPOCOB COBEPIICHHO pCLICH-
HEIX, I BOT B YeM BaKJIOYAETCA 3TO  pelleHne, 0L MHOTOC/IQXKHDBIX
MCCICA0BAHHH H OOWMHPHEHIINX COo0paKeHHl BEJHKHX MaTCMaTHKOB.

«PeiuuTh ypaBHeHse — 3HAUHT HAHTH, KAKHM 00DA30M POHBBECTH AELHCT-
BHC, 03HAYCHHOE Uepes y. IJTO HACHCTBHE... COCTOHT B JIBYX HNpHEMax.
{Tepupll npHeM omdeaien KOPHE; ... Jdpyroil mpyen, 10CJa¢ OTACACHHA
KODHCH, €CTb COBCTBCHHO pPeueHie YPABHCHHH:  BRHIUHCACHNHC KOpHel H
PaIHEAIORY HE,

BLIBOIOM 3TOI'O SUK/IOUEHHS HE OMAHYHBAIOTCH  €HIE MHOTOYMCJICHHEDIC
H3LICKAHHS® OTHOCHTEJbHO PCLICHMA YpPAaBHEHWH, HO NOIYHAIT OT HEro
6OJIBIIYIO ONPEACACHHOCTh U BMECTC € TeM GOJBHIYI0  BAXHOCTD. Teneps
¢ MOMOINBIO €ro JCTKO MOXCM BHACTb, YTO CACJIHO H HTO OCTACTCH €lue
CACAATL I8 COBCPIICHCTEA TEOPHH yPaBHEHUH.

He gxoas B noapoGHOCTH KACATENLHO OTIEMCHHS KOPHLIL, KAK ACHCTHHE,
Jerko BLITOJHEMOrO no cmnoco®y Lrypma uid, eme yaoSHee, no ¢nocody
Gypue B COCAHNCHHH C JArPAHIKCBBM, O0PATHMCHA TCIEPh K TCOPHU BiIiu-
CACHMT KOPHCH, UJaBHCHUIEH B DEIICHHH YPaBHEHHH, M 3aiMeMCA  pac-
CMOTPCHHCM €C,

JTa Teopdda HBIHC UPEACTABJACTCH HaM COELMHEHHLBIM HCCICAOBAHHEM
ABYX, TPCX, ...H3BeCTHelmux  crocobos; xaxoen: Hewrona wan $ypse,
Jlarpasika, BHICINHX NOPAAKOB, ...OTH CHOCOOLI GLIJIH OTKPBITHE H yCOBEP-
WCHCTHOBARBL B DPOJIO/IKCHIE HECKOJBKHX CTOJETHH H B 9TO BPEMA
DPCCMCTECHHO OAMH NOCIC JIPYTOTO NOJAYYaaH Haspaue yodolweiuiezo,

* Crypesuecsan padora 11 JL Hebouesa, UYGIHKY eMas BUEPBRIC, [SOMMEHTAPRID Cal, B
erp. 173, — fed.
B LEeam evieersver OOWBH MUTOL DCHIGHIT!  YDABRCHREHE, TO O WK OB L aHaI0-
THUYCI TeM OHepaiuaM, KoTopee NpeAcTapateT coboil JHIE ¢ro MacTipe CayHaH.— iy poe.
#E CQuony Ociperpasckero,  Jergas [V, {Mefeunes  wmrapyer  «Jlekinn aiareOpr-
QECKCTO W ypancleistentHoro anatHsas M. B, Ocrperpancxoro, - FPed.]

Figura 1.7: Primera pagina del articulo original de Chebyshev.
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Chebyshev llama esta férmula, la serie ) y denota como z a la solucién exacta de
la ecuacion que quiere resolver, y como « la aproximacién con la que da inicio a
su método de resolucién.

En el apartado III, Chebyshev estudia los métodos de Fourier y Newton y da
un ejemplo concreto, resolviendo la ecuacién histérica 2 —2x —5 = 0. Compara su
resultado con los obtenidos por Newton y Fourier y enfatiza la mejora considerable
respecto a éstos, que obtiene con la aplicacion de su método. Finalmente, introduce
la comparacién que llevara a cabo en el siguiente apartado, entre su método y el
método de Lagrange.

Es en el apartado IV donde Chebyshev descarga toda su energia dejando al
desnudo cada una de las deficiencias del método de Lagrange. Ademas de las
dificultades de realizacion de cada una de las iteraciones, este método también
presenta ciertas dificultades al escoger la cifras correctas de la solucion, debido a
que hay que juzgar sobre la eleccion de las fracciones adecuadas.

El apartado V estda dedicado al estudio progresivo de métodos iterativos a
los que Chebyshev ha nombrado como métodos de orden superior y deja de lado
los métodos ya tratados en los apartados anteriores, donde, no solo obtiene las
expresiones de nuevos métodos, sino que, ademas los utiliza en ejemplos concretos,
a la vez que comenta sobre las ventajas o desventajas de su utilizacion, dejando
bastante claro, en cada ocasién, la defensa que hace de su método.

En el apartado VI Chebyshev se ocupa de presentar varios métodos que se ob-
tienen a partir la serie (Q)): primero el método de fracciones continuas que corres-
ponde a la aproximacion lineal, el segundo es la férmula de Lagrange y el tercero
nos da un método extremadamente rapido. Ademas, enfatiza sobre las ventajas
que representa utilizar su método, frente al método de Newton-Fourier.

Finalmente el apartado VII aparece firmado por L. Vasilkov, V. Goncharov y
con el titulo «Comentarios». Los autores presentan el trabajo de Chebyshev de
manera resumida y ademas lo comentan en un lenguaje matematico mas actual.

A continuacion presentamos la traduccion del trabajo de Chebyshev, dividida
en las mismas secciones que contenia el manuscrito original.
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Célculo de las raices de ecuaciones’

S’il existe une méthode générale pour la
résolution des équations, elle doit étre andlo-
gue a ces opérations qui seraient que des cas
particuliers.

Fourier!?

Pasaron miles de anos de investigacion en la busqueda de la solucion de una
ecuacion, o la tltima operacién del dlgebra'l, cosa que en nuestro tiempo pasa al
grupo de problemas completamente resueltos. El problema de encontrar la solucién
de una ecuacion, es el trabajo que llevan a cabo una gran cantidad de matematicos
por el mundo.

Resolver una ecuacién significa, ademas, de qué modo hay que realizar las
operaciones, denotadas por V. Esta accion se divide en dos pasos: el primer paso
es la separacién de raices. El siguiente, después de separar las raices, es hallar la
solucién de la ecuacién'?.

En estos tiempos ya es notorio el aumento de las numerosas investigaciones
con relacién a la solucion de ecuaciones. De este modo, la técnica de resolver
ecuaciones recibe mas precisién y adquiere una gran importancia. Como fruto de
esas investigaciones, podemos observar facilmente qué esta hecho y lo que falta
por hacer para perfeccionar las teorias para resolver ecuaciones.

En este apartado no entraremos en los detalles aplicados en las técnicas de
separacion de raices, las cuales son operaciones facilmente realizables segin los
métodos de Sturm, Fourier o el método de Lagrange. Nos centraremos mas bien
en la teoria del calculo de las raices de una ecuacion, la cual vamos a examinar de
manera detallada.

9El trabajo estudiantil de P. L. Chebyshev publicado por primera vez. Véase los comentarios
en la pagina 173. La Redaccién.

1ON.T. Si existe un método general para la resolucién de ecuaciones, éste debe ser andlogo a
las operaciones, las cuales no serian més que casos particulares de dicho método.

1N.T. Chebyshev llamaba tltima operacién del dlgebra a encontrar las raices de una ecuacion.

12Palabras de M. V. Ostrogradskii. «Leccién IV». [Chebyshev cita «las lecciones de andlisis
algebraico y trascendente» M. V. Ostrogradskii. La redaccién].
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La teoria de resolucién de ecuaciones se presenta como un conjunto de inves-
tigaciones dispersas. Por ejemplo, son conocidos los métodos de Newton, Fourier
y el método de Lagrange, asi como otros métodos de orden superior. Esos méto-
dos han sido descubiertos y durante mucho tiempo perfeccionados. Cada método,
sucesivamente, recibia un nombre, como el exacto, el perfecto, etc.

El mas elegante calculo de raices utilizado, era el ya conocido método de New-
ton'®. Con este método, la solucién de ecuaciones pasé a ser una operacién tan
facil y tan simple como cualquier otra operacién del algebra.

1L Qué mas perfeccion de esta teoria se puede esperar de futuros matematicos?
Indiscutiblemente no se puede perder la esperanza de encontrar un método mas
comodo que el de Fourier y asi, hacer mas sencillo el encontrar la solucién de
una ecuacion. Sin embargo, si no se unifica la teoria de resolucion de ecuaciones,
habrian muchos trabajos, incluso redundantes. Con lo cual, esos descubrimientos
no serian muy utiles, por mas elegantes que sean. Tal cantidad de nuevos métodos
solo complicard y sobrecargara con nuevas teorias de resolucién de ecuaciones. Por
otra parte, dicha teoria nunca tendra la totalidad necesaria como para ser una
parte importante de la ciencia.

Hay que aspirar a encontrar un método general de resolucién de ecuaciones,
con la idea de aportar a la teorfa, por una parte la unicidad!* que no podrian
darle ni miles de nuevos métodos y por otra parte, la totalidad, que con los méto-
dos existentes estaba perdida. Este método, perfeccionaria la teoria general de
la resolucion de ecuaciones, dotandola ademas, de un uso mas manejable en sus
aplicaciones. La investigacion de tal método es la tarea de este trabajo.

§ I

Observemos que en las ocho operaciones del algebra, cada dos solucionan pro-
blemas absolutamente inversos, lo que es conocido en una operacion, en otra se
convierte en una incégnita, y viceversa. Esa contraposicion de operaciones se pue-
de apreciar en la adicion y substraccion, multiplicacion y division, elevacion a una
potencia y extraccion de raices; y por ultimo, también se relacionan de la misma
forma la evaluacion de polinomios y la solucion de ecuaciones. Como consecuencia
de la analogia entre las operaciones anteriores, deducimos las reglas de las segun-
das operaciones, es decir, sustraccion, division y extraccién de raices a partir de
las primeras operaciones: adicion, multiplicacién y elevacién a una potencia. jPor
qué ahora al realizar la ultima operacién del algebra no seguimos el mismo camino
que nos ha conducido en tres ocasiones a un resultado favorable? jEste es un punto
importante de partida para construir un método general!

13Este método, o parte, fue corregido en su momento por Fourier, segtin los apuntes del propio
Chebyshev.
MN.T. Chebyshev utilizaba la palabra plenitud.
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Al evaluar una funcion, encontramos su valor a partir del valor particular de la
variable, haciendo f(z) = y'°. La operacién inversa consistird en determinar z a
partir de y, es decir F(y) = x. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
y =00 f(z) = 0. Asi pues, pasar de f(x) =0 a F(0) = z, es lo que se conoce
como resolucion de ecuaciones o calculo de raices propiamente dicho. Eso siempre
se puede realizar partiendo de un valor aproximado de z, que denotamos « (o lo
que es lo mismo, de los limites'® de z: a y o).

En realidad, por la analogia entre las ecuaciones f(z) =y y F(y) = x, sabemos
que si f(a) = B, existe otra ecuacién correspondiente F'() = a. Con lo cual, por
el teorema de Taylor, siempre podemos pasar de F(f) a F(0) = F(8 — (). En
efecto,

32 33
r=F0)=F(B—-8)=F()—BF(B)+ 7F”(ﬁ) — EF’”(ﬁ) 4.
’ 52 5 gt
r=a—BF(B)+ EF"(ﬂ) - gFW(ﬁ) + ﬂFW(ﬁ) -

Esta es la verdadera expresion de x como raiz de la ecuacion f(z) = 0; queda por
determinar

F/(/B)’ F”(ﬁ), F”/(ﬁ), o
en términos de

@), (@), f"(@),..., fHa),. ..

lo cual es fécil obtener a partir de las identidades f(x) =y y F(y) = x.
Como podemos observar, la existencia de la ecuacién f(a) = f condiciona a
F() = . Si aumentamos « en un valor ¢/, entonces obtenemos

flat+a)=p+p,
donde [’ significa el incremento de f(«). De aqui, se deduce la siguiente ecuacién
FB+p8)=a+d.

Dando un valor o suficientemente!” pequetio, encontramos f’(a) del siguiente

modo )
Oé/

_f”(a)_}_....

B+ = fla+a) = fa) +a'fa) + 5

I5N.T. Chebyshev utiliza la notacién fx en su versién original. En esta traduccién se ha
empleado la notacién f(x) para referirse al valor de la funcién f en un punto x.

I6N.T. Chebyshev se refiere a los limites de # como los extremos de un intervalo abierto que
contiene a la rafz: z € (o, o).

1"N.T. Hemos cambiado el infinitamente pequefio de Chebyshev por el actual suficientemente
pequeno.
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B = —f(a) |
B =o' fr(a) + 9 fr(a) + S fr(a) + -

Equivalentemente, dividiendo por o/

ﬁ/ a/ ()/2
0 )+ )+ )+
Tomando ¢ infinitamente pequeiio'®
5/
o = f'(a).

Pero, por otra parte, dando a ' un valor infinitamente pequeno, obtendremos del
mismo modo una expresién F’(3)

2 /3
F(8+8) =a+d = F(8) + FF(3) + TR (8) + () + -
o = B () + G F(B) + S (B) + -
pero con 3 suficientemente pequeiio, entonces®®
O{/
F' = —.
B =%
Con lo cual,
! / /B, O/ ! 1

De esta ecuacién podemos deducir otras derivadas de F'(3). Para eso, incrementa-
mos (3 en (3, y obtenemos una expresién correspondiente a dicho incremento. De
la nueva ecuacién se resta la anterior, F’'(3) = . Pasamos al limite, y asf

m.
_(a)
f'(e)®
Luego, del mismo modo, partiendo de esta ecuaciéon obtenemos
_ 3f//(a)2 B f///(a)
fr@p frle)
W  15f"(a)®  10f"(a)f"(a)  fV(a)
S 1 A [ O

I8N.T. Implicitamente Chebyshev estaba utilizando la nocién de limite.
9N.T. En esta férmula Chebyshev estd aplicando el teorema de la funcién inversa.

F(5) =

F/// (/6)
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y asi sucesivamente.
Asi pues,

(7)o (i) Lo~ i)

B (J{,((?))A‘ {5f”(a)3 _ 5f"@)f"(a) ffv(a)] L

8F(0f  12f(a) ' 24f(a) Q).

Esta es la expresion exacta de la raiz de la ecuacién f(z) = 0. Esta férmula es la
base comin de todos los métodos particulares para resolver dicha ecuacién. Sus
aplicaciones a fracciones decimales y continuas nos dan los métodos de Fourier y
Lagrange, otros métodos de orden superior y, en general un gran niimero de nuevos
métodos. Vamos a examinar todo esto por separado, centrandonos mayormente en
lo amplia y abarcadora que resulta la expresién deducida.

§ IIL

Si en el desarrollo de x = F( — [3) paramos en el tercer término, segin el
método de Lagrange, tendremos

v = F(8)~ BF'(8) + 2 "8~ ¢8).

20

fla)  fl@?  fa...7),

(@) flla...x)? 2f'(a...x)

Y si tenemos otra estimacién para x, digamos o, tal que a@ < x < o/, podemos
decir que el valor verdadero de = estd necesariamente entre o y o, asi

fla) o [Ma...d)
() 2f (... )3

De esta simple férmula se deducen muchos otros métodos, incluyendo el de aproxi-
macién lineal y ademaés, con una nueva mejoria en cuanto a la expresion del error,
la cual no estaba clara para los métodos del gran Newton y Fourier.

r = —

r =« —

— fla)

20N.O. Con f(a...x) Chebyshev sefiala el valor de la funcién f en un valor de la variable que
se encuentra entre a 'y x.

ZLE"(B — @fB) se encuentra entre —J{,N((;;% y —Jf:;ff)g En realidad, ¢ estd entre 0 y 1; por
consiguiente, F"(8 — B) = F"(B(1 - ¢)) estd entre F"(0) y F"(B); pero F"(0) = — L)
(el valor « asociado a 8 = 0 se corresponde con la solucién z), F"'(8) = —7]{,/;2327 por eso

F'(8—¢B) = — i
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J{,((C;)) expresa el valor aproximado de la raiz y f(a)

entre su valor aproximado y el verdadero.

2% es la diferencia

o —

Este procedimiento es mas comodo que el utilizado normalmente para la de-
duccion de los métodos de Newton y Fourier. Ya hemos mencionado que el pro-
cedimiento desarrollado es el esencial. Comprobaremos méas adelante que es el
procedimiento comtn a todos los métodos conocidos. Pero ademas, determina con
precision el error cometido por la nueva aproximacion. Newton no determinaba en
absoluto el error cometido, sino que lo deducia nada mas que aproximadamente.
En eso consistia la mayor deficiencia de su método. Fourier corregia esta deficien-
cia, pero jcon qué ayuda la habia determinado? jCon ayuda de una incégnita??!
Segun Fourier el error es igual a

(z — )’ f"(B)
af'(A)

Sin embargo, nuestra férmula contiene solo valores conocidos y con mayor rapidez
le da suficiente precision al método de Newton.

Por ejemplo, comparamos la resolucién de la ecuacién 2® — 2z — 5 = 0 por el
método de Fourier y por nuestro método.

En sus palabras textuales®® (Fourier, Analyse des équations numériques, L. 11,
211): «En substituant des nombres intérmediaires de I'ordre décimal immédiate-
ment inférieur, il viendra:

[y ) fix) o fe)
20 + + o+ -
12 10 -1

21  +  + o+ +
12.6 11,23 0.061

La plus grande limite 2.1 est ici extérieure, qui a été designée par b, puis-
que cette valeur donne le méme signe + aux deux fonctions f’(z) et f”(x). Par
conséquent la premiere valeur approchée se formera en retranchant de b = 2.1

le quotient J{c,((l;)) = %; la divisién doit étre continuée jusqu’au chiffre décimal de
Iordre 2n-+k, c’est-a-dire ici jusqu’aux centiemes, et avant d’opérer la soustraction,
on doit augmenter le dernier chiffre d’une unité. Comme 1’on trouve % = 0.0054,

le nombre a retrancher de 2.1 est 0.01: il vient done pour premiere valeur approchée
2.09.

22N.T. La incégnita de la que habla Fourier es el pardmetro A que aparece en el denominador
de la siguiente ecuacién.

ZN.T. Hemos corregido una errata del texto original de Chebyshev referente al valor de f(2).
En el texto original aparece —10 en lugar de —1.
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Cette valeur est exacte au moins de 1_30 pres: mais on ignore jusqu’ici si elle est
moindre ou plus grande que la racine»?4.

Asi es como determinaba Fourier la diferencia entre el nuevo valor aproximado
de la raiz y su valor verdadero. Hoy en dia se hace de la misma forma. Pero
este cdalculo es bastante mas preciso y cémodo segtin nuestra férmula. La férmula
determina el error al aproximar la raiz, descubierto por Fourier en el ejemplo
anterior, con la siguiente férmula

f(2...2.1)
2{f(2...21))

la cual con el maximo valor es igual a

F(2.1)

12.6
2-103

(0.061)? < 0.000038 - 0.63 < 0.000024.
Asimismo, la division de 0.061 por 11.23 no tiene que seguir hasta centésimas
partes, como lo hacia Fourier, sino por lo menos hasta cienmilésimas partes. De
donde el nuevo valor aproximado de la raiz sera 2.1 —0.00543 = 2.09457. Este valor
serd verdadero como siempre se puede observar del simbolo A’ = 2 — a;. En este
ejemplo A’ tiene signo negativo, por consiguiente x < a; y con eso le supera en
menos que 0.000024; entonces, el menor limite de la raiz es 2.09454, y las cuatro
primeras cifras son correctas.

Ahora es evidente la ventaja de nuestro método ante el método de Fourier.
De la misma operacién él obtenia solo dos cifras correctas; sin embargo nosotros
cuatro; y si hubiéramos repetido el método de Newton como lo hizo Fourier, unas

24N.T. Este texto aparece en francés en el trabajo original, con la correspondiente traduccién
al ruso como nota al pie de pédgina, nosotros presentamos la traduccién al espafiol: (Fourier,
Andlisis de las ecuaciones numéricas, L. 11, 211): «Sustituyendo nidmeros intermedios del orden
decimal inmediatamente inferior, se obtendra:

[y @) fi@) o f)

20  +  + + —
12 10 -1
21  + 4 + +

12.6 11,23 0.061

El limite mayor 2.1 es aqui exterior, y ha sido designado por b, ya que este valor da el mismo signo
+ a las dos funciones f/(z) y f”(z). En consecuencia el primer valor aproximado se formar4 res-
tando de b = 2.1 el cociente f(b)/f'(b) = 0.061/11.23; la divisién se debe continuar hasta que
la cifra decimal de orden 2n + k, es decir hasta las centésimas, y antes de operar la sustraccién
se debe aumentar la dltima cifra en una unidad. Como se tiene que 0.061/11.23 = 0.0054, el
nimero a sustraer de 2.1 es 0.01: resulta por tanto como primer valor aproximado 2.09. Este
valor es exacto al menos hasta las centésimas, pero no se sabe hasta aqui si es menor o mayor
que la raiz».
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cuatro veces mas, entonces hubiéramos obtenido por lo menos 64 cifras correctas
mientras que ¢l no pudo encontrar més que 32. Esto es lo que se deduce claramente
del primer ejemplo. Pasamos ahora a analizar el método de Lagrange.

§ IV.

Resulta muy sencillo desarrollar un valor desconocido en fracciones continuas.
Si solo es posible determinar su parte entera a, sustituimos x por a +y y después
en vez de y escribimos ﬁ Entonces, repitiendo esta operacion encontraremos un
denominador tras otro y asi, poco a poco, aproximaremos al valor buscado. Este
método se usa para el cdlculo de una incégnita y, sin duda, puede ser aplicado
para determinar las raices de una ecuacién, asi como también para el calculo de
logaritmos, etc. Sin embargo, para obtener la raiz de una ecuacién con cierta
precisiéon, resulta muy laborioso, ya que para calcular cada nuevo denominador se
requiere la evaluacion de nuevas funciones y de sus derivadas en puntos de la forma
1, 2, 3, etc.

El siguiente método nos libra de esas operaciones sucesivas y nos da la opor-
tunidad de encontrar no solamente un denominador, sino unos cuantos a la vez.
Si conocemos una cierta parte de la fraccién continua, que exprese la raiz de la
ecuacién f(z) = 0, suponemos®

1
a—+ 1
b+ 1
c+ 1
i .
f+-,
g
y unas fracciones adecuadas %, %, %, ey g:ll , %, que corresponden a los de-
nominadores conocidos a, b, ¢, ..., f, g, entonces, el resto expresa la parte que

desconocemos,

25N.T. Hemos denotado las fracciones continuas con la notacién habitual de nuestros dias,
aunque Chebyshev usaba otra notacién. En concreto, en su manuscrito original las fracciones
continuas aparecen de la siguiente forma

+1 1
a4 =
b+ -
c+. 1
o1
f+=.
g
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h + !
k + !
1
[+ —
y que denotamos por t. Es conocido que
Pt + Py
r=—
Qit + Qi1
de donde
f 1Qi1 — Py
P—2Qi

Ahora, para determinar ¢, tenemos que encontrar el valor x: esta es la relacion

entre el método de las fracciones continuas y nuestro método. Asi, encontramos de

la, expresién anterior?

_on i) [i(E)
T &) {f«zs;)

y de aqui podemos deducir el valor de ¢:

Qi—l%*@i—l [f’(é?) +} —Pi1
1

t =
Pi—Pi+Q;

Z6N.T. Refiriéndose al método definido en la férmula (Q). Chebyshev hace reconocimiento de
que su método no es una copia, pero que lo deduce a partir de los métodos existentes.
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Los tres primeros términos de esta formula, fueron encontrados en el siglo
pasado?” por Lagrange y han sido aceptados como base del segundo método de
fracciones continuas®®. Para deducir esta férmula, es suficiente con aplicar nuestro
método, que es mucho mas simple. Ademés, nos ensena claramente con qué especial
precision la férmula de Lagrange expresa el verdadero valor ¢, mientras que si
seguimos el procedimiento de su gran inventor solo podemos «adivinar» resultado.
Por eso, si [jomisién? La Redaccién] en ocasiones tomamos las cifras erréneas como
verdaderas o subestimamos las cifras verdaderas tomandolas por erréneas, pasamos
al otro extremo?”. Sin embarg,o utilizando nuestro método, podemos esquivar tanto
el primer error como el segundo. Para comparar nuestro método con el de Lagrange
deduzco la solucién de la ecuacién a® — 2% — 2241 = 0, seglin su método, explicado
en las Lecciones de andlisis algebraico y trascendente (Seccién I, Leccién X)*0

«Para una de las raices de la ecuacién 2% — 22 — 2z + 1 = 0, encontraremos las
siguientes fracciones adecuadas

1129 182 373 1301 1674 11345 115124
0°171°571017 207" 7227 9297 6929 ~ 63889 ’

que corresponden a los denominadores de la fracciéon continua
1, 1,4, 20,23, 1,6, 10.

Si = 3, luego g = g, Qi1 = 1 y, sustituyendo en las expresiones que aparecen
en la férmula de Lagrange, obtenemos

) 1 A(2) 103, (9 _ 4
*f(E) =1 (3) =% ! (5) 5

Asf pues, t = £(1034+ 22 - 1) 6

10528 1

f= 0 =9
515, 20 1
2+

3+
1+ ———

6 1
—|—§>>,

2TN.T. Refiriéndose al siglo XVIIIL.

28N.T. Asumiendo que el primer método de fracciones continuas es el de Fourier, desarrollado
en la Seccion ITI.

29N.T. Entendemos que para Chebyshev, pasar al otro extremo significa que la eleccién de un
valor inadecuado en un paso nos puede llevar a una solucién incorrecta.

30P. L. Chebyshev cita a M. V. Ostrogradskii de una manera no muy exacta. La Redaccién.
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. Pero, cuantos denominadores verdaderos hay aqui? Asi es como lo llega a
saber Lagrange:
«Al encontrar el primer cociente ¢t = 20, se obtiene

-1 22 1

=201 y Or< —— e~
Qi1 Y OS5 1012 33 T 5400000

En ningin caso hemos querido cambiar el texto original de Lagrange. Pongo
sin ningin cambio esa expresion de desigualdad, aunque sinceramente no es muy
exacta.

«De donde se tiene que obtener un valor Q);;\ que sea menor que /5400000
y a su vez, menor que 2300. Asi que, tenemos que parar en la séptima fraccién
adecuada: % = % ».

La falta de precision de este resultado es evidente, el siguiente denominador
pertenece a la verdadera expresion de la raiz, y tenemos que parar en la octava
fraccion & = 1345 Fy realidad nuestra férmula nos ensena claramente que el
octavo denominador de z o el quinto de la expresién de ¢ son correctos. Aceptando

Qs 6296 °
t como valor aproximado segun el método de Lagrange

v (ean £(&) (&)

@ \07 () a(n))

7

cometemos el error £, que es igual a los términos restantes de la verdadera expresion.
Pero, para reducir su cédlculo aproximado nos quedamos solo con su primer término.
Debido a que las fracciones que se obtienen

P;
(&)
P\’
2(%)
son valores suficientemente pequenos y teniendo en cuenta, ademas, el grado de

las potencias, no pueden de ninguna manera influenciar en las primeras cifras, que
son las Unicas que necesitamos. Asi, a partir del término

2
. P; n( P m | P
(=Y (&) (&) o (&)
2 P P P ’
“ (@) [\ (&) or(8)
podemos estimar el error ¢ de nuestra aproximacion, el cual es menor que

! 1(121 0.24) ) < 1 _ ! < 1
25 \ 515" ' 25(515)_12875 10000
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Por consiguiente, la iltima fracciéon adecuada de t debe tener un denominador no
mayor que 100. Examinemos ahora la expresién encontrada®!

10528 1
= —— =20
515 * 1
2+
3+
1
1+ ——-

6+1
2

y las fracciones adecuadas que corresponden a los denominadores 20, 2, 3, 1, 6, 2.
La incégnita corresponde al denominador 6, con el cual®® t = % yx = %.
Del mismo modo, segtin este método, es facil determinar cudntos denominado-
res tenemos que encontrar de antemano, aplicando el método general de fracciones
continuas, para que el método de Lagrange tenga éxito. Para eso, tenemos que
prestar atencion al valor del cuarto término de la expresién de t encontrada por
nosotros, y determinar, si es posible, un verdadero y tnico denominador. Asi de

simple y sencillo es aplicar nuestro método.

§ V.

Las aplicaciones de la serie (@), «como llamaremos en adelante la secuencia
encontrada anteriormente para la expresion de x, para mayor comodidad», no
terminan solo en la deduccién de los métodos de Fourier y Lagrange, sino que
ademas, nos da unos cuantos métodos més, excelentes por su rapidez de aproxi-
macién al verdadero valor de la raiz. Pero, dejemos sus investigaciones aparte por
un momento, y ahora nos dedicamos a revisar los métodos de orden superior.

La serie (@), como hemos visto antes, es la expresién general para el célculo
de raices de ecuaciones; se obtienen casos particulares en funcién del grado de la
funcién (ecuacién) considerada.

Si tenemos una ecuacién f(z) de grado n, no mds de n funciones derivadas
obtendran valores reales; el resto, f"*1, f"*2 . sucesivamente son iguales a cero.
Por tal razén, en la aplicacién particular de nuestra serie a la ecuacién " +az" 1 +
bx" 24 ... 4 ¢ = 0, hay que omitir los términos que contienen "+, f**2 .. como
iguales a cero; esa es la diferencia entre la expresién de la raiz de la ecuacion que

3IN.T. En el manuscrito de Chebyshev hay una errata en esta fraccién continua, en la cual se
omite el cuarto denominador, es decir, falta el 1, comprendido entre los denominadores 3 y 6.
Esta misma omision se produce en el listado de denominadores que aparece a continuacién.

32N.T. A pesar de las omisiones anteriores, los célculos de ¢t y = estdn hechos incluyendo el
término omitido. Pero sin embargo, aparece una nueva errata en el denominador de ¢, donde
aparece 60 en vez de 61.
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elegimos y la expresion general para cualquier potencia. Pero, por otra parte,
observamos que en el estudio de la serie (Q)), aparecen sucesivamente los términos

fi(a), f'(a), f"(a), ..., f* @), [ (@), [ (@), .

y, como consecuencia de eso, cuanto mas alto es el grado de la ecuacion que ele-
gimos, mas términos hay en la expresion de su raiz iguales a los de la expresion
general. Este hecho, nos da la oportunidad de sustituir en la expresion general vy,
de manera méas simple, obtener una mejor aproximacion de la raiz de una ecuacion
particular.

Esta es la base de varios métodos de orden superior. Ahora, apliquemos nuestro
razonamiento general al método de segundo orden.

Supongamos que f(z) es una ecuacién de segundo grado®, entonces encontra-
mos f(«), f'(«), f’(a) y tendran valores reales, las siguientes derivadas f”'(«),
fV(a),... serdn iguales a cero. Por eso, en la aplicacién de la serie (Q) a una
ecuacion particular cuadratica, encontraremos la siguiente expresién para su raiz:

_ fla) 1 (f(a))2 f'la) 1 (f(a))3 3f" ()’

Pl 2 \r@) 2f@ s\ f@) flp
SENEONE 0 INRNS (OL (o R 0ria
) ey 77{a) |

Conocemos que la raiz de la ecuacion de segundo grado se expresa con la
férmula. Buscamos v la encontramos®*

—f'(@) + /(@) = 2f () f"(a)
f//( )
Si ahora sustituimos directamente, o lo que es igual,

—f'o+/f'(a)? — 2f(a) f"(a)
f"(e) ’

+

o+

la expresion general de la raiz

f@) 1 (@) f@) 1(f(e 3f”( A C)
flla) 2\ [f(e)) 2f(a) 6 \f'(c) (@)  fla)
1 ( f(a) >4 [151”’(04) f”(a)f"' a) ffV( )
f'(a) f'(a)? Fl?r
33N.T. Chebyshev se refiere a la ecuacién f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + @(x —a)?.
34No es dificil determinar qué signo hace falta utilizar con /- Una expresion radical tiene
que dar nuestro orden y eso es solo posible con signo +.

T
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entonces encontramos que los tres primeros términos son exactamente iguales. La
diferencia empieza a partir del cuarto, y en una serie particular, a diferencia de la
serie general (@), solo falta

(7)o (Fe)

6
Estas conclusiones son suficientes para obtener una idea exacta y determinada
sobre la aproximacién de segundo orden, si nos dan una ecuacién f(x) = 0y
conocemos un valor o aproximado de la raiz, entonces

—f'(@) + Vf'(@)? = 2f(a) f"(a)
f"() ’

obtendra un nuevo valor que serd mas exacto, y la diferencia con el valor verdadero

es
L f)) (o) 1 fa) \ " 8f" ()" ()
(7)) i treea ) e
Por breve que sea esta conclusion, es donde esta la mayor importancia de la
investigacién «V' 111 Lec[ciones] de anélisis alg[ebraico] tras[cendente]». Intentare-
mos analizarlo.
Por eso, de antemano reducimos nuestra formula, que expresa el error de la
aproximacién de segundo orden, quitando los términos, que contienen ]{,((‘Zé)) y el
factor en tercera potencia, como lo hace Fourier en una féormula similar con térmi-

a +

nos que contienen A* A% . ... Por lo tanto®
1 F@)\* f"(a)
A = — =
R RPRE: (f’(a)) J'(@)

y eso nos llevara a las siguientes conclusiones.

Si ay o son los limites de las raices de la ecuacién f(z) = 0, con los cuales
queremos aproximarnos hacia la raiz por el método de segundo orden, entonces
al introducirlos en la serie de funciones f(z), f'(x), f”(x),... encontraremos dos
lineas de signos.

Aqui se pueden diferenciar ocho casos; vamos a considerar cada uno de ellos
por separado:

I) f) f) [f'(z) f"(z)
() — + + +
(O/) + + + +
3501, ag, as, ... tendra significado el segundo, tercero y cuarto,. .. los valores aproximados a,

que se encuentran sucesivamente al calcular la raiz.
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La aproximacion obtenida a partir de « superara la raiz, porque

s=eme=g (7)o

serd negativo y por consig[uiente] z < ay. Sin embargo,

/ / / 1\2 / 1 /
—f'(e) + V/F'(e)? = 2f () f" (o)
i)
es menor que la raiz y el error que le corresponde es negativo. Asi, los nuevos valores
aproximados de la raiz o y as nos servirdn como nuevos limites més ajustados?®.

1) flx) f'@) f'(z) f"()

() — + + +
(o))  + + + —

o +

En este caso

s (7i) ey

es un valor positivo, mientras que
() ) (@)
6\f(a)) fla)’

es negativo, por consigluiente|, la aproximacién obtenida a partir de « es el limite
inferior, y la obtenida a partir de o’ es el limite superior.

I17) f@) fix) f(z) f"(x)
() - - + -
(O_/I) _ _ + _

Aqui, también hay que notar, igual que en el caso anterior, que la aproximacion
del menor limite da el menor, y la del mayor da el mayor.

V) f) ) (=) f"(z)
()  + — + —
@ - -+ -
En este caso, por la razon explicada en el primer ejemplo, la aproximacion tanto

de a como de o superard la raiz y por consiguiente] de nuevo aparecen sus dos
limites (de la raiz).

36N.T. Con la notacién de Chebyshev, se pasa de la situacién o < z < a; a ap < = < oy,
donde x es la raiz buscada y «, o, @ son los limites calculados por su método.
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V) fl) fix) () f"(x)
() — + - +
(o)  + + - +

Aqui, se obtiene lo mismo que en el caso IV).

Vi) f@) filx) f'(z) f"(z)
() = + + -
(o)  + + + —

Aqui, como en el caso I, los limites de la raiz solo se acercan, pero la aproximacion
del menor limite da el menor y la del mayor da el mayor.

vII) f@) F@) @) )
(@) - - -+
(@) - - -

En la expresion del error del nuevo limite no entra f”(«), por consigluiente], no
depende de la expresion Ay = x — . Asi que, el caso V I1 coincide con el caso I11.

VIII) fx)  flx) fr(x) f"(z)
SR

Aqui, lo mismo, como en el caso I. Para el método de segundo orden pasamos del
menor limite al mayor y viceversa. Pero en este caso, de igual modo aparecen dos
limites, mayor y menor.

Sin duda alguna, todas estas conclusiones se deducen facilmente de nuestra
formula, por lo que este estudio tan detallado es casi innecesario; pero yo lo hice
unicamente para refutar la falsa opinién sobre aproximacién de segundo orden de
nuestro académico Ostrogradskii o tal vez solo del redactor a sus lecciones. La
ultima me parece la méas probable, y por eso a partir de aqui me refiero a G.
Burachek, y ademads en lo siguiente él mismo se lo atribuye a si mismo (Parte I,
Pag. 263 y 264, comentarios)3”.

Sin ninguna base y no solamente verdadera sino tampoco parecida a la ver-
dadera, el autor de Lec/ciones] de andlisis alg[ebraico] tras[cendente] llega a la
siguiente conclusién: «Por la aproximacién de segundo orden se pueden calcular
las raices con la ventaja de que usa un solo limite, porque en la mayor parte de los
casos considerados del otro limite, el valor calculado por la féormula no corregida,
no supera la raiz». Ahora, hemos examinado todos los casos posibles y hemos no-
tado que no solamente de vez en cuando, sino hasta siempre, si la aproximacion de

3TN.T. Probablemente esta referencia se refiere a las Lec[ciones] de andlisis alg[ebraico]
tras/cendente] de G. Burachek, pero no hemos podido comprobarlo.
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segundo orden supera la raiz para un limite, entonces, sin duda superard para el
otro, y por consig[uiente| siempre da limites mayor y menor. Pero, el mismo G. Bu-
rachek, como si aceptando la injusticia de las palabras antes dichas en esta misma
leccién, en lo adelante confirma que A’, que es la diferencia entre dos valores de x
encontrados para los dos limites, que siempre son menores que la diferencia entre
cada uno de ellos y el verdadero valor de x. ;No serd que aqui él admite que su
valor verdadero siempre esta entre los valores de los limites encontrados al aplicar
el método de segundo orden? ;No es lo que él negaba unas lineas mas arriba?

G. Burachek elige como base de sus reflexiones la verdad contra la cual, como
hemos visto, se oponia fuertemente, y concluye con la siguiente férmula para la
expresion del error de la nueva aproximacién. La férmula segin su conclusion es

menor que 14;’3%. o/, es el mayor limite de x que Ostrogradskii marca como
b; y por eso él tiene
p_ A )
1-2-3 f/(b)’
y nosotros tenemos
R
1-2-3 f'(o)

La falsedad de esa férmula se puede observar con la imprecisién de su conclu-
sion y con el resultado de una férmula similar de Fourier. jPero fuera todos estos
argumentos! La formula de G. Burachek es por si misma absurda y eso se nota
claramente.

Si para la solucién, segun el método de segundo orden, elegimos una ecuacién
en tercera potencia (/Y por qué no hacerlo?), entonces se observa qué diferencia
habra segtin esa féormula, entre el valor encontrado de x y el valor verdadero. Ya
sabemos que para la ecuacién cibica fIV(«) es cero; por consig[uiente], es siempre

A0

A <0,
T2y =<

..Cémo se puede comprender esta expresion A'?

Podemos hacer dos suposiciones, pero ninguna de ellas puede justificar a G.
Burachek.

1) Es posible que, en realidad, aplicando el método de segundo orden a una
ecuaciéon de tercer grado, siempre encontramos un valor z, que se diferencia
del verdadero en menos que cualquier dato. Entonces, coincide con él. La
contrariedad de semejante suposicién es evidente.

2) Si en este caso A’ no es 0, entonces {no serd un valor negativo? Pero, esta
suposiciéon se refuta también, no solamente con nuestra férmula, que prueba,
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que la aproximacion de segundo orden para una ecuacién cubica puede muy
a menudo da un valor menor que la raiz, por consiguiente, A’ = & — a es
positivo, sino también con numerosa variedad de ejemplos. He aqui uno de
ellos®®:

fx) =222 -5=0,f(z) = 32> -2, f'(z) = 6z, f"(x) = 6.

Los limites x5 y 1 = 2.1, son bastante cercanos para empezar la aproxima-
cion de segundo orden. Y asi encontramos:

f2.1) - TRIP - LD 2D

a;p=2.1-—

f(21)
g 1123 /(1123)7 ~2-12.6-0.061
12.6
1123 V1245754
12.6
1123 111613484848
12.6

= 2.1 — 0.005448539 = 2.094551464.

La diferencia entre el verdadero valor de la raiz y el segundo valor aproximado
2.094551464, es 0.000000351, que no es ni cero ni tampoco un valor negativo,
como se hubiera deducido de la férmula de Lec/ciones] de andlisis alg[ebraico]
y tras[cendente].

Aqui, sin querer surge la pregunta: ;jacaso G. Burachek no se percato de esa
dificultad en la aplicacion de su férmula a la ecuacién de tercer grado, y eso no le
hizo darse cuenta lo absurdo que es? Y asi, €l vio esta dificultad cuando intentaba
resolver la ecuacién 23 — 2z — 5 = 0 por el método de segundo orden. Pero,
al final decidi6 que era mejor no considerar las ecuaciones de tercer grado en
vez de comprobar de nuevo la demostracién de su férmula (a veces hay pereza
mental en este asunto), y asi, sin dar ninguna razén, introdujo en la conocida
ecuacion de Newton el factor z + 1 de donde encontré la ecuacion de cuarto grado
2t + 2% — 222 — 7x — 5 = 0. En relacién a las ecuaciones cibicas, que son las que
descubren la barbaridad de la formula de G. Burachek, estan concienzudamente
olvidadas por él.

Por otra parte el error se descubre hasta con el ejemplo dado por G. Burachek;
qué pena que €l no se habia fijado en eso. O tal vez no quiso fijarse el redactor de
Ostrogradskii. El escoge los limites 3.5 y 3.6 para una de las raices de la ecuacién

38N.T. Como curiosidad, Chebyshev denota f”' = 6 en vez de f"'(z) = 6.
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x* — 62 + 622 + 97 + 2 = 0 y se aproxima al valor verdadero de = por el método
de segundo orden. Para el nuevo valor aproximado de la raiz encuentra

—2+4+2-33-0.1875 —2+4/16.375
N 33

33

2.04 2
=35+ % = 3.5620016.

JEn qué consiste la diferencia entre este valor y el verdadero? Segin la férmula de
G. Burachek encontramos

AP fV(3,6)  (0.1)° 24
1-2-3 f"(3.6) 6 38
En realidad el valor es 0.000443. Asi, el error de la férmula es

A3 f”/(b)

1-2-3 f/(b)

3.5+ 3.5+

A< < 0.000106.

A <

§ VI

El estudio de la serie (Q), nos llevé a una gran cantidad de métodos particulares
para el calculo de raices. En parrafos anteriores, hemos examinado todos los que
hoy dia se conocen como sencillos, y hemos visto que estos métodos componen solo
unas cuantas aplicaciones de la verdadera expresion de la raiz de una ecuacién. En
este apartado tenemos la intencion de examinar unas cuantas nuevas aplicaciones
y ensenar su importancia para el cdlculo de las raices de una ecuacién.

2) Si en el desarrollo de Taylor de un valor encontrado = = F( — (), paramos
en el cuarto término, entonces segin el teorema de Lagrange, obtendremos

2 3
v = F() - 58 + S () - L P - o

o con nuestra expresion,

fla) (f(a))2 F(a)
fla)) 2f/(a)
L) [l L)

Q...

2{f'(a...a")}? 6f(a...a)
La aproximacién hacia el verdadero valor de la raiz, segin esta férmula,

siempre es més exitoso que por el método de Fourier, y por otra parte, es
bastante mas simple que la aproximacion de segundo orden. La expresion

fla) (f(a))2 f"(a)
f'la)  \Sf(@)) 2f(a)’




1.2. TRADUCCION DEL ARTICULO ORIGINAL 39

expresa el nuevo valor aproximado de la raiz, y

(L) [t Sl

es su diferencia con el verdadero valor de la raiz.

Para mostrar la importancia de este método, lo aplicaremos a la conocida
ecuacion de Newton

22— 2 —5=0.

Al sustituir 2 y 2.1 en dicha funcién y sus derivadas, encontramos las siguien-
tes lineas de signos:

fl@)  fl@) fa) f"(e)

— + + +
2 1 10 12 6

+ + - +
2.1 0.061 11.23 12.6 6

de donde observamos:

1) La raiz se encuentra entre 2 y 2.1.

2) La expresién

( f’(i (a)@) ) 3 {z{{f f(& '. ?)}}22 B é}ii n Z))}

con el mayor valor es igual a

5 [(12.6)2 6
(0.0061) [2(102) a 6(11.23)]

= (0.0061)* (“'26)2 ! )

2 1123
< (0.000000216)(0.85 — 0.09) < 0.00000023.

Partiendo de este hecho,

3) El nuevo valor aproximado de la raiz se diferencia del verdadero en
menos que 0.0000003, y por consig[uiente], por lo menos las seis cifras
decimales del valor encontrado de la raiz pertenecen a su verdadera
expresion.
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Asi, calculando hasta las cienmillonésimas partes, obtenemos

_ ) (fe)\ ()
YT ) (f’(a)) f'(a)

_ ., 0061 (0.061)2 12.6
11.23 11.23) 2(11.23)

= 2.10000000

— 0.00543187

— 0.00001654

o= 2.09455159.

A1 = x — aq, es un valor negativo, luego ar; = 2.09455159, es mayor que
la raiz, pero su diferencia con el valor verdadero es menor que 0.0000003,
por consig[uiente], 2.0945512 es el limite menor, y en 2.094551 todas las
cifras son correctas.

Al repetir este método una vez mas, encontraremos 16 cifras correc-
tas; aq serd igual a 2.0945514815423265, y la diferencia entre este va-
lor y el verdadero es menor que 0.00000000000000001. Sustituyendo
2.0945514815423265 en nuestra formula en vez de «q, encontramos el
tercer valor aproximado a x, es decir

£(2.0945514815423265)

£/(2.0945514815423265)
£(2.094551...) \* £"(2.0945514 . ..)

B {f’(2.094551 ) } 2/(2.0945514 . ..)

= 2.0945514815423265
0.0000000000000001021074960443679545432495185365375
11.16143772649346472644563309780675
0.000000000000000102.. . . ) * 12.5673088892539590
_{ 11.161437 . .. } 2 - 11.1614377264934647264456330

= 2.09455148154232650000000000000000000000000000000000
+ 0.00000000000000009148238654057930767544341990572422
— 000000000000000000000000000000000470158602419672514

= 2.09455148154232659148238654057930397385739570899908.

2.0945514815423265 —

Hemos visto que el maximo valor

{/"a...a)}*  [f"(a...d)
2{f(a...a)}? 6f'(a...a)
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3
es 0.76; ahora hace falta calcular { 7 (fa(a)a,)} y de nuevo es menor que

{0.000000000000000092}*
< 0.0000000000000000000000000000000000000000000000008.

Por consig[uiente], el tercer valor aproximado de la raiz se diferencia del
verdadero en menos que

0.0000000000000000000000000000000000000000000000007,

es decir
1

= 1000000000000000000000000000000000000000000000000

Este ejemplo nos convence de la importancia del método que utilizamos
para el calculo de raices. Fourier resuelve esta ecuacion segiin su método y
ha obtenido, después de cinco operaciones, solo 32 cifras correctas, nosotros
en tres operaciones hemos encontrado 48. Como sabemos, en la practica lo
mas usual es conformarse con 5, 6, ... cifras correctas. Nosotros obtenemos
esta precisién con una sola iteracion.

2) La aproximacion al verdadero valor de la raiz sera aun méas répida, si escoge-
mos para su calculo 5, 6 o mas términos de la serie (Q)). Sin duda, el célculo
del nuevo valor de la raiz no seria tan facil como lo hemos visto antes, pero
con todo lo que se puede suponer, es bastante mas simple que la aproxima-
cién de tercer o cuarto orden. Asi, si aproximamos el verdadero valor de la
raiz por la formula,

) (f( >) f"(a) <f<a>>3 {f”(Oz)Q G
fla)  \fie)) 2f(a) \[f(e)) 12/ () f'(c)]

el nimero de cifras correctas, en general, va a incrementarse sucesivamente

en 4 veces.

a1 =

3) Las aplicaciones de la serie (Q)) a las fracciones continuas también dan multi-
tud de métodos particulares de calculo de raices. Mas arriba, en el apartado
§ IV, hemos visto que el denominador buscado ¢ se expresa con

t = (—1)° QiQiil N I (c%) B I (5;)
(@)

QF | (=1 f(l

)

/(&) [(r (&)Y _r (@
il ik
Qi Q

2 (8)) or(8)]

s

Py
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que ademas da aproximaciones para las tres expresiones siguientes:

(—1) QiQi‘—l_’_f/ (5)
@ o ()

i

—1i | 0,0, &
v feen . (?

)
@ | o f<Q;_) 2f/(%) |

i <5> (@)

)
(ﬂ) 2 (&) or (&)

a) La primera de estas férmulas, nos da el método de fracciones continuas
que corresponde a la aproximacién lineal. Por la misma ley, como en el
método, la cantidad de cifras correctas cada vez aumenta mas réapida-
mente. Lo mostramos en la raiz de la ecuacién x® — 2x — 5 = 0.

N

Py

Si conocemos las siguientes fracciones adecuadas: % = %, % = %,
entonces t se expresa como
1 ( 16 1123) 1062 _1 1
100 \ (—=1)® = 610 610 1
1+
1
2+ 1
1+ 1
5+ 5

Cuantos denominadores correctos hay aqui? El término mayor de la
parte desechada de t es

1 12.6 - 1
100 2-11.23 100




1.2. TRADUCCION DEL ARTICULO ORIGINAL 43

Como consecuencia, la iltima fraccion adecuada de t debe tener el deno-
minador no mayor que /100 = 10. Examinando la expresién encontrada

1
t=1
1+ !
2+ !
1+ !
6 + !

o+ !

2

y las fracciones adecuadas %, %, %, %, g, ..., encontramos que a la incog-

nita le corresponde el denominador 1, con el cual ¢t = ;Z, y o =15 =

74
2.09459. Este valor es correcto hasta 7712 < ﬁ < 0.0005 y con eso x es
mayor, luego su limite menor es 2.09454. Lo mismo hemos encontrado

para esa raiz, segin el método de Fourier.

b) El método de segundo orden es la formula de Lagrange, de la cual ya
hemos hablado bastante en el apartado § IV.

¢) El método de tercer orden nos da un método extremadamente rapido.
Es facil observar la esencia del método en nuestra férmula y por eso
aqui solamente nos limitamos a senalar su alcance.

Asi de numerosas y variadas son las aplicaciones de la serie (Q)). Ano-
tamos también, que su aplicacién a las ecuaciones binomiales nos da
el binomio de Newton con exponente frac[cionariol, las ecuaciones de
segundo, tercer y cuarto grado, conocidas sus formulas finales.

Por una parte, mi objetivo es mostrar el principio general de todos los
métodos particulares de calculo de las raices, por otra parte, es ensenar
su infinita y variada multitud. Es una gran tarea, que se extiende a la
mayor parte del dlgebra. Sé que mi trabajo no corresponde del todo
a la tarea, pero por lo menos tendré la ocasién de escuchar vuestras
opiniones en relaciéon a mis pensamientos de ese importante analisis y
que tal vez me liberara de futuras equivocaciones.
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Comentarios

Segtin Ostrogradskii ?°, Chebyshev trata la solucién de una ecuacién algebraica
f(z) = apz" +ayz™ '+ +a,_1v+a, =0, (1)

como «la iltima operacién del algebra», siguiendo el esquema: adicion - sustraccion;
multiplicacion - division; elevacion a una potencia - extraccion de una raiz; calculo
del valor de un polinomio P(z) - determinacién de z en la ecuacién P(x) = A 6 en
la igualdad P(z) — A = 0 en la forma®(1).

También segiin Ostrogradskii, Chebyshev entiende la «uiltima operacion del
algebra» en sentido muy amplio: abarcaba tanto métodos de separacion de raices,
como toda clase de métodos analiticos de bisqueda aproximada de raices (método
de Newton, método de las cuerdas, etcétera). La separacion de raices no se consi-
dera en este trabajo. El polinomio f(x) se estudia en un entorno de una raiz simple
x.

En la Seccion I de su trabajo, Chebyshev formula el objetivo de la investigacion:
dar un método general de busqueda de las raices de la ecuacién (1), que incluya
como casos particulares «tantos métodos conocidos como sea posible».

El autor lleva esto a cabo en la Seccion II. Su idea se basa en el uso de series
de potencias. En concreto, si la serie

Y = i c, X"
v=1

converge en alguna regiéon |X| < r, r > 0, entonces con la condicién ¢; # 0, en
alguna regién |Y| < R, R > 0, se tiene el desarrollo

X=> dy",
v=1

y ademas los coeficientes d, se expresan facilmente en funcién de los ¢,: d; = é,

2c3—cic —5¢3+5c1cac3—c2e /
dy = =%, d3 = =25, dy = —2+—7"—1= etcétera.
1 1 1
Haciendo aqui el cambio de variables dado por las formulas

X:x—a, Y:y_ﬁa

39«Lecciones de analisis algebraico y trascendente», leidas en la sede de los cadetes de marina
en el ano 1836 por el académico Ostrogradskii. Recogidas por el ingeniero de marina G. Burachek
y el teniente S. Zelenii. Las llamamos brevemente «Lecciones» y las citamos en su segunda edicién
(Ed. Academia de Ciencias de la URSS, M-L, 1940).

40N.0O. Ostrogradskii, en sus «Lecciones» (parte 1; IV) usa incluso el sfmbolo especial V:
x = V(ag,a1,...,a) significa la solucién de la ecuacién (1) como funcién de los coeficientes del
polinomio f(x). Mds adelante, segiin Somov, Ostrogradskii rechazé esta notacién.
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transformamos el desarrollo

y=1[fx)=) alz—a), (2)
v=0
donde
B fla) o-L20 iz,
de esta manera .
r=Fy)=a+) d(y—-p)". (3)

En lugar de hacer y = 0 en la férmula (2) y resolver la ecuacién obtenida con
respecto a x, se puede sustituir y = 0 en la formula (3), entonces la solucién de
dichas ecuaciones se expresa explicitamente como la serie

r=a«a+ Z Vduﬁy (4)

que es justo lo que se conoce como la serie de Chebyshev

T }f(é)) - (f(@))) ?’8 ‘ (ffc((i))) (éf;'(&); 5@))
-(767) G~ fa)

El desarrollo (3) es convergente si |y — 3| < R, y bajo esta condicién tiene
suma z, cumpliéndose la desigualdad |x — a| < r. Tomemos un ntimero arbitrario
«, suficientemente proximo a una raiz buscada z de la ecuacién f(z) = 0, de
modo que se tenga |3 = |f(«)| < R; obsérvese que R depende, desde luego, de la
eleccién de a, pero converge a un limite positivo cuando « tiende a x, si x es un
raiz simple de la ecuacién dada. En este caso, los desarrollos (4) o (5) convergen
a la raiz buscada de la ecuacion. Asi, el proceso de bisqueda de una raiz descrito
por Chebyshev ciertamente converge, en algtin entorno de cada raiz simple de la
ecuacion, a esa misma raiz.

La desigualdad |f(«)| < R, determina exactamente la regién de convergencia,
salvo quizés en los puntos de la frontera; como el radio de convergencia R de
la serie (3) es facil expresarlo como la distancia del punto f = f(a) hasta la
singularidad (punto de ramificacién) mas cercana de la funcién inversa F(y), en
general multivalorada (pero esas singularidades, si la funcién f(z) es entera, solo
pueden estar en términos de f(x) en los ceros de su derivada), entonces en los
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ejemplos concretos, la determinacion de la regién de convergencia de la serie (5)
no es dificil.

Parando el desarrollo (5) en un término cualquiera, Chebyshev estima la apro-
ximacién obtenida mediante la forma de Lagrange del resto de la serie de Taylor.
Este impecable razonamiento permite evitar la cuestién de la convergencia, que
en aquel tiempo dificilmente se podia afrontar. Basta observar que incluso la posi-
bilidad de desarrollar una funcién analitica en serie de potencias, establecida por
Cauchy en el anio 1831, superd el rechazo de las revistas francesas solo algunos anos
después y dificilmente pudo haberla conocido Chebyshev en sus anos de estudian-
te. Que su atencion se fijaba en este aspecto y que buscé la respuesta a la cuestién
con un gran nivel de rigor lo prueba su posterior «Nota sobre la convergencia de
la serie de Taylor», véase el tomo II de esta edicion, pagina 8, que contiene una
referencia a los «Exercices d’analyse» de Cauchy.

En la Seccion 11T Chebyshev obtiene de su formula, como una primera aproxi-
macién, un resultado sobre el «método de las tangentes» de Newton

TR a— f(a)
f'a)’
con una estimacion del error considerablemente mejor que la de Fourier:
fla) ‘ o f”
x—(a—f/(a) < méx | f(a) Y

(el argumento que aqui se omite pertenece al intervalo de x a «).
En la Seccién IV Chebyshev da, con ayuda de la férmula (5), una expresion del
error t que se obtiene si sustituimos la raiz x, que tenga el desarrollo en fraccion

continua

Lo
r=a
1

c+...

b+

por algtin convergente (fraccién finita) de esta fraccién. La férmula de Lagrange
obtenida da una expresién precisa *' para t y permite obtener una estimacién del
error. Esta precisién, Chebyshev la muestra en uno de los ejemplos, mencionados
en las «Lecciones» de Ostrogradskii.

En la Seccién V se aplica la férmula (5) para obtener un «método de segundo
orden»; en (2) se sustituye f(z) por el polinomio de segundo grado fi(x) que
cumple las condiciones fi(a) = f(«a), fi(a) = f'(a), f/'(a) = f"(a); como valor

4IN.O. Ostrogradskii, «Lecciones» (parte 1; X).
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aproximado de z se toma una raiz del polinomio fi(x):

f@) 1(f@Y ) L[ f@) 3P
raa () S (Fier) oy
| ~10)+ VPG) = 2@ )

Fa) |

La expresion del error

s (i) o+ 31 (i) e

T~ Qo —

+ ...,

f(e)
supone ademas que las derivadas f’, f”y f"” no son idénticamen{e( n)ulas en ningun
intervalo de a a o’ que contenga la raiz x.

En las «Lecciones» de Ostrogradskii (parte 1; XIII) se incluye la afirmacién
de que si se toman aproximaciones a x segun la férmula (6), a partir de unas
aproximaciones iniciales («de orden cero») a'y o/ por defecto y por exceso, entonces
los nuevos valores mejorados o y o («primeras» aproximaciones) puede probarse*?
que estan a un lado de x. Un simple analisis, realizado por Chebyshev, demuestra
que para « y o suficientemente préximos, esto no es posible. De paso, Chebyshev
demuestra que es falsa la estimacion para |a; — |, que se deduce en las «Lecciones»
(parte 1, leccién XIII, pagina 192).

En la Seccién VI Chebyshev, tomando en la férmula (5) los tres primeros
términos, obtiene la expresion aproximada

Para esto, se

se reduce solo al primer término de tercer grado con respecto a

o fle) (f(a) > ()
TR T\ F@) 27
con la estimacién del error
12 "
- oul < mie| 0 (£ - L)

y demuestra, por ejemplo, operando con fracciones de 50 cifras, la rapidez de las
sucesivas aproximaciones a x mediante este método.
L. Vasilkov y V. Goncharov

42Fsta conclusién errénea, como muestra Chebyshev, se debe con toda probabilidad no a
Ostrogradskii, sino a los redactores de sus «Lecciones», G. Burachek y S. Zelenii. Con més
certeza ain ya que segun sus palabras (véase la nota al pie de la pdgina 190 de las «Lecciones»)
Ostrogradskii dejé a la audiencia el analisis de la férmula (2) de la leccién XIII. Esta misma
observacién se aplica a la estimacién (3) en la pdgina 192 de las «Lecciones».
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1.3. Aportaciones de otros autores

Después de lo desarrollado en la Seccién 1.2 y haciendo una comparacion con el
apartado 1.3.1, parece claro que Chebyshev conocia la obra de Euler. El hecho de
haber trabajado, bajo la supervisién de Bunyakovskii, en la edicién completa de las
obras de Euler sobre teoria de niimeros, no parece tener relevancia en este aspecto,
ya que fue realizado con posterioridad (en 1849) a que escribiera su «Célculo
de las raices de ecuaciones». No obstante, la carrera académica de Chebyshev se
desarrollo bajo el legado que Euler dejé en San Petersburgo, donde pasé una buena
parte de su vida (de 1727 a 1741 y de 1766 a 1783) y donde dej6 un gran ntimero
de discipulos. Es maés, citando de nuevo a Butzer y Jongmans [26, pp. 133-134]
destacamos que:

Chebyshev y Fuler tenian mucho en comin como matemdticos. Ambos
estaban interesados en una gran variedad de problemas, desde la teoria
de numeros a la ingenieria. Ambos eran plenamente conscientes de lo
necesaria que era la comunicacion entre la teoria y las aplicaciones.
Ambos buscaron la solucion mds eficiente para los problemas, con el
descubrimiento de algoritmos que o bien dieran una solucion numérica
exacta o, al menos, una buena aproxrimacion.

Aunque, en nuestra opinion, esté claro que Chebyshev estuvo influenciado por
la obra de Euler, no encontramos en «Célculo de las raices de ecuaciones» ninguna
referencia explicita a Euler. Podemos disculpar a Chebyshev ya que, el citado tra-
bajo no es ningun articulo de investigacion y, como ya hemos comentado, se trata
de un trabajo realizado durante su etapa de estudiante. No obstante, si que encon-
tramos citas explicitas a otros importantes matematicos. En concreto a Sir Isaac
Newton (1642-1727), J. L. Lagrange (1736-1813), Jean Baptiste Joseph Fourier
(1768-1830), Jacques Charles Francois Sturm (1803-1855) y Mikhail Vasilyevich
Ostrogradsky (1801-1862).

Desde una perspectiva histérica, el método de Chebyshev (1.1) aparece dentro
de una familia de procesos iterativos de la forma z, 11 = F,,(z,), definida en (3),
donde f~! es la inversa de f. La familia de métodos definidos en (3) se conoce como
métodos de Schroder de primer tipo y es conocido que el orden de convergencia
de cada método E,, definido en (3) es m. Nétese que para m = 2, se obtiene el
método de Newton y que para m = 3 se obtiene el método de Chebyshev.

Pero el objetivo de estas notas no es el analizar las condiciones de convergencia,
ni las propiedades numéricas del método de Chebyshev. Mas bien pretendemos
profundizar en sus raices histéricas, con el objetivo de comprobar hasta qué punto
es correcto «bautizar» al proceso definido en (1.1) como método de Chebyshev. O
mejor aun, teniendo en cuenta que el método de Chebyshev es uno de los métodos



1.3. APORTACIONES DE OTROS AUTORES 49

incluidos en la familia (3), la pregunta es: ;A quién o quiénes se debe la deduccién
de los métodos de la familia (3)?

La controversia existente acerca de la autoria de (1.1) (o de (3)) no es nueva.
En efecto, en el conocido libro de J. F. Traub [124, p. 81], sobre métodos iterativos
para resolver ecuaciones algebraicas, se afirma que la familia F,, se atribuye tanto
a Euler como a Chebyshev. En consecuencia, Traub usa ambos nombres de forma
conjunta para referirse a la familia F,,.

La duda sobre a quién atribuir el método (1.1) es compartida por otros autores,
como por ejemplo M. S. Petkovié¢, L. D. Petkovi¢ y D. Herceg [100, p. 1759], quienes
advierten que en la literatura rusa la secuencia E,, definida en (3) se atribuye a un
trabajo de Chebyshev escrito en 1837 o 1838 y hacen referencia a la cita anterior
de Traub sobre este aspecto. Sin embargo, también indican que otros autores como
E. Bodewig [23] o S. Smale y M. Shub [118] adjudican E,, a Euler y, en concreto,
a su Opera Omnia, Ser. 1, Vol. X, véase [46].

Como hemos visto en las secciones anteriores, la construccién del método (1.1)
por parte de Chebyshev, se basa en la interpolacién cuadratica de la funcién inversa
de f(x).

Los distintos nombres de relevantes cientificos a los que también se les atribuye
el método de Chebyshev (Bernoulli, Euler, Schroder, Newton, etc.) nos hace pensar
en cuales fueron las aportaciones de cada uno de ellos. Asi, podemos reflexionar
sobre algunas cuestiones de interés, por ejemplo: ;se trata del mismo método ite-
rativo para aproximar raices de ecuaciones no lineales?, ja quién en realidad le
corresponden los créditos de la invencién de dicho método? Incluso podemos in-
tentar aclarar si acaso la literatura le atribuye el mismo método a varios autores
0 viceversa.

Una forma que se nos ocurre emprender, con el objetivo de irradiar un poco
de claridad sobre este tema, es haciendo no solo la traduccién de los articulos
originales, o comparar la estructura matematica de cada método por separado,
sino, ademas ser capaces de llegar a las ideas iniciales que hay detras de cada
proceso.

1.3.1. Leonhard Euler

En este apartado queremos resaltar que, debido a que en la literatura ma-
tematica aparecen multiples referencias, en las que se atribuye la expresién (1.1)
a varios autores, como hemos citado en parrafos anteriores, no hemos tenido otra
alternativa que, acudir a las obras originales de varios de los autores a los cuales
se les atribuye. Todo esto, con la intencién de verificar si efectivamente, entre sus
trabajos se encuentra o se puede deducir la existencia de la expresion en cuestion.

Es bien conocido que Euler es uno de los autores méas prolificos de la historia
de las matematicas. Entre los temas en los que trabajé se encuentran la teoria de
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Figura 1.8: Retrato de Leonhard Euler (1707-1783), pintado por Johann Georg
Brucker.

numeros, las series infinitas o las ecuaciones diferenciales. Afortunadamente, en la
actualidad la gran mayoria de sus trabajos son accesibles desde sitios tales como
The Euler archive [140].

Euler también trabajo en la resolucién numérica de ecuaciones algebraicas, fun-
damentalmente polinémicas. En el Capitulo 17 de su obra Introductio in analysin
infinitorum, véase Opera Omnia, Serie I volimenes VIII y IX [45], [46] y [140],
Euler desarrollé un método, basado en el uso de series recurrentes, para encontrar
las raices de una ecuacién. En dicho trabajo, Euler usaba algunos resultados de De
Moivre, para obtener el desarrollo en serie de una funcién racional. Una version
comentada y escrita con notacién actual de este trabajo puede verse en [138].

La serie I, volumen X de Opera Omnia [140] es un texto sobre calculo diferencial
titulado Institutiones calculi differentialis cum eius usu in analysi finitorum ac
doctrina serierum™®. Se trata de un libro escrito en latin y dividido en dos partes,
la primera con 9 capitulos y la segunda con 18. Precisamente en el Capitulo 9 de la
segunda parte, en un articulo titulado De usu calculi diferentialis in aequationibus
resolvendis** en las paginas 438 y 439 nos encontramos un desarrollo en el que

43Fundamentos de calculo diferencial con aplicaciones al anlisis finito v a la teorfa de series.
44750 del calculo diferencial para resolver ecuaciones.
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Euler, tal vez de una manera poco rigurosa, indica una forma de aproximar la raiz
de una ecuacién y en el que encontramos el «germen» de lo que nosotros hemos
denominado método de Chebyshev. La referencia concreta a esta publicacion es:
http://www.math.dartmouth.edu/~euler/docs/originals/E212sec2ch9.pdf.

A pesar de que la expresién del método de Chebyshev resulta ser un caso parti-
cular de la familia (3), Euler no se detuvo a entrar en detalles tan puntuales como
las regiones de convergencia, el orden de convergencia, ni menciona la existencia
de métodos de orden superior en la familia de métodos que describe en (3), no
obstante estos hechos si quedan bastante claros en el trabajo de Chebyshev. Con
la notacién actual, es como sigue:

Si « es la solucidén de la ecuacién f(x) = 0, entonces, el desarrollo de Taylor de
f(a) en torno a un valor z da lugar a

0= f@) = f@) + o — )+ T Do+ T 0 gy

Sin embargo, en el trabajo de Euler la solucién de la ecuacion aparece escrita como

22q  2Br s 2t
O=y+zp+ =t + "+ "+ — + &
YT T Tog T1a0 T
donde &c representa los términos restantes de la serie. La simbologia utilizada en
el citado articulo, junto con sus equivalentes actuales son: f(x) =y, f'(z) = p,
f"(x) =q, f"(x) =r, fI)(z) =s,y fV(z) =t, y la expresién de la raiz buscada
es a« =z + z, donde

@) @) f@R P @ @)

frx) o 2f(x)? 2f"(x)? 6./ (x)*

CH@' | S @ e
SP ) 1277(a) upep
0, en otras palabras,
@) JERIE) @R )
T R L E I T Cy AV EO
CSI@YE) | SIS @ @ e

ST 12f(a)p 24F/(z)

Para determinar el valor de la soluciéon «, Euler parte de un valor aproximado
x. A partir de aqui, teniendo en cuenta la férmula (1.2), Euler obtiene un término
corrector z de manera que x + 2z sea una mejor aproximacion de a.

A continuacién Euler expresa z como una serie convergente

2=A+B+C+ D+ E+ &c,
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pero sin precisar nada acerca de la naturaleza de los términos A, B, C, .... Luego
de una cantidad de célculos, sustituciones y reagrupaciéon de términos, que parece
interminable, podemos escribir los términos de dicha serie como:

y= 1y
pz= Ap +Bp +Cp +Dp +Ep +&c
1q2% = +1A% +ABq +ACq +ADq  +&ec
+3B%  +BCq  +&ec
tra? = +2 A% +3A’Br 4+3A’Cr  4&ec
—i—%ABQr +&c
isz4 = +2—14A4s —|—%A3Bs +&c
o5t2” = +35 A% +&e.

Ahora, Euler agrupa los términos de la manera siguiente, sin especificar el
criterio que usa para dicha agrupacion. Para ser més exactos, Euler lo resume
como sigue:

)
A="Fay

@)
B=="pwe

@@ P )
e I R YT E

4 rn 3 4 rn " 4 IV

b SIS @) @AY @)

8" (x)" 12 ()° 24f'(x)>

y asi sucesivamente.

Como puede observarse, la familia de métodos que se obtiene contiene el método
de Newton, para z = A. Otro método que extraemos de esta histérica familia es
el método de Chebyshev, concretamente cuando z = A + B.

En la misma obra de Euler, se utiliza el método anterior para resolver la ecua-
cién 2° 4 2z — 2 = 0. En este caso,
p=fl(r) =5x*+2, q=f"(z)= 202>
r=f"(z) =60z%, s=f"(z)=120x.

Tomando como primera aproximacion z = 1, se obtiene como segunda aproxima-
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cion

2=A+B+C+D+FE
110 200 10 5-1000 500 5

TTE mE T T T T T n
1 10 130 1745

T 75+ 77

Para Euler, la soluciéon buscada es o« =2+ 2 =1—0.18 = 0.82.

Como o = x—z, entonces a = 1—0.18 = 0.82, que es muy buena aproximacion.
Euler acaba de emplear un método de quinto orden de convergencia.

Esperamos que al igual que quien suscribe, puedan identificar el espiritu del
método de Chebyshev, a pesar de que Euler no truncé su serie en el segundo
término, como si lo hace Chebyshev. Probablemente Euler no se detuvo a pensar
que por truncamiento de esa serie, podia obtener métodos con distinto orden de
convergencia. Sin embargo, como ya hemos indicado, Chebyshev si que se dio
cuenta de este matiz.

1.3.2. Joseph Louis Lagrange

Otro gran invitado a esta selecta reunién, no menos importante, es Lagrange,
quien a edad temprana, en la escuela, sus intereses infantiles eran leer a Homero y
Virgilio, y cuando una memoria de Halley llegé a sus manos, le alumbré la chispa
matematica.

Lleg6 al corazon de las matematicas en un espacio de tiempo increiblemente
corto. A los dieciseis anos de edad, fue nombrado profesor de matemaéticas en la
Escuela Real de Artilleria de Turin, transcribia a las matematicas todos los pe-
quenios temas sobre investigaciones fisicas que le traian sus amigos, de la misma
manera que Schubert pondria musica a cualquier ritmo perdido que arrebatara su
fantasia. Con tan solo diecinueve anos de edad, obtuvo fama resolviendo el proble-
ma isoperimétrico, que habia desconcertado al mundo mateméatico durante medio
siglo. Comunicé su demostracion en una carta a Euler, el cual se interesé enorme-
mente por la solucién, de modo especial en cuanto concordaba con un resultado
que él mismo habia hallado. Euler con admirable tacto y amabilidad respondi6 a
Lagrange, ocultando deliberadamente su propia obra, de manera que todo el honor
recayera sobre su joven amigo.

En la Secciéon IV del «Calculo de las raices de ecuaciones», Chebyshev se dedica
a analizar en profundidad lo que él denomina como Método de Lagrange. Por dicho
método se refiere al aparecido en el texto Traité de la résolution des équations
numériques de tous les degrés, publicado por primera vez por Lagrange en 1798,
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Figura 1.9: Joseph Louis Lagrange (1736-1813). Fue matematico, fisico y astréno-
mo italiano. Demostro el teorema del valor medio, desarrollé la mecanica Lagran-
giana y tuvo una importante contribucién en astronomia.

véase [87]. La citada obra es un compendio de trabajos sobre la teorfa de ecuaciones
algebraicas en el que aparecen, entre otros, métodos para separar las raices reales de
una ecuacién algebraica o métodos de aproximaciéon de raices mediante fracciones
continuas, para mas informacién sobre la obra de Lagrange, véase [89] y [111].
La referencia de Chebyshev al texto de Lagrange no es directa. Lo hace de
manera indirecta, a través de las Lecciones de andlisis algebraico y transcendente
de Ostrogadski. En concreto, hace una comparativa entre el método de fracciones
continuas de Lagrange y su método para resolver la ecuacién ® — 22 — 2z +1 = 0.

Ahora, recogemos la siguiente cita de Chebyshev que aparece al final de la Secciéon
Iv:

Del mismo modo, segun este método es facil determinar cuantos deno-
minadores tenemos que encontrar de antemano, aplicando el método
general de fracciones continuas, para que el método de Lagrange tenga
éxito.

Parando el desarrollo agx™ + a1z ' + -+ + ap_1x + a, = 0 en un
término cualquiera, nuestro método estima la aproximacion obtenida
mediante la forma de Lagrange del resto de la serie de Taylor. Este
impecable razonamiento permite evitar la cuestion de la convergencia,
que en aquel tiempo dificilmente se podia afrontar.
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En realidad, Lagrange no solo habia resuelto un problema, también habia inven-
tado un nuevo método, un nuevo célculo de variaciones, que seria el tema central
de la obra de su vida. Lagrange vivié en Prusia durante veinte anos, produciendo
obras de alta distincién, que culminaron en su Mécanique Analytique. Decidio pu-
blicarla en Francia. Produjo muchas joyas de la literatura del dlgebra y el analisis.
Sin embargo, la inclusiéon de Lagrange en esta discusion obedece a sus resultados
presentados en su obra Traité de la Résolution des E’quations Numériques de Tous
les Degrés, véase [87]. El método de resolucién de ecuaciones de Lagrange y notas
adicionales sobre la resoluciéon numeérica de ecuaciones, aparecié en las memorias
de la Real Academia de las Ciencias de Berlin, Vol. XXIII, 1769 y Vol. XXIV,
1770. Ademas, figuran en el Vol. Il de Oeuvres de Lagrange, pp. 539 y pp. 581.

En el ejemplo que sigue, dejaremos establecida la diferencia entre el método
de Chebyshev y el de Lagrange. Dicha diferencia, empieza en la idea con que cada
uno concibe la forma de aproximar las raices de una ecuacién polinémica. Dada la
ecuacion

f(z) =a2* -2z -5,

queremos aproximar una raiz « de modo que f(a) = 0. Asi que, de acuerdo al
método de Lagrange, los nimeros para sustituir en lugar de x son los niimeros na-
turales 0, 1, 2, 3, ..., esto da como resultado la secuencia: —5, —6, —1, 416, .. ..
Vemos que hay al menos una raiz de la ecuacion entre los nimeros 2 y 3, y que 2 es
el valor mas aproximado a esta raiz. Ahora, seguimos el planteamiento mediante
la sustitucién de x = 2 + i, y ordenando los términos en relacién a y se obtiene la
ecuacion
y? —10y? — 6y — 1 =0,

hacemos un cambio de signos para que el primer término sea positivo. Para en-
contrar el valor aproximado ¥, sustituimos los nimeros 0, 1, 2, 3, ..., hasta que
nos encontramos con dos sustituciones cuyos resultados de signos opuestos. Obser-
vemos que para y = 0,...,9 obtenemos resultados negativos. Sin embargo, entre
y = 10 ey = 11 surge el primer cambio de signo, con lo cual obtenemos los primeros
resultados —61, +54, por lo tanto, el valor aproximado es 10. Ahora hacemos

1
y =104 -
z

tenemos la ecuacion
6123 —942% — 202 — 1 =0,

y suponiendo sucesivamente z = 1, 2, ..., obtenemos los resultados —54, +71, ...,
donde nos quedamos con 1.
Continuamos con z = 1+ (1/u). Luego de hacer la sustitucién adecuada llega-
mos a la ecuaciéon
54u® + 25u? — 89u — 61 = 0,
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Figura 1.10: Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830).

y suponiendo v = 1, 2, ..., obtenemos los resultados —71,+4293, ..., aqui nos
quedamos con 1 como la siguiente aproximacion, y asi sucesivamente. Y de esta

manera, encontramos la secuencia
2,10,1,1,2,1,3,1,1,12,....

Por 1ltimo, la raiz buscada se expresa por la fraccién continua

de donde obtenemos las fracciones

2 21 23 44 111 155 576 731 1307 16415

°

que son, alternativamente, méas pequenas y mas grandes que el valor de a.
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La ultima fraccién % es mayor que la raiz buscada, pero el error serd me-
1

NOT UE Fgzzys, €8 decir, menos de 0.0000000163. De hecho, si se reduce la frac-

cion % como fraccién decimal, serd exacta hasta la séptima cifra, y por divi-
sion es 2.0945514865. . ., luego la raiz se buscard entre los nimeros 2.09455149 y

2.09455147.

1.3.3. Jean Baptiste Joseph Fourier

Jean Baptiste Joseph Fourier nacié el 21 de marzo de 1768 en Auxerre, ca-
pital del departamento de Yonne, en la regién de Borgona (Francia), al sureste
de Paris, y fallece el 16 de mayo de 1830 en Paris, faltando tan solo 7 anos para
que Chebyshev escribiera su articulo. Fourier fue matematico y fisico francés, co-
nocido por sus trabajos sobre la descomposicién de funciones periddicas en series
trigonométricas convergentes, llamadas series de Fourier. Con este método consi-
guié resolver la ecuacion del calor. Fue el primero en dar una explicacién cientifica
al efecto invernadero en un tratado. Se le dedic6 un asteroide que lleva su nombre
y que fue descubierto en 1992.

Si existe un método general para la resolucion de ecuaciones, éste de-
be ser andlogo a las operaciones, las cuales no serian mas que casos
particulares de dicho método.

Con esta cita de Fourier, Chebyshev deja marcadas sus pretensiones en cuanto
a la busqueda de un método general para resolver ecuaciones algebraicas, que es el
objetivo fundamental de su trabajo. De este modo, una y otra vez encontraremos
en su escrito, comentarios como el siguiente:

Indiscutiblemente no se puede perder la esperanza de encontrar un
método mds comodo que el de Fourier y asi hacer mds sencillo el en-
contrar la solucion de una ecuacion.

Nos gustaria destacar que en la Seccién 111, Chebyshev habla de los métodos de
Newton y Fourier. Pero cuando Chebyshev habla del método que se dice de Fourier,
realmente se esta refiriendo al mismo método que actualmente conocemos como
método de Newton, pero al que se le ha aportado una cota del error, ademas de ser
el primero en nombrarlo método de Newton. Ademas, resaltamos que el método
de Newton que conocié Fourier no incluia derivadas. Entre las aportaciones de
Chebyshev estd la de mejorar dicha estimacion del error:

Es evidente la ventaja de nuestro método frente al método de Fourier.
De una operacion €l obtenia solo dos cifras correctas, sin embargo no-
sotros cuatro. Y si repetimos nuestro método, como lo hizo Fourier,
unas cuatro veces mds, entonces hubiéramos obtenido por lo menos 64
cifras correctas mientras que él no pudo encontrar mads que 32.
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/ J
Figura 1.11: Jacques Charles Francois Sturm (1803-1855).

1.3.4. Jacques Charles Francois Sturm

Jacques Charles Francois Sturm ([119], [122]), [142], cuyo nacimiento se produce
el 29 de septiembre de 1803 en Ginebra, y fallece el dia 15 de diciembre de 1855
en Paris, Francia. A diferencia de la mayoria de los personajes citados, Sturm fue
contemporaneo de Chebyshev, a pesar de que murié cuando a penas éste daba inicio
a su vida cientifica-productiva. Sturm fue un matematico francés de ascendencia
alemana. Su familia habia emigrado desde Estrasburgo, hacia el ano 1760. En
1818, comenzd a asistir a las conferencias de la academia de Ginebra. En 1819,
el fallecimiento de su padre lo obligd a tener que darles clases a ninos ricos para
poder mantener a su familia. En 1823, comenzo a trabajar como tutor para el hijo
de Madame de Staél®®.

Otro de los mateméticos a los que se hace referencia en «Célculo de las raices
de ecuaciones» es Sturm, del cual Chebyshev conocia su obra en profundidad. La
relevancia del método de Sturm se puede apreciar en esta cita textual:

En este apartado no entraremos en los detalles aplicados en las técnicas

45 Anne Louise Germaine Necker (1766-1817), Baronesa de Staél-Holstein, mas conocida como
Madame de Staél, fue una escritora suiza, considerada francesa por su vida e influencia en la
vida cultural parisina.
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de separacion de raices, las cuales son operaciones facilmente realiza-
bles seguin los métodos de Sturm.

El trabajo mas famoso de Sturm es una memoria sobre la resolucién de ecua-
ciones numéricas, publicada en 1829. Trata sobre el problema de determinar el
numero de ecuaciones reales de una ecuacion en un intervalo. Este problema era
muy famoso y con una larga historia, ya que fue considerado por René Descar-
tes (1596-1650), Michel Rolle (1652-1719), Lagrange y Fourier. El primero en dar
una solucién completa fue Augustin Louis Cauchy (1789-1857), pero su método
resulté ser muy incomodo y poco practico. Sturm adquirié fama con su traba-
jo sobre este importante problema, usando las ideas de Fourier, dio una solucién
sencilla. Hermite escribio:

Sturm’s theorem had the good fortune of immediately becoming a classic
and of finding a place in teaching that it will hold forever. His demons-
tration, which utilises only the most elementary considerations, is a

rare example of simplicity and elegance®®.

Como se pone de manifiesto en [120], Sturm era discipulo de Fourier y por
tanto, buen conocedor de su obra. La obra de Sturm tuvo gran repercusion en los
ambientes cientificos de la época. Su teorema fue presentado a la Académie Roya-
le des Sciences de Paris en 1829 y obtuvo el premio de dicha academia en 1834,
aunque no se publicé hasta seis anos més tarde, en 1835. También es conocido que
Sturm colaboré activamente con otros cientificos de la época, en especial con Jo-
seph Liouville. Curiosamente, Liouville fue a su vez amigo personal de Chebyshev,
con el cual coincidia en varias ocasiones en sus visitas a Francia.

El conocido como Teorema de Sturm, trata sobre el cdlculo de las raices reales
de una ecuacién numérica. En concreto (véase [119]), establece un procedimiento
para determinar el nimero de raices reales de una ecuacion f(z) = 0 entre dos
valores a y b, en funcién del nimero de cambios de signo de una sucesion de
funciones, conocidas como funciones auxiliares de Sturm, evaluadas en x = b y en
T =a.

Este método es utilizado para aislar las raices reales de una ecuacién polinomica
f(z). Si la raiz no se encuentra directamente, se debe utilizar algin método de
aproximacion en los intervalos donde se encuentren las raices. Este hecho pone en
evidencia que, en ocasiones este método puede resultar un tanto laborioso.

En el articulo original de Chebyshev, que abordamos concretamente en la Sec-
cion 1.2, de este capitulo, hay una frase que alude a la utilizacién del método de

46E] teorema de Sturm ha tenido la buena fortuna de convertirse inmediatamente en un clésico
y ha encontrado un espacio en la ensenanza que durara para siempre. Su demostracién, que utiliza
solo las més elementales consideraciones, es un raro ejemplo de sencillez y elegancia.
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Sturm, en la labor de separacién de las raices de una ecuacién polinémica. Esta es
la razon por la que hemos incluido el método de separacion de raices de Sturm, en
este apartado.

A finales de 1823, Sturm paso6 una corta temporada en Paris junto a la familia
de su estudiante. Decidid, junto a su companero de estudios Jean Daniel Colladon,
véase [136], probar fortuna en Paris, y obtuvo un empleo en el Bulletin universel.
En 1829, descubrio el teorema que lleva su nombre y que permite hallar el nimero
de raices reales en una funciéon polinémica.

Sturm saco provecho de la revolucion de 1830, ya que su fe protestante le
impedia conseguir empleo en las escuelas secundarias publicas. A fines de 1830,
comenzo a desempenarse como profesor de matematicas especiales en el College Ro-
llin. Ingresé a la Académie des Sciences en 1836, ocupando el lugar de André Marie
Ampere. Sturm fue designado profesor titular en la Ecole Polytechnique en 1840.
Ese mismo ano, después de la muerte de Siméon Denis Poisson (1781-1840), fue
seleccionado como el profesor de mecanica de la Faculté des Sciences de Paris. Sus
obras, Cours d’analyse de 1’école polytechnique, entre los anos 1857-1863 y Cours
de mécanique de I’école polytechnique en 1861, fueron publicadas péstumamente
en Paris, y més tarde se publicaron varias veces mas.

Junto a Liouville, Sturm desarroll6 la teoria Sturm-Liouville. En 1826, en con-
junto con su colega Colladon, ayudé a llevar a cabo la primera demostracion ex-
perimental de la velocidad del sonido en el agua. El nombre de Sturm es parte de
la lista de los 72 nombres grabada en la Torre Eiffel.

1.3.5. Friedrich Wilhelm Karl Ernst Schroder

Hasta ahora hemos citado algunos autores que, sin duda, tuvieron influencia
en el trabajo de Chebyshev sobre resolucion de ecuaciones no lineales. Pasamos
ahora a ver algunos autores que pudieron ser influenciados por Chebyshev, uno de
ellos pudo ser Schréder. Otras posibles influencias se veran en la secciéon dedicada
a las construcciones del método de Chebyshev.

Schroder nacié el 25 de noviembre de 1841 en Mannheim y murié el 16 de
junio de 1902 en Karlsruhe, fue un matematico aleman, conocido especialmen-
te por sus trabajos sobre logica algebraica. Estudié Matematicas en Heidelberg,
Konigsberg y Ziirich, bajo la tutoria de Otto Hesse, Gustav Kirchhoff, y Franz Neu-
mann. Después, fue profesor por algunos anos, ensend en la Universidad Técnica
de Darmstadt en 1874; dos anos después fue profesor en la Escuela Politécnica de
Karlsruhe, cargo en el que permanecié hasta el final de su vida. Nunca se caso.

Fue una figura principal en la historia de la l6gica matematica (término que él
generalizd), debido a que sintetizé y difundié las obras de George Boole, Augustus
De Morgan, Hugh MacColl y especialmente la de Charles Peirce. Se hizo famoso
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Figura 1.12: Friedrich Wilhelm Karl Ernst Schroder (1841-1902).

con su monumental Vorlesungen tiber die Algebra der Logik*”, en 3 voltimenes,
que prepard el camino para el surgimiento de la légica matemética como una
disciplina separada, durante el siglo XX y para la construccion de los diversos
sistemas actuales de légica formal. Hizo destacadas contribuciones originales sobre
algebra, teoria de conjuntos, reticulos, teoria del orden y ntimeros ordinales. Junto
con George Cantor, fue codescubridor en 1898 del Teorema de Cantor-Bernstein-
Schroder, cuya demostracién fue corregida por Felix Bernstein®. Schroder dijo que
su objetivo era:

... disenar la logica como una disciplina de cdlculo, especialmente para
tener acceso a la direccion exacta de los conceptos relativos y a partir
de alli, emanciparse de las demandas rutinarias del lenguaje natural,
para apartar cualquier suelo fértil del «cliché», también en el campo de
la filosofia. FEsto deberd preparar el terreno para un lenguaje universal
cientifico que sea mas un lenguaje de signos que un lenguaje de sonidos.

47 ecciones sobre el Algebra de la Légica.

48Felix Bernstein (1878, Halle, Alemania—1956, Z1rich, Suiza) fue un matemético conocido por
desarrollar un teorema de equivalencia de conjuntos en 1897. Fue alumno del matematico aleman
George Cantor.
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La familia de procesos iterativos definida en (3) ha sido descubierta de forma in-
dependiente por muchos autores, ademas de Euler y Chebyshev. En [125] podemos
encontrar una serie de referencias y notas historicas que justifican esta afirmacion.
En concreto, el descubrimiento de la familia (3) se puede atribuir también a J. S.
Frame [53], H. J. Hamilton [70], J. Konig, [101], H. W. Richmond [109], o incluso
a S. Wall [128].

De entre estos trabajos podemos destacar, sin duda, los de E. Schroder [116],
[139]. El propio Traub afirma en [125] que el trabajo de Schrdoder es una «mina
de oro de informacién sobre procesos iterativos». En efecto, Schréder distingue
dos familias de métodos iterativos para resolver ecuaciones algebraicas. En ellas,
podemos encontrar la mayor parte de los métodos iterativos mas conocidos (New-
ton, Halley, Chebyshev, etc.). Stewart (véase [139]), traductor al inglés del trabajo
original de Schroder, citaba palabras de Householder para poner de manifiesto la
importancia de la obra de Schroder:

A. S. Householder solia afirmar que se puede evaluar un trabajo so-
bre calculo de raices de ecuaciones algebraicas buscando una cita de
Schroder en el articulo. Si falta dicha cita, es que, probablemente, el
autor ha redescubierto algo ya conocido por Schrioder. Esta observacion
puede parecer un poco exagerada, puesto que se han hecho muchas cosas
con posterioridad al trabajo de Schroder; sin embargo, se puede afirmar
sin género de dudas que el articulo de Schroder contiene, por primera
vez, una descripcion general y el andlisis sistemdtico de los algoritmos
para resolver ecuaciones.

Otro articulo, mas reciente, en el que se pone de manifiesto la importancia de la
obra de Schroder, es el de Petkovié (véase [100]). En él, ponen de manifiesto que los
métodos de Schroder han sido redescubiertos por diferentes autores y expresados de
diferentes formas durante los tltimos 130 anos. Ademas, en este mismo articulo los
autores prueban la equivalencia entre las familias de métodos de primer y segundo
tipo desarrollados por Schroder.

De forma resumida y con una notacion actualizada, la técnica de Schroder para
desarrollar su familia de métodos de primer tipo es la siguiente. Sea o una raiz
simple de una funcién f(z) y a su vez un punto fijo de una cierta funcién de
iteracion F(x), es decir, f(a) =0y F(a) = a. La técnica de Schrider se apoya en
el hecho de que si

0=F(a) = F'(a) = - = F" D(a) y F™(a) £ 0,

entonces la sucesién x,1 = F(x,) converge a v con orden de convergencia m.
Si se supone que F(z) es de la forma F(x) = x — ¢(x), entonces « es un
punto fijo de F(x) si y solo si () = 0, es decir, si « es una raiz de f(x) y de
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@(x). Por lo tanto, podemos suponer que p(z) = f(x)p1(z) y, en consecuencia,
Fla) = 2 — [(2)g1(x).

Si se busca ahora un algoritmo con convergencia cuadratica, se debera cumplir
que F'(a)) = 0, o equivalentemente, f'(a)p;(a) = 1. La idea de Schroder es asumir
que

1

y, por tanto,

f(z) 2
Fl@) = - 52 — [P ().
f'(=)
Nos podemos preguntar ahora por cémo deberia ser la funcién po(z) para
que el método z,,1 = F(x,) tenga convergencia ciibica. Esto se cumple cuando
F"(a)) = 0, lo cual es cierto si

B f”(a)
#) = 3pay

Esta ecuacién sugiere tomar como

ali) = S+ Taa(o)

y, por consiguiente,

flx) — fl@)*f"(x)
[y 2f(x)?

Noétese que tomando ¢3(x) constantemente igual a cero, obtenemos el método
de Chebyshev. Si seguimos repitiendo el proceso, buscando ahora una funcién ¢3(z)
para que se cumpla F(a) = 0 y asi sucesivamente, se va obteniendo una familia
de procesos iterativos en los que se va incrementando el orden de convergencia. En
concreto, Schroder deduce los conocidos como métodos de primer tipo (véase [100]
o [139)):

— f(@)’ps(2).

En(z)=xz+» (-1)

donde f~! es la inversa de f. Schroder afirma que la sucesién z,1 = E,(z,)
converge a « con orden de convergencia m. Es més Schroder afirma que, para
resolver ecuaciones algebraicas de la forma f(z) = 0, f : R — R, cualquier
método iterativo F;, con orden de convergencia m puede escribirse de la forma

Fn(2) = Em(2) + f(2)" om(),
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donde E,, es la familia definida en (3) y ¢,, es una funcién acotada en la raiz «
que depende unicamente de f y sus derivadas.

Schroder escribié un articulo mas sobre encontrar raices de ecuaciones, o mas
bien sobre iteracién de funciones (véase [116]), y luego dirigié su atencién hacia
otros temas.

Vista la forma en que Schroder construye esta familia de métodos, es probable
que en algiin momento Schroder haya tenido contacto con el trabajo de Chebyshev,
y ya sabemos que a la inversa no pudo ocurrir.

1.4. Construcciones del método de Chebyshev

El método de Chebyshev es un conocido método iterativo para aproximar las
raices de una ecuacién f(x), su expresion clésica es

1
f(@n)f (xn)> f(zn) n>0. (1.3)
2f'(w,)? f'(zn)

Este método, junto con sus mejoras, aplicaciones y modificaciones ha llamado la
atencién de muchos investigadores. Por ejemplo, desde el punto de vista histori-
co, podemos encontrar una forma equivalente para escribir (1.3) conocida como
férmula de Schroder, véase [116]. Como muestra de recientes publicaciones sobre
este tema, podemos citar por ejemplo [3], [4], [38], [40], [39], [62], [85] o [93].

El método de Chebyshev, puede deducirse de diferentes maneras. Por ejemplo,
puede ser obtenido por la interpolacién cuadrética de la funcién inversa de f(x) con
el fin de aproximar f~1(0), véase [3], [64] y [124]. Admite también una derivacién
geométrica, en términos de la parabola osculadora

Tn41 = Tp — (1+

ay(z)? +y(x) + br +c =0, (1.4)
que satisface las condiciones de tangencia

Y(rn) = f(2n), ¥(xn) = f(zn) y v'(20) = f(20).

Dedicamos este apartado a las distintas formas en que se ha podido obtener
la construccion del método de Chebyshev, teniendo como punto de partida ideas
diferentes, véase [93].

En primer lugar, usaremos una forma cldsica de construccion de métodos ite-
rativos, que consiste en la aproximacion de la funcién inversa de f(x). Esta forma
se conoce como «interpolacién cuadratica inversa», la misma ha sido estudiada
por autores como [1], [93] y [124]. Otra forma de deduccién del método de Cheby-
shev que presentamos en esta seccion es el método de la parabola tangente, véase
[112], [113] y [133]. Dicho método consiste en tomar una pardbola que tenga algin
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punto de tangencia respecto a la funcién f(x), y a continuacién con un poco de
manipulacién algebraica se obtiene la funcion iterativa del método de Chebyshev.
Otra forma en la que se puede deducir el método de Chebyshev, que también
es un tipo de deduccion geométrica, es por medio de la interpolacién exponencial.
A diferencia de la interpolacion cuadratica inversa y del método de las parabolas
tangentes, aqui consideramos la curva de aproximacion dada por la expresion

y(z) = e® VD (b(a — 2,) + ),

y procedemos de manera similar a como lo han hecho V. Kanwar, S. Singh y S.
Bakshi en [81] o R. Behl, V. Kanwar y K. K. Sharma en [19].

Finalmente, presentamos una forma muy particular de deducir una familia de
métodos iterativos, entre los cuales estd el método de Chebyshev, para encontrar
ceros de ecuaciones, que tiene como base, los métodos de Obreshkov, que son
métodos para resolver ecuaciones diferenciales, véase [63] y [95].

1.4.1. Interpolacion cuadratica inversa

Dada la funcién y = f(x), llamaremos = = ¢(y) a la funcién inversa de f. Ha-
ciendo el desarrollo en series de Taylor, en torno a un punto, digamos g, entonces
tenemos

6(0) ~ 6(u0) + &/ )y — ) + 20" (w0)y — )

Encontrar la raiz « de la ecuacién f(x) = 0, es lo mismo que encontrar la imagen
del cero por medio de la funcién ¢, es decir calcular ¢(0). Asi, si zo es un valor
proximo a a 'y f(zg) = yo, entonces,

1
¢(0) ~ (o) — &' (Yo)yo + §¢"(?/0)(y0)2~
De aqui podemos deducir una nueva aproximacion a «, que denotamos xi:
1
x1 = 19 — ¢'(y0) f(w0) + §¢/,(yo)f($o)2- (1.5)

Ahora calculamos ¢'(y) y ¢”(y) para sustituirlo en (1.5). Sabemos que = = ¢(y),
Yy = f'(z) ey” = f"(x), de modo que ahora, por el teorema de la funcién inversa,

===y (1.6
y
gy — 400 _ A0/ @) ey .

dy dz dy (v')3
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()

Figura 1.13: Interpretacién geométrica del método de Chebyshev.

Sustituyendo (1.6) y (1.7) en (1.5) se obtiene

Ty =Ty — (1 + %Lﬂx@)%.

Repitiendo el mismo proceso para el punto x;, conseguimos la nueva aproximacion
xo y por recurrencia obtenemos la expresién (1.3) que representa el algoritmo
iterativo del método de Chebyshev.

1.4.2. Método de las parabolas tangentes

Una forma sencilla de obtener el método iterativo de Chebyshev, es por medio
de una derivacién geométrica a partir de una parabola tangente a la grafica de la
funcién cuya raiz se desea aproximar, como ilustramos en la Figura 1.13.

Consideremos una parabola de la forma

af+y+br+c=0, (1.8)

la idea consiste en aproximar la funcién f(z) eligiendo como semilla un punto x
suficientemente proximo a la raiz f(z) = 0. Si ahora tomamos en cuenta que la
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funcién debe cumplir las condiciones de tangencia siguientes

y(xn) = flan), (1.9)

Y (zn) = f'(xn), (1.10)

Y'(wn) = " (zn), 1.11)
podemos escribir la pardbola (1.8) de la forma conveniente

de modo que si x = x,, entonces y(z,) = f(x,), este hecho cumple la condicién
de tangencia (1.9).
Ahora determinamos los parametros a y b para que se cumplan las condiciones

Y (zn) = f'(n), Y (xn) = [(20).

Si derivamos la expresién (1.12), nos queda
2a(y(xn) = f@n))y' (wn) + ¢/ (2n) +b =0, (1.13)
luego evaluando en el punto (z,, f(z,)) nos queda
Y (zn) +b=0,

es decir
b=~y (xn) = —f'(xn).
Como podemos observar, ahora falta derivar la expresién (1.13) y despejar a,
como sigue

2a(y,<xn))2 +2a(y(xn) — f(2n)y" (20) + 4" (20) =0,

esta expresion, evaluada en el punto de interseccién (x,, f(x,)) queda reducida a
la expresiéon
2a(y (zn))* +y"(x,) = 0.

Si ahora despejamos a, se tiene que
Z/H(l‘n) B f”(l'n)
2y/(x,)?  2f'(wn)?

Luego sustituyendo los valores encontrados para a y b en la expresién (1.12),
obtenemos

a =

)
2f'(zn)?

(y — f(xn»2 +y — f(zn) = fl(zn)(x — x,) = 0.
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La interseccién de esta curva con el eje OX, es decir cuando y = 0, nos daria
la siguiente iteracion del método de Chebyshev

0 =550 — f(on) = [ (@) (2 = 20)
Pl —an) = —L5 L0 — f ()
vz, =Ll - I
ro=a, = (1 f(gf')<];/;()€")> jent

Como puede verse en (1.3), esta es la expresién del método de Chebyshev.

La Figura 1.13 es la interpretacion geométrica del método de Chebyshev por
medio de la pardbola tangente, donde la linea recta en color rojo representa la
recta tangente de la primera iteracion del método de Newton, la curva verde es la
parabola aproximante que emplea el método de Chebyshev y la curva azul es la
funcién cuyas raices queremos aproximar.

Ejemplo 1.1. La Figura 1.183 representa la aproximacion a una raiz de la funcion
f(z) = e*=7, aplicando el método de Chebyshev y el método de Newton. La primera
aprozimacion del método de Newton estd dada por la recta tangente (roja) dada
por la expresion

2.3799075 4 7299075(x — 4) = 0.

Sin embargo, la primera aproximacion del método de Chebyshev, representada por
la pardbola (verde), cuya expresion es

—2.3799075 — 2.7299075(z — 4) — 0.18315638888734(y — 2.3799075)* + y = 0,

es mejor aprorimacion, como habria de esperarse.

1.4.3. Interpolacién exponencial

Para continuar con esta coleccién de las formas geométricas en que podemos
obtener la expresién del método de Chebyshev, emplearemos el método de la in-
terpolacién exponencial, este procedimiento aproxima la funcién f(x) por medio
de una curva osculadora y(z), de manera que cumpla con la condicién

vy (z,) = f9(x,), =012

En este caso, la curva de aproximacién estd dada por la expresion siguiente, véase
[19] v [81],
y(z) = e®W V@) (b(z — x,) + ¢), (1.14)
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donde a, b y ¢ son tres parametros a determinar. Partiendo de la curva de apro-
ximacién (1.14), e imponiendo condiciones de tangencia, se deducen las siguientes
expresiones para los parametros by c:

y(wn)

f(zn) = c= f(zn)
(1) (1.15)

f'(wn) = b= f'(2.)(1 = af(zn)).

Queda por determinarse el pardmetro a. Las condiciones (1.15) aseguran que el
método (1.14) tiene convergencia cuadratica, pero debemos afinar un poco, debido
a que el método de Chebyshev es cibicamente convergente.

Conocidos b y ¢, ahora la familia de nuevos métodos iterativos de la forma

Tpr1 = Ty — /b,

se convierten en
Tpy1 = Tp — L f(@n) .
L —af(zn) f'(xn)
Para que la familia de métodos iterativos (1.14) asegure la convergencia cibica
debe cumplir, ademas, la condicion

y'(xn) = f(w0),

(1.16)

y esto implica que

a2f(xn)f/(xn>2 —a(f(wn) f"(2n) + Qf/(xn>2) + f"(x,) = 0. (1.17)

Observemos que para valores de a muy préximos a cero y despreciando el término
que contiene a? en (1.17), obtenemos

= ) (1.18)

[ (@) [ () + 2f"(20)?

si ahora sustituimos (1.18) en (1.16), obtenemos la misma expresién conseguida
en los casos presentados anteriormente y que también coincide con el método de

Chebyshev.

1.4.4. Siguiendo los métodos de Obreshkov

Los métodos de Obreshkov fueron introducidos con el objetivo de combinar
ciertas propiedades que tienen los métodos multipaso y los métodos de derivadas
multiples, utilizados para la resolucién de ecuaciones diferenciales, véase [88] y
[95], como puede verse en [63] también el método de Chebyshev puede obtenerse
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en este contexto. En efecto, dada una ecuacion auténoma con m > 1, definimos
los operadores diferenciales lineales £ y M:

L(x(y)ih, b, hor) = z(y +h) = 2(y) — h > [BD(x
k=1

y
M)k, hon1) = 2y + ) = aly [Z@kD
m—1
- Z 'Y’fHkD2($)(yk)] ;
k=1
donde
k—1
ykzy—zm,ﬁk y Y1 <k<m
(=1

son constantes reales a determinar, y H esta definida por

Hk = h, si k= 1,
St he, st k> 1

Consideremos una funcién z(y) suficientemente diferenciable en torno a y. En-
tonces al desarrollar en series x(y + h), '(yx) y ”(yx) en un entorno de y, obte-
nemos el siguiente tipo de serie:

Z qu(lJ)

q>0

donde la C; es una constante real y
HI = po h‘{l - hg;"_‘f,

con qo+ q1 + -+ ¢m_1 = q. Decimos que el proceso desarrollado es de orden d
cuando Cp=C; =---=Cy =0y Cyyq # 0.

Por otra parte, se dice que una funcion que depende de m variables xg, - - - , 2,1
es de la forma

OQ<x07 T )7

si resulta que

q0,.q1 gm—1
O(% R | )>
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donde

En este punto, una eleccién adecuada de § y v nos permite encontrar el maximo
orden de convergencia.

La clave en el desarrollo de esta idea es la siguiente. Si f : R — R es una
funcién con una raiz simple «, es decir, f(a) = 0y f'(a) # 0 en un entorno de
I, de a. Entonces, la funcién inversa = g(y) estd bien definida en Jy C f(I,) v
satisface la relacién g(0) = a. Al derivar la funcién x(y) con respecto a la variable
y, obtenemos

=4y = )’ (1.19)

donde

1
F(zx) = . (1.20)
f'(@)
Si xy es una primera aproximacion de «, a la raiz simple de f, y denotamos
Yo = f(zo).

Definimos ahora el operador £ como

+HiD* () (yr)] '

Siguiendo la técnica planteada, deducimos el método de Chebyshev en términos
del operador £ definido en (1.21). Para m = 1, la ecuacién (1.21) se convierte en

L(x(y);h) = z(y+h) —2(y) — h (5D(x)(y) + hnD*(2)(y)) , (1.22)

donde 1 y 71 son las constantes reales a determinar.
Desarrollando L£(x(y), h) en series de Taylor en torno a y se obtiene

L(x(y)ih) = (1 - BRD(@E)(y) + (; 0 ) B2D(a) ) 0x(0)

Si en la ecuacion anterior hacemos f =1y v = %, entonces encontramos el maximo
orden de convergencia para x(y + h). Sustituyendo este valor en (1.22) llegamos al
método iterativo de la forma

h

xt=x,+h (D(:v)(y) + 5D®(9§)(y)> )
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En otras palabras, iniciando con xg, la secuencia obtenida es definida por
h /
Tpi1 =Ty + h | F(z,) + §F(xn)F (Tn) ) -

Hemos tomado en cuenta el hecho de que D(z)(y) = F(z)y D@ (z)(y) = F'(x)F(z),
con F(z) definida en (1.20).
Es importante observar que la clave de este aporte consiste en la eleccion del

paso de integracién h. En este caso, consideramos h = — f(z,). Como F(z,) =
m y F'(xz,) = — J{,(;jgg, el método derivado correspondiente es el método de

Chebyshev (1.3).



Capitulo 2

Dinamica real del método de
Chebyshev

Es bien conocido que el comportamiento dindmico de algunas funciones apa-
rentemente sencillas, como los polinomios de segundo grado o la funcién logistica,
puede ser extremadamente complicado. En este capitulo nos dedicamos al estu-
dio del comportamiento dindamico del método de Chebyshev, cuando se usa para
resolver una ecuaciéon

f(2) =0, (2.1)

siendo f una funcién real de variable real. Dejamos para el Capitulo 3 el estudio del
método de Chebyshev para funciones de variables complejas. En concreto, hacemos
el estudio de ecuaciones diversas, como los distintos casos cuadraticos y distintos
casos de ecuaciones ctibicas, véase [7] y [8]. En la primera de las referencias, Amat,
Busquier v Plaza(®), estudian la dindmica de una familia de funciones iterativas
de tercer orden de convergencia, que incuye ademés del método de Chebyshev,
otros famosos métodos iterativos. En la segunda referencia, los autores presentan
varios resultados obtenidos al estudiar la dindmica de métodos de tercer orden
tipo Newton. Nosotros utilizamos estas ideas y notaciones para hacer el estudio
de la dindamica del método de Chebyshev. En el Capitulo 3 hacemos una introduc-
cion mas detallada de algunos conceptos de dinamica basicos. No obstante, por
hacer este capitulo autocontenido citamos a continuacién unas definiciones sobre
dindmica de funciones reales que emplearemos.

Definicién 2.1. Sea G : R — R una funcion real de variable real, definimos su
orbita como el conjunto

orb(z) = {xo, G(x0), G*(x0), ..., G*(x0), ...},

k- . ., . . k
donde G* indica la composicion de G consigo misma k veces, G" =Go---0G.

73



74 CAPITULO 2. DINAMICA REAL DEL METODO DE CHEBYSHEV

Definicién 2.2. Se dice que x} € R, es un punto fijo de G(xo) si G(zf) = x.
Un punto periodico de la funcion G de periodo n > 1 es un punto ro € R
tal que G"(xg) = xo y G'(x0) # o para 0 < j < n. Obsérvese que si Ty €
R es un punto periodico de periodo n > 1, entonces xg es un punto fijo de
G". La orbita de un punto periddico estd constituida por los n diferentes pun-
tos {xo, G(x), G*(x), ..., G (x)}, y al conjunto de estos n puntos se le llama
orbita periddica de periodo n (o n-ciclo).

En consecuencia, todos los puntos de una érbita periédica de periodo n son
periédicos de periodo n.

Definicién 2.3. Sea z* € C un punto fijo de una funcion racional G. Se dice que
T* es

i. Superatractor si G'(x*) = 0.
it. Atractor si |G'(x*)| < 1.
iii. Indiferente si |G'(x*)| = 1.
iv. Repulsor si |G'(x*)| > 1.
Al valor T = G'(z*), se le llama multiplicador asociado el punto fijo x*.

Definicién 2.4. Un punto periodico de periodo n es superatractor, repulsor o
indiferente, si como punto fijo de G"(x) es respectivamente superatractor, repulsor
o indiferente. El multiplicador asociado a un n-ciclo {xg,x1,...,Tp_1} €S

7= (G") (x0) = G'(20)G (21) - - - G'(wn1).

2.1. Propiedades del método de Chebyshev

Sea f : R — R la funcién definida en la ecuacién (2.1). El método de Chebyshev
es entonces
f(x)

Celzx) =2 — (1 + %Lf(x)) Pl (2.2)
@)@
Ly(z) = P (2.3)

donde (2.3) es el grado de convexidad logaritmico de f(z), véase [65], [72] y [75]. El
grado de convexidad logaritmico es utilizado para comparar la velocidad con que
las sucesiones se aproximan a la raiz z*, donde se tiene que f(z*) = 0. En concreto,
se demuestra que si {s,} y {t,} son dos sucesiones de convergencia generadas por
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el método de Chebyshev sobre g(x) y f(x) (con raiz comun z*), respectivamente,
y si ademds L,(t) < Ls(t) para t € [ty,x*), entonces la sucesién {s,} converge a
x* més rapidamente que {t,}. Ademas, se tiene que t,, < s, < z* para n > 1.

El método de Chebyshev (2.2) genera una sucesién {x, },en, que bajo ciertas
condiciones converge a la solucién de la ecuacién (2.1). Nuestro objetivo es el
estudio del comportamiento de la funcion de iteracion de Chebyshev

1 Ty n
Tpp1 = Tp — (1 + §Lf(xn)) J{’<(37n)) = Cf(zn) = C¥(20), (2.4)
para distintos puntos de partida xy € R.

Una exhaustiva inspeccién a la funcion de iteracion del método de Chebyshev
nos permite identificar las siguientes propiedades:

1) Las raices z* de (2.1) son puntos fijos de (2.4).

2) Las raices simples de (2.1), son puntos fijos superatractores de (2.4). En
efecto, como
(3 — Ly (x))Ly(x)?
5 )
y ademds Ly(z*) = 0, se tiene que C%(z*) = 0. Notemos que ademds
C}’ (z*) = 0y, por lo tanto, es un método de orden de convergencia 3.

Ch(z) =

3) Si z* es una raiz de (2.1) de multiplicidad m > 1, entonces es un punto fijo
atractor de (2.4) con multiplicador asociado
(m—1)(2m —1)
2m? '

Ch(z") =
Notemos que
(m—1)(2m —1)
2m?
En consecuencia, el método de Chebyshev tiene convergencia lineal para
raices multiples.

0< <1,Vm > 1.

4) Ademads existen puntos fijos extranios (puntos fijos de (2.4), pero que no son
raices de (2.1)). En concreto, estos son la solucién de la ecuacion

Lf (x) = 2.
Notemos que estos puntos fijos son atractores ([84]) si

L 2Ly
6 Lr@)Lp(@)| 1
2
y superatractores si

Lf(JJ)QLf/ (m) =12.
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5) Los puntos criticos de (2.4) son los ceros de C(z), es decir, las raices de
f(z), las raices de f”(x), que a su vez son los puntos de inflexién de f(x) y
finalmente estdn las soluciones de L (x) = 3.

Definicién 2.5. Sea T¢(x) un algoritmo iterativo asociado a una ecuacion po-
linémica f(x) = 0. Sea A(x) = ax+, con a # 0, una aplicacion afin y A € R—{0}
una constante. Definimos el polinomio g(z) = Af(A(x)) y denotamos T,(z) al co-
rrespondiente algoritmo iterativo para resolver la ecuacion polinémica g(x) = 0.
Entonces si AoT, o A~'(z) = Ty(x), es decir, A es una conjugacion entre Ty(x)
y T,(x), se dice que el proceso iterativo T¢(x) admite un escalado.

El escalado permite simplificar en ocasiones el estudio dinamico de una fun-
cion de iteraciéon relacionandolo con otra equivalente, pero con una expresion mas
sencilla, véase [10] y [102]. Del mismo modo, permite mostrar que las cuencas de
atraccién asociadas a dos funciones de iteracion escaladas son esencialmente las
mismas, modificadas por un cambio afin de coordenadas.

La influencia del escalado en diversos procesos iterativos ha sido un tema am-
pliamente tratado por otros autores, véase [2], [7], [8], [9] y [10]. De forma resumida
podemos decir que algunos procesos iterativos como el método de Newton, el méto-
do de Halley o el método del punto medio, admiten un escalado, mientras que otros
no, como por ejemplo los métodos de Stirling y Steffensen, véase [123].

Para estudiar la dindmica del método de Chebyshev aplicado a diferentes po-
linomios, vamos a utilizar el siguiente teorema que va a simplificar considerable-
mente el estudio. Las conjugaciones topoldgicas juegan un papel muy importante
para enterder el comportamiento de clases de funciones, desde el punto de vista
de los sistemas dindmicos en el sentido siguiente.

Teorema 2.1. (Teorema de escalado para el método de Chebyshev) Sea f(x) una
funcion f : R — R y sea T(x) = ax + 5, con a # 0, una aplicacion afin. Si
g(z) = (f o T)(x), entonces T o Cyo T (x) = Cy(x). Es decir que Cy(z) y Cy(x)
son conjugadas por T

Demostracion. Notemos que

Como sabemos que

goT H(z)=f(z) y (90T '(z)) = 59/(T_1(96));

entonces



2.2. POLINOMIOS CUADRATICOS 77

De forma anéloga, se sigue que
J"(T7(2)) = a*f"(x).

COHIO consecuencia
g(T-'(x)) _ 1 f(x)
(T 1(w@) o fa)
Ly(T™\(2)) = Ly(x).

(
Sustituyendo ahora en Cy(T!(x)), obtenemos lo siguiente

ToCyoT z) = T(Cy(T ! (x)))

= aCy(T ! (z)) +

= aT™(z) = [L+ §L,(T7(@))] adg= + 8
= aT ™' (z) = (1+ §L4(2) £2 + 8

= o= (1+1L() L2,

Por lo tanto
ToCyoT \(z) = Cyla),

con lo cual concluimos la demostracién O

El teorema de escalado es también valido para cualquier constante no
nula ¢, tal que g(x) = c(f o T)(z).

La aplicacién del teorema de escalado a distintos procesos iterativos es una
técnica habitual en el estudio dindmico de dichos procesos, como puede verse en

[5], [6], [69].

2.2. Polinomios cuadraticos

El teorema de escalado, presentado anteriormente permite hacer cambios de
coordenadas adecuados, para reducir el estudio de la dindmica de la funcién de
iteracion C(z), haciendo que pasemos de estudiar las familias especificas de ite-
racion a estudiar funciones simples. Ejemplo de esto, es lo laborioso que resultaria
estudiar cada polinomio de la familia f(x) = ax?+ bz + ¢, con a # 0. Sin embargo,
una transformacién afin reduce la ardua labor a uno de los tres siguientes casos:
filz) = 22, fo(x) = 22 — 1 o f3(x) = 2? + 1, donde se tiene que f(z) = 0 tiene
una raiz doble, dos raices distintas o ninguna raiz real, respectivamente, véase [6]

y [69].
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Figura 2.1: Galeria I. En a), ¢) y e), se muestran las graficas de los polinomios
cuadraticos estudiados y en b), d) y f), las gréficas de sus respectivas funciones

racionales.
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2.2.1. Caso fi(z) = 2°

En las imégenes a) y b), Figura 2.1 Galerfa I, mostramos la representacién
grafica de la funcién f;(z) junta a su correspondiente funcién racional, es decir

3
Cpy (@) = Sa.
8
Esta funcién es una contraccion lineal. Por lo tanto, su dindmica es trivial,
el dnico punto fijo que contiene es z = 0, el cual es un atractor, pero no es

superatractor.

2.2.2. Caso fy(z)=2*—-1

Para fy(r) = 22 — 1, cuya funcién de iteracién es

3zt + 622 — 1
Cr,(z) = T
podemos ver la grafica de fo(z) en la imagen c) de la Figura 2.1, Galeria I, tenemos
que los puntos fijos de Cp,(z) son z* = 1y ™ = —1, raices de fo(z), los cua-
les son superatractores. Ademds, aparecen otros dos puntos fijos extranos, como
ilustramos en la imagen d) Figura 2.1, Galeria I:

Como

1
o (+—) =6,
f2( JB)

ambos puntos fijos extrafios de C,(z) son repulsores. Notemos que Cl,(x) tiene
una asintota oblicua en y = gx. Como

3(x? —1)2
8t

Clw) =

esto implica que C',(x) es creciente en (—00,0) y en (0, 00).

Nuestro objetivo ahora es estudiar la convergencia global de C',(z). Para ello,
vamos a caracterizar los puntos de no convergencia a las raices. Consideramos las
siguientes biyecciones:

> 0,

Cp, o (0,00) —R
R R
Cp, 0 (—00,0) — R

x — C,(z),



80 CAPITULO 2. DINAMICA REAL DEL METODO DE CHEBYSHEV

y sus correspondientes inversas,

go: R +—(0,00)
g1: R +—— (—00,0)

Sea 8 = x*T el punto fijo repulsor positivo. Definimos

Bo = 90(5),
B = 91(5)-

Notemos que 5y = B pero 8; < 0. De hecho, se tiene que #; = —0.36081.
Definimos ahora

ﬁo,o = 90(90(5))
=p
= 0.447214.
50,1 = 90(91 (5))
= (0.366149.
51,0 =0 (go(ﬂ))
= —0.36081.
fri = g1(g1(8))
= —0.433866.

Y asi sucesivamente construimos una sucesiéon de puntos

5&71...1% = giﬂl c -ga:n (ﬁ)?

donde x; € {0,1} parai=1,2,...,n.

Identificando cada punto f3,,. ., con su subindice z;...x,, tenemos un con-
junto infinito no numerable de preimagenes del punto fijo repulsor 3, tantos como
sucesiones de la forma

S = {(xi)ieN;xi € {0, 1}}
Notemos que existe una aplicacién suprayectiva entre S y el intervalo [0, 1], pues
todo punto x € [0, 1] se puede escribir como nimero binario de la forma

(Oxlxn)z

Ademas, esta representacién no es tinica pues, por ejemplo % = (0.1)4, pero también
2 = (0.0111...)s. En definitiva, hemos probado la existencia de un conjunto no
numerable de tipo Cantor de puntos de no convergencia a las raices. Dicho conjunto
forma parte del conjunto de Julia asociado a C/,(z). Ademsds, en el conjunto de
Julia de C/, () estan también los 2-ciclos repulsores y el resto de n-ciclos repulsores,
asi como las preimagenes del polo z = 0.
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2.2.3. Caso f3(z) =2 +1

Las raices de la ecuacién f3(x) son: x = +i, es decir que no existen raices reales,
como puede observarse en las imédgenes e) y f) Figura 2.1, Galeria I. A pesar de que
f3(z) no tiene raices reales, como es el caso de estudio del presente capitulo, sin
embargo nos interesa estudiar como es el comportamiento dinamico del método de
Chebyshev con este tipo de polinomios. En este caso, la funcién racional obtenida
es
Col2) — 3zt — 6% — 1

f3 (‘T) - T?
como puede observarse, no tiene puntos fijos reales, ni tampoco puntos criticos, ni
puntos de inflexion, ya que

, 3(z* +1)2

Cf,(x) es una funcién creciente en (—00,0) y en (0, 00), con una asintota vertical
en x = 0 y una asintota oblicua en y = %.

A continuacién estudiamos la funcién de iteraciéon C',(x) en busca de 2-ciclos
y 3-ciclos, luego damos la caracterizacion de los mismos. Sabemos que

(1+2%)(1 + 52?)(—1 — 622 + 112%)(3 + 362% + 1542* — 1082° + 272%)
6423(—1 — 622 + 3z4)3

Ch(x)—z=—

Asi, el analisis de C’?g (x) nos revela que aparecen 3 asintotas verticales en z = 0,
T = 81, T = S9, donde s5 = —s1 = 1.46789. En concreto, son las raices reales de

32t — 622 —1=0.

Ademads aparece un 2-ciclo repulsor de la forma {¢;, ¢}, donde

I3 4 2/5
=y = +1—1\/_ ~ 0.824188,

son las raices reales de
11z — 622 —1 = 0.

El polinomio 2728 — 1082% + 1542* + 3622 + 3, que también aparece en la expresién
C’?B (x) no tiene raices reales y, por tanto, no aporta 2-ciclos nuevos.
También aparece un 3-ciclo repulsor de la forma

{—0.413775, 3.4219, 1.06091}.

En general, el nimero de asintotas de C7 (z) va aumentando con n, lo que
justifica la existencia de soluciones para C7, (x) = z, esto es, n-ciclos. Ademads, hay
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ciclos repulsores de todas las longitudes que, junto con sus preimagenes también
formarian parte del conjunto de Julia.
Por 1ltimo, notemos que el polo x = 0 tiene 2 preimagenes que son las solucio-
nes de
3z — 62° — 1 =0.

El nimero de preiméagenes del polo va duplicandose, como puede verse en el Cuadro
2.1. En este caso, todos los puntos de la recta real formarian parte del conjunto
de Julia.

2.3. Polinomios cubicos

En esta seccién vamos estudiar los polinomios cibicos f(x) = az3+bx*+cx +d.
Para simplificar el trabajo, hacemos un cambio de coordenadas afin 7(z) = az+f,
de esta manera, el polinomio f(x) se reduce a uno de los tipos de polinomios simples
siguientes: fo(z) = 23, fi () = 23+x, f_(z) = 2> — 2 0 a un miembro de la familia
uniparamétrica de polinomios ctibicos dada por f,(z) = 2 +~yx+1, véase [2]. A su
vez, el estudio del método de Chebyshev aplicado a los polinomios f,(x) se divide
en cinco casos, dependiendo del niimero de raices reales de f,(z) y del nimero de
asintotas de C, ().

Obsérvese que f,(z) tiene una tnica raiz real simple si v > v*, una raiz doble
y una simple si v = v* y tres raices reales simples si v < 7*, véase las imagenes de
la Figura 2.3, donde

2

V= ~ —1.88988. (2.5)
2.3.1. Caso f,(z) =2

La funcién racional correspondiente a la iteracién de Chebyshev para el poli-
nomio f,(x) estd dada por la expresion:

5
Cre(z) = g%

Esta funcién es una contraccién lineal, como se puede contrastar entre la grafica

de fo(x), en la imagen a) y la grafica de Cro(z) en la imédgen b) de la Figura 2.2,
Galerfa II. Es importante destacar respecto a Cre(z) lo siguiente:

1) No existe asintota vertical.

2) Hay una asintota oblicua en y = %"“.



2.3. POLINOMIOS CUBICOS

Cuadro 2.1: Preimdgenes P, = C'."(0) del polo x = 0.

83

n 0 1 2 3 4
31.62860
11.83702
—0.24193
4.37545
—2.01691
—0.36925
1.09521
1.46789
—6.94283
—2.49516
0.48166
—0.62706
3.11248
0.92207
—0.78398
P, 0
0.78398
—0.92207
—3.11248
0.62706
—0.48166
2.49516
6.94283
—1.46789
—1.09521
0.36925
2.01691
—4.37545
0.24193
—11.83702

—31.62860




CAPITULO 2. DINAMICA REAL DEL METODO DE CHEBYSHEV

84
ar / ar
[ /
I /
’."
! f,.f it P
/ , /
1 // 1 / L 1
2 =i — 1 2 Fi i //' 1 2
7
/ >
/ ///
/ -
/ 1 | 1
/ :
! -2t -2t
a) fo(x) = a3 b) Cre(z) = 5T
i _,’j 010 i f
/ /
, g -\\\ 0.005 /
N /
bt 70|.: = \ o.lz [ o4
\\

1r /
1
-04 / J
{ _.!"‘..
_ooos b \\_ S

=0.010"
23 (15244622 —1)
(322+41)3

[

- f/ 7
d) Cy, (x) =

i
152% —622—1)
(3z2—-1)3

£) O (x) = =

Figura 2.2: Galerfa II. Las imédgenes a), ¢) y e) muestran las gréficas de tres poli-
nomios cubicos estudiados, mientras que en b), d) y f) mostramos las gréficas de

sus respectivas funciones racionales.
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/ -1f / / af
i /

af / / af

Figura 2.3: Representacién del polinomio f,(x) para los casos v > 7*, v ="y
v < v, respectivamente. Notemos que 7v* estd definida como en (2.5).

3) La raiz x = 0 es un punto fijo atractor.
4) No existen puntos fijos extrafios.

5) C}.(x) no tiene puntos criticos libres.

Por lo tanto, su dindmica es trivial, el iinico punto fijo existente es x = 0, el cual
es un atractor, pero no es superatractor.

2.3.2. Caso f (z)=2+x

En este caso fi(x) tiene una sola raiz real en x = 0, véase la imagen c¢) de
la Figura 2.2, Galeria II. Ademds, podemos observar en la imagen d), aspectos
importantes respecto a la funcién racional

—2% + 62° + 1527
(143223 7

Cf+ (l‘) =
COmo son:

No existe asintota vertical.

)

) Hay una asintota oblicua en y = 2£.

3) La raiz x = 0 es un punto fijo superatractor.
)

No existen puntos fijos extrafos. Las soluciones de Cy, () = « son: x = 0,
la tnica raiz real de f,(z), y las raices del polinomio 12z* + 9z% + 1, que no
tiene raices reales.

5) Cy, (x) tiene dos puntos criticos libres. Como

o Bfu@P(1se - 1)
Of+(x) - (322 + 1) )
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Cuadro 2.2: Listado de las preimégenes ¢, del 0.
- 4n

0.355807

1.06575

2.1755

4.0607

7.38996

Ot = W N =

ademéds de x = 0 (raiz de fy(x)), aparecen los puntos criticos

1 1
— Y = —.
V15 V15
Estos puntos criticos representan un maximo y un minimo relativos, res-

pectivamente, como podemos observar en la imagen d) Figura 2.2, Galeria
I1.

C1 = —

En este caso, las orbitas de los puntos criticos convergen a 0. Ademads, mediante
experimentos numéricos hemos comprobado que las érbitas de cualquier xy € R
van a parar al cero. Ahora, estudiemos este comportamiento con mas detalles.
Como CYy, (z) presenta una simetria respecto al origen, basta con que estudiemos
las orbitas de xy > 0. Asi, sean ¢, las preimégenes positivas de 0, véase el Cuadro
2.2. Es decir

n+1 = Cf__,_l (Qn)y

o equivalentemente
Gn = f;n(o)

Si resulta que zg € (¢n, qus1), entonces z1 € (gn_1, ¢n) ¥ consecuentemente x,, €
(0, ¢1). Entonces, a partir de aqui, comienza una sucesién que converge a 0 de
forma alternada

To>T1 > Tg > >Tp > —Tpyl > Tpt2 > —Tpy3 -,

con |x,| — 0, cuando n — oo. Este comportamiento obedece al caracter super-
atractor del 0.

2.3.3. Caso f (z)=2°—1

Hemos llegado a un punto interesante del estudio, debido principalmente a que
nos encontramos de frente con el polinomio f_(x), que tiene tres raices reales,
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véase la imagen e) de la Figura 2.2, Galerfa II, las cuales son: z = =1, x =0y
x = 1. Ademds, la funcién de iteracion correspondiente a f_(x) es

—x3 — 6x° + 1527
Cr (z) =

B (322 —1)3 (26)

Como se trata del método de Chebyshev en la recta real, manos a la obra. De
la funcién racional (2.6), véase la imagen f) de la Figura 2.2, Galeria II, se observa
lo siguiente:

1) Hay d(?S asintotas verticales de Cy_(z) en los puntos a; = —\/Lg y ags = \/Lg
Ademas
Iim Cy (z) =400, i=1,2,

T—a;

llm+ Cr () =—o00, 1=1,2

CE—)(li

5z
o

2) Hay una asintota oblicua en y =

3) Las raices de f_(z) son puntos fijos superatractores de C'y_(x).

4) Ademads aparecen cuatro puntos fijos extranos +p; y +ps, con
p1 = 0.368298, p2 = 0.783809.

Partiendo de los puntos fijos extratios, hemos encontrado que |C} (£p;)| > 1,
i =1, 2. Por lo tanto los puntos fijos extrafos de Cy_ (z) son repulsores.

5) De la evaluacién de

Ch_(x) = 2L %Lf%j 1),

se tiene que no hay puntos criticos libres.

En este punto, estamos interesados en saber hacia cudl de las raices hay conver-
gencia en cada uno de los intervalos abiertos en que la recta real queda subdividida,
como puede apreciarse en la imagen f) Figura 2.2, Galeria II. Como C}_(x) es una
funcion simétrica respecto al origen, estudiamos solo las érbitas de xq > 0.

El semieje real positivo queda dividido en ocho intervalos cuyos extremos tienen
una clara interpretacién dindmica, véase la Figura 2.4. En concreto, 0, p1, po v 1
son los puntos fijos no negativos de C;_(z), as es la asintota positiva, gy = C;_l (0)
es el punto de corte de la grafica de C;_(x) con OX y p; es una preimagen positiva
del punto fijo extrano p;. Se plantean por tanto las siguientes situaciones:
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as ~ 0.57
[ Dy~ 0.78
1
0 T ‘ 1
1~ 0.36 By~ 0.74

Figura 2.4: Subintervalos en los que queda dividido el segmento de la recta real
(0, 00) para el estudio de Cy_(x).

1) Sixzg > 1, entonces xg > xy > -++ > T, > Tpyy > -+ > 1, por tanto, z,, — 1.

2) Sixg € (p2,1), entonces g < 1 < - < Ty < Tpyp < --- < 1, por tanto,
x, — 1.

3) Sixg € (0,p1), entonces g > xq >+ > Ty > Tpyq > -+ > 0, por tanto,
x, — 0.

4) Si xg € (Pa,az), con Py = Cf_f (p2) =~ 0.40401, en algin momento x,, > ps y
entonces volvemos a los casos 1) o 2).

5) Si zg € (qo,P1), se tiene que z,, — 0.

6) Finalmente, en los intervalos (p1,p2) v (a2, qo), entonces =, — 1 la sucesién
x, puede ir a 0, 1 o —1. Este hecho puede verse en el Cuadro 2.3.

Como habiamos planteado a principio de la Seccién 2.3, el estudio de la familia
de polinomios dada por f,(x) = 2* + y& + 1 se subdivide en cinco casos, las
siguientes subsecciones estan dedicadas, de manera particular, a cada uno de ellos.

2.3.4. Caso f(z)=2"+~vx+1 con v >0

Siy > 0, entonces f(z) = 3z%+7. Asi f,(x) es una funcién continua y creciente
para todo x en R. Luego existe una sola raiz real * que es negativa. Ademas, como
f/(z) = 6z, entonces x = 0 es un punto de inflexién de f,(r), como puede verse
en la imagen a) Figura 2.5, Galeria III. A continuacién detallamos los resultados
del estudio de f,(x), cuando v > 0.

1) La funcién de iteracién correspondiente es:

—7? = 3x — 12vy2? — y%2% — 152* + 6y2° + 1527
Cp (x) = 7y T yxre — v x x® + 0yx’ + 1ox . (2.7)
! (322 +7)°
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Figura 2.5: Galerfa III. Las imdgenes a), ¢) y e) muestran las graficas de f,(z)
para tres valores concretos de 7, tomando en cuenta v > 0, vy =0y v € (v*,0),
respectivamente. También, en las imagenes b), d) y f), acompana a cada polinomio
su funciéon racional correspondiente para el mismo valor de ~.
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e) Cr (Cp (z)) =2

-3F |II

L { |
|
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£) Cr,(Cr, (Cp,(2)) =z

Figura 2.6: Galeria IV. Las imdgenes a) y c¢) muestran las graficas de f,(z) para
valores concretos de 7, tomando en cuenta v = v* y v < v*, respectivamente. Fn las
imagenes b) y d), acompafia a cada polinomio su funcién racional correspondiente
para el mismo valor de 7. Ademas, en la figura e) se muestra la aparicién de 2-ciclos
y en la imagen f) mostramos los 3-ciclos, ambos para Cy. (), con v = 0.
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Cuadro 2.3: Limite de las érbitas de Cy (x) para diferentes puntos de partida
o € (az, qo)-

o x* To ¥ To x* To ¥
0.3693 1 0.3873 1] 0.70564 —1 0.71014 -1
0.3713 —1 0.3893 11 0.70614 —1 0.71064 -1
0.3733 1 0.3913 —1 | 0.70664 0 071114 -1
0.3753 1 03933 —1| 0.70714 1 071164 -1
0.3773 1 0.3953 —1 | 0.70764 1 071214 -1
0.3793 1 03973 —1 | 0.70814 1 071264 -1
0.3813 1 0.3993 —1 | 0.70864 1 071314 -1
0.3833 1 0.4013 0] 0.70914 1 071364 -1
0.3853 1 04033 —1 | 0.70964 1 071414 -1

Notemos que no existen asintotas verticales.

S5z

2) Sin embargo, (2.7) tiene una asintota oblicua en y = 7.

3) Como se tiene que

, B 3f(2)?(1522% — 7)
Cp (x) = B2+t

entonces los tinicos puntos criticos libres son:

T = +4/—.
15

Para encontrar los puntos fijos extranos, resolvemos la ecuaciéon Cy. (z) = z, o
equivalentemente
[y (x)(122* + 9y2? + 3z + ?)
(322 +7)°

Por lo tanto, los puntos fijos extrafos, si existen, son solucién de la ecuacién

=0.

vy(z) = 122" + 9y2® + 32 ++* =0 (2.8)

En el rango de pardmetros que estamos considerando, v > 0, tenemos que v, (z)
tiene raices reales si y solo si

0< ~ 0.60654.

3
<
7= V121
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Ademés, siy € (0.595937,0.60654) podemos encontrar puntos fijos extrafios atrac-
tores, como se muestra en la Figura 2.7. Para

15
TP

el punto fijo obtenido tiene cardcter superatractor.
Como (Y (x) tiene puntos criticos, una técnica para encontrar posibles ciclos
atractores es resolver en ~y las ecuaciones

n ()2
wa< 15)_ 15’ (29)

no(_ ) L
Ofw( 15) 3 (2.10)

Asi, por ejemplo, para n = 2 no se obtienen 2-ciclos a partir de la ecuacién (2.9). Sin
embargo, se obtienen 2-ciclos a partir de la ecuacién (2.10). Experimentalmente,
hemos obtenido dos de ellos.

~ 0.603221,

» v = 0.4436856427550957: {—0.171986, 0.987388}, con multiplicador asociado
—1.69142 x 1071,

= v = 0.5938624562281627: {—0.198974, —0.165558}, con multiplicador aso-
ciado 1.87549 x 10712,

Ademas,de forma experimental si n = 3 obtenemos tres 3-ciclos.

= v = 0.383221: {2.11513,0.991967, —0.159838}, con multiplicador asociado
—2.95171.

» v = 0.439536: {1.04564, —0.0670879, —0.17118}, con multiplicador asociado
12.9828.

= v = 0.450452: {0.897058, —0.362535, —0.173292}, con multiplicador asociado
—4.66866 x 1077,

2.3.5. Caso f.(z)=2>+~vx+1 con 7 =0

Si v = 0, entonces la funcién de iteracién correspondiente a f.(z) es

58 — b’ — 1
975 ’

Cy, (x) =
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Figura 2.7: A la izquierda grafica de la curva implicita v, (z) = 0 definida en

(2.8) para x € (—0.8,0.2), y v € (0,0.66). A la derecha porcién de dicha curva
donde se encuentran los puntos fijos atractores: son puntos de la curva amarilla,
comprendidos entre los puntos (—0.224,0.606) y (—0.181,0.595) del plano (z, 7).

véase la imagen de f,(z) acompanada de su correspondiente funcién de iteraciéon
en las imdgenes c) y d) de la Figura 2.5, Galeria III. A continuacién detallamos

los resultados del estudio de f,(z). Cuando v = 0, observamos las caracteristicas
siguientes:

1) Como novedad aparece una asintota vertical en x = 0.

2) Se mantiene la asintota oblicua en y = %x.

3) Las derivadas de C, () son

5 2
o) = s

Ch () = 05D

Por lo tanto, Cy (x) es creciente en (—00,0) y en (0, +00), tiene punto de
inflexién en x = 1 y cambia su convexidad en x = 0.

4) Cf (x) corta al eje y = 0 en los puntos

/5 3v5
pi={ —mf ~ —0.554856,
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5435
Py =4 +1—0\/_z1.05397.

5) Puntos fijos de Cy (z): Ademds de x = —1, la raiz de f,(z), estd el punto
fijo extrano:

-1
= — ~ —0.629961,
Dbo \‘?’/Z

y como 0}7 (po) = 5, entonces py es un punto fijo repulsor.

6) Los tinicos puntos criticos de Oy, () son las raices de f,(z). Luego no existen
puntos criticos libres.

7) Para la busqueda de 2-ciclos, tenemos que la grafica de C]%W(x) tiene tres
asintotas verticales, coincidiendo estas con las raices de Cy. (x), es decir z = 0,

T=p1yT=Dp2.

Las soluciones de Cy (Cy (x)) = x, son, ademds de v = —1 y x = py, las
siguientes: © = ¢; = —0.507539 y = ¢ = 0.860554. Asi, {c1, o} es un
2-ciclo repulsor de Cf, (x) con multiplicador asociado

0}7(01) : 0}7(02) = 90.0574,
véase la imagen e) de la Figura 2.6, Galeria V.

8) Para obtener los 3-ciclos: Cy. (Cy, (Cy (x))) = x, hay que encontrar las raices
de un polinomio de grado 198, véase el 3-ciclo en la imagen f) Figura 2.6,
Galeria V.

El nimero de asintotas de C}‘7 () va aumentando, ya que a z =0, x = p; y
x = po hay que anadir las cuatro raices reales del polinomio de grado 36 que
aparece como factor en el numerador de C']ch (x).

Aunque el calculo de n-ciclos es un problema complicado, podemos establecer
un resultado general que caracteriza el cardcter atractor o repulsor de los mismos.

Teorema 2.2. No existen ciclos superatractores para Cf, (x), con vy =0.

Demostracion. Supongamos que {C1,---,Cy,} es un n-ciclo de Cy (), es decir

Ok+1 :Cfv((]k), kZl, 2,,...,71—1,
C(Cy) =Ch.
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Si este ciclo fuese superatractor, tendriamos que

B\" f(C1)?- - f(Cn)?
0=y (@ = (3) HOEEE
y por lo tanto C; deberia ser raiz de f,(x), es decir C; = —1. Como —1 es un punto
fijo, no puede formar parte de ningun ciclo. En consecuencia la igualdad anterior
no puede ser cierta. m
Nota: Como )
5/5(x)
C}’Y (I’) - Qg6

la funcién de iteracién C, () es contractiva, es decir que 0 < C} (z) < 1, siy solo

siz < —[V5/(3+V5)]Y? ~ —0.7530 0 = > [V/5/(3 — V/5)]"/? ~ 1.4304.

2.3.6. Caso f,(z) =2"+~yx+1 con v € (v*,0)
En este caso f,(x) es de la forma de la imagen e) Figura 2.5, Galerfa III, y la
funcién racional correspondiente es
B 1527 + 6ya® — 152* — 23 — 12722 — 32 — o2
N (322 +7)? '

wa (I)

Este estudio arroja los datos siguientes:

1) La funcién f,(z) tiene una sola raiz real z*.

2) El polinomio f,(z) tiene un méaximo en

I !
1 3 )
y un minimo en
S
3
3) En consecuencia, C}. (x) tiene dos asintotas verticales en r = —a; y & = ay,
es decir, la tnica asintota vertical del caso v = 0 se ha desdoblado en dos

asintotas.

4) Se mantiene la asintota oblicua en y = %”.
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5) Por otra parte, se tiene que

_ 34,1502 =)

wa (m) (3m2 + 7)4 )

y como C% (z) > 0 para todo R, luego C, (z) es creciente en (—oo, —ay), en
(—ay,a1) y en (ay,+00), pero no en R.

6) Si v — 0, a; y —ay tienden a juntarse en una unica asintota en z = 0 y
ademas, el punto de corte con el eje OY esta cada vez mas alto.

7) Los puntos fijos extranos que aparecen son las soluciones de (2.8).

8) Para v € (v*,0), hay solo dos soluciones de (2.8), una entre z* y —ay, y la
otra entre —a; y 0.

9) Hemos comprobado que todos los puntos fijos extranios son repulsores.

10) Experimentos numéricos prueban que hay convergencia a la raiz para zy €
R — M, siendo M la unién de las preimagenes de los puntos fijos extranos,
las preimégenes de las asintotas y las preimagenes de los ciclos repulsores.

Queremos resaltar que aparecen varios 2-ciclos, sin embargo todos son repul-
sores. Por ejemplo, si v = —1.8 aparecen tres 2-ciclos: {—1.093401, —0.436226},
{—1.042428,0.818439} y {0.616916,0.906139}, con multiplicador asociado 284.152,
3772.26 y 5.1807, respectivamente.

2.3.7. Caso f,(z)=2"+~yz+1 con 7 =+*

En esta seccién denotamos f.(z) y C.(z) al polinomio f,(x) y su funcién de
iteracion Cy, (v) para *. Para simplificar las notaciones que aparecen en nuestro
estudio, introducimos la notacion

a= 2. (2.11)

Este caso representa una singularidad en nuestro estudio. Por una parte, el
polinomio f,(z) mantiene una tnica raiz real simple, z = —a® &~ —1.5874, pero
aparece una raiz doble, x = 1/a &~ 0.7937, es decir

fo(@) = (v +a®) (2 — 1/a)?.

véase imagen a) de la Figura 2.6, Galeria IV. Por otra parte, una de las asintotas
de la funcién de iteracién Cf,(x) desaparece, al cancelarse con la nueva raiz de
f«(z). En concreto, la expresién de la funcién de iteracion, en este caso es
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102 + 156223 + 24ax? + 22 3a?
C*(x): x* + loa“x” + 24ax” + 22z + a7 (2'12)
9(ax +1)3

con a definido en (2.11), véase la imagen b) de la Figura 2.6, Galeria IV.
Listamos a continuacién las principales propiedades de C,(x):

1)
2)
3)

C,(x) tiene una unica asintota vertical en x = —1/a &~ —0.7937.

C.(z) tiene una asintota oblicua en 5.

2

C!(—a?) = 0, luego la rafz simple = —a? es un punto fijo superatractor.

Como . 3
cl=)==
entonces = 1/a es atractor.
Para obtener los puntos fijos hay que resolver C,(z) = z, es decir,
fo(x)(2ax + a® — 1)(6az + 5a® — 1)

Cule) —a = (3ax + 2a% — 1)3 =0

De aqui, obtenemos los puntos fijos extranos:

1—ab 1— 5a3
¢~ —0.39685, x— ¢
2a a

La derivada de Cy(z) es

~ —1.99055.

Tr =

a*(z + a*)?(ba’z?* + 1)
9(az + 1)

Clx) =

Por tanto, el inico punto critico es la rafz simple z = —a?. Ademds, C’(z) > 0
para todo = € R, luego C,(z) es una funcién creciente en (—oo,—1/a) y en
(—1/a,+0o0).

La derivada segunda de C,(z) es

2a*(x + a*)(3az — 1)
3(ax + 1)°

Cl(x) =

Por lo tanto, C, () tiene puntos de inflexién en la raiz simple z = —a® y en
T = 3= ~ 0.2645.

a
Por 1ltimo, destacamos la apariciéon de un 2-ciclo repulsor en

{—0.4532, —1.1146},

con multiplicador asociado 282.279.
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2.3.8. Caso f,(z)=2>+~yz+1 con vy < v*

Este apartado tiene la particularidad de que bajo esta condicién, el polinomio
considerado f,(z) = a® + v + 1, tiene tres raices reales y distintas, esto puede
verse en la imagen c¢) Figura 2.6, Galeria IV. Ocurre que la raiz doble del caso
~v = ~* se ha bifurcado en dos raices simples. Ademas, la funcién de iteracién dada
por la expresiéon

1527 + 6y2® — 152" — 4%2® — 12y2® — 3z — +°

Cr,(z) = ErEEE :

vuelve a tener dos asintotas, como puede verse en la imagen d) de la Figura 2.6,
Galeria IV. Otras propiedades de C. () son:

1) El polinomio f,(z) tiene un méximo en

I
1 3 )
y un minimo en
"
1 3
2) Ademas, C'y (z) tiene dos asintotas verticales en z = —a; y v = a;.

3) Se mantiene la asintota oblicua en y = %””.

4) Por otra parte, se tiene que

, _ 3fy(x)*(152% — )
Cfv(z) o (3x2 +’y)4 ’

y como C} (z) > 0 para todo R, luego C, (x) es creciente en

(U DUGE )

Llegados a este punto, estamos en condiciones de estudiar el polinomio
v, (z) = 122" + 9y2® + 32 + 72,

ya definido en (2.8), que aparece en el cémputo de los puntos fijos extranos de
Cy, (z). Si bien hasta ahora habfamos limitado su estudio a valores de v > 0 o
v > v*, planteamos ahora su estudio més general.
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Figura 2.8: Galeria V. En la imagen a) podemos observar las dos soluciones reales
de la curva (2.8) para v € (v*,3/(v/121) ~ (—1.88, 0.66). La imagen b) muestra
la aparicion de una curva parabdlica que aporta dos nuevas soluciones a la funcién
(2.8). En la imagen c¢) mostramos el Amor materno en las matemaéticas, si obser-
vamos un poco, esta curva asemeja una madre que despide o recibe su hijo con un
beso en la frente, a la vez que representa las tres soluciones de (2.8). Finalmente,
en la imagen d) se muestra la regién donde aparecen los puntos fijos extranos.
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Obtenemos los puntos fijos al resolver la expresion

[y (x)(122* + 9y2? + 3z + 9?)

=0.
(3224 7)3

r=Cp (r) =

Sin embargo, como puede observarse, los puntos fijos extranos se obtienen resol-
viendo v(x) en z, esto es, una ecuacién de grado 4. En concreto, se tiene:

1) Si
3

7T

la ecuacién (2.8) tiene una tnica solucién en

~ 0.606,

~ —0.224822.

2v/11

2) Si

3
€7, —— ) ~ (—1.88,0.606),
g (v 5’/@) ( )
entonces la ecuacion (2.8) tiene dos soluciones en z, como se muestra en la
imagen a) de la Figura 2.8, Galerfa V. Notemos que si v = 0 una de las
soluciones es x = 0.

3) Siy=~9*~ —1.88, entonces la funcién (2.8) tiene tres soluciones.

4) Si vy < v* =~ —1.88, aparece una nueva rama parabdlica para la ecuacién
(2.8) que aporta dos soluciones més, véase la imagen b) de la Figura 2.8,
Galeria V. En este caso, v(x) tiene 4 soluciones distintas.

Para saber si los puntos fijos extranos son atractores, como C’}7 (x) > 0 para
todo x y para v < 0, calculamos cuando C’}7 () = 1. La curva solucién de esta
ecuacion se muestra en la imagen c) de la Figura 2.8, Galeria V. En la imagen d) se
aprecia que las curvas v(z) y ) (x) = 1 solo se cortan cuando x = 0.793 y v = v*,
cuando z = 0y v = 0 o cuando x = —0.224 y v = 0.606. Sin embargo, para valores
negativos del parametro 7, todos los puntos fijos extranos estan en el interior de
la region donde 0}7 (z) > 1, luego son todos repulsores. En efecto, no hay ninguna
solucién en el rango de v adecuado. Por lo tanto, los tnicos puntos fijos extranos
que tienen caracter atractor son los correspondientes a valores positivos de 7, es
decir v € (0, 0.606), tal y como se puso de manifiesto en la Seccién 2.3.4.
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2.3.9. Diagramas de bifurcacién

Consideramos imposible cerrar este capitulo sin dejar en evidencia la belleza
poética que encierra el estudio de la dindmica de métodos iterativos, y en especial
el método de Chebyshev, ademés de su paralelismo con las formas en la naturaleza
en general. Una manera elegantemente poética de describir una bifurcaciéon, como
lo describe Carlos E. Puente en [137], es:

Existe un orden en el camino al desorden para la ruta al caos mediante
bifurcaciones, pues cualquier curva unimodal no lineal llana da lugar
a una raiz, a una rama, o incluso a ramas de bifurcaciones, y de una
manera ordenada y entrelazada, a ramas periddicas que conducen al
follaje del caos.

Los diagramas de Feigenbaum (véase las imédgenes de la Figura 2.9, Galeria
VI y la referencia [52]), muestran los puntos a los que converge la érbita de un
punto inicial zy para diferentes valores del parametro . Mostramos a continua-
cién algunos diagramas de Feigenbaum para el método de Chebyshev aplicado al
polinomio

fyla) = a® +yz + 1.

Para un valor inicial concreto, digamos xg ~ 0.9883163848556824 y para 7y €
(0.4432, 0.4475), se obtiene la galeria de imagenes de diagramas de Feigenbaum
que mostramos en la Figura 2.9.
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L L L L L L L
a0 0% 050 v ) o 0.585 0.588 0.590 0.592 D584 0.506 0588 0.600

05874 0.5875 0.5876 0.5877 05878 044320 044325 044330 04433 044340 0.44345 044350 044355

¢) v € (0.5874, 0.58788) d) ~ € (0.4432, 0.44356)

Figura 2.9: Galeria VI. En la imagen a) puede apreciarse el diagrama de Feigen-
baum donde aparecen los n—ciclos del método de Chebyshev aplicado al polinomio
f(x) = 23 + vz + 1. En la imagen b) mostramos una ampliacién de la primera
cascada de bifurcacién de la imagen a). La imagen c¢) es la ampliaciéon que abarca
los 6-ciclos que aparecen en la imagen b). Finalmente en d) hacemos una amplia-
cion de la secuencia de cascadas superpuestas que casi no pueden apreciarse a la
izquierda de la imagen a).



Capitulo 3

Dinamica compleja del método de
Chebyshev

En este capitulo, vamos a considerar el comportamiento dindmico de las su-
cesiones que se originan, cuando se aplica un método numérico para resolver una
ecuacién no lineal f(z) = 0, con z € C. El conjunto de puntos de partida, que
da lugar a sucesiones convergentes a una misma solucién, forman la cuenca de
atraccién de dicha solucién. Para polinomios f definidos en el campo complejo, la
caracterizacion de las cuencas de atraccién genera imagenes fractales de las que
se conoce poco sobre su estructura, véase [126]. Por ejemplo, si consideramos el
método de Newton:

f(zn) n>0

N f'(zn) -

y si ademas son conocidas las raices del polinomio complejo f(z), jse pueden carac-
terizar sus cuencas de atracciéon? Este planteamiento se conoce como el problema
de Cayley, véase la Figura 3.2, quien lo resolvié en 1879, caracterizando las regiones
de convergencia A(z*) = {z € C;z, — z*}, cuando f es un polinomio de segundo
grado. El propio Cayley fracasd, en su intento por caracterizar las cuencas de atrac-
cion de polinomios de tercer grado y grados superiores. Segin sus propias palabras:
«el caso de las ecuaciones cibicas parece que presenta considerables dificultades»
(véase [18], [31], [37] v [84]).

Estamos interesados en estudiar el comportamiento dindmico del método de
Chebyshev, cuya expresion es z,1 = C¢(%,), donde hemos definido

f(zn)
F(z) n > 0. (3.2)

Para el estudio dindmico de la funcién Cy(z) definida en (3.2), serd de utilidad
conocer el siguiente resultado.

Ni(zn) = 2o (3.1)

Ch(zn) = 20 — (1 + %Lf@n))

103



104 CAPITULO 3. DINAMICA COMPLEJA

Lema 3.1. La derivada de C¢(z) es:

ey =5 L0, (33
donde
B f/(z)f///<z)
Lf/(z) - f//(z)2 :

Demostracion. Dada una funcién en general f(z), aplicando el método de Cheby-
shev (3.2) y derivando, obtenemos

FEP(=31"(2) + £1(2)f"(2)) (3.4)
2f(2)* ' '
Reagrupando los términos convenientemente obtenemos

30 = S - JELLERIOIE

Ch(z) = —

podemos escribir esta expresion como

Cy(2) = 3152 = S LV Lp(2),

luego factorizando llegamos a

cyay =1y,

Como queriamos demostrar. O]

No obstante, en este capitulo también usaremos, como procesos iterativos de
referencia, el método de Newton, definido por (3.1) y el método de Halley, definido
por 2,41 = Hy(z,), donde

f(zn) 2
i) === 705 (=) 52)

3.1. Preliminares de dinamica compleja

Antes de comenzar con el estudio del método de Chebyshev propiamente dicho,
vamos a introducir algunos conceptos basicos sobre la iteracién de funciones en el
plano complejo, haciendo especial énfasis en la iteraciéon de funciones racionales.
Ademas, algunas definiciones y resultados, que brindaran la claridad necesaria para
el mejor entendimiento, por parte de los lectores.
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Cuando se usa una funcién de manera iterativa, en realidad buscamos la secuen-
cia de Picard correspondiente. La funciéon f™ es llamada una sucesién de Picard,
en honor a Charles Emile Picard. En este caso, buscamos la secuencia de Picard
de Cy(z) dada por (3.2). Ademés, otro enfoque que hemos querido dar al estudio
dinamico del método de Chebyshev en el plano complejo, es: dado un punto zg € C
se trata de analizar la evolucion de la érbita

orb(z0) = {20, Cy(20), C}(20),...,C(20),- .. },
donde C%(z,) representa la composiciéon de C(z,) consigo misma n veces.

Definicién 3.1. Sea f : C — C una funcion. Se define el iterado n-ésimo f" de
f mediante f° = Id, donde Id es la funcion identidad en C, y f**' = fo f*. En
la expresion previa, f o f" indica una composicion de funcion, que tiene el valor,

fof(z) = f(f"(2))

Definicién 3.2. Sea R : C — C una funcién racional sobre la esfera de Riemann
(C = CU{ox}), es decir, R(z) = 28, donde P(z) y Q(z) son polinomios complejos
sin factores comunes.

El grado de R(z) se define como grad(R) = méax{grad(P),grad(Q)}. En lo

sucesivo consideraremos funciones de grado mayor o igual que dos.

Definicién 3.3. Para z € C definimos su érbita como el conjunto
orb(z) = {2z, R(2), R*(2), ..., R¥(2), ...},
donde R* indica la composicion de R consigo misma k veces, RF =R o---oR.

Definicién 3.4. Se dice que z* € C, es un punto fijo de R(z) si R(z*) = z*.
Un punto periodico de la funcion R de periodo n > 1 es un punto zyp € C
tal que R™(20) = 20 y R?(20) # 20 para 0 < j < n. Obsérvese que si zy €
C es un punto periodico de periodo n > 1, entonces zy es un punto fijo de
R™. La orbita de un punto periddico estd constituida por los n diferentes pun-
tos {z, R(z), R*(2), ..., R"X2)}, vy al conjunto de estos n puntos se le llama
orbita periddica de periodo n (o n-ciclo).

En consecuencia, todos los puntos de una érbita periédica de periodo n son
periddicos de periodo n.

Definicién 3.5. Sea z* € C un punto fijo de una funcion racional R. Se dice que
2" es

i. Superatractor si R'(z*) = 0.

u. Atractor si |R'(2*)] < 1.
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iii. Indiferente si |R'(z*)| = 1.
. Repulsor si |R'(z*)| > 1.
Al valor T = R/(2%), se le llama multiplicador asociado el punto fijo z*.

Definicién 3.6. Un punto periodico de periodo n es superatractor, repulsor o
indiferente, si como punto fijo de R"(z) es respectivamente superatractor, repulsor
o indiferente. El multiplicador asociado a un n-ciclo {2z, 21,...,2n_1} €s

T = (R"Y(20) = R(20)R (21) R ().

Los puntos fijos indiferentes y, en general, los puntos periddicos indiferentes,
se clasifican a su vez en racionalmente indiferentes o irracionalmente indiferentes
dependiendo de si 7" = 1 para algin n € Z — {0} o si 7" # 1 para ningin
n € Z — {0}, respectivamente, donde 7 es el multiplicador asociado al punto fijo
o ciclo indiferente. A su vez, los puntos irracionalmente indiferentes admiten otro
tipo de clasificaciones (puntos de Siegel, puntos de Cremer, etc.) en las que no
vamos a profundizar. Recomendamos al lector interesado las referencias clasicas
de Beardon [18], Carleson y Gamelin [29] o Milnor [94].

Definicién 3.7. Si R es una funcion racional sobre la esfera de Riemann C, el
punto del infinito zo, = o0 es un punto fijo de R, si y solo si z = 0 es un punto

fijo de la funcion
f 1

z S —

R(1/2)

Siguiendo a Beardon [18, p. 41], si R tiene un punto fijo en el infinito, el
multiplicador 7 en el infinito es igual a

7= lim

200 ’R’(z)

En particular, el punto fijo z,, es superatractor si y solo si

lim R'(z) = oc.

Z—00

Ejemplo 3.1.

i. SiR(z) = bz, oo es un punto fijo atractor de R con multiplicador asociado
1/5.

it. SiR(z) = z/2, 0o es un punto fijo repulsor de R con multiplicador asociado
2.
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. Si R(z) = 2%, 0o es un punto fijo superatractor de R.

Definicién 3.8. Sea ¢ un punto fijo atractor de R(z). La cuenca de atraccion de
¢ es el conjunto

B(¢) ={z € C:R"(z) = (},

cuando n — 00. La cuenca inmediata de atraccion de un punto fijo atractor ¢ de
R(z), denotado por B*((), es la componente conezxa de B(() que contiene a (. Si
2o es un punto periédico atractor de periodo n de R(z), la cuenca de atraccion de
la drbita, orb(z) es el conjunto

B(orb(z)) U R]

donde B(zy) es la cuenca de atraccion de zy, que es punto fijo de R"™, y su cuenca
inmediata de atraccion es el conjunto

*(orb(z U RI(B*(z

Definicién 3.9. Sea R : C — C una funcién racional de grado d > 2. Decimos
que R es normal en un punto z € C, si existe un entorno U de z tal que la
secuencia de iterados {R"|y : n € N} es una familia equicontinua de funciones de
U en C, es decir, dados u, v € U ye > 0 existe § > 0 tal que d(u, v) < & implica
d(R™(u), R"(v)) <e V¥neN.

Definicion 3.10. Se define el conjunto de Fatou de una funcion racional R como
F(R) ={z € C: Res normal enz}.
Su complementario es el conjunto de Julia de R(z),
J(R)=C - F(R).

Los conjuntos de Julia y Fatou de una funcién racional, de grado mayor o igual
que dos, verifican las siguientes propiedades, véase [98].

i. El conjunto de Julia, J(R), es no vacio.

ii. Si R(z) tiene un punto periédico atractor zg, de periodo mayor o igual que
uno, 2y € F, y su cuenca de atracciéon B(zp) estd incluida en el conjunto de
Fatou y el conjunto de Julia J(R) = 0B(z), es la frontera topolégica de
B(Zo).
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iii. Los conjunto de Fatou F(R) y de Julia J(R) son totalmente invariantes, es
decir,

R(T(R)) = T (R).
Ademas, para todo n € N se verifica que J(R) = J(R").

iv. El conjunto de Julia J(R), es la clausura del conjunto de los puntos periédi-
cos repulsores de R(z). Y si z € J(R) y U es un entorno de z, entonces
{R™(U)}pen, cubre todo C, excepto a lo sumo dos puntos, véase el teorema
de Montel en la referencia [25]. Por lo tanto, la dindmica cadtica de R(z)
estd contenida en el conjunto de Julia, véase [20] y [21].

La importancia de la siguiente definicién se hara notoria de inmediato, especifi-
camente en la préxima seccién 3.2, véase [18].

Definicién 3.11. Sea R una funcion racional de grado d. Un punto w € C para
el cual la cardinalidad de R~ (w) es menor que d se llama un valor critico de R.
Un punto z € R™ (w) que es una raiz de R(z) — w, con multiplicidad mayor que
1, se llama un punto critico de R.

00 es un punto critico de R, si 0 es un punto critico de 1/(R(1/z)). La mul-
tiplicidad de oo, como punto critico de R, es la multiplicidad del O como punto
critico de 1/(R(1/z)).

z es un punto critico de una funcion holomorfa f si f'(z) = 0.

Por ejemplo la funcién R = 2/(z — 1)? tiene un punto critico en z = —1, para
el que se anula R'(z) = 0. El valor critico asociado a z = —1 es —1/4. Ademés, si
w =00, R™1(w) = 1, por lo que w = oo es otro valor critico, en este caso, asociado
al punto critico z = 1.

Los puntos criticos juegan un papel fundamental en el estudio de la dindmica
de una funcién f. De hecho, son puntos alrededor de los cuales la funcion f no es
un homeomorfismo local. Es decir, si p; es un punto critico de f, ninguna rama de
la funcién inversa de f estd definida en ningin entorno del valor critico f(py).

Pero la importancia de los puntos criticos desde el punto de vista dinamico
radica en el hecho de que la topologia de los conjuntos de Fatou y Julia asociados a
una funcion f esta estrechamente relacionada con las érbitas de los puntos criticos,
como aseguran los teoremas que enunciaremos a continuacion.

Teorema 3.2. (de Fatou y Julia) [18, Tma. 9.3.1] Sea R una aplicacion
ractonal, de grado mayor o iqual que dos, entonces la cuenca de atraccion inmediata
de cada ciclo atractor de R contiene al menos un punto critico de 'R.
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_ R _
C C

M(z) M(2)

C S C

Figura 3.1: Diagrama resultante de una conjugacion topoldgica.

El teorema anterior se extiende al caso de ciclos racionalmente indiferentes,
véase [18, Tma. 9.3.2].

Teorema 3.3. [18, Tma. 9.4.1] Sea R una aplicacion racional de grado d > 2.
Entonces R tiene a lo sumo 2d — 2 puntos criticos. Por lo tanto, como madximo
tiene 2d — 2 orbitas periodicas atractoras o racionalmente indiferentes.

Teorema 3.4. [18, Tma. 5.6.2] El nimero de componentes del conjunto de Fatou
de una aplicacion racional R es 0, 1, 2 o infinito.

Teorema 3.5. [29, Tmas. 2.2 y 2.3] Si las orbitas de los puntos criticos de una
aplicacion racional R son finitas, entonces la medida de Lebesque del conjunto de
Julia de R es cero.

El concepto de conjugacién topoldgica es una herramienta fundamental en el
estudio dinamico de funciones racionales. Para dicho estudio utilizamos transfor-
maciones de tipo Mobius, que son funciones de la forma:

donde a, b, ¢, d son nimeros complejos que verifican ad — bc # 0. Una trans-
formacion de Mobius puede verse en el plano complejo como la composicion de
una proyecciéon estereografica del plano sobre la esfera, seguida de una rotacion o
desplazamiento de la esfera a una nueva localizacion y finalmente una proyecciéon
estereografica, esta vez de la esfera sobre el plano. Resulta mas natural, como vere-
mos en lo adelante, considerar directamente las transformaciones de Mobius como
transformaciones de la esfera de Riemann, es decir, del plano complejo aumentado
con un punto en el infinito.

Definicién 3.12. Dos aplicaciones R,S : C — C, se dicen conjugadas si existe
una transformacion de Mobius M, tal que

SoM(z) =MoR(z),
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donde M(z) = gjis, con ad # be, véase la Figura 3.1.

Si llamamos z,11 = R(2n) v wni1 = S(w,), se tiene que ambas secuencias,
estan muy relacionadas. En efecto, si w,, = M(z,), entonces

SoM(z,) = MoR(z,)
S(wn) = M(Zn—i-l)
Wni1 = M(Zn—l—l)-

El comportamiento de la secuencia {w,} queda determinado por el de la se-
cuencia {z,} y viceversa, es decir z, = M™!(w,). Ademés, los conjuntos de Julia
y Fatou también estén relacionados, de hecho S = M oR oM™, y esto a su vez
implica que F(S) = M(F(R)) y J(S) = M(T(R)).

Partiendo del resultado anterior, la conjugacién de funciones es pieza clave para
entender a fondo el comportamiento dinamico de una funcién de iteracién, ya que:

i. Conserva los puntos fijos (si s es punto fijo de R, entonces M(s) es punto
fijo de S).

ii. Conserva los ciclos periédicos y su cardcter es decir (atractor, superatractor,
repulsor, etc.).

ili. Conserva la cuenca de atraccion.

3.2. El problema de Cayley y el caso de polino-
mios de segundo grado

El clésico problema de Cayley establece que el conjunto de Julia para el método
de Newton aplicado a polinomios cuadraticos tiene una forma particularmente
sencilla: es una linea recta. De forma mas explicita, podemos decir que la funcién
de iteracién N,(z) asociada a p(z) = (2 —a)(z — b), a # b

22 —ab

Mo ==

es conjugada con la aplicacién N(z) = z? mediante la transformada de Mobius
M(z) = (2 —a)/(z =), es decir N(z) = M o N, o M~'(z).
Como el conjunto de Julia asociado con N(z) es

J(N) = §' = {z € ;2| = 1},

se tiene que el conjunto de Julia asociado con N,(z) es una linea recta formada
por los puntos a igual distancia de las raices a y b.
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Desgiderala and Suggestions.
By Proressor CavLEY, Combridge, England.
No. 3.—THE NEWTON-FOURIER IMAGINARY PROBLEM.

Tae Newionian method as completed by Fourier, or say the Newton-
Fourier method, for the solution of a numerical equation by succeszive ap-
proximations, relates to an equatien § (z) = 0, with real coefficients, and
to the determination of & certain real root thereof a by means of an as-
sumed approzimate real value f satisfying prescribed conditiona; we then,

from £, derive n mearer approximate value £, by the formula £, = E—%;
snd thencs, in like manuer, £, &, &, - - . approximating more snd more

nearly to the required root a.

In conpexion herewith, throwing aside the restrictions a8 to realily, we
bave what I call the Newton-Fourier Imaginary Problem, as follows.

Take f (1), a given rational and intogral funetion of u, with real or ima-
ginary coefficients; £, a given real or imagioary value, and from thie derive
£, by the formula &= —ﬁ%, and thence £, &, £i, - - . each from the pre-
¢eding one by the like formula.

A piven imaginary quantity 4 iy may be represented by a point the
coordinates of which are (z, y): the roots of the equation are thus repre.
sented by given points A, B, C..., end the values £, &, & ... by puints
P, B, P.,...the first of which is assnmed at pleasure, and the others each
from the preceding one by the like given peometrical construction. The
problem ia to datermine the regiona of the plane, such that F being taken at
plessurs anywhere within ons region we arrive uitimately at the point 4;
anywhers within rnotlier ¥aglon at the point B ; rod g0 for the several polots
reprezenting the rocts of the equation.

The solution is easy snd elegant In the case ¢f 8 quadrie equation, but
the next succeeding case of the cubic sguation appears to present considsrable

difficulty.

Camuninan, Murch 5, [FTH.

Figura 3.2: En 1879, Cayley publica en el American Journal of Mathematics, un
articulo de una sola pagina titulado The Newton-Fourier imaginary problem [31].
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De forma parecida, véase [84, Tma. 3.2.3], el conjunto de Julia para el método
de Halley aplicado a polinomios cuadraticos es también conjugado con la circun-
ferencia unidad S*. Para ello se prueba que la funcién de iteracién del método de
Halley

23 — 3abz + a®b + ab?

Ho(2) =
»(2) 322 —=3(a+b)z+a®+ab+ b’

es conjugada con la aplicacién H(z) = 2® mediante la transformada de Mdbius
M(z) = (2 —a)/(z =), es decir H(z) = M o H,o M~*(z).

Ahora vamos a estudiar en detalle el comportamiento dindamico del método de
Chebyshev aplicado a polinomios de la forma

p(z) =(z—a)(z—=0b), a,beC, a#hb.
Obtenemos que la funcién de iteracién asociada al método (3.2) es, por tanto,

—ab(a® + 3ab + b*) + 6ab(a + b)z — 6abz? — 2(a + b)2* + 32*
Cp(z) = Ca—b1o:) . (3.6)

La funcién racional C,(z) definida en (3.6), tiene las siguientes caracteristicas:

i. Es una funcién racional de grado 4, dependiente de dos pardametros: las raices
a y b del polinomio.

ii. Tiene 5 puntos fijos, véase el Cuadro 3.1, con las caracteristicas mostradas
en el Cuadro 3.2. Nétese la aparicién de tres puntos fijos extranos (distintos
de las raices de p(z)), aunque en este caso son repulsores.

iii. Teniendo en cuenta (3.2) para el caso p(z) = (z — a)(z — b), se tiene que

C(z) = =Ly(2)* =6

Por lo tanto, las raices de p(z) son puntos criticos de C,(2), (cada una con
multiplicidad 3). Ademads, (a+b)/2 también es un punto critico de multipli-
cidad 3 que proviene de la preimagen del co, véase el estudio posteriormente
realizado para Ss(z), pues resulta mucho mas sencillo.

En lugar de estudiar la funcién de iteraciéon C,(z), resulta mds conveniente
estudiar las correspondientes funciones racionales obtenidas mediante conjugacién
topoldgica con las funciones adecuadas. En concreto, usaremos la transformacién
afin M; definida por

(3.7)
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Cuadro 3.1: Esquema de la ubicacién de los puntos fijos de la funcién de iteraciéon
Cp(z) definida en (3.6). p; y p2 son los puntos fijos extranos.
z=a,z=20

/
Co(z)=2 — z=00
p
5+ V5)a+ (-5
Z2=Pp1= 10 )
(6= vVB)a+ (5+V5)b
Z=PpP2= 10 .

Cuadro 3.2: Caracterizacién de los puntos fijos de la funcién de iteracién C,(z)
definida en (3.6).

Puntos fijos Caréacter Multiplicador asociado
a Superatractor 0
b Superatractor 0
00 Repulsor 8/3
D1 Repulsor 6
D2 Repulsor 6

y la transformacién de Mobius My definida por

M, (2) = ’z:z (3.8)

En lo que sigue vamos a analizar el comportamiento dindmico de las funciones
racionales

Sij(z) =M, 0C,o0 M;l(z) j=12.
Notemos que aunque S; y S, son a su vez conjugadas, el estudio por separado
de ambas funciones de iteracion nos aportara una visiéon diferente y, en ocasiones,
complementaria del comportamiento del método de Chebyshev aplicado a un poli-
nomio cuadrético. A la funcién resultante de la conjugacién topolégica con M (z),
se le suele llamar escalado o escalamiento, mientras que si la conjugacion es con
M (2), suele decirse compactificado.
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Cuadro 3.3: Esquema de la ubicacién de los puntos fijos de la funcién de iteracion
S1(z) definida en (3.9). En rojo, los puntos fijos extranos.
z=1z=-1

32446221
823

/
=2z — 2Z2=00
N\

Estudio de la funcién de iteracién S(z)

Dado p(z) = (2 — a)(z — b), calculamos S;(z) = M o C, o M (z), con lo cual
obtenemos
34622 -1
B 823 '
Notemos que la conjugacién con la aplicacién afin M; introducida en (3.7) tiene
como caracteristica que envia la raiz a al 1 y la raiz b al —1. Por lo tanto, (3.9),
tiene las siguientes caracteristicas:

S1 (Z) (3.9)

i. Es una funcién racional de grado 4 que no depende de ningin parametro.

ii. Tiene cinco puntos fijos, véase el Cuadro 3.3, con las caracteristicas mos-
tradas en el Cuadro 3.4. Notese la aparicién de tres puntos fijos extranos
(distintos de las raices de p(z)), aunque en este caso son repulsores.

iii. Sus puntos criticos son 1, —1 y 0, todos ellos con multiplicidad 3. Notese que

3(z% —1)2
8zt

Si(z) =

Si comparamos el comportamiento de la funcién de iteracion (3.9) con el co-
rrespondiente a las de los métodos de Newton (Ny) y Halley (H;):

2
1
Ni(2) = My o N, o M (2) = Z; ,
z
Hi(z) =M, 0 H ol\/ﬂ—l(z)—M
EC C 32241

podemos extraer algunas conclusiones interesantes.
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Cuadro 3.4: Caracterizacion de los puntos fijos de la funcién de iteracion S;(z)

definida en (3.9).

Puntos fijos Caracter Multiplicador asociado
1 Superatractor 0
-1 Superatractor 0
00 Repulsor 8/3
—/5/5 Repulsor 6
V5 /5 Repulsor 6

Como puede apreciarse en las imagenes de la Figura 3.3, para polinomios de
segundo grado, los métodos de Newton y Halley cumplen la propiedad de conver-
gencia a la raiz més proxima (PCRMP) que consiste en que si

|20 — a| < |zo0 — ]

entonces las érbitas de zy definidas por Ny y H; convergen a la raiz a, la mas
proxima a zy. Del mismo modo, si

|20 — b < |20 — al
se obtiene convergencia a b. En el caso en que
20 — al = |20 — b,

las secuencias para los métodos de Newton y Halley presentan un comportamiento
caotico. Sin embargo, S; no cumple PCRMP, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2. Sea f(z) = 22—1 el polinomio cuyas raices queremos aproximar por
medio del método de Chebyshev y sea zg = 0.25 el punto de partida. Notemos que
este valor de zy estd mds proximo a1 que a —1. El método de Chebyshev produce,
al ser iterado, la secuencia

{0.25, —4.90525, —1.99165, —1.10762, —1.0005, —1.0000, —1.000},

que, como podemos ver, converge a una raiz que no es la mas proxima al punto de
partida. Notemos que para polinomios de sequndo grado, ya el método de Chebyshev
no cumple la propiedad de convergencia a la raiz mas proxima. Fste hecho queda
evidenciado en la 1tmagen de la derecha de la Figura 3.35.

Por otra parte, el andlisis gréfico de la Figura 3.3 nos permite obtener otras
conclusiones. En primer lugar, apreciamos en los tres casos la simetria de las dos
cuencas de atraccion respecto al eje imaginario. Por otra parte, se observa que
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-2 - =2 -2

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Figura 3.3: Cuencas de atraccién a las raices del polinomio f(z) = z?—1 aplicando
las funciones de iteracién de Newton, Halley y Chebyshev, respectivamente.

el conjunto de Julia (frontera de las cuencas de atraccién) tiene una estructura
sencilla para los métodos de Newton o Halley (es el propio eje imaginario) mientras
que su estructura es mucho mas intrincada para el método de Chebyshev. Para
reforzar numéricamente esta idea, se puede calcular la dimensién fractal de dichos
conjuntos de Julia. Asi, para los métodos de Newton o Halley estd claro que la
dimensién fractal del conjunto de Julia es 1, al tratarse de una recta. Sin embargo,
para el método de Chebyshev, siguiendo las técnicas desarrolladas por Magrenan,
Gutiérrez y Varona en [68], se prueba que la dimension fractal del conjunto de
Julia es 1.56943 aproximadamente.

Estudio de la funcién de iteracién S»(z)

Dado p(z) = (z — a)(z — b), calculamos Sy(z) = My o C, o M;'(2), con M,
introducida en (3.8). Ahora, para el calculo de la funcién inversa de My, puede
comprobarse directamente que

r—a
w(x) = oA
r—a=wr—bw

(1—w)x=a—bw
 —bw+ta

—w+1

b

luego
a— bz

11—z
Sea Cp(2) la funcién de iteracién definida en (3.6), obtenida al aplicar el método
de Chebyshev al polinomio p(z) = (# — a)(z — b), entonces, en este caso, se tiene

M ' (2) =
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Cuadro 3.5: Diagrama del comportamiento de la funcién de iteracion Sy (z) definida
en (3.10).

SQ . M;l Cp M2
0O — a +— a +— 0
© +—> b +— b — o
1 — oo — oo +— 1
que Sy(2) = My o C, o M;'(2) viene dada por
22(z +2)
= — 1
%) =5 (3.10)

La conjugacién con la transformaciéon de Mébius My, introducida en (3.8), ha
enviado la raiz a al 0 y la raiz b al infinito, como se muestra en el Cuadro 3.5.
En este caso, (3.10), tiene las siguientes caracteristicas:

i. Es una funcion racional de cuarto grado que no depende de ningin parame-
tro.

ii. Tiene cinco puntos fijos, véase el Cuadro 3.6, con las caracteristicas mos-
tradas en el Cuadro 3.7. Nétese que los tres puntos fijos extranos se han
transformado ahora en los puntos z = 1y z = (=3 £ v/5)/2.

iii. Notemos que
6 2 1 2
sy(z) = B
(22 +1)2

Por lo tanto, 0 y —1 son puntos criticos de Ss(z) con multiplicidad 3. Ademas,
00 es un punto critico de Sy(z) si y solo si 0 es punto critico de

Sy(2) = 1/85(1/2) = Sy(2).

Por lo tanto, co es un punto critico de Sy(z) de multiplicidad 3.

Obsérvese que los puntos criticos 0, co y —1 de S5(2) provienen de los puntos
criticos a, by (a+b)/2 de Cy(z) definido en (3.6) y de los puntos criticos 1,
—1y 0 de S1(z), respectivamente.

El siguiente resultado, que extiende el resultado presentado por Kneisl en [84,
Prop. 3.3.3], expresa de forma analitica algunas de las propiedades del conjunto
que mostramos en la Galeria VII, Figura 3.5 y, por tanto, del método de Chebyshev
aplicado a polinomios de segundo grado. Kneisl llama a este conjunto, el conjunto
de Julia universal para el método de Chebyshev aplicado a polinomios de segundo
grado, véase [84].
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Cuadro 3.6: Esquema de la ubicacién de los puntos fijos de la funcién de iteracion
Ss(z) definida en (3.10).

Sa(2) Puntos fijos
z2=0
3 242 /‘
;Zﬁ =z — 2Z=
N\
z=1
5 — =3+V5

Cuadro 3.7: Caracterizacién de los puntos fijos de la funcién de iteracién Sa(z)
definida en (3.10).

Puntos fijos Caracter Multiplicador asociado
0 Superatractor 0
00 Superatractor 0
1 Repulsor 8/3

(=3 —+/5)/2 Repulsor 6

(=3 ++/5)/2 Repulsor 6

Teorema 3.6. El conjunto de Fatou asociado a la funcion de iteracion Si(z)
definida en (3.10) tiene exactamente dos cuencas de atraccion invariantes. Ambas
cuencas son superatractoras, en una las orbitas convergen a oo mientras que en
la otra lo hacen al origen. Ademds, el conjunto de Fatou, F(S3), tiene infinitas
componentes. Por ultimo, la circunferencia unidad es invariante, estd contenida
en el conjunto de Julia de Sy, J(S2), y m(J(S2)) =0, donde m denota la medida
de Lebesgue en C.

Demostracion. Para entender la dindmica de la aplicacién Sy(z), estudiamos las
érbitas de sus puntos criticos 0, —1 y co. El resultado clave que emplearemos (Teo-
rema 3.2) es que hay al menos un punto critico asociado a cada una de las cuencas
invariantes del conjunto de Fatou, F(S3). 0 e oo son puntos fijos superatractores
de S3(z), de manera que cada uno de ellos da lugar a una cuenca del conjunto de
Fatou. El punto critico localizado en —1 va a parar al 1, que a su vez es un punto
fijo (repulsor) de S5(z). Por lo tanto, —1 € J(S3). En consecuencia, S5(z) tiene
precisamente dos cuencas de atraccion invariantes, la del 0 y la del oo.

Por otra parte, se tiene que la circunferencia unidad S! es invariante por Ss,
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Figura 3.4: Cuencas de atraccién para la funcién de iteracién Sp(z) asociada al
método de Chebyshev aplicado al polinomio p(z) = (z — a)(z — b). Las dreas
en color cian convergen al origen (asociado con la raiz a) y las dreas en magenta
convergen al punto del infinito (asociado con la raiz b). La frontera de ambas zonas
muestra la estructura del conjunto de Julia universal de Sy(z).

es decir S, aplica S' en sf misma. En efecto, si z = ¢, § € R, tenemos que

cosf +isenf+2 |2

Sy(z)|? =
|Sa2(2)] 2cosf + 2isenf + 1

z+ 2 2_
2, +1|

~ (cos@+2)*+sen®d  5+4cost
© (2cosf +1)2 +4sen2f  5+4cosl

En consecuencia, las érbitas de todo z € S permanecen en S! y no convergen ni
a 0 ni a co. Llegamos a la conclusién S* C J(S,).

Denotamos Fj a la cuenca de atraccion inmediata del 0. Se tiene que Fy C
F(Sy), Fy estd contenida en el disco unidad D' = {z € C,|z| < 1} y adem4s
F() N Sl — Q)

Como Sy(—2) = 0, existe otra componente, I, del conjunto de Fatou F(.Sz)
que contiene a —2. Notemos que Sy(F;) = Fy y, por lo tanto, las dérbitas de los
puntos z € F} convergen al 0. Ademés Fy NS =0y Fy, N F, = 0.

Por otra parte, denotamos F,, a la cuenca de atraccién inmediata del co. Como
oo es un punto fijo superatractor, si z € F,,, entonces S§(z) — oc.

En definitiva, tenemos que el conjunto de Fatou de Sy(z), F(S2), tiene al menos
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tres componentes disjuntas: Fy, F} y Fi,. Entonces, por el Teorema 3.4, F(S5) tiene
infinitas componentes.

Por tltimo, como todos los puntos criticos de Ss(z) tienen érbitas finitas, el
Teorema 3.5 asegura que J(S3) tiene medida de Lebesgue cero. ]

3.3. El método de Chebyshev para polinomios
cubicos

Como ya le ocurri6 a Cayley cuando estudiaba las cuencas de atraccion del
método de Newton aplicado a polinomios cuadraticos, el paso al caso cubico le
reservaba sorpresas inesperadas. Algo parecido nos va a ocurrir a nosotros al con-
siderar el método de Chebyshev. En esta seccién, vamos a estudiar la aplicacion
del método de Chebyshev (3.2) a polinomios ciibicos de la forma

p(2) = 22 + a2’ + a1z +ag, ag,ay, a0 €C,
o0, equivalentemente, en términos de sus raices:
p(z) =(z—a)(z=b)(z—¢), abceC

En algunos casos (polinomios con raices miltiples) podremos realizar un desarrollo
similar al de la seccién anterior. En el resto, deberemos seguir técnicas diferentes,
tal y como se hace por ejemplo en [110].

3.3.1. Polinomios ciibicos con una raiz triple

El comportamiento del método de Chebyshev para polinomios ciibicos con una
raiz triple es sencillo de caracterizar. De hecho, en el siguiente resultado realizamos
un estudio para un caso mas general, para polinomios de la forma p(z) = (z —a)"
con a € C. Es mas, se puede hacer un estudio independiente de la raiz a sin mas
que conjugar con la aplicacién afin A(z) = z — a.

Teorema 3.7. La funcion racional resultante de aplicar el método de Chebyshev
a polinomios de la forma p(z) = (z —a)" con a € C es conjugada topoldgicamente

con
2n? —3n +1
= 72

2n? ’

que tiene un unico punto fijo atractor en z = 0. El otro punto fijo, z = o0, es
repulsor. Por consiguiente, la orbita de todo punto inicial zg € C converge por el
método de Chebyshev a la raiz multiple z = a, es decir, el método de Chebyshev
tiene convergencia global en este caso, aunque la convergencia es lineal en todos
los casos.

Sb(z)
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Demostracion. Sea C,(z) el método de Chebyshev aplicado al polinomio p(z) =
(2 —a)™. Es una comprobacién inmediata que Sy(z) = A(C,(A™1))(z2), con A(z) =
z — a. Los puntos fijos de Sy son z = 0 y 2 = 0o con multiplicadores asociados

on? —3n+1 2n?
—_— <

1 o
on? Y 9 _—3n+1” "

respectivamente. El resto de afirmaciones del teorema se deducen de forma inme-
diata. O]

Notemos que las constantes de error asintético asociadas a la funcién de itera-
cién Sy(z) tienden a 1 cuando n tiende a infinito. Por tanto, la convergencia del
método de Chebyshev, lineal en todo caso, se hace més lenta segiin aumenta n. En
los casos particulares de n = 2 o n = 3, las correspondientes constantes de error
asintético son, 3/8 y 5/9 respectivamente.

3.3.2. Polinomios cubicos con una raiz doble

Continuando con el estudio del caso cubico, analizamos ahora los polinomios
de la forma

p(z) =(z—a)*(z—b), a,beC, a#b. (3.11)

En este caso, la funcién de iteracién asociada al método (3.2) es:

. 1524 + A323 + A222 + Alz + AO

Colz) = —a—2 1327 : (3.12)

donde hemos definido

Ay = —ab(a® + 6ab + 5b%),
Ay = 3ab(3a + 5b) — 37,
Ay = —3b(2a — 5b),

As = —Ta — 26b.

La funcién racional C,(z) definida en (3.12), tiene las siguientes caracteristicas:

i. Es una funcién racional de grado 4, dependiente de dos pardametros: las raices
a y b del polinomio.

ii. Tiene cinco puntos fijos, véase el Cuadro 3.8, con las caracteristicas mostra-
das en el Cuadro 3.9. Como en el caso cuadratico, aparecen tres puntos fijos
extranos (distintos de las raices de p(z)), todos ellos repulsores.
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Cuadro 3.8: Esquema de la ubicacién de los puntos fijos de la funcién de iteracion
Cy(z) definida en (3.12). En rojo, los puntos fijos extranos.
Funcién de iteracién Puntos fijos
z=a,z=">

/
Cp(z) =2 — z=00
¢
a+b a-+5b
g z =
2’ 6

Cuadro 3.9: Caracterizacién de los puntos fijos de la funcién de iteracién C,(z)
definida en (3.12).

Puntos fijos Caracter Multiplicador asociado
a Atractor 3/8
b Superatractor 0
00 Repulsor 9/5
(a+0)/2 Repulsor 9
(a+5b)/6 Repulsor 49/9

iii. Sus puntos criticos son la raiz b y la preimagen del infinito, (a+2b)/3, ambos
con multiplicidad 3, ¢; y ¢o, donde

(10 — v/5i)a + (5 + v/5i)b .Y (10 4+ v/5i)a + (5 — \/Si)b‘

@ = 15 15

Notese en este caso la desaparicién de la raiz multiple, 2 = a, como punto
critico y la aparicién en su lugar de dos nuevos puntos criticos libres: ¢; y ¢s.

Aligual que en el caso cuadratico, en lugar de estudiar la funcién de iteracion Cp(z),
resulta més conveniente estudiar las funciones de iteracién obtenidas mediante
conjugacién topoldgica con la transformacién afin M definida en (3.7) y con la
transformacion de Mébius My definida en (3.8). En lo que sigue vamos a analizar
el comportamiento dindmico de las funciones racionales

Sj+2(2) = M] o Cp e} Mj_l(Z) j = 1, 2,

y Cp(z) definida en (3.12).
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Cuadro 3.10: Esquema de la ubicacion de los puntos fijos de la funcién de iteraciéon
S3(z) definida en (3.13). En rojo, los puntos fijos extranos.
Funcién de iteracién Puntos fijos

z=1z=-1
/!
Ss3(2) — Z2=00
pY
2
z =0, z:—g

Estudio de la funcién de iteracién S3(z)
En este caso, la conjugacién anterior da lugar a la siguiente funcién de iteracién:

S(s) = 2 (1523 +192% + 212 +9)
3(2) = (32 +1)3

(3.13)

La conjugacién con la aplicacién afin M introducida en (3.7), envia la raiz multiple
a al punto fijo 1 y la raiz simple b al punto fijo —1. Por lo tanto, (3.13), tiene las
siguientes caracteristicas:

i. Es una funcién racional de grado 4 que no depende de ningin parametro.

ii. Tiene cinco puntos fijos, véase el Cuadro 3.10, con las caracteristicas mos-
tradas en el Cuadro 3.11. Los tres puntos fijos extranos (distintos de los que
provienen de las raices de p(z)) son repulsores.

iii. Sus puntos criticos son el punto fijo —1, la preimagen del infinito —1/3,
ambos con multiplicidad 3 y los puntos criticos libres

54+ 24/5i
15

A continuacion vamos a comparar el comportamiento de la funcién de itera-
ci6én (3.13) con el correspondiente a las de los métodos de Newton y Halley cuando
se aplican a polinomios de la forma p(z) = (2 — a)?(z — b). Después de conjugar
con la estos dos métodos dan lugar a las funciones de iteracién N3 (Newton) y Hj
(Halley):

222 +2+1
Na(e) = =55

Hy(2) 32343224+ 5z+1
z =
’ 2(322+22+1)

)
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Cuadro 3.11: Caracterizacion de los puntos fijos de la funcién de iteracién Ss(z)

definida en (3.13).

Puntos fijos Caracter Multiplicador asociado
1 Superatractor 3/8
-1 Superatractor 0
00 Repulsor 9/5
0 Repulsor 9
—2/3 Repulsor 49/9

Cuadro 3.12: Diagrama del comportamiento de la funcién de iteracién Sy(z) defi-
nida en (3.14).

S4 : MQ_I Op M2
0O — a +~—— a +—> 0
©0 +— b — b = o
1 — o0 — oo — 1

En esta situacion, como puede apreciarse en las imagenes de la Galeria VII,
Figura 3.5, ninguno de los métodos considerados cumple la propiedad de con-
vergencia a la raiz mas préxima (PCRMP). Hay que diferenciar la velocidad de
convergencia relacionada con la intensidad del color, mientras mas oscura es la zo-
na, el método se ralentiza. Ademas, la columna izquierda permite observar como
una de las raices pareciera arropar la regién de convergencia de la otra. El com-
pactificado, como se muestra en la columna derecha, hace que el método amplie la
region de convergencia a la raiz, pero por contra, dicho método pierde velocidad,
a pesar de que se observan una especie de islas, en las que el método se recupera.

Estudio de la funcién de iteracién Sy(z)

La funcién racional obtenida mediante conjugacién de C,(z) definida en (3.12)
con la transformada de Mobius My definida en (3.8) es la siguiente:
2 (2% 4+ 522 4+ 62 + 3)

Su(z) = s . (3.14)

La conjugacién con la transformada de Mobius My introducida en (3.8) ha enviado
la raiz doble a al 0 y la raiz simple b al infinito, como se muestra en el Cuadro 3.12.
En este caso, la funcién de iteracién (3.14) tiene las siguientes caracteristicas:

i. Es una funcién racional de grado 4 que no depende de ningin parametro.



3.3. EL METODO DE CHEBYSHEV PARA POLINOMIOS CUBICOS 125

3

-2 -1 0 1 2 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

Figura 3.5: Galeria VII. Cuencas de atracciéon para las funciones racionales aso-
ciadas a los métodos de Newton, Halley y Chebyshev aplicados al polinomio
p(z) = (2 — a)*(z — b). En la columna de la izquierda hemos aplicado la técni-
ca de escalado (M) y en la derecha el compactificado (My). Las dreas en amarillo
se corresponden con la cuenca de atraccion de la raiz multiple. La frontera de
ambas zonas muestra la estructura del conjunto de Julia.
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Cuadro 3.13: Esquema de la ubicacion de los puntos fijos de la funcién de iteracion
Sy4(z) definida en (3.14).
Funcién de iteracién Puntos fijos

z=0
/!

Sa(2) — z2=00
N\

=1

z=—1

z=-—5

Cuadro 3.14: Caracterizacion de los puntos fijos de la funcién de iteracién Sy(z)
definida en (3.14).

Puntos fijos Caracter Multiplicador asociado
0 Atractor 3/8
oo Superatractor 0
1 Repulsor 9/5
—1 Repulsor 9
—5 Repulsor 49/9

ii. Tiene 5 puntos fijos, véase el Cuadro 3.13, con las caracteristicas mostradas
en el Cuadro 3.14. Los 3 puntos fijos extranos son z =1, 2 = —1y z = =5,
todos ellos repulsores.

iii. Los criticos son —2, oo (con multiplicidad 3 cada uno de ellos), (—3 — iv/5) /7

y (=3 +1iV5) /7.

Al igual que en el Teorema 3.6, podemos establecer algunas propiedades de los
conjuntos de Fatou y Julia asociados con la funcién de iteracion Sy(z) definida en
(3.14) y que se muestran en la Galerfa VII, Figura 3.5. En primer lugar, se tiene
que oo y 0 son puntos fijos de Sy(z), superatractor y atractor respectivamente.
Por lo tanto, cada uno de ellos da lugar a una cuenca de atraccion del conjunto
de Fatou. Ademads, las érbitas de los puntos criticos (—3 £ 41/5)/7 van a parar al
punto fijo z = 0, la del infinito va al infinito y la de —2 va al 1 (S4(—2) = 1) que,
como es un punto fijo repulsor, pertenece al conjunto de Julia de Sy(z). Como ya
tenemos clasificadas las érbitas de los puntos criticos, inicamente hay dos cuencas
de atraccion para Sy: la del 0 y la del oo.
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-2

-2 -1 0 1 2

Figura 3.6: Aparicién de los «agujeros negros» para los métodos de Newton, Halley
y Chebyshev aplicados a polinomios cubicos.

El andlisis grafico de la Galeria VII, Figura 3.5 nos muestra que, el conjunto
de Fatou de Sy(z) tiene infinitas componentes. Sin embargo, en este caso resulta
mucho mas complicado caracterizar una curva invariante contenida en el conjunto
de Julia de Sy(2), que juegue el papel de la circunferencia unidad en el caso de la
funcién de iteracion S(z) y la Figura 3.4.

3.3.3. El método de Chebyshev para polinomios ciibicos
(caso general)

Consideramos un polinomio de tercer grado p(z) = (z — a)(z — b)(z — ¢) con
tres raices distintas. McMullen [92] ya probd que ninguno de los tres métodos
considerados tiene convergencia general para polinomios ctibicos. Esto quiere decir
que existe una region A del plano complejo, con medida positiva, tal que si zy € A,
la secuencia {z, } no converge a ninguna de las raices de p(z). Nosotros llamaremos
a estos conjuntos «agujeros negros». La Figura 3.6 muestra las cuencas de atraccion
de los métodos de Newton, Halley y Chebyshev aplicados a los polinomios p(z) =
23 =242, p(2) = 234+ 22 +2+2.57461 y p(2) = 23+ 2% + 22 — 4, respectivamente.

Los colores cian, magenta y amarillo representan las cuencas de atraccion de las
raices de dichos polinomios, y los «agujeros negros» las regiones del plano donde
no hay convergencia a las raices de p(z). Sin duda, estamos en presencia de la
aparicion del comportamiento cadtico.

Ahora vamos a buscar «polinomios malos» para estos tres métodos, en el sentido
de que sus dindmicas presentan «agujeros negros», y a comprobar que la naturaleza
de estos agujeros negros es distinta para el caso de los métodos de Newton y Halley
que para el caso del método de Chebyshev, véase [56], [59].
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Este escenario es el que hemos elegido para comparar la iteracién de los méto-
dos de Newton, Halley y Chebyshev, iniciando la bisqueda con un conjunto de
valores del parametro del polinomio, como los conjuntos Mandelbrot, a los fines de
estudiar el comportamiento de cada método desde una perspectiva dinamica. Para
caracterizar los polinomios en los cuales aparecen o no los «agujeros negros» para
Newton, Halley y Chebyshev, es preciso proporcionar los siguientes argumentos:

i. Método de Newton. o € C es un punto fijo superatractor de N,(z) si y solo
sl a es una rafz simple de p(z). Ademds, no hay otros puntos fijos de N,(z)
en C, y el otro tinico punto fijo en C seria oo.

ii. Método de Halley, véase [84, Teorema 2.6.3]. o € C es un punto fijo super-
atractor de H,(z) si y solo si « es una raiz simple de p(z). El resto de puntos
fijos de H,(z) son repulsores con multiplicador asociado de la forma 1 +2/j
para algin j € N.

iii. Método de Chebyshev. A diferencia de lo que ocurre con otros método ite-
rativos, como los de Newton o Halley, el método de Chebyshev provoca la
aparicién de atractores extranos, distintos a las raices de p(z).

Teorema 3.8. Sea o € C un punto fijo de la funcion de iteracion Cy(z) del método
de Chebyshev aplicado a la funcion p(z). Supongamos que

i. Lp(a) = —2
ii. |3 = Ly(a)| < 1/2, con Ly(z) = PE2E,

entonces o es un punto fijo extrano atractor de Cy(z). Ademds, si L) (a) = 3 el
punto fijo es superatractor.

Demostracion. De la propia definicién (3.2) se sigue que los puntos fijos de C,(2)

son las raices de p(z) y las soluciones de la ecuacién L,(z) = —2. Ademds,
Ly(2)*
o) = 26— 1)
Por lo tanto, en nuestro caso, como L,(a) = —2,

Cyfa) =23 - Ly (2))
De aqui se sigue la demostracion del resultado. O

Como corolario, podemos caracterizar los polinomios de tercer grado que tienen
un superatractor extrano en el punto z = 0.
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Corolario 3.9. Sea p(z) = 2% + az? + bz + ¢. Supongamos que se cumple:
i. b> +ac=0,
i. 3|2a* — b| < a®.

Entonces el método de Chebyshev (3.2) aplicado al polinomio p(z) tiene un punto
fijo extranio atractor en z = 0. Si ademds b = 2a?, el punto fijo es superatractor.

Demostracion. Aplicando el Teorema 3.8 para a = 0 nos queda
i. L,(0) =2ac/b* = -2,y
ii. [3— Ly(a)] =13(1 —b/2a*)| < 1/2.
Por lo que el resultado se sigue directamente. O]

Ejemplo 3.3. Como primer ejemplo, sia =1, b= 2 yc = —4, se cumplen las
condiciones anteriores y el cero es un punto fijo superatractor de la funcion de
iteracion C, (2), siendo p1(z) =2+ 22+ 22 —4 y

€, () = 7157 4262 + 277 4 755 4 802 + 120)
Z) =
" (322 422 4 2)°

Observando la secuencia de valores para Cp,(2), iniciando en zy = 0.08
{0.08,0.0784753,0.0758219, 0.0712853, 0.0637754, 0.0520671, 0.0357771,...}

vemos que converge hacia 0.

Ejemplo 3.4. Otro ejemplo numérico, tenemos que o = 0 es un punto fijo super-
atractor de C,,(z), para pa(z) = 22° + 22 + z — 1 aunque no es ninguna raiz de
po(2). Ast, la funcion de iteracion correspondiente es

.2 Q(2)
Cn(2) =2 (622 + 2z +1)3

donde hemos denominado
Q(z) = 1202° + 104z" + 542° 4 752% + 40z + 30.
Observando la secuencia de valores para C,, (%), iniciando en zy = 0.04
{0.04,0.0392377,0.037911, 0.0356427, 0.0318877,0.0260336, 0.0178886, ... }

converge a 0.
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El comportamiento dinamico de un método iterativo en el plano complejo,
aplicado a un polinomio genérico de tercer grado (dependiente de tres coeficientes)
puede reducirse mediante conjugacién topoldgica al estudio de una familia uni-
paramétrica de polinomios cibicos. En concreto, hemos encontrado las siguientes
familias consideradas por diferentes autores:

i. (22—=1)(z—=\), A € C (Roberts y Horgan-Kobelski, [110]).
ii. z(z —1)(z = A), A € C (Curry, Garnett y Sullivan, [42]).
iii. 234+ (A —1)z — A\, A € C (Gutiérrez, Plaza y Romero, [69], [103]).

Para proceder con el estudio dinamico del método de Chebyshev aplicado a
polinomios cibicos y teniendo en cuenta que el estudio de cualquiera de estas
familias es equivalente desde el punto de vista dindmico, hemos elegido de entre
todas las familias uniparamétricas vistas anteriormente quedarnos con

miz)=22+(A-1z—-)\ XXeC, (3.15)

que también ha sido considerada por [69].
Notemos que py(z) tiene como raices a z; = 1 y a las raices del polinomio
22+ 24 )\, esto es

—1—+1—4AX —14+ 1 -4\

Z9 = 23 = 2 =
2 ’ 2

Denotamos C)(z) al método de Chebyshev aplicado al polinomio py(z) definido en
(3.15). Los puntos fijos extranos de C(z) son las soluciones de

12z +9(A —1)22 = 3Xz+ (A = 1) =0.

Ademas,
, 3pa(2)2(1522 — XA + 1)
oy - LRI,

por lo que los puntos criticos libres son:

o=y, =y (3.16)

Consideramos aqui la rama principal de la raiz cuadrada compleja (parte real no
negativa).

El estudio de las érbitas de los puntos criticos da mucha informacién sobre el
comportamiento dinamico de un método. En concreto, para determinar si existen
érbitas periddicas atractoras para C), (z) distintas de las raices de py(z), debemos
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responder a la pregunta siguiente: ;Para qué valores del parametro, las érbitas de
los puntos criticos libres convergen aun punto fijo atractor?

Una manera de responder a la pregunta anterior es dibujar el espacio de
parametros en la variable A. Sin embargo, para encontrar polinomios para los
cuales el método de Chebyshev tenga un comportamiento atractor anémalo, desde
el punto de vista del buscador de raices (puntos fijos extranos o ciclos atractores),
analizamos las érbitas de los puntos criticos libres. El conocido teorema de Fatou y
Julia [20] asegura que cada ciclo atractor debe atraer al menos a un punto critico.
Por ese motivo nos puede ser de gran utilidad la representaciéon de un espacio de
parametros, esto es, un grafico en el que se muestran los limites de las érbitas de
los puntos criticos libres ¢; y ¢y definidos en (3.16) en funcién de A € C.

Sean 21, 23 y 23 las tres raices del polinomio C,, (z). En la Galeria VIII, Figuras
3.7, la imagen superior izquierda, se muestra en amarillo los valores de A\ para los
que el punto critico ¢; converge a 1. En cian los valores de A para los que el punto
critico ¢; converge a ro y en magenta los valores de A para los que el punto critico
¢, converge a rs.

Otros colores como el verde, representan la convergencia a un punto fijo ex-
trano. Finalmente, el color negro indica los valores de A\ para los cuales la érbita
del punto critico ¢; no converge a ningin punto fijo.

Un estudio semejante se hace para el punto critico cp, como puede apreciarse
en la Galerfa IX, Figura 3.8.
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Figura 3.7: Galeria VIII. Espacio de parametros correspondiente al punto critico
libre ¢; de la funcién de iteraciéon C4(z), relacionada con la familia py(2).
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Figura 3.8: Galeria IX. Espacio de pardametros correspondiente al punto critico
libre ¢y de la funcién de iteraciéon C4(z), relacionada con la familia py(2).
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Capitulo 4

Convergencia del método de
Chebyshev

El método de Chebyshev puede ser escrito como un proceso iterativo general
para resolver sistemas de ecuaciones no lineales o, de una forma mas abarcadora,
para resolver ecuaciones con operadores definidas en espacios de Banach, véase [4],
[13], [15], [40], [66] o [85]. Los primeros en abordar el método de Chebyshev, en
este sentido, fueron Candela y Marquina, y Chen en [27] y [36], respectivamente.
En este contexto, sean X e Y dos espacios de Banach y FF: @ C X — Y un
operador no lineal dos veces diferenciable Fréchet definido en un dominio convexo
abierto €. Entonces, para resolver la ecuacién

F(z) =0, (4.1)

el método de Chebyshev adquiere la forma
1
Cf(x) = Tpt1 = Tp — ([ + §LF<In)) FnF(In)a n=0,1,2,..., (42>

donde hemos denotado I como el operador identidad sobre X, ', = F'(z,)"! y
Lp(x,) es el operador lineal, definido formalmente como

Lp(x,) =T F" (2,00 F (). (4.3)
Este operador y su relaciéon con el método de Newton fueron estudiados amplia-

mente en [65] y [76]. Sin embargo, en la referencia [66], el método (4.2) es estudiado
como parte de una familia de procesos iterativos, dada por la expresion

1
Tpi1 = Tp — (I + ELF(:B,L)(I — )\Lp(xn))_1> I.F(x,), n=0,1,2,...,

135
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que incluye, junto con el método de Chebyshev (A = 0), otros famosos métodos
iterativos tales como Halley (A = 1) o super-Halley (A = 1). En [66], se unifica la
teoria y se desarrolla este tipo de métodos, sin embargo queda mucho por ver. En
efecto, solo la convergencia de orden cuadratico estd garantizada para los métodos
con 0 < A < 3, aunque es bien conocido (véase [124]), que el método de Chebyshev
es cubicamente convergente.

En este capitulo presentamos el estudio en espacios de Banach del método de
Chebyshev, definido en (4.2). Ademds, damos un teorema de convergencia semilo-
cal (véase [66]), que garantiza el orden de convergencia cibica.

En recientes publicaciones (véase [15], [16] [28], [76], [97]), podemos encontrar
diferentes teoremas sobre la convergencia del método de Chebyshev que difieren
en las hipdtesis y en sus resultados. Nosotros establecemos un teorema tipo Kan-
torovich para el método de Chebyshev, siguiendo la misma linea encontrada por
Zheng y Robbie en [135] para el método de Halley.

4.1. Convergencia en la recta real del método de
Chebyshev

A pesar de que en la seccion anterior nos referimos al método de Chebyshev en
espacios de Banach, presentamos algunos resultados de interés para el método de
Chebyshev en la recta real. Entendiendo que f es una funcién real de variable real,
de manera que f : R — R. A los fines de cumplir nuestro objetivo, presentamos dos
maneras distintas para demostrar la convergencia local del método de Chebyshev,
y que ambas conducen al mismo resultado. La primera consiste en la utilizacién
de las derivadas sucesivas que emplea el Teorema de Schroder y la segunda se
caracteriza porque usa el desarrollo en serie de Taylor de la funcién f(z).

4.1.1. Convergencia local del método de Chebyshev

Los resultados de convergencia que se introducen en esta seccién asumen con-
diciones sobre la raiz de la ecuacién f(z) = 0. Es por ello que se llaman resultados
de convergencia local.

Teorema 4.1. Sea f : R — R wuna funcion con una raiz «. Supongamos que
f € CO(I), donde I es un intervalo que contiene a o. Entonces, si o es una raiz
simple, es decir f'(a) # 0, el método de Chebyshev definido por

Cle) = - (1 i %Lf(x)) ;((?) (4.4)
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tiene orden de convergencia tres. Ademds si demotamos por e, = x, — «, el error
cometido en el paso n-ésimo, se tiene la siguiente ecuacion del error

Cpnt+1 = (2A§ - A3)€§L + O(ei)a
donde hemos denotado ®
Ak = f (a)a
kL ()
Demostracion. En primer lugar, hemos denotado la funcion de iteracion de Che-
byshev como Cf(x). Observemos que Cf(a) = v y ademds para raices simples

Ch(a) = C(a) = 0. (4.5)

k=2,3.

Ahora, necesitamos probar (4.5), como sigue: si derivamos (4.4), se tiene

C5(0) = Ly(o) = 314l T2 = SLr(2)(1 ~ L)
@)

= 5al@) + 5Ly — Ly F
) Lifo) =

s(a) = 0y entonces C(a) = 0.

Como « es un cero simple de la funcién f(z
Veamos lo que ocurre con CF(a),

SLy(@)(1 = Ly(x))

f@) 1
filz) 2

) = 314(0) + L) 4ta) ~ 314
()

3 , 1
= 5L ) = L)

Como esperabamos, C (o) = 0. Si observamos, falta saber lo que ocurre con

C///( )

CFa) = 55 + 5Ly Lj(e) = SLY @ 1% = 5L()(1 = Ly(o).
Es decir, 5 .
C¥(a) = §L}(a)2 — EL?(oz).

Calculamos ahora

(o) = |[LL| A 2 TPl () = 2f /)

f'(x)? frx)t
_ ') f@) ") 2f (@) (@)

fr@) o f(e)? f'(z)?
_ [(=)

fm<.l’) 2f”(33)2
3

/@) [f’(x)? Fi()

- fi(2)
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Por tanto 1
, B «Q
FA) = pay

Es evidente que L;(z) no se anula con f(a) = 0. Ademds,

~—

1) £ () — £ ()2 e 2F1 ()2
Lje) = FEEERICE 4 (o) [ F5h - sk

" T 2 1/ T 2 /

De manera que
f///(a) B Sf//(a>2
fla) fe)?

Li(a) =2
nos permite calcular

" 3 / 2 1 1 5 « 2 " «
Ci(a) = éLf(a) - éLf(oz) = 3];c/((a))2 — J;/((a))‘

Luego, por el desarrollo de Taylor

ent1 = Tpp1 — @ =Cy(z,) — Cp(a)
CF (o)
2!

=C(a) + Ci(a)(z, — a) + (zn, — a)?

CY' ()
3!
[ f(e@)? 1 f"(a) 4
|2 F()? 3! F(a) (T — O‘)?’ +O(zn — @)
=(243 — A3)e + O(e?).

(zn — a)® + O(z, — a)* = Cf(a)

Alternativamente, también podemos demostrar este teorema usando desarrollos
de Taylor. En efecto, a partir de los siguientes desarrollos, tenemos que

]]:/((3;”)) = en = Agey +2(A5 — Ag)e, + O(ey).

Lf<xn)
2

En consecuencia,

Lf($n> f(xxn) = A2€3L + (3143 — 414%)6% + O(Gi)
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Por lo tanto,

€n+1 = Tpt1 — Tr = Ty — T — ;/((ZZ)) - %Lf<xn)

f
= e, — (e, — Age? +2(A%2 — Az)e3 + O(el)
—  (Age} + (345 — 4A3)ed + O(ey))
= (242 — A3)e3 +O(ed),

f(zn)
"(@n)

con lo que, de nuevo, hemos demostrado el resultado. O

Como hemos demostrado en el Teorema 4.1, la funcion de iteracion de Che-
byshev, conserva la convergencia de orden tres, para ceros simples de f(z). Sin
embargo, la situacion cambia cuando se tiene una raiz multiple, como veremos en
el siguiente resultado.

Teorema 4.2. Sea f : R — R una funcion con una raiz o. Supongamos que
f € C®(I), donde I es un intervalo que contiene a «. Entonces, si o es una raiz
de multiplicidad m, es decir

f(2) = (@ —a)"g(x) con gl@)#£0 y m>2,

entonces el método de Chebyshev definido por (4.4) tiene convergencia lineal. Si
ademds denotamos por e, = x,, — «, al error cometido en el paso n-ésimo, se tiene
la siguiente ecuacion del error asintotico

1(m—1)2m—1)

€nt1 = 5 m2 en—l—O(ef)

Demostracion. Tenemos que f(x) = (x — a)™g(z), entonces

fil@) =m(z—a)" g(x) + (z - )"g (z) = (z — )" [mg(x) + (z — )¢ (2)],

y ademas,
f'@) = (m=1)(x - a)"?mg(z) + (z — a)g'(z)]
(@ — )" mg'(z) + ¢'(z) + (x — a)g"(2)]
= (z—a)"?[m(m —1)g(z) +[(m - 1)(z — a)

+m+1)(z — a)lg'(z) + (2 — a)’¢"(2)]
= (z—a)"?[m(m — 1g(x) + 2m(z — a)g'(z) + (z — a)’g"(z)].
Con este resultado, ya podemos sustituir en la expresion

f (@) f"(x)

E) = Ty
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(z — a)"g(x)(z — ) 2[m(m — D)g(z) + 2m(z — a)g'(z) + (v — @)’¢"(x)]
(z = a)?=2[mg(z) + (v — a)g'(z)]?

Y

entonces
m(m —1)g(a)> m—1

Ly(ar) = # 0.

m2g(a)? m
En este caso, como

f(z) (r —a)"g(x)
f'(@) (2 =) Hmg(z) + (z — a)g'(z)]

?

entonces f( )
. r)
lim Fix) 0.
Tenemos que
1 1 1

entonces

ltm C'(x) = ~Lg(a) + %Lf(oz)z

T 5
1m—1( m—l)
2 m m
1(m—1)2m —1)
2

m2

En este caso

= Cy(zn) = Cp(@)
= Cy(a) + Cp(a)(zn — a) + O(ey) — Cy(a)
1L(m—1)2m —1)

=5 " en + O(e2).

Por lo tanto, el método de Chebyshev tiene convergencia lineal cuando a es de

multiplicidad m > 2. Ademads, la constante del error asintético es
1(m—1)2m—1)
2 m?

Como queriamos demostrar. O



4.1. EL METODO DE CHEBYSHEV EN LA RECTA REAL 141

Observacién: Cuando comparamos el método de Chebyshev con el método de
Newton, al aproximar raices simples, la ventaja en cuanto a velocidad de conver-
gencia del método de Chebyshev es obvia. En el caso de raices multiples, no resalta
la obviedad, ya que ambos métodos tienen convergencia lineal. Sin embargo, en
este caso la constante del error asintético del método de Chebyshev es mas pe-
quena que la del método de Newton ((m —1)/m). En efecto, es una comprobacién
inmediata que
m—1_1(m—1)2m—1)

>_
m 2 m?2 ’

ya que siempre se obtiene

2m > 2m — 1.

Por tanto, en el caso de raices miltiples, el método de Chebyshev converge mas
rapidamente que el método de Newton. Ilustramos los resultados anteriores por
medio de los ejemplos que siguen.

Ejemplo 4.1. Dada la funcion f(x) = e —x — 1, que sabemos tiene una raiz
multiple en o = 0. Comparamos ahora el método de Chebyshev (Cy(x)) con el
método de Newton (Ny(x)) en el Cuadro 4.1, donde hemos iniciado con xy = 1
como punto de partida, en ambos casos. Como puede observarse en el Cuadro 4.1,
se cumple que el método de Chebyshev aproxima mejor la solucion en cada paso
que el método de Newton. Como contrapartida, debemos mencionar que el método
de Chebyshev necesita de un mayor numero de evaluaciones funcionales por paso.

Para el caso de raices simples, presentamos el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.2. Dada la funcion f(x) = e® —x—2, que sabemos tiene raices simples
en ay = —1.8414056604369606 y en cy = 1.1461932206205825. Comparamos ahora
el método de Chebyshev (Cy(x)) con el método de Newton (Ng¢(x)) en el Cuadro
4.2, donde hemos iniciado con xo = 1.5 como punto de partida, en ambos casos.
Podemos ver los errores obtenidos para ambos métodos en el Cuadro 4.2. Notemos
que como estamos comparando un método con convergencia cuadrdtica y otro con
convergencia cubica, se compara cada dos pasos del método de Chebyshev con tres
pasos del de Newton.

4.1.2. Convergencia global del método de Chebyshev

En la referencia [4] encontramos un novedoso teorema de convergencia global,
parte del mismo se presenta a continuacion.
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Cuadro 4.1: Comparacién de la velocidad de convergencia entre el método de
Chebyshev y el método de Newton aplicados a una funciéon con raiz multiple,
flz)=€e"—xz—1.

Iteraciones  Cy(x) Ny(x)

1.000000  1.000000
0.443757 0.581977
0.179304 0.319055
0.069287 0.167996
0.026285 0.086348
0.009900 0.043795
0.003718 0.022057
0.001395 0.011069
0.000523  0.005544
0.000196 0.002775
0.000073 0.001381

© 00 1O Ul W N~ O

—
[es}

Cuadro 4.2: Comparaciéon de la velocidad de convergencia entre el método de

Chebyshev y el método de Newton aplicados a una funcién con raices simples,
flx)y=¢e"—xz—2.

Iteraciones Cy(z) Iteraciones Ny(z)
0 1.5000000000000000 0 1.5000000000000000
2 1.166875323557297 3 1.2180422919721707
4 1.1462002845589907 6 1.1497723923018075
6 1.1461932206205827 9 1.1462025835399627

Teorema 4.3. Sea f(x) una funcion de clase C®)(I) en un intervalo I que con-
tiene la raiz x* de f(x). Sea

"
Ui
reon> =2 (7)) 20
en I, con n = sgn(f'(z)). Entonces (4.2), desde cualquier punto de I, converge
monotonamente a la solucion x*

Demostracion. La demostracion estard limitada al caso en que f'(z) > 0 en I,
pues para f'(z) < 0 la demostracién es similar.

En primer lugar, partimos de un punto que esta a la izquierda de z*, es decir,
asumiremos que xy < z*, para demostrar que la interseccién & de la pardbola y(x)
con OX estard en [z, z*|.
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Por hipétesis sabemos que Ly(zg) > —2, luego

s (o) 2

Por tanto, sera suficiente que x > xq para que se cumpla

—1++/1—4a(bz + ¢)
2a

En ese caso, obtendremos una secuencia monétona creciente, acotada superior-
mente por z*, luego converge al limite v < x*. Por lo tanto, debido a la construcciéon
del método y la continuidad de f(z) se obtiene la convergencia v = z*.

Por otro lado, notemos que (4.6) es equivalente a

> f(2). (4.6)

y(z) =

—1++/1—4albz+c) —1++/1—4a(bzo+c)
2a 2a

> f(x) = f(wo),

es decir

(4.7)

xX _b xX
/ dt > / F(t)dt.
2o /1 —4a(bt + c) 0
Como f'(x) > 0, entonces, por hipdtesis se cumple que

i

()] =
()
() ==t

1 —4a(bx + ¢)
(=0)?

(7).

)
V1 —4a(bz + ¢)

en I, luego

es convexa. Por lo tanto

porque

aproxima a

hasta el segundo orden. Asi,

> f'(x) >0,
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y en consecuencia la expresion (4.7) se cumple.
Por 1ltimo, si comenzamos desde cualquier punto ubicado a la derecha de la
raiz, se obtendra que

—1+ /1 —4a(bz + ¢)
> < f(),

luego la convergencia serd mondtona por la derecha. O]

Otro teorema de convergencia global de la autoria de M. Hernédndez y A. Sala-
nova aparece en [76]. Parte del mismo ha sido tomado para demostrar el siguiente
resultado.

Teorema 4.4. Sea f(z) una funcion y existe z* en [a,b] tal que f(z*) = 0 y
ademds se cumple que Ly (z) < 3. 81 f(xg) > 0, entoces la sucesion {x,} definida
por (4.4) es decreciente y converge a x*. Ademds, si f(xo) <0 y Lg(xo) > —2 en
[a,b], entonces la sucesion {x,} es creciente y convergente a x*.

Demostracion. La demostracion estara limitada al caso en que f(zg) > 0, pues
para f(zg) < 0 la demostracién es andloga.

Asumamos que zy € [a,b] tal que f(zg) > 0, probaremos que z, > z* para
todo n € N.

Notemos que zg — x* > 0, por hipétesis f(z) > 0. Ademsds,

ry — 2" = Cp(wg) — Cp(x™) = C(do) (w0 — x7), con dy € (2", 20),
y Cf(z) definida por (4.4).
Por otro lado, como Ly (z) <3y
23— Ly(x)
2 7
luego C%(z) > 0 en [a, b]. Entonces z; > 2, y por induccién se sigue que z,, > z*

para todo n € N.
Por otra parte, como f(z,) > 0 para todo n € N, luego

_ @) [1 L Li@as)

Cy(z) = Ly(x) (4.8)

Ty — Tp—1 = :| SO@xn—lzxna

) 2
luego la secuencia {x,} es decreciente y pasando al limite de (4.2), se demuestra
que converge a la unica raiz z* de f(z) =0 en [a,b]. O

Para demostrar la convergencia global del método de Chebyshev, también apli-
caremos las condiciones del teorema que aparece en la referencia [66]. Notemos que
al sustituir el parametro « por la constante cero, & = 0, obtenemos la funcién de
iteracion del método de Chebyshev. El teorema que sigue, es una adaptacion del
teorema anteriormente mencionado.
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Teorema 4.5. Supongamos que f(x) es una funcion decreciente y convera en un
intervalo [0, x*], con f"(x) > 0 en [0,2*]. En estas condiciones, la sucesion dada
por (4.4), empezando en xog = 0 es creciente y converge a x*, solucion de f(x) = 0.

Demostracion. Primero comprobaremos que

f/(xn)’

Cf(20) = Tpir = Tn — [1 + %Lf(a;n)} (4.9)

es creciente en [0, z*]. En efecto,

1 @) () 3 fan)?f (wn)?
Ciln) = =37y~ T2 P

1 f@) @) | 372

= T2 Py 2 Liy(wn).

El primer sumando es positivo ya que f”(x,) > 0y f'(z,) < 0 para z € [0, z*]. El
segundo sumando también es positivo por tener un exponente par. En consecuen-
cia tenemos que C'(z,) > 0. Luego Cf(z) es una funcién creciente en el intervalo
[0, z*]. De aqui se sigue que la sucesién {x,}, generada por (4.9), estd acotada su-
periormente por x*. En efecto, 71 = C(zg) = C(0) < C(z*) = x*, y por induccién,
se sigue que x, < x*,Vn € N. Como ademas

1 f(zn)
Tyl — T = — |1+ =Ls(x > 0.
n+1 n |: 9 f( n>:| f’(l’n) =
se tiene que la sucesién {x,} también es creciente, y por tanto convergente. O

4.2. Convergencia local del método de Cheby-
shev en espacios de Banach

En primer lugar, presentamos algunos resultados de interés de la teoria de
Kantorovich, que han sido obtenidos para el método de Newton, seguidos de los
resultados relevantes que hemos obtenido para el método de Chebyshev. La gene-
ralizacion del método de Newton para resolver ecuaciones

F(z) =0,

donde F' es un operador no lineal diferenciable, definido entre dos espacios de
Banach X e Y, se escribe de la forma

Tpi1 = T — [F'(2,)] ' F(2,),n >0,

siendo F'(z,) la derivada de Fréchet del operador F'(z) en el punto x, y [F"(z,)] ™!
su operador inverso.
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Sobre el método de Newton se conocen varios resultados basados en la teoria
de Kantorovich, a los cuales incluso se les ha hecho cierta mejoria en las ultimas
publicaciones, véase [17], [44], [48] y [61]. El més clasico de los resultados de con-
vergencia local se debe a Rheinboldt (véase [108]), y asegura que si z* es un cero
simple de F' y se cumple la condicion

| F" (")~ [F' (2) = F'(y)]I| < U] — yll,
para alguna constante [ > 0, entonces el método de Newton {z,} empezando en

cualquier zy de la bola
B 2,
3l

esta bien definido y converge a z*.

Kantorovich introduce en [79] el conocido «principio de la mayorante» para
demostrar nuevamente su teorema clasico, que se basa en el concepto de «sucesién
mayorizante». Se dice que una sucesién de numeros reales {t,} mayoriza a una
sucesion {z,}, definida en un espacio de Banach X si y sélo si

||$n+1 - In” S tn—i—l - tna n Z 0.

El interés de las sucesiones mayorizantes reside en el hecho de que su convergencia
asegura la convergencia de la sucesién en el espacio de Banach. En efecto, si {t,}
converge a t*, entonces existe z* € X de manera que la sucesién {z,} converge a
x* y se cumple

l|2* — x| <t —t,, n>0.

4.2.1. Teoria de Kantorovich local para el método de Che-
byshev

Los resultados de teoremas de convergencia local son de considerable importan-
cia no solo porque proporcionen la convergencia, sino, y mas importante, porque
caracterizan el comportamiento asintético de ciertos procesos iterativos en la pro-
ximidad de la solucién.

Dedicamos este apartado a la teoria local de Kantorovich aplicada al método
de Chebyshev para resolver la ecuacién F(z) =0, con F': X — Y, donde tanto X
como Y son espacios de Banach.

Teorema 4.6. Suponemos que x* es una solucidn de F(x) = 0, que existe I' =
F'(z*)~! y que ademds

IDF"(2)|| < b, Vo € B(z*, R).
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Sea xg es un punto que cumple

u* u*
€ Blx" — — <R
) <x7b)7 b )

donde u* ~ 0.331241 es la unica raiz real de la ecuacion
13u® — 28u? 4+ 32u — 8 = 0.

Entonces la sucesion de Chebyshev {z,} definida en (4.2) y empezando en x
converge a x*.

Demostracion. En primer lugar, hacemos el desarrollo en serie de Taylor de F'(x),
en torno a z*, con lo cual obtenemos:

F(z) = F(z)+ F'(z*)(z —2*) + [ F"(y)(z — y)dy L10)
= F'a)(w—a)+ [ (0" 4t — 27) (@ — 2921 — B)dt.
Ademaés

F'(x) = F'@)+ [ F"(y)dy
1 (4.11)
= F'(a*)+ [, F'(z" +t(x — 2*)) (@ — 2*)(x — 2%)dt.

Entonces, para {x,}, la secuencia de Chebyshev dada por la expresion (4.2) defi-
nimos I, = F'(z,,) L.

Supongamos que ||zy — 2*|| < ||zg—1 — z*|| para k = 1,...,n. Veamos que la
desigualdad se mantiene para k = n + 1. En efecto, tenemos la siguiente expresion
del error:

Tpp1 —2* = xp— 3" — (I 4+ $Lp(z,)) T F ()
= Du[=Flan) + F'(20) (20 — 2%) = 5" () (Co F (2))?]
= Tp [=F'(2)(xn —2%) = [ F"(y)(2n — y)dy + F'(2%) (2, — 27)
+ [ E(y) (e — 2)dy — 3 (2,) [T F(20))]
= [ TR (y)(y — 2%)dy
— D" () [CnF ()T F ()]
- [ ST F" (@ + t(y — %)) (wn — 2*)2tdt

— D F" () [Dn FY (27T F ()] -
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Es decir que
|0 — 27 < gHFnF'(ﬂc*)H Hlzn = 2" |* + [T P (@) P|ITa F () [[7] . (4.12)
Y por la ecuacion (4.10), obtenemos
IPF@a)l| < llon = 2] + bl — 2*[2 [y (1= t)dt
= |lzn — 2"l + §llzn — 27|
= lon =21 (1 + 3llen —27[]) -
Por otra parte:
[-TF(z,) =T[F'(a*) = F'(z,)] = [I DF"(2)dw
= [ TF"(z, + t(z, — 2%))(2* — z,)dt.

De manera que
[T = TF'(z,)|] <bllx, — 2] < 1.
Esto es cierto, ya que b||x,, — z*|| < b||zo — 2*|| < u* < 1.
Por el Lema de Banach sobre operadores invertibles (véase [106]), sabemos que
existe [[F'(x,)] ! =T, F'(z*) y ademds
1

[,F' (9] < )
ICaF @ < T

Entonces, denotando
U, = bl|x, — x|,

llegamos a ver que

e =2l < i [ 4 Sogtoallan — 211+ Sllan — 2*1)?] [fea — o)

1—up 1—up

= o [% e (U ] e - ol

Ahora falta saber cuidndo

Es decir,
Unl(1 = w)? + 550w (5u2 — duy, + 8)

— 1.
201 — uy)? 81—
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Esto es cierto cuando u,, < u* ~ 0.331241, siendo u* la inica raiz real del polinomio
13u® — 28u® 4 32u — 8 < 0.

Como ug = b||zg — *|| < u*, por la hipétesis del teorema, hemos completado
el proceso inductivo y tenemos que

i1 — @[l < lfow — 2°]], ¥ > 0.
Ademas, como la sucesion recurrente

u? (5u? — 4u,, + 8)

Up+1 = 8(1 _ uﬂ)g

tiende a 0 siempre que uy < u*, tenemos que ||z, —z*|| — 0 cuando n — oo, como
queriamos demostrar.

]

4.2.2. ~v-teoria de Smale para el método de Chebyshev

Dedicamos esta seccion a estudiar la ~-teoria de Smale para el método de
Chebyshev (4.2), entendiendo dicha teorfa como el estudio de la convergencia local
de un proceso iterativo a partir de los datos conocidos del punto xzy, para obtener
aproximacién a una solucién localmente tnica xz* de la ecuacién no lineal (4.1),
donde F es un operador definido entre dos espacios de Banach X e Y. Seguiremos
las ideas y notaciones introducidas por Shub y Smale en [22] y Dedieu en [43], y
que mas adelante ha sido desarrollada por otros autores, para mas informacién al
respecto véase [99], [129] y [130].

Asumimos que existe z*, una solucién de la ecuacién (4.1) y que para un cierto
radio, digamos R > 0, el operador F' es analitico en la bola abierta definida como

B(z*,R) = {z € X; ||z — z*|| < R}. (4.13)

Consecuentemente, para cada x € B(z*, R), F puede ser desarrollada en serie de
Taylor en un entorno de x:

Fly) = Fla) + Y 5 FO )y - o)

k>1
Suponemos también que existe el operador

= F(z*)"
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Siguiendo a Smale (véase [121]), vamos a introducir la constante -y, definida como

1

1 =
7=ﬂm(—W7“VfW) , (4.14)
k>2 k!

es decir que

1

- (k) (% k—1

ITES )| < 4 k> 2
Esta constante juega un rol principal en el estudio de la convergencia local del
método de Chebyshev definido en (4.2). En efecto, podemos incluso caracterizar

el dominio de accesibilidad a la solucion z*, encontrando un radio Ry > 0 tal que
(4.2) converge a x*, para cada zg € B(z*, Ry). En efecto, se tiene que este radio es

R():—.
Y

Presentamos ahora el teorema principal de la y-teoria de Smale para el método
de Chebyshev, que caracteriza el radio Ry anteriormente citado.

Teorema 4.7. En las condiciones presentadas anteriormente, st o es un punto
que cumple

I’()GB(LL'*,R()), R():u—<R,
g

siendo R el radio introducido en (4.13), v la constante definida en (4.14) y u* ~
0.126511 la menor raiz de la ecuacion

—1 + 14u — 63u® + 132u° — 124u* + 52u° — 8u® = 0.

Entoces el método de Chebyshev definido en (4.2) y empezando en xq converge a

*

T .

Demostracion. En primer lugar, para cada x¢ € B(z*, Ry), denotamos

uo = y||lro —2*|| y  Y(uo) = 2uf — dug + 1. (4.15)
Entonces
ITF (o) = I|| = |[T[E"(xo) — F'(«")]|
< Yot wl TEED (@) [Jzo — 27|

IN

> ko1 (b + DyFllag — 27|

/
(S ™) = (74

o — 1< L
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Esta ultima desigualdad es equivalente a 1(ug) > 0, donde ¥ (u) es el polinomio
definido en (4.15). Esto es cierto ya que

V2

ug < yRp=u"<1——.

2

Ahora, usando el Lema de Banach sobre operadores invertibles (véase [106]), te-

nemos que

1 (1 —U0)2

1F (o) F (@)l < = -

(1/(1 = up)? — 1) Y(up)

Notemos que como 1y < 1, entonces

[ITE (o)

Por otro lado tenemos

[ITE™ (o)

IN

IN

< e wlTFH @) o — 27|

< Ekzl 'Yk_leo - w*Hk
= (Zk21 Ulg_l) ||xo — 2|
k(k—1 _
S oo SED T FR ()] [[ag — 2| |F2

D ko (k= 1)y |wg — 2|2
Y Zk22 k(k — 1)“]5_2
v 2 kso(k +2)(k + Dug
gl [Zkzo UISH}H
w2 1"

d=o

97/
k=

2y
(1—u0)3 :

(4.16)

(4.17)

(4.18)

Con estas cuentas hechas, recordemos la expresién del método de Chebyshev

(4.2)

Cr(z) = 2 (1 + lLF(g;)) ToF(x),

2
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de donde obtenemos
OF(J)Q) — ZE* = T — l’* — FgF(l’o) — %LF(I())F()F((L’Q)
= DoF'(z*) [T F'(z0) (g — %) — I'F(x0) (4.19)
— %FF”(xO)(FOF(xO))Q].
Podemos escribir la expresion entre corchetes anterior como
Zk21 ﬁFF(m(ﬁ)(:pO - x*)k - E>1 kIIFF(k)( )(:100 - x*)k
- %FF”(ZL’())[F()F,(ZII*)FF<C(ZO)]2
Reduciendo esta expresion se tiene
k—1 1
> (k—|)PF(k) (2)(zg — ) — éFF”(a:o)[FOF’(J:*)FF(xO)]Z.

k>2

Tomando normas:

13 mn GETF® (@) (g — 2*)H]| < (T up ) [aro — 2]
= [ k>21{:u’8 ' Zk>2 1] ||zo — 2|
= <Zk>2u0 1 ?L())on_x*H
= () - w55 - )
_ <2u0(11 ZS +ud 1u(;0) l|zo — *|]

2ug— “0 —ug +u0

bl gy g

Luego tenemos

1Cr(x0) —2*|| < [[ToF" (&) [T F" (20) (w0 — &%) — T'F(x0)

= 5TF"(20)(ToF(w0))?]

(1—u0)2 (1— u0)4

S ) [(1 0 T P
oy lleo = 2*11] llwo — 2|
ug (11— *

< g [+ ) o — 2

ug (1 (u0)2+1—uo)

D (u0)® ||x w*”
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Como ug < u* ~ 0.126511, siendo u* la menor raiz positiva del polinomio
—1 + 14u — 63u® + 132u® — 124u* + 52u° — 8u®,

se tiene que
ug[t(ug)? + 1 — uyg)

¥ (up)?

Por lo tanto
|21 — 2*[| = ||Cr(20) — ™[] < |lzo — 27||.
Ademas podemos repetir el mismo argumento con z1, partiendo de xy. Finalmente

llamando )
~ ug[Y(ug)® 41— uyg)

T —
P (uo)? ’
y por recurrencia sobre k tenemos:
|2k — || = Tllay, — 2] < - < T2 — 27|.
Como T < 1, entonces z; converge a x*. Esto pudo ser demostrado. O

4.3. Convergencia semilocal del método de Che-
byshev en espacios de Banach

En la literatura actual del campo de las matemaéticas aplicadas, se puede en-
contrar una limitada bibliografia referente al estudio de la convergencia semilocal
del método de Chebyshev, sin embargo, presentamos a continuacién tres maneras
diferentes de abordar tal estudio: la teoria de Kantorovich, a quien se debe la ge-
neralizaciéon del método de Newton a espacios de Banach. En segundo lugar, estan
las relaciones de recurrencia, que en suma son una extension de las técnicas que en
su momento aplicara Kantorovich, para estudiar el método de Newton y que mu-
chos otros autores han aportado a su desarrollo, aplicandola a distintos métodos,
en nuestro caso, al método de Chebyshev. Y finalmente tratamos la a-teoria de
Smale. En los tres casos hemos incluido referencias, en las que se pueden ampliar
algunas de las informaciones presentadas.

4.3.1. Teoria de Kantorovich semilocal para el método de
Chebyshev

La contribucién més destacada de Kantorovich consiste en apoyarse en técni-
cas de andlisis funcional para demostrar resultados de andlisis numérico, enfoque
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que permite que numerosos problemas no lineales, tales como la resolucion de
ecuaciones integrales, ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales,
o problemas de célculo variacional, puedan escribirse de la forma (4.1) y utilizar
entonces el método de Newton para su resolucién. Nosotros hemos utilizado esta
experiencia para incorporar el método de Chebyshev como herramienta eficiente
de resolucién a estos campos. Como resultado de este esfuerzo, hemos publicado
en la revista «Bulletin of the Australian Mathematical Society» el articulo «A note
on the semilocal convergence of Chebyshev’s method», véase [44]. En este articulo,
los autores!' presentamos el desarrollo de la teoria de Kantorovich para el método
de Chebyshev, similar a la existente para el muy conocido método de Newton, pa-
ra resolver ecuaciones no lineales en espacios de Banach. Nosotros mejoramos los
resultados obtenidos anteriormente, considerando el método de Chebyshev como
un elemento de una familia de procesos iterativos.

Una caracteristica destacable de la teoria de Kantorovich es que no exige a prio-
ri la existencia de soluciones de la ecuacién (4.1). Por contra, se exigen condiciones
sobre el punto de partida. Este tipo de estudio de la convergencia se denomina
convergencia semilocal. Asi, el teorema clasico de Newton-Kantorovich no es sélo
un resultado sobre convergencia del método de Newton, sino también un resultado
sobre existencia de soluciones de la ecuacién (4.1).

Por otro lado, Daniel Gonzélez Sanchez, en su tesis Doctoral (véase [61]), de
reciente defensa y publicacién, presenta nuevos resultados que enriquecen la teoria
de Kantorovich, aplicando dicha teoria a la resolucién de ecuaciones integrales.
Ademads, nuevas aplicaciones y usos certifican la vigencia que tiene la teoria de
Kantorovich, véase [78], [79] y [80]. En el marco general de la teorfa de Kantorovich
(véase [80]), se demuestra la convergencia semilocal de un método iterativo de
tercer orden de convergencia en espacios de Banach. Siendo un poco pretenciosos,
seguiremos las huellas que marcé Kantorovich en sus trabajos sobre el método de
Newton y daremos el salto para aplicar dicho teorema al método de Chebyshev.
Para nuestro objetivo, asumimos a lo largo de este capitulo que F': X — Y es un
operador definido entre dos espacios de Banach que es dos veces diferenciable con
continuidad en un dominio abierto y conexo 2 C X. Ademés suponemos que se
cumplen las siguientes condiciones, que son clasicas en el estudio de la convergencia
semilocal de procesos iterativos de tercer orden bajo condiciones de Kantorovich
(véase por ejemplo: [51], [61], [65], [66], [71], [133] y [135]):

(i) Existe un punto zy € Q donde el operador lineal Ty = F”(z)~" esta definido.
(ii) [[To(F"(z) = F" (W) < Kllz = yll, z,y € Q, k> 0.

(iii) [|[ToF(x0)] < a, [ToF" (x0)]| < b.

IM. A. Diloné Alvarado, J. M Gutiérrez Jiménez y M. Garcia Olivo.
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(iv) La ecuacién

ko b
p(t) = gt?’ + 51&2 —t+a=0 (4.20)

tiene como solucion una raiz negativa, que denotamos como —ry con rg > 0,
y dos raices positivas: r; y ro (11 < rg).
(v) S={x: ||z — x| <ri} CQ.

Nota 4.1. Las condiciones siguientes son equivalentes a las condiciones asumi-
das previamente en (iv). Ambos casos pueden deducirse simplemente asumiendo
p(p) <0, donde p es el minimo relativo del polinomio p(t) definido en (4.20).

- b + 4k — bv/b? + 2k
3k (b+ V02 +2k)

2. 9k2a® + 18abk + 6ab® < 3b* + 8k.

Lema 4.8. Vamos a definir la secuencia escalar {t,} por

1 p(tn)
= = =t — 1+ =L > 4.21
to O> tn+1 C(tn) ln ( + 2 p(tn>> p’(tn)’ n =z O> ( )

donde p(t) es el polinomio definido en (4.20). Entonces {t,} es una secuencia
mondtona creciente y convergente a ri, que es el menor cero positivo de p(t).

Demostracion. Como p(tg) = a > 0, por hipdtesis tenemos que ¢ty < 7 por el
teorema del Valor Medio

tl — 7 = Hl(So)(to — T1>,
para algin sg € (tg,71). Notemos que

(3 = L, (1)) Ly(t)*

/
t) =
() D
donde L,(t) y Ly(t) se definen, respectivamente, por
p(t)p"(t) p)p" (1)
L,(t)=——= Ly(t)=—F——+
P( ) p'<t>2 ) P( ) p”(t)2

Ahora, tomemos en cuenta que p(t) es positivo, decreciente y convexo sobre el
intervalo [0,71] y tenemos H'(t) > 0 sobre [0,7]. Por lo tanto t; < ry.

Por otro lado,

p(to) ( 1
t—ty= -2 (14 =L (t,) ] >o0.
p/(t0> 2 p( )
Entonces se obtiene por induccién matematica que t,, < r; y t,_1 > t, para todo
n > 1, partiendo de este hecho, luego (t,—1,71) C (to,71).

Por lo tanto la secuencia (4.21) converge a 7. O
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Lema 4.9. Sea p la inica raiz positiva de p'(t) = 0, donde p(t) es el polinomio
definido en (4.20). Bajo las condiciones (i)-(v) previamente definidas, si ||z —
zo|| < p, entonces existe la inversa F'(x)™! y

1

| F' ()7 F' (o) < ol =)’

1E" (o) F" (@) < p" ([l — o).

Demostracion. Note que

k
p(t) = 51&2 +bt—1

tiene dos raices reales dadas por
b+ Vb 2k —b— b+ 2k

t_ = .
P+ 2 2

Entonces, cuando ||z — z¢|| < t; se tiene que
/ k 2
P (llz = zoll) = 3 llz = 2ol[” + bljx — zo]| = 1 <0.

Asi, bajo las condiciones (ii) y (iii) dadas en (4.20) tenemos

1" (o) F" () (& — o) + / F' (o) [F" (0 + tx — 20)) — F" (o) dt(z — )|

k
< be—on + §H$—x0H2 < 1.

Considerando el teorema del Valor Medio, se sigue que
1
F'(z) = F'(z0) + / F" (2o + t(x — xo))dt(z — x0),
0

donde
Fl(zg) 'Fl(x) = T +F'(z0) ' F"(20)(z — x0)
1
+ / F'(z0) 'F" (20 + t(x — 20)) — F"(0)]dt(x — x0).

0
Entonces, por el Lema de Banach sobre inversién de operadores [106], la inversa
de F'(zg) ' F'(x)" 'y es F'(x) ' F'(x¢) existe. Luego

1 1

[1F' ()7 F ()| < ==,
L=bllz = zol| = §llz — x> P'(?)
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' [|F" (o) " " (@)[] < ([ (o) F" (o)
+ [ F (o) T E (w0) — F(@)]]]
< b+ ke — ol = p"([lz — o),
asi, el lema queda demostrado. O

Lema 4.10. Con la misma notacion y las mismas hipdtesis anteriores, podemos
escribir F(x,1) de la siguiente manera:

F(2ny1) = %F//(xn)yi + %F”(In)rnF(xn)yn
+ [ (x) = F ()[04 — @) da,
donde T, = F'(x,)7' e yp = Lp(x,) T F(x,).

Demostracion. Por el desarrollo en serie de Taylor, y teniendo en cuenta la funcion
de iteracién (4.2), deducimos

F(@ni1) = F(z) + F'(20) (@041 — 20) + 5F"(20) (@01 — 20)°
+ [ E () = F" (@) (241 — x) do
= —LF"(2,) T F(2,)00F (2,) + L F"(2,) (T, F ()
+5 " @)y + 5 F" (20) Do F (20)Yn
+ [ E (2) = F"(20)) (2041 — o) da,
por lo que el resultado se sigue directamente. O

Ahora estamos en condiciones de dar el siguiente teorema tipo Kantorovich
para el método de Chebyshev, escrito como lo hemos considerado al inicio de este
capitulo (4.2).

Teorema 4.11. Supongamos que se mantienen las condiciones (1)-(v) introduci-
das al principio de esta seccion. Entonces la sucesion {x,} definida por el método
de Chebyshev (4.2) estd bien definida, permanece en S = {x : ||x — x| < 1} y
converge a una solucion x* de la ecuacion (4.1). Ademds, se satisface la siguiente
estimacion del error:

|x* — 2| < 71— ta, (4.22)

donde {t,} es la sucesion definida en (4.21), que en suma no es mds que el método
de Chebyshev aplicado al polinomio p(t) definido en (4.20) y r1 es el menor cero
positivo de p(t).
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Demostracion. Siguiendo los pasos que se indican en la referencia [135], veamos
que las siguientes condiciones son ciertas para todo entero no negativo n:

—_

cxp € S={x:|xr— x| <11}

2. La inversa I, = F'(x,)"! existe.

3. [ToF (xn)]| < p(tn)-

4. |0, F'(zo)]] < p(_ti).

5. [Tl (zn)]l < p"(tn)-

6. ”anrl - xn” < lpg1 — o

En primer lugar, notemos que la sexta condicion del listado anterior es conse-
cuencia inmediata de las anteriores. Luego, las hipétesis (i)-(v) garantizan que las
condiciones (1-5) son ciertas para n = 0.

Por un proceso inductivo, supongamos ahora que (1-5) se cumplen para n < k,
entonces la condicién (6) también se cumple y, por tanto,

|zk1 — @ol| < thpr —to <11 < p,

donde p es la unica raiz positiva de p/(t) = 0, introducida en el Lema 4.9.
Consecuentemente 41 € S. Del lema 4.9, tenemos que I'yy 1 = F'(xp,1) 7"
también existe y las condiciones (4) y (5) se cumplen para n =k + 1.
Ahora, del lema 4.10, tenemos

IToF (1)l < §IIT0F" (@r)yill + 3IT0F" (@) Dok (2 )y

o ol + s — 1)) = P/ ()] (1 = ) du(aigs — o)
< §Lo(t)*p(te) + 3Ly (tk)*p(t) + § (trer — 1) = pltesr).

Por lo tanto, la condicién (3) también es verdadera para n = k + 1. De este modo,
las condiciones (1-5) se cumplen para todo n > 0y, por tanto, también la condicién
(6).

Como {t,} es una sucesién convergente, la condicién (6) implica que {z,}
es también convergente. Denotemos como z* su limite. Haciendo n — oo en la
condicién (3) deducimos que F'(z*) = 0y entonces z* es una solucién de la ecuacion
(4.1). Finalmente, la estimacién del error puede deducirse aplicando recursivamente
la condicién (6),

‘|xn+j - xn” < tn+j - tnu .] > 17

y haciendo j — co. Como queriamos demostrar. O
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La teorfa de Kantorovich [80] puede ser usada, no dnicamente para mostrar
la convergencia de un método iterativo, sino ademas simultdneamente como una
teoria de existencia y unicidad para ecuaciones no lineales. En esta direccion,
podemos establecer el siguiente resultado.

Teorema 4.12. Supongamos que las condiciones (1)—(v) introducidas en la pre-
sente seccion son ciertas. Entonces la ecuacion (4.1) tiene una solucion x* que se
encuentra en la bola cerrada By = {x € X : ||z — xo|| < 1} CQ y es dnica en el
conjunto By = {x € X : || — x| <12} N, donde ry y ro son las raices positivas
del polinomio p(t) definido en (4.20).

Demostracion. Partimos del hecho de que z* € By, lo cual se sigue directamente
tomando n = 0 en (4.22). Para mostrar la unicidad, asumimos que existe otra
solucién y* de la ecuacién (4.1) en B(zy,72). Siguiendo una técnica utilizada por
otros autores, como por ejemplo [15] y [47], tenemos

0=F(y") — F(a*) = / F(a® + 1y — 2%)) di(y" — 7).

Si probamos que el operador fol F'(z* + t(y* — x*)) dt tiene inverso, ya tendremos
que y* = z*.
Notemos que

1 1 pz*+t(y*—z*)
]—FO/ F'(x* +t(y* —a"))dt = —FO/ / F"(z)dzdt
0 0 o

1 *+t(y*—z*)
_ _po/o / [F" () + (F"(2) — F"(x0))] dz dt.

Entonces,
! ] * * k 2 k b
I =Ty Flo* +t(y* —2")dt| < —ry+ [ zri+ 5 ) (re+71) =1
0 6 6 2
Necesitamos probar que
k k b
57”3 + (57”1 + 5) (ro 1) = 1. (4.23)

Para ello, vamos a definir el polinomio

k k b k b
q(r) = 67"2 + (67”1 + 5) T+ <ET% + 5= 1) .
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La condicién (4.23) es equivalente a ¢(r2) = 0. Usando las férmulas de Cardano,
tenemos

3
T1+7’2—T0—?,
y
B 6a
TlTQ—k—m,

donde —rg, 71 y ro son las raices de (4.20). Luego

p(—rg)

q(ry) = — =0.
Por lo tanto (4.23) se cumple. De manera que la demostracién se ha completado.
m

Los siguientes resultados nos permiten obtener estimaciones a priori para los
términos del error (4.22) en funcién de las raices del polinomio p(t) definido
en (4.20). Consideramos en primer lugar el caso de que en la funcién mayori-
zante definida en (4.20) se tenga k = 0, es decir, que el operador F sea cuadratico.
En este caso, el polinomio p es de la forma

b

p(t)zatz—t—i—a:(),

con h =ab < % Entonces p(t) tiene dos raices positivas, digamos r; < 7y, con

1—V1-2h 1++I-2h
==

r
b Yy T2

Presentamos entonces el siguiente resultado.

r =

Lema 4.13. Sea {t,} la sucesion de Chebyshev aplicada al polinomio p(t). Si
0<h<—8+6v2~ 0.485281,

se tienen las siquientes acotaciones del error’

Si h =ab=1/2, entonces

r—t, = §nr
1 n — 8 1-

2La cota inferior es valida para 0 < h < 1/2.
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Demostracion. Introducimos las siguientes notaciones: a,, = ry — t,, b, = r9 — t,,.
Entonces,

5 Qp + 2b,
n (an + bn)3 )

2a, + b,
(an + bn)g.

A1 (a0’ an + 2Dy
bn+1 B bn Qan + bTL ‘

3
Upt1 =@ b1 =y,

Por tanto,

Llamando ©,, = a,/b, se tiene

3 O, +2

@n+1 - @nm

42
2z+1

Como resulta que 0 < 0, < 1y es decreciente como funcién de x, se tiene

que
0 <0, <207

Por lo tanto
? 2033 24 ..43n ~gntl
@n—i—l < 2@% < 21—1—3@2_1 < 21+3+3 @2_2 << 91+3+3%+-+3 @(?5
n+1l_ n
_ 2%63 +1

= J5(vV260)"".

Si v20,, < 1, es decir, si h < —8 + 6v/2 ~ 0.485281, entonces

@n < %(\/ﬁ@o)gn.

Esto implica

1 " 1
r—t, < %(\/5@0) (7"2 — tn) = \/§

Con lo cual, obtenemos la cota superior del error que aparece en el enunciado.
Por otra parte

(V200)% (ry — 1 4+ 11 — t).

0, > 065"
Luego
Tl—tn > @g (TQ—T1+Tl—tn),
ro—"T (R 3"
r— tn > r 131(;??71 )

con lo que se deduce la cota inferior del error que aparece en el enunciado.
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Por 1ltimo, analizamos el caso particular h = % En este caso r; = ry. Con la
notacién anterior,

_ 3ay
Ant1 = R
y por tanto
e
3 )
lo cual completa la demostracion. O

Ahora centramos nuestro estudio en obtener la expresién del error para la
secuencia de Chebyshev (4.2), cuando p es un polinomio ctbico [96].

El resultado anterior de la secuencia de Chebyshev para polinomios cuadraticos,
pudo llevarse a cabo seguiendo el método aplicado por Ostrowski, sin embargo en
el lema siguiente, establecemos la estimacion del error del caso cibico, utilizando
un nuevo procedimiento (véase [48] o [65]), debido a la dificultad que presenta, con
respecto a la técnica seguida. Usaremos la siguiente notacion

tn
tpy~ 8, < lim — =1.
n—o00 Sy,
Lema 4.14. Sea p el polinomio dado por
k b
p(t) = 6t3+§t2—t+a:0, k> 0.

Asumimos que p tiene dos raices positivas, digamos r1 < ro, y una negativa —rg.
Sea {t,} la sucesion de Chebyshev aplicadada al polinomio anterior. Entonces si
T < Tg,
roy —11)0%"
SR U]
VA — 63

dondeHZ\/_:—;y

(7’2 — 7"1)(7“0 — 7’1) + 2(7”0 — 27”1 — T2)2

(7”0 — 7"1)2

ry—t r§n
1~ 'n 18'

Demostracion. El polinomio definido antes puede ser escrito en la forma

A= < 1.

Si r1 = ry, tenemos

p(0) = 50— )12 = )0+ 1)
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Ahora escribimos a,, =11 —t,, b, =19 —t, ¥

_ b%an 1 (Tl - Cp(tn))(r2 - tn)g
Tlt) = e = = o) — L)

donde C)(t,) es la funcién de iteracién del método de Chebyshev aplicado a p(t).
Como Cy(r1) = 1y, Cp(r1) = CJ(r1) = 0, tenemos para t suficientemente
proximo a ry

T(t) ~ (7’2 - T1)2 ll,mt~>T1 T(l,,,:f:)(i)

o (r
= pﬁ( 1)(7/'2 — 711)2
()2 — ! (1 ! (1
WP, (4.24)
o (7‘2—7"1)(7’0—‘,—7‘1)+2(7"0+27‘1—7"2)2
- (ro+r1)?2
= A\

Ya que t,, — r1, cuando n — 0o, obtenemos

a a s n\* 1
() amn (a2 L
by \bn r2) VA
y ya tenemos la primera parte.
Siry = 1o, sea

T(tn) _ An+1 _ T — Cp(tn).

ap r— tn

Notemos que para t suficientemente préximo a 7

~ ~ 3
Por recurrencia, la segunda parte de esta demostracion es inmediata. O

4.3.2. Relaciones de recurrencia para el método de Cheby-
shev

Hasta ahora, las condiciones necesarias para la convergencia del método de
Chebyshev (4.2) han sido establecidas en la seccién anterior, asumiendo que la
segunda derivada Fréchet de F' satisface la condicién de Lipschitz siguiente

ITolF"(x) = F* ()]l < kllz = yll, (4.25)

para x e y en una regiéon adecuada de X y otras condiciones sobre el punto de
partida xg. A partir de estas condiciones, se construye una funcién mayorizante
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(un polinomio) que regula la convergencia de la sucesién definida en espacios de
Banach. La técnica desarrollada es una extension de la seguida por Kantorovich y
otros autores (véase [80] o [106]), para estudiar el método de Newton.

Otra técnica empleada habitualmente para el estudio de la convergencia se-
milocal de procesos iterativos, son las conocidas como relaciones de recurrencia.
Desde el punto de vista historico, las relaciones de recurrencia fueron empleadas
por el propio Kantorovich, antes incluso que introducir las funciones mayorizantes,
véase [48] y [49]. En el caso del método de Chebyshev, encontramos la aplicacién
de las relaciones de recurrencia en trabajos de Chen y Argyros, [15], Candela y
Marquina, [28] y, sobre todo, Herndndez y colaboradores, véase [50], [73] y [76].

Precisamente, de un trabajo de este tltimo grupo, especificamente en [67], es
de donde hemos tomado el siguiente resultado.

Teorema 4.15. Sea F(z) = 0 una ecuacion, donde F es un operador continuo
dos veces diferenciable Fréchet en un dominio convexo abierto Q C X. Sea xg € )
un punto donde el operador Ty = F'(x¢)~! existe. Definimos

My = sup [[ToF"(2)||, a0 = [|ToF (x0)|| Mo,

€N

cuando este supremo es finito, y

() I F (o)l
1—a0< 1+o‘° )

Supongamos que
ap < 1=~ 0.326664 . . ., (4.26)

donde r es la menor raiz positiva del polinomio 2x* 4 7x® — 422 — 24x +8, y ademds
B(xo,7m0) = {7z € X; ||x — 20| < 10},

estd contenido en Q). Entonces, la sucesion de Chebyshev (4.2) estd bien definida,
contenida en B(xo,70) y converge a x*, una solucion de F(x) = 0. Ademds, x* es
la dnica solucion en B(xg,2/My — ro).
Demostracion. Para n > 0, definamos

M, = sup LW F" @) @ = TP ()| My, B = (142 )
z€eQ

Las hipétesis del teorema garantizan la existencia de xy y

o1 = @oll < (14 52) IToF (o))l
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Ademads puede demostrarse sin dificultad que T'oF’(z) existe y

< 2.

1
ToF (x0)|| <
o o)l < 1=

Luego x5 esta definida y, teniendo en cuenta la hipodtesis anterior y por el hecho
de que

ool < 5 (1+ (14 5) ) Iror (el

obtenemos que
los =2l < (1+5) IToF (@)

Finalmente, a; < . En efecto, por (4.26) y por las relaciones de recurrencia,

= TP (o)1 < 20 <

Siguiendo un razonamiento inductivo podemos reemplazar x| por xs, x5 por x3
y, en general, x,,_1 por z, para obtener la existencia de I';, ' (x,,_1) y las siguientes
relaciones de recurrencia:

1 1
- <...<
1= fBna 1 — fo

HFnF,(xn—l)H < <2,

Oy Op—1\ 2
mwmmms21Q+0+20)wﬁﬂhﬂu

Oy, S Qp_1.

En consecuencia,

Qp

§<1+%>an1( (1+ ))Hrn P ()|
)

(14 (145)) <1

Como
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entonces {x,} es una sucesién de Cauchy y ademds converge a
x* € B(x0,70).

Para demostrar que F'(z*) = 0, note que cuando n — oo se tiene

IT—1F(x,)| — 0.
Como ocurre que
I () | < 1 (@n-2) [[Tna F () |

y ademéas {||F'(x,)||} es una sucesién acotada, deducimos

1G] = 0,

y por continuidad, F'(z*) = 0. B
Ahora, para mostrar la unicidad, suponemos que y* € B(zg,2/My—r() es otra
solucién de F(x) = 0. Luego

0= Fly) = Fla') = [ Pl sty =) dely” =)

1
tenemos que demostrar que el operador / F'(z* + t(y* — 2*)) dt tiene inversa
0

y entonces y* = x*. Esta misma demostracién se encuentra en [15], donde I. K.
Argyros y D. Chen demuestran que la inversa del operador existe y que ademés
x* es Unica. O]

A continuacion presentamos un ejemplo donde las condiciones del teorema 4.15
son satisfechas y sin embargo las hipdtesis (2) y (3) fallan.

Ejemplo 4.3. Consideremos la funcion
f(z)=2*mna® + 2% — 100 +2.5, f(0)=25

definida en X = [—1,1] y sea xo = 0. Notemos que f"(x) = 6zlogz?+ 10z + 2 no
satisface la condicion de Lipschitz en X, ya que st

f//(x) _ f//<y)
r—Yy
estuviese acotada, también lo estaria f"(x) = 22 + 6logz?, lo cual no es cierto.
Por lo tanto, el teorema de Kantorovich no se puede aplicar. Sin embargo,

f(0) f'()
f'(0) f'(0)
apg = 0.3 < r = 0.326664 se puede aplicar el Teorema 4.15. Por otra parte, las
derivadas f*) (x) no estdin definidas en xo para k > 3, por lo que las condiciones
de tipo Smale que se introducen en la siguiente seccion tampoco pueden aplicarse
en este ejemplo.

=1.2

=

’ =0.25, sup
zeX
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4.3.3. a-teoria de Smale para el método de Chebyshev

En esta seccion presentamos el estudio de la a-teoria de Smale, aplicada al
método de Chebyshev. De inmediato, consideramos importante dejar en claro cier-
tas precisiones conceptuales. La idea principal de esta teoria consiste en obtener
informacion acerca de la convergencia de (4.2) para resolver F(z) = 0, haciendo
uso de la informacién que se tiene sobre el entorno de xg.

Consideremos F' : X — Y, un operador definido entre dos espacios de Banach
X e Y y asumimos que F' es analitica en el entorno del punto de partida xz,
digamos B(wg, R). Supongamos ademds que existe ['g = F’(zo) "

Ahora vamos a introducir la notacion siguiente:

1
IToF (zo)| < 5. sup <EIIF0F('€)(%)II) <7, a=py (4.27)
En el ano 1986 Smale obtiene un resultado que garantiza la convergencia del
método de Newton para funciones analiticas [121], estableciendo como constante
universal la cota
« S Q,

con ag ~ 0.130707, en lugar de las condiciones que establece Katorovich en su
teorema para el método de Newton [78]. Tres anos mas tarde, Wang y Han [130]
consiguen el valor optimo de «, dado por

a < 3—2v2=2~0.17157.

Recientemente Yakoubsohn [132] ha propuesto a < a3 con a ~ 0.162435 raiz
del polinomio 423 — 1222 + 8z — 1. Adem4ds de otros aportes, como los de Wang-
Zhao en [129], los cuales consideran una sucesién de constantes i, en vez de la
constante vy introducida en (4.27). Como puede observarse, es una linea productiva
de investigaciones abiertas.

Para nuestros fines, vamos a considerar la notaciéon de los teoremas de Sma-
le, para la convergencia de procesos iterativos. Notemos que (4.27) implica las
siguientes desigualdades:

1
EHFOF(M(%)H <AM k>2 (4.28)

Es importante tomar en cuenta que la constante v es diferente para los distintos
procesos iterativos [132], [134]. Nuestro objetivo es demostrar la convergencia de
(4.2) asumiendo condiciones puntuales (4.27).

La convergencia del método de Chebyshev en espacios de Banach se deduce de
la convergencia del método de Chebyshev aplicado a la siguiente funcién escalar

Gt) =B —t+ >y AR (4.29)

k>2
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(1)

T

\\\//

T

t?

Figura 4.1: Gréafica de la funcién ¢(t) = 8 —t + T definida en (4.30).

Notemos que la serie definida en (4.29) es convergente cuando 7t < 1. En este
caso, la serie se puede escribir

Y2

¢(t):ﬁ—t+1_w.

(4.30)
En primer lugar, presentamos un lema técnico sobre la convergencia del método
de Chebyshev aplicado a la funcién ¢(t) definida en (4.30).

Lema 4.16. Si o < 3 — 2v/2, la funcién ¢(t) = 0 definida en (4.30) tiene dos
raices reales 2

1 — 1 2-38 1 1 2-8
+a (1+a) O = —I—oz—l—\/(4 + ) @ (4.31)
2

4y

r =

Ademas, la sucesion
to = 0

bt = £ — (1 N 1L¢( )) Oltn)

Pt) "
(t

definida por el método de Chebyshev aplicado a ¢(t) = 0 converge a 1.

(4.32)

Demostracién. Observe que ¢(t) = 0 < 3 — (1+ )t +2yt* = 0. Asi que, para que
existan raices reales, se debe cumplir que

(1+a)>8a+1—-6a+a®>0.

Esto es cierto si @ < 3 — 2v/2, lo que justifica la condicién obtenida para el
parametro a.
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Se tiene que ¢(t) es una funcién decreciente, convexa y positiva en (0, r;) (véase
la figura 4.1). Ademas

t(2 —t) 2y 672

") = —1 7—’ " == moeyy——1

¢'(t) M TETE ¢"(t) a0 ¢ ()(vt—l)‘*
Teniendo en cuenta el teorema 4.5, se sigue que {t,} es creciente y acotada

superiormente por r;. ]

A continuacién presentamos un resultado que usa la a-teoria de Smale para
probar la convergencia semivocal del método de Chebyshev en espacios de Banach.

Teorema 4.17. Sea F' un operator analitico definido en la bola B(xg, R) para un
cierto radio R > 0. Con las notaciones introducidas en (4.27), si a < 3 — 2v/2 Yy
r1 < R, entonces la sucesion {t,} definida en (4.32) es una sucesion mayorizante
para {x,}, obtenida por el método de Chebyshev (4.2) aplicado al operador F
definido en (4.1).

Demostracion. El procedimiento habitual en este tipo de resultados consiste en
probar por induccién las siguientes condiciones:

: P(tn)

i |[ToF (z,)]| < RFTNE

ii. Existe Ty1 = F'(2n11) 7"y [T F'(20)]| < q;’b(t@i)l)'
Lo 1 1 o®(t,

iii. HHFOF(’“)(%)H < _ggbﬁb'(io))’ k>

iv. [|[Zp01 — x| < thg1 — o
O]

Teorema 4.18. Bajo las condiciones del teorema 4.17, se tiene que la ecuacion
F(x) = 0 tiene una solucidn x* que estd localizada en la bola cerrada B(zg,r)
y que es unica en B(xo, 1), donde r1 y ro se han definido en (4.31). Ademds, el
método de Chebyshev aplicado al operador F definido en (4.1) y empezando en xy,
converge a x*.

Demostracion. Tenemos que {t,} mayoriza a {z,}, t, — 71, ademds X es un
espacio de Banach, de aqui se deduce la existencia de z* tal que (z,) — z*. Ademsés,
por la continuidad de F'y tomando limites en la condicién i. de la demostracion
del Teorema 4.17:

|IToF(z*)|| = lim | ToF(x,)]| < — lim o(tn) =0,
n—oo

n—o0 ¢/ (to)
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asi que F'(z*) = 0 y * es una solucién de F(z) = 0 que estd localizada en la bola
cerrada B(xg, 7).

Para obtener la regién de unicidad, supongamos que & es otra solucién en la
bola abierta B(xg, ). Entonces

0 =Ty [F(i) — F(z*)] = M(@ — a*), (4.33)

donde M : X — X denota a un operador lineal definido por
1
M(z) = / LoF'(x* + (2 — 2*))xdt, x€X.
0
Como ||Z — x| <72y [|[2* — x0|| < 71 se tiene que

17— M| < H/Ol TolF'(2* + 1(3 — 7)) — F'(20)] dtH

1 1
g/ b||x*+t(§c—x*)—x0\|dt§/ b((1 = t)||z* — || + |13 — ao)) dt
0 0

b
<§(’T‘1—|—T2):1.

Por el lema de Banach, se sabe que M tiene inverso y, teniendo en cuenta (4.33),

se concluye que & = x*. En definitiva, 2* es la tunica solucién de F(z) = 0 en la
bola B(xzg,rs). O

Los siguientes resultados estan encaminados a obtener estimaciones del error
para la sucesion definida en (4.32). En concreto, estudiamos las cotas del error
del método de Chebyshev, aplicando la a-teoria de Smale, y siguiendo la técnica
implementada por Ostrowski [96] y [134]. El primer autor consiguié calcular el error
del método de Newton, mientras que el segundo calcul6 el error para el método de
Halley.

Para simplificar los cdlculos y, siguiendo la idea y notacién desarrollada en [134]
hacemos el siguiente cambio de variable

7_2

T=9t g(r)=9(t) =a— T+ .

Sea {7,} la secuencia de Chebyshev para resolver g(7) = 0, con 75 = 0:

st = Tn — (14 Ly(70)) 2 (7a) (4.34)

Notemos que para todo n > 0, g(1,) = Y¢(tn), ¢'(m) = ¢'(tn) v ¢"(7a) =
%gb”(tn). Por lo tanto, Ly(7,) = Ly(t,) y 70 = Yin.
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Lema 4.19. Sea {7,} la sucesion definida en (4.34) para 0 < a < 3 — 2y/2. De-
notamos 7 = yry T = ry a las raices de g(1). Entonces se tienen las siguientes
acotaciones del error.

Si a < 0.169364, entonces®

LT* sk ) 37
(\/_T/T ) <7—*_7_n§(7_**_7_*)

\/E o (\/ZT*/T**)Sn -

(\/MT*/T**)?’n
\/M . (\/MT*/T**)3n

. (1 _T**> (1 _T*)§1 — )2

l—7 ) (1—=7)21—7>)—1

Sia=3— 2\/5, entonces

(8\/§ 1) <7t -7, < 2—nT*.

Demostracion. Definimos

U =T —Tp, by =77 =7, vy cp=1—1,.

Entonces
2(r*—71)(1T** —1
o(r) = LD
g<Tn> = 2ac7;bn7

g(m) = Zl-cu2an + o) + anby),

g//<7_ ) — 2 (201%“1’2[7&1 (an+bn)+anbn] ) .

cn

Partiendo de las derivadas sucesivas ¢'(7), ¢”(7), ademéas de las respectivas
sustituciones de los valores a,, y b,, obtenemos

a2 (b, — cn)(anb? — 2a,bpcn — b2C + anc? + 2b,c2)

(anbn — QpCp — bncn)3

Apy1 =

)

b2 (a, — c,)(a2b, — 2a,b,c, — a2c + b, + 2by,c,)

(anbn — ApCp — bncn)3

bn+1 ==

3La cota inferior del error es cierta para o < 3 — 2v/2.
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Entonces,
an1 _ [ Gn 3 b, — ¢, anbz — 2a,b,c,, — bic + anc% + 2bncfl

—\b, azb, — 2a,bpcn — a2c + bpc2 + 2b,c,
Denotando ©,, = {*, y deshaciendo los cambios, respecto a 7,,, 7" y 7, tenemos

1— T**) (T, — 1) + (1 — 7%)(1 — 7**)2
L—7 ) (7 — 134+ (1 — ) (1 — %)

bn+1 Qp — Cp

(4.35)

®n+1 = @731 (

Notemos que la expresion

1
@n+1:@i( 4 )7

1—7*

es la misma obtenida para el error del método de Halley en [134]. En nuestro caso,
denotamos el factor restante como

(7 — 13+ (1 — 7%)(1 — 7**)?
(7, — 1)+ (1 —7)(1 — 7)%’

H(m,) =

luego
3(1n — 12 — 7)1 —7)(1 — 7)

(T =12 + (1 = 7)(1 = 792

H'(1,) =
Notemos que
T*gT**§%<1,vae 0,3 -2v2].
Por tanto H'(7,,) > 0y H(7,) es creciente para 7 € (0,7*), es decir que en definitiva
(1—79(1—7)2 -1 e e

H(0) = AR —1 < H(r,) < H(r") = —

Con este resultado, volvamos sobre la expresion (4.35), ahora podemos escribir la
secuencia

L—7\ (1—79(1—71")2 -1 1—7 1—7*
o3 <0, <63 1 .
”(1—¢*>(1—7*)2(1—7**)—1)— A N e
Para simplificar la escritura, y teniendo en cuenta los valores L y M introducidos
en el enunciado,

LO? <0, <M.
Entonces )
Op1 < MO} < M(MO}_)> =M} <...

14+34--43" 3nT!
<M ’ o;

3T 1
=M= of"

- o (170

3n+1
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Figura 4.2: Gréficas de vV MO, y v/ LO, correspondientes a M y L, respectivamente,
definidos en el Teorema 4.19.

Es decir,
(\/_ @0)

ﬁ\

De aqui se deduce que

=7, < \/LM (m@(])?ﬂl (T — Tn),

de donde se sigue la cota superior del enunciado.
La cota inferior se obtiene sin mas que tener en cuenta

0, >T(\/_@o)

Como observaciéon importante, nétese que para poder obtener la cota superior es
necesario exigir que

1 — 7** 1— 7\ 7*
V M@() - @3 1 + < 17
1—7* 1—7¢ ) 7
lo cual no es siempre cierto para a < 3 — 2v/2. En este caso, es necesario exigir
una limitacién ligeramente mas fuerte para el parametro «, donde

a < 0.169364 < 3 — 2v/2 ~ 0.17157,

véase la Figura 4.2.
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Por tltimo, si @ = 3 — 21/2, se tiene que g(T) tiene una unica raiz real de multi-
plicidad 2

1
T*:T**:§(2—\/§).

Con la notacién anterior, se tiene que
(ay, — cn)(a% — 3anc, + 3¢2)
(an, — 2¢,)3 '

Qp4+1 = Qp

Notemos que

(an — cn)(a2 — 3anc, +3c2) 2 (2v2t2 — 4V2t — 2t + 3v/2 + 2) - 3
(an — 2¢,)? (—Qt +v2+ 2)3 B

y asi, la segunda parte del resultado se sigue inmediatamente.

8vV2-11 <

Y

o |

En el resultado anterior ha sido necesario exigir que
a < 0.169364 < 3 — 2v/2 ~ 0.17157

para poder asegurar la convergencia cibica del método de Chebyshev. Queda pen-
diente de estudio lo que ocurre para

0.169364 < o < 3 — 2v/2 ~ 0.17157.

4.4. Aplicaciones

A continuacién presentamos unos resultados tedricos referentes a los operadores
lineales, que nos han sido de mucha utilidad para poder realizar el segundo de los
ejemplos que siguen en este apartado.

Si F': X — Y es un operador dos veces diferenciable en un punto zy € X,
entonces F”(xg) € B(X?Y), donde B(X?Y) es el conjunto de los operadores
bilineales acotados de X2 = X x X en Y, con la norma

1Bl = sup ||B(ay,22)l, Be€BXY).

[z [l;[lz2]|<1

Es conocido, [30], que existe una isometria entre el espacio B(X?,Y) y L(X, L(X, Y)) .
A partir de ahora, y teniendo en cuenta esta isometria, identificaremos los elemen-
tos de ambos espacios. También se sabe (véase [106]), que F"(xq) es un operador
bilineal simétrico, es decir,

F"(x0)x1709 = F"(20)x271 para todo x1, 79 € X.
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Para un operador bilineal de R? x R? en R? empleamos la notacién dada por
una matriz de bloques [12]

b b2
b21 b22
b b2

Entonces, si z = (x1,22), y = (y1, y2), se tiene que

b%l b%z

e | (o
B(%?J) = ($17x2) W Yo

B2

b%lxl + b%ll'g b%2l'1 + b%2I2 U1
b%ll’l + b%le 6%21'1 + b§2$2 ( Y2
bi'wiyr + b7 woyn + bi*wiys + b2 w0y,

( by w1ys + 03 ways 4 by a1ys + 0520y, ) '

En R2 consideramos la norma del méximo
(1, 22)|| = max {|21], [22]},
y en L(R? R?) la norma dada por

IL]| = méx {|an| + |aral, lasi| + |agl},

I = ( a1l 412 > ‘
a1  a22
Entonces se comprueba facilmente [107] que la norma del operador bilineal B
definido por (4.36) viene dada por

con

2

k=1

2
1Bl = sup mix )

flzfl=1

j=1
Ademas se tiene la siguiente estimacion de la norma anterior
1B]] < mdxc {[br"] + [by*] + [6] + [3°], [b3 | + [b5°] + (B3] + 1637}

El resultado de componer una aplicacién bilineal B y una lineal L es una
aplicacion bilineal LB. Con la notacién anterior, tenemos que la matriz asociada

5 LB es 11 11 12 12
a1161 —|-CL1252 allbl +a12b2

21 21 22 22
anbl + a12172 a11b1 + a12b2

11 11 12 12
aQ]_bl + a22b2 azlbl + a22b2

21 21 22 22
a2161 + Cl22b2 a21b1 + a22b2

LB =



176 CAPITULO 4. CONVERGENCIA DEL METODO DE CHEBYSHEV

Si F es un operador de R? en R? que a un par (z,y) € R? le hace corresponder
(f(z,y),9(x,y)) € R? tenemos que la derivada segunda de F en un punto (g, yo)
es el operador de R? x R? en R? dado por la matriz de la forma (4.36)

fxx f:cy
fyx fyy :
Jzz  YGzy
Gyz  Gyy

donde las derivadas parciales anteriores estan evaluadas en el punto (zg, yo)-

En este punto, estamos en condiciones de mostrar varios ejemplos en los que
aplicamos los resultados que hemos presentado en el desarrollo del presente capitu-
lo.

Ejemplo 4.4. Consideremos la ecuacion p(t) =0 con
p(t) = t* — 30t + 200 = (t — 10)(¢ — 20). (4.37)
Denotamos {t,} la sucesion de Chebyshev dada por la expresion

Lp(tn)) p(tn)

bnt1 =t — (1+

2 )yt
Apliquemos ahora la teoria local de Kantorovich, con los datos siguientes:
rr = 10
p(t) = 2t—30
pi(t) = 2
p(r) = —10.
Luego tenemos que Cooa s
no = Pl 10
b= |ZYl=1L VteR

Con lo cual

S = bu" = 5(0.331241) ~ 1.656205.

Por lo tanto, si
xo € (8.343795,11.656205),

entonces hay convergencia (tedrica) para la sucesion {t,} de Chebyshev. Con la
y-teoria se obtiene el mismo resultado, debido a que

p®(r) =0, Vk>3.

Notemos que este radio de convergencia es teorico. En la prdctica se obtiene con-
vergencia para puntos de partida mds alejados [65].
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Cuadro 4.3: Comparacion de la velocidad de convergencia entre los métodos de
Chebyshev, Halley y la aceleracién convexa del método de Newton.

n tn Up, Up,
0.000000000000000  0.000000000000000  0.000000000000000
8.148148148148148  8.571428571428571  9.333333333333333
9.936934743362793  9.980430528375734  9.999847409781033
9.999995122930333  9.999999925494193  10.000000000000000
10.000000000000000  10.000000000000000  10.000000000000000

= W N = O

Ejemplo 4.5. Volvamos a retomar la ecuacion (4.87), y comparemos la velocidad
de convergencia de las sucesiones {t,}, {u,} y {v.} que generan los métodos de
Chebyshev, Halley y la aceleracion convexa del método de Newton, respectivamente.
Estas sucesiones vienen dadas por las siguientes expresiones:

+ o _ (t2—30t,+200)(5t2 —150t,,+1100)
ntl — ‘n 8(tn—15)3 ’
— 2(t2 —30t,,+200) (t, —15)

n (3t2—-90t,+700)  °
— (3t2 —90t,,+700) (t2 —30t,,+-200)
Unt1 = In (12 —30t,, +250) (tn —15)

Un+1

Si empezamos en el mismo punto to = ug = vg = 0. Obtenemos las sucesiones
registradas en el Cuadro 4.3. Como vemos, ene ste caso, el método de Chebyshev
es mds lento que los otros dos.

Ejemplo 4.6. (Aplicacién de la teoria local de Kantorovich aplicada al método de
Chebyshev). Ahora nos ocupamos de resolver el sistema de ecuaciones F(z,y) =0,
siendo

Flz,y)=(2*—y—2, 9 — 2> +y +1).
Este sistema tiene solucion exacta x* = (\/3, 1). La sucesion de Chebyshev para
resolver dicho sistema viene dada por

1
Tpy1 = Tp — (I + §LF(CCn)> LonF(x,), n=0,1,2....

Utilizaremos la teoria sobre operadores lineales que presentamos al inicio de este
apartado. Ast, llamamos X = (x,y), luego

2¢ —1
F/<X):(—2x 3y2+1>'

o= ( 5 )

Ahora se tiene que
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Ast, det(F'(z*)) = 6v/3 # 0, por lo tanto, existe T = F'(x*)7!,

2 1
r— (¥ 7).
3 3
Ademas,
20
" B 00
Fi(X) = -2 0
0 6y

Como puede observarse, necesitamos definir el dominio. Tenemos que ||z —z*|| <1
siy solo st |x — /3] <1yly—1| <1, lo cual implica necesariamente y € (0,2).
Luego se tiene

1 0
V3
Y

TF'(X)=|_— 3

o O O
N O

Y

Tomando norma tenemos

1
ITF"(X)]| < méx {%ﬂy}.

Como y € (0,2), entonces
b=||TF"(X)|| = 4.

Aplicando el teorema 4.6

oo — 2] < 0.331241

= (0.08281025.
Por lo tanto, la secuencia de Chebyshev converge.

Notemos que esta bola de accesibilidad obtenida de forma teorica es muy res-
trictiva. En la prdactica, podemos alcanzar la solucion empezando desde puntos mds
alejados de la raiz, ejemplo el punto (6,3), como se muestra en el Cuadro 4.4.

Ejemplo 4.7. (Aplicacion de la vy-teoria de Smale aplicada al método de Cheby-
shev) Ahora vamos a resolver el mismo sistema de ecuaciones del ejemplo anterior,
aplicando la y-teoria de Smale. Recordemos la solucion exacta x* = (v/3,1).

L
7
0
0 0
0 2

w

0
PF'(a%) = !
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Cuadro 4.4: Regiones de accesibilidad a las raices del método de Chebyshev.
n T Yn
6.000000000000000000  3.000000000000000000
2.719439840217446527 1.727937814357567444
1.830721648025601499  1.138820258896789643
1.733249320860063453  1.003038870277247239
1.732050823057711034  1.000000046348271498
1.732050807568877294  1.000000000000000000
1.732050807568877294  1.000000000000000000

DO W N~ O

Tomando norma se tiene

5 2
CE" ()| < ||T)] ||F" («* <6méx{—,—}:4
[[TE ()| < [IT[HF(29)]] < 6v3 3

Notemos que T F®)(2*) =0, Vk > 3. Por otro lado, de (4.14) obtenemos

A 1 \/5 1
= max -5 =1.
Y A\ 3

Por el teorema 4.7 concluimos que como

*

l|zo — 2*]] < L& = 0.126511.
y

Por lo tanto, el método de Chebyshev converge.

Ejemplo 4.8. En el espacio X = C|0, 1] para toda funcién continua en el intervalo

[0,1] con la norma
ol = m [e(s)]

consideramos la ecuacion F(x) =0, siendo
1
F(z)(s) =xz(s) — s + 5/ scos(z(t))dt, x € C[0,1], s€[0,1].
0

Con la notacion del teorema 4.15 y por xo = xo(s) = s, usamos la definicion de la
primera y la sequnda derivada Fréchet del operador F' obtenemos

sen 1 B 1
2 —senl+cosl’  2—senl+cosl’

a=b=
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Del polinomio

k b
1) = -3+ —t> — ¢ =0.
p(t) 5 -|—2 +a=0

llegamos a

1
P 6(2—S€n1+cosl)[ +3(sen ) (2 —senl+cos1)t+ 6senl]

Las dos raices positivas de p son
r1 = 0.6095694860276291, 1o = 1.70990829134757.

Entonces, tenemos que F(x) = 0 tiene una raiz en B(xg,1r1). Ademds, esta es la
unica raiz en B(xg,r3). Mostramos ahora algunos limites de error del método de

Chebyshev
||z* — x| < vy —th.

Para n = 0, el error es 0.6095694860276291, para n = 1, 0.0534834955243040,
para n = 2, el error cometido es 0.0001520166774545, para n = 3, el error corres-
pondiente es 0.0000000000042804 y, por ultimo, para n > 4 el error es menor que
10715,



Bibliografia

1]

C. ALTMAN: Iterative methods of higher order. Bull. Acad. Poll. Sci. (Sér.
Sci. Math; Astr. Phys.) IX (1961), 62—68.

S. AMAT, C. BERMUDEZ, S. BUSQUIER AND S. PLAZA: On the dynamics
of the Euler iterative function. Appl. Math. Comput. 197 (2008), 725-732.

S. AMAT, S. BUSQUIER AND J. M. GUTIERREZ: Gometric constructions

of iterative functions to solve nonlinear equations. J. Comput. Appl. Math.
157 (2003), 197-205.

S. AMAT, S. BUSQUIER, J. M. GUTIERREZ AND M. A. HERNANDEZ: On
the global convergence of Chebyshev’s iterative method. J. Comput. Appl.
Math. 220 2 (2008), 17-21.

S. AMAT, S. BUSQUIER AND A. A. MAGRENAN: Reducing chaos and bifur-
cations in Newton-type methods (Acepted in Abstract And Applied Analy-
sis).

S. AMAT, S. BUSQUIER AND A. A. MAGRENAN: Reducing the bad zones
of convergence of a two-step Newton-type method (Submitted 2013).

S. AMAT, S. BUSQUIER AND S. PLAZA: Dynamics of a family of third-order

iterative methods that do not require using second derivatives. Appl. Math.
Comput. 154 3 (2004), 735-746.

S. AMAT, S. BUSQUIER AND S. PLAZA: Dynamics of the King and Jarratt
iterations. Aequationes Math. 69 3 (2005), 212-223.

S. AMAT, S. BUSQUIER AND S. PLAZA: On the dynamics of a family of
third-order iterative functions. ANZIAM J. 48 3 (2007), 343-359.

S. AMAT, S. BUSQUIER AND S. PLAZA: Review of some iterative root-
finding methods from a dynamical point of view. SCIENTIA, Series A: Math.
Sciences, 10 (2004), 3-35.

181



182

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

BIBLIOGRAFIA

E. ApAricio: Chebyshev y los nimeros primos. Acta de la IV jornadas
matemadticas Luso-Espafiolas. Jaca, (1997), 157-182.

I. K. ARGYROS: A Newton-like method for solving nonlinear equations in
Banach Space. Acta. Math. Hung. 27 (1992), 368-378.

I. K. ARGYROS: Convergence and applications of Newton-type iterations.
Springer, New York, 2008.

I. K. ARGYROS: The convergence of a Halley-Chebysheff-type method under
Newton-Kantorovich hypotheses. Appl. Math. Lett. 6 5 (1993), 71-74.

I. K. ARGYROS AND D. CHEN: Results on Chebyshev method in Banach
space. Universidad Catdlica del Norte. Antofagasta. Chile. Proyecciones, 12

2 (1993), 119-128.

I. K. ARGYROS, J. A. EZQUERRO, J. M. GUTIERREZ, M. A. HERNANDEZ
AND S. HIiLoUT: On the semilocal convergence of efficient Chebyshev-Secant-
type methods. J. Comput. Appl. Math. 235 (2011), 3195-3206.

I. K. ARGYROS AND J. M. GUTIERREZ: A Unified Approach for Enlarging
the Radius of Convergence for Newton’s Method and Applications. Nonlinear
Funct. Anal. and Appl. 10 4 (2005), 555-563.

A. F. BEARDON: [teration of rational functions. Springer-Verlag, New York,
1991.

R. BEHL, V. KANWAR AND K. K. SHARMA, Another simple way of de-
riving several iterative functions to solve nonlinear equations. Journal of

Applied Mathematics, Accepted on October 4th. (2012).

P. BLANCHARD: Complex analytic dynamics on the Riemann sphere. Bull.
of AMS (new series) 11, 1 (1984), 85-141.

P. BLANCHARD AND A. CHIU: Complex dynamics: an informal discussion.
Fractal geometry and analysis. Eds. J. Bélair & S. Dubuc. Kluwer Academic

Publishers, (1991), 45-98.

L. Brum, F. CUCKER, M. SHUB AND S. SMALE: Complexity and real

computation. Mathématiques et Applications. Springer Verlag, New York,
1997.

E. BopEWIG: Uber das Eulersche Verfahren zur Auflésung numerischer Glei-
chungen. Comm. Math. Helv. 8 (1935), 1-4.



BIBLIOGRAFIA 183

[24]

[25]
[26]

[27]

28]

[29]

[30]
[31]

[32]

A. N. BocgorLyuBov AND D. A. GRAVE: Autobiografical notes. Istoriko-
matematische issledovania, 34 (1993), 219-246.

N. BOURBAKI: Elements of mathematics, General topology. Hermann, 1966.

P. BuTtZErR AND F. JONGMANS: P. L. Chebyshev (1821-1894): A guide to
his life and work. J. Approxz. Theory, 96 (1999), 111-138.

V. CANDELA AND A. MARQUINA: Recurrence Relations for Rational Cubic
Methods I: The Halley Method. Computing, 44 (1990), 169-184.

V. CANDELA AND A. MARQUINA: Recurrence Relations for Rational Cubic
Methods II: The Chebyshev Method. Computing 45 (1990), 113-130.

L. CARLESON AND T. GAMELIN: Complex Dynamics. Springer-Verlag,
Berlin-Heidelberg, 1993.

H. CArtTAN: Calcul Différentiel. Hernann, 1971.

A. CAYLEY: The Newton-Fourier imaginary problem. American Journal of
Mathematics, (1897), 2-97.

P. L. CHEBYSHEV: Complete Collected Works (1946-1951), Izdatel’stvo
Akad. Nauk SSR, Moscow /Leningrad Vol. I (1946), 342 pp. Vol. IT (1947),
520 pp. Vol I1I (1948), 414 pp. Vol IV (1948), 255 pp. Vol V, other works,
biographical materials, (1951), 474 pp.

P. L. CHEBYSHEV: Sur les questions de minima qui se rattachent a la
représentation approximative des fonctions. Mém. Acad. St. Pétersb. 7 6
(1859), 199-291.

P. L. CHEBYSHEV: Théorie de mécanismes connus sous le nom de parallélo-
gammes. Mén. Des. Sav. Etr. Prés. Acad. de St. Pétersb. 7 (1854), 539-568.

K. V. CHEBYSHEVA: Some information on ancestors and descendants of the
Chebyshev family. Istoriko-matematicheskie issledovania (1990), (en Ruso)
32-33, 431-450.

D. CHEN: Standard Kantorovich theorem of the Chebyshev method on com-

plex plane. International Journal of Computer Mathematics, 42 1, 2 (1992),
67-70.

F. CHICHARRO, A. CORDERO, J. M. GUTIERREZ Y J. R. TORREGRO-
sA: Complex dynamics of derivative-free methods for nonlinear equations.

Applied Mathematics and Computation 219 (2013), 7023-7035.



184

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

BIBLIOGRAFIA

C. CHUN: Certain improvement of Chebyshev-Halley methods with accelera-
ted fourth-order convergence. Appl. Math. Comput. 189 (2005), 1559-1568.

C. CHUN: Some second-derivative-free variants of Chebyshev-Halley me-
thods. Appl. Math. Comput. 191 (2007), 410-414.

C. CHUN: Some variants of Chebyshev-Halley methods free from second
derivative. Appl. Math. Comput. 191 (2007), 193-198.

A. CORDERO, J. R. TORREGROSA AND P. VINDEL: Dynamics of a family
of Chebyshev-Halley type methods. Appl. Math. Comput. 219 16 (2013),
8568-8583.

J. H. CURRY, L. GARNETT AND D. SULLIVAN: On the iteration of rational

functions: Computer experiments with Newton’s method. Commun. Math.
Phys. 91 (1983), 267-277.

J. P. DEDIEU: Points fixes, zéros et la methode de Newton. Mathématiques
et Applications. Springer Verlag, Berlin, 2006.

M. A. DILONE-ALVARADO, M. GARCiA-OLIVO AND J. M GUTIERREZ:

A note on the semilocal convergence of Chebyshev’s method. Bulletin of the
Australian Mathematical Society, 23 (2012), 215-228.

L. EULER: Introductio in analysin infinitorum, Serie 2 Vol X, Bosquet, Lu-
cerne, (1748), reprinted in the Opera Omnia, Series I Vols. VIII and IX.
English translation by John Blanton. Springer-Verlag, (1988) and (1990).
Facsimile edition by Anastaltique, Brussels, 1967.

L. EULER: Opera Omnia. B. G. Teubner, Serie 1, 10 (1913), 422-455.

J. A. EZQUERRO, J. M. GUTIERREZ AND M. A. HERNANDEZ: A Cons-

truction Procedure of Iterative Methods with Cubical Convergence. Appl.
Math. Comput. 85 (1997), 181-199.

J. A. EZQUERRO, J. M. GUTIERREZ, M. A. HERNANDEZ, N. ROMERO Y
M. J. RuBio: El método de Newton: de Newton a Kantorovich. La Gaceta
de la RSME, 13 1 (2010), 53-76.

J. A. EZQUERRO, J. M. GUTIERREZ, M. A. HERNANDEZ, N. ROME-
RO Y M. J. RuBIO: Relaciones de recurrencia en el método de Newton-

Kantorovich. Servicio de Publicaciones de la Universidad de La Rioja.
(2010), 319-333.



BIBLIOGRAFIA 185

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[58]

[59]

J. A. EZQUERRO AND M. A. HERNANDEZ: Chebyshev’s approximations
algorithms for operators with w-conditioned first derivative. Journal of
Computation Analysis and Applications, 9 1 (2007), 93-101.

J. A. EZQUERRO AND M. A. HERNANDEZ: Nonlinear equations in Banach
spaces, Second-order. Appl. Math. and Optimization, 41 (2000), 227-236.

M. J. FEIGENBAUM: Quantitative universality for a class of nonlinear trans-
formations. Journal of Statistical Physics, 19 (1978), 25-52.

W. GANDER: On Halley’s iteration method. Amer. Math. Monthly 92,
(1985), 131-134.

M. GARCIA-OLIVO Y J. M. GUTIERREZ: Dindmica del método de Cheby-
shev para ecuaciones con raices dobles. Congreso Avila RSME, 2011.

M. GArcia-Orivo v J. M. GUTIERREZ: El «Célculo de las raices de una
ecuacién» de P. L. Chebyshev. Actas XI Congreso SEHCYT, (2012), 479~
490.

M. GARcia-OLivo v J. M. GUTIERREZ: Estudio dindmico del método de
Chebyshev aplicado a polinomios ctbicos. Congreso Oviedo RSME, 20009.

M. GARciA-OLIVO Y J. M. GUTIERREZ: La obra «El cdlculo de las raices
de una ecuacion» de P. L. Chebyshev. Editorial Académica Espanola, LAM-
BERT Academic Publishing GmbH € Co. KG. Alemania, 2012.

M. GARCIA-OLIVO Y J. M. GUTIERREZ: Notas histéricas sobre el método

de Chebyshev para resolver ecuaciones algebraicas. Miscelanea Matemdtica,
Sociedad Matemdtica Mezicana. 57 (2013), 63-83.

M. GARciA-OLIvO, J. M. GUTIERREZ AND L. J. HERNANDEZ-PARICIO:
On the general convergence of Chebyshev’s method. IMAC Symposium on
Dynamical Systems: Trends and perspectives, Castellén, 2011.

W. J. GILBERT: Generalizations of Newton’s method. Fractals, 9 3 (2001),
251-262.

D. GONZALEZ-SANCHEZ: Problemas de valor inicial en la construccion de
sucesiones mayorizantes para el método de Newton en espacios de Banach
(Tesis Doctoral). Servicio de Publicaciones, Universidad de La Rioja, 2012.

M. GRAU AND J. L. DiAz-BARRERO: An improvement of the Euler-
Chebyshev iterative method. J. Math. Annal. Appl. 315 (2006), 1-7.



186

[63]

[64]

[67]

68

BIBLIOGRAFIA

M. GRAU-SANCHEZ AND J. M. GUTIERREZ: Zero-finder methods derived

from Obreshkov’s techniques. Applied Mathematics and Computation, 215
8 (2009), 2992-3001.

M. GRAU-SANCHEZ, J. M. GUTIERREZ AND M. PERIS: Accelerated itera-

tive methods for finding solutions of a systems of nonlinear equations Applied
Mathematics and Computation 190 (2007), 1815-1823.

J. M. GUTIERREZ: El método de Newton en espacios de Banach (Tesis
Doctoral). Servicio de Publicaciones, Universidad de La Rioja, 1995.

J. M. GUTIERREZ AND M. A. HERNANDEZ: A family of Chebyshev-Halley
type methods in Banach spaces. Bull. Austral. Math. Soc. 55 (1997), 113
130.

J. M. GUTIERREZ AND M. A. HERNANDEZ: New Recurrence Relations for
Chebyshev method. Appl. Math. Lett. 10 2 (1997), 63-65.

J. M. GUTIERREZ, A. A. MAGRENAN AND J. L. VARONA: The Gauss-
Seidelization of iterative methods for solving nonlinear equations in the com-
plex plane. Appl. Math. Comput. 218 (2011), 2467-2479.

J. M. GUTIERREZ Y S. PLAZA: Estudio dindmico del método de Newton
para resolver ecuaciones no lineales. Servicio de publicaciones de la Univer-
sidad de La Rioja (en imprenta).

H. J. HAMILTON: A type of variation on Newton’s method. Amer. Math.
Mo. 57 (1950), 517-522.

M. A. HERNANDEZ: Chebyshev’s approximation algorithms and applica-
tions. Computers and Mathematics with Applications, 41 (2001), 433-445.

M. A. HERNANDEZ: Newton-Raphson’s method and convexity. Zb. Rad.
Prirod. Mat. Fak. Ser. Mat. 22 (1992), 159-166.

M. A. HERNANDEZ: Reduced recurrence relations for the Chebyshev met-
hod. Journal of Optimizations Theory and Applications, 98 2 (1998), 385-
739.

M. A. HERNANDEZ AND M. A. SALANOVA: A Family of Chebyshev Type

Methods in Banach Spaces. International Journal of Computer Mathematics,
61 (1996), 1-2.



BIBLIOGRAFIA 187

[75]

[76]

[77]

[78]

[82]

[83]

M. A. HERNANDEZ Y M. A. SALANOVA: La convezidad en la resolucidn de
ecuaciones escalares no lineales. Servicio de publicaciones de la Universidad

de la Rioja, Logrono, 1996.

M. A. HERNANDEZ AND M. A. SALANOVA: Modification of the Kantoro-
vich assumptions for semilocal convergence of the Chebyshev method. Jour-
nal of Computational and Applied Mathematics, 126 1, 2 (2000), 131-143.

A. S. HOUSEHOLDER: The numerical treatment of a single nonlinear equa-
tion. McGraw-Hill, New York, 1970.

L. V. KANTOROVICH: On Newton’s method for functional equations (en
ruso). Dokl Akad. Nauk SSSR, 59 (1948), 1237-1240.

L. V. KANTOROVICH: The majorant principle and Newton’s method (en
ruso). Dokl Akad. Nauk SSSR, 76 (1951), 17—-20.

L. V. KANTOROVICH AND G. P. AKILOV: Functional Analysis. Pergamon
Press, Oxford, 1982.

V. KANWAR, S. SINGH AND S. BAKSHI, Simple geometric constructions of

quadratically and cubically convergent iterative functions to solve nonlinear
equations. Numarical Algorithms, 4 (2008), 95-107.

N. KJURKCHIEV: Initial approximations in Euler-Chebyshev’s method.
Journal of Computational and Applied Mathematics, 58 (1995), 233-236.

K. KNEISL: Dynamical and numerical properties of root-finding algorithms,
(working title). Ph. D. dissertation, University of North Carolina at Chapel
Hill (in preparation).

K. KNEIsL: Julia sets for the Super-Newton method, Cauchy’s method and
Halley’s method. Chaos, Vol. XI, 2 (2001), 359-370.

J. Kou: On Chebyshev-Halley with sixth-order convergence for solving non-
linear equations. Appl. Math. Comput. 190 (2007), 126-131.

J. L. LAGRANGE: Encyclopaedia Britannica 15th ed. Struik, D. J. 1995.

J. L. LAGRANGE: Traité de la résolution des équations numériques de tous
les degrés. Oeuvres de Lagrange, éd. 3, Gauthier-Villars, Paris, 1808.

J. D. LAMBERT: Computational methods in ordinary differential equations.
John Wiley and Sons, Chichester, 1976.



188

[89]

[90]

[91]

[92]

[95]

[96]

[97]

[100]

[101]

[102]

BIBLIOGRAFIA

R. LAUBENBACHER, G. MCGRATH AND D. PENGELLEY: Lagrange and
the solution of numerical equations. Historia Math. 28 3 (2001), 220-231.

F. LuQuiN: Sobre dos no-descubrimientos matemdticos de P. L. Chebyshev.
La Gaceta de la RSME, 11 2 (2008), 279-289.

S. MARUSTER: On the tangent parabola method for nonlinear equations in
one variable. Seminar of Computational Mathematics, Depart. of Informa-
tics, West Univ. Timisoara, 1 (2001), 1-9.

C. MCMULLEN: Families of rational maps and iterative root-finding algo-
rithms. Ann. Math. Vol. CXXV (1987), 467-493.

A. MELMAN: Geometry and convergence of Euler’s and Halley’s methods.
TAM, 39 4 (1997), 728-735.

J. MILNOR: Dynamics in one complex variable: introductory lecture. STAM,
39 4 (1997), 728-735.

N. OBRESHKOV: Neue quadraturformeln. Abh. Preuss. Akad. Wissenschaft.
Math. Nat. KI. 4 (1940), 1-20.

A. M. OSTROWSKI: Solution of equations in euclidean and Banach spaces.
Academic Press. 1966.

D. K. GuprAa AND P. K. PARIDA: Semilocal convergence of a family of
third-order Chebyshev-type methods under a mild differentiability condition.
J. Comput. Appl. Math. 87 (2010), 3330-3343.

H. O. PEITGEN, D. SAUPE Y F. VON-HAESELER, Cayley’s problem and
Julia Sets, The Mathematical Intelligencer, 6 2 (1984), 11-20.

M. S. PeETkovi¢, D. D. HERCEG AND S. M. ILIC: Point Estimation
Theory and its Applications. University of Novi Sad, Institute of Mathema-
tics, Novi Sad, 1997.

M. S. PETKOVIC, L. D. PETKOVIC AND D. HERCEG: On Schroder’s fami-
lies of root-finding methods. J. Comput. Appl. Math. 233 (2010), 1755-1762.

D. PuAM ET M. GHINEA: Sur une méthode d’iteration dans la théorie des
equations. Compt. Rend. Paris, 249 (1959), 2262-2264.

S. PLAazA: Conjugacy classes of some numerical methods. Proyecciones, 20
1 (2001), 1-17.



BIBLIOGRAFIA 189

[103]

[104]
[105]

[106]

[107]

108

[109]

[110]

[111]

[112]

[113]

[114]

[115]

[116]

S. PLaza AND N. ROMERO: Attracting cycles for the relaxed Newton’s
method. J. Comput. Appl. Math. 235 1 (2011), 3238-3244.

V. E. PRUDNIKOV: P. L. Chebyshev, Scientist and Teacher. Moscow, 1950.

V. E. PRUDNIKOV: Pafnuti Lvovich Chebyshev 1821-1894. Nauka, Lenin-
grad, 1976.

L. B. RaLL: Computational Solution of Nonlinear Operator Equations. Ro-
bert E. Krieger Publishing Company, Inc. New York, 1979.

L. B. RALL: Quadratic equations in Banach spaces. Rend. Circ. Mat. Pa-
lermo, 10 (1961), 314-332.

W. C. RHEINBOLDT: An adaptice continuation process for solving systems
of nonlinear equations. Polish Academy of Sciences Banach Ctr. Publ. 3
(1961), 314-332.

H. W. RicHMOND: On certain formulae for numerical approximation. J.
London Math. Soc. 19 (1944), 31-38.

G. E. ROBERTS AND J. H. KOBELSKI: Newton’s versus Halley’s methods:

a dynamical systems approach. Internat. J. Bifur. Chaos Appl. Sci. Engrg.
14 10 (2004), 3459-3475.

F. M. RODRIGUEZ-VASQUEZ: Desarrollo conceptual de los métodos itera-
tivos en la resolucion de ecuaciones no lineales: un enfoque diddactico (Tesis
Doctoral). Universidad de Salamanca, 2010.

R. A. SAFIEV, On some iterative processes (in russian). Zh. Vychisl. Mat. i
Mat. Fiz. (Translated into English by L.B. Rall as MRC Technical Summary
Report, No. 649, Univ. Wisconsin-Madison, 1966). 4, 139-143 (1964).

G. S. SALEHOV: On the convergence of the process of tangent hyperbolas (in
Russian). Dolk. Akad. Nauk SSSR 82 (1952), 525-528.

T. R. ScAavo AND J. B. THOO: On the geometry of Halley’s method. Amer.
Math. Monthly, 102 (1995), 417-426.

E. SCHRODER: On infinitely many algorithms for solving equations. Mathe-
metische annalen, in 1870. Translated bay G. W. Stewar, November 1992,
revised in January of 1993.

E. SCHRODER: Uber unendlich viele algorithmen zur auflésung del gleichun-
gen. Math. Annal. 2 (1870), 317-365.



190

[117]

[118]

[119]

[120]

[121]

[122]

[123]

[124]

[125]

[126]

[127]

[128]

[129]

[130]

BIBLIOGRAFIA

O. SHEYNIN: Studies in the History of Statistics and Probability. Berlin,
20009.

M. SHUB AND S. SMALE: Computation complexity: O the geometry of
polynomilas and a theory of cost, I. Ann. Sci. Ec. Norm. Supér. 18 (1985),
107-142.

H. B. SINACEUR: Deux moments dans ’histoire du théoreme d’algebre de
Ch F Sturm. Rev. Histoire Sci. 41 2 (1988), 99-132.

H. B. SINACEUR: L’Oecuvre algébrique de Charles Francgois Sturm. en Co-
llected Works of Charles Frangois Sturm, Birkhduser Verlag, Basilea, (2009),
13-24.

S. SMALE: Newton’s Method Estimates from Data at One Point. Proc. of a
conf. in Honor of Gail Young, Laramie, New York, 2 (1977), 129-142.

P. SpEzIALL: Biography in Dictionary of Scientific Biography. New York,
1970-1990.

K. G. STEFFENS: The History of Approzimation theory, From euler to
Bernstein. Birkhduser Boston. Springer Science Media Inc. 2006.

J. F. TRAUB: Iterative methods for the solution of equations. Prentice-Hall,
Englewood Cliffs, 1964.

J. F. TRAUB: On a class of iteration formulas and some historical notes.
Comm. ACM, 4 3 (1961), 276-278.

J. L. VARONA: Graphic and Numerical Comparisons between iterative me-
thods. Math. Intelligencer, 24 1 (2002), 37-46.

E. VrRscAy AND W. GILBERT: Extraneous fixed points, basin boundaries
and chaotic dynamics for Schroder and Konig rational iteration functions.

Numer. Math. 52 (1988), 1-16.

H. S. WALL: A modification of Newton’s method. Am. Math. Mo. 55 (1948),
90-94.

D. R. WANG AND F. G. ZHAO: The theory of Smale’s point estimation
and its applications. J. Comput. Appl. Math. 60 (1995), 253-269.

X. WANG AND D. HAN: On Dominating Sequence Method in the point
Estimate and Smale’s Theorem. Scientia Sinica Ser. A. 60 (1989), 905-913.



BIBLIOGRAFIA 191

[131]

132]

[133]

[134]

[135]

[136]

[137]

138

[139]

[140]

[141]

[142]

[143]

P. WyNN: On a cubically convergent process for determining the zeros of
certain functions. MTAC, 10 (1956), 97-100.

J. C. YAKOUBSOHN: Une Constante Universelle pour la Convergence de la
Méthode de Newton. C. R. Acad. Sci. Paris, Série I, 320 (1995), 385-390.

T. YAMAMOTO: On the Method of Tangent Hyperbolas in Banach Spaces.
J. Comput. Appl. Math. 21 (1988), 75-86.

S. ZHENG: Point Estimates for Halley’s Iteration. Acta Math. Appl. Sinica,
14 (1991), 376-383.

S. ZHENG AND D. ROBBIE: A note on the convergence of Halley’s method
for solving operator equations. J. Austral. Math. Soc. Ser. B. 37 (1995),
16-25.

Geneva History of Science Museum, May, 2010. http://www.ville-ge.ch/
culture/mhs

C. E. PUENTE: La esencia del caos. University of California, Davis. http:
//puente.lawr.ucdavis.edu

E. SANDIFIER: Ed Sandifier’'s how Euler did it. The Mathematical Associa-
tion of America. http://www.maa.org/news/howeulerdidit.html

G. W. STEWART: On Infinitely Many Algorithms for Solving Equations
(traduccién al inglés del articulo original de Schroder) College Park, Univer-
sity of Maryland, Institute for Advanced Computer Studies, Department of
Computer Science (1993). http://www.thales.cs.umd.edu en el directorio
http://www.pub/reports

THE EULER ARCHIVE: The works of Leonhard Euler online. http://www.
math.dartmouth.edu/~euler/

http://encyclopedia2.thefreedictionary.com/Dmitrii+Matveevich+
Perevoshchikov

http://www.groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Printonly/Sturm.
html

http://www.history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Hirst_
comments.html



