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para optar al grado de Doctor en Ciencias Matemáticas
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Programa de Doctorado
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tramo final de la investigación, asumiendo juntos los desaf́ıos que esto conlleva,
eres mi hermano Magre).

Agradezco también tanto al personal administrativo, Esther Santolaya, Mónica
Fernández y Elena Roig, como a los docentes del Departamento de Matemáticas
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Prólogo

En una ocasión dije para mis adentros: ((Si fuese capaz de escribir algo, con-
vencido de que es definitivo, que no admita la dinámica cotidiana de la ciencia)),
ya estaŕıa disminuyendo la razón de mi propia existencia. Aśı que, la redacción
de esta memoria está pensada para que aún con el pasar del tiempo, pueda seguir
cuestionándome respecto a los temas incluidos y los que por razones de espacio
o incluso de tiempo, quedaron fuera a pesar de haber dedicado muchas horas de
estudios en ellos.

Asumo esta memoria como una insinuación de lo que vendrá, como un peldaño
en la escalera de mi vida investigadora, como un suspiro en el trayecto de mi
formación o como un motivo a explorar y profundizar en temas de interés.

El contenido de esta Tesis Doctoral se enmarca en el área de las matemáticas
aplicadas conocida como métodos numéricos, espećıficamente, se estudia el método
de Chebyshev y en cuatro caṕıtulos abarca desde una base de contenido histórico,
pasando por la recta real y la dinámica compleja, para finalizar con el método de
Chebyshev en los espacios de Banach. El estudio que presentamos en todo el texto,
se presenta de manera gradual, es decir que al llegar al último caṕıtulo, se requiere
de conocimientos matemáticos más sólidos.

Desde tiempos muy remotos el ser humano se ha visto en la necesidad de mode-
lar matemáticamente, situaciones que conlleven a la solución de un problema de la
vida cotidiana, y estos modelos, no siempre se presentan por medio de ecuaciones
sencillas. En la mayoŕıa de los casos, ni siquiera es posible contar con soluciones
exactas de dichas ecuaciones, de ah́ı que la aproximación numérica ha sido de gran
ayuda desde épocas muy antiguas. Se puede citar como ejemplo los polinomios de
Taylor que aproximan a una función, o los polinomios interpoladores obtenidos por
Newton y Lagrange para ajustar una función polinómica a una tabla de n valores,
o el método de Newton para hallar una solución aproximada de una ecuación, o
el método de Euler para el cálculo de una solución aproximada de una ecuación
diferencial y por último, el eje central de esta tesis, el método de Chebyshev para
el cálculo de las ráıces de ecuaciones no lineales.

Este trabajo trata sobre el conocido método de Chebyshev para resolver una
ecuación no lineal. Aśı, dada una ecuación

f(x) = 0, (1)

donde f es una función real de variable real (podŕıamos suponer también que se
trata de una función compleja), el método de Chebyshev consiste en generar una
sucesión de la forma

xn+1 = xn −
(

1 +
1

2
Lf (xn)

)
f(xn)

f ′(xn)
, donde Lf (x) =

f(x)f ′′(x)

f ′(x)2
, (2)
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a partir de un determinado punto de partida x0. En condiciones adecuadas, el
proceso iterativo anterior converge a un ĺımite x∗ que es una solución de la ecuación
(1).

Desde una perspectiva histórica, el método de Chebyshev (1.1) aparece dentro
de una familia de procesos iterativos de la forma xn+1 = Em(xn), donde

Em(x) = x+
m−1∑
ν=1

(−1)ν
f(x)ν

ν!
(f−1)(ν)(f(x)), (3)

y f−1 es la inversa de f .
Nos gustaŕıa recalcar que no hay un consenso en llamar método de Chebyshev al

proceso definido en (1.1). De hecho, podemos encontrar en la literatura matemática
diversas formas de denominar el método definido por (1.1). De manera que más
adelante presentamos una lista con una muestra de algunas denominaciones, junto
con los autores y trabajos correspondientes.

Como conclusión final de este trabajo, creemos que lo más correcto es referirse
al método definido en (1.1) como método de Chebyshev y reservar los nombres de
Euler y de Schröder para referirse a la familia de procesos iterativos (3).

El primer caṕıtulo de esta tesis está dedicado a honrrar la memoria de P.
L. Chebyshev, aśı que, pudiera decirse que es un caṕıtulo de caracter histórico.
En la primera sección, presentamos un compendio de la vida y obra cient́ıfica de
Chebyshev, haciendo énfacis especial al legado de Chebyshev que trascendió los
linderos de su generación y sigue teniendo vigencia en muchos de los campos de la
ciencia, la ingenieŕıa y la técnica, en los que se ocupó durante su etapa productiva.

Según el propio Chebyshev, ((la unión de la teoŕıa y la práctica proporciona los
resultados más provechosos. Con ello, no sólo gana la práctica, sino que también
salen beneficiadas las ciencias. La práctica descubre a la teoŕıa nuevos objetivos
de investigación o nuevas facetas en los objetos ya conocidos)). Esta frase es com-
partida por Euler y muchos otros hombres de ciencia, que si bien no lo expresaron
textualmente, al menos puede deducirse del legado de sus obras, y es compartida
también por nosotros.

En la segunda sección presentamos la traducción del ruso al español del art́ıcu-
lo original de Chebyshev ((Cálculo de las ráıces de ecuaciones)). Art́ıculo que Che-
byshev presentó en un concurso para jóvenes investigadores, organizado por el
Departamento de Matemáticas y F́ısicas de la Universidad de Moscú durante el
año lectivo 1840–1841. Dicho art́ıculo hab́ıa sido escrito por Chebyshev entre los
años 1837 y 1838, siendo apenas un joven de 16 años de edad. Por dicho art́ıculo,
recibió la medalla de plata, aunque muchos piensan que merećıa la medalla de oro,
entre los que me incluyo.

El art́ıculo ((Cálculo de las ráıces de ecuaciones)) según el propio J. F. Traub,
no era de fácil acceso, y ahora lo entiendo, porque a pesar de que se contaba
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con una compilación de las obras de Chebyshev, y que gran parte de las obras
se hab́ıa traducido al francés, dicho art́ıculo se encontraba en el tomo V de sus
obras completas, en una sección denominada ((otros trabajos)) y permanećıa en
ruso. Como resultado de la investigación de la parte histórica, hemos publicado
el libro titulado ((La obra El cálculo de las ráıces de una ecuación)) véase [57].
Además, tenemos publicado el art́ıculo [55] y otro aceptado para su publicación
en el número 57 de Miscelanea Matemática 2013, véase [58].

Este caṕıtulo incluye, en la Sección 3 las aportaciones que hicieron otros au-
tores al método de Chebyshev y otros autores que pudieron ser influenciados por
él. Finalmente, presentamos en la Sección 4, distintas formas en las que puede
deducirse el método de Chebyshev, como son la interpolación cuadrática, o por
medio de parábolas osculadoras o la interpolación exponencial o incluso siguiendo
los métodos de Obreshkov.

El Caṕıtulo 2 presenta la dinámica real del método de Chebyshev. El estudio
se divide en tres partes bien diferenciadas, en la primera sección presentamos
algunas propiedades del método de Chebyshev, enfatizando en sus caracteŕısticas
dinámicas y de convergencia en diferentes contextos, como por ejemplo, cómo se
comporta el método de Chebyshev frente a ráıces simples o dobles y la existencia
de puntos fijos extraños (puntos que no son solución de (1)).

La segunda sección y sus subsecciones están dedicadas a estudiar el compor-
tamiento dinámico del método de Chebyshev en la recta real, considerando los
distintos casos de polinomios cudráticos. Identificamos las regiones de accesibili-
dad a la ráıces, caracterizamos los puntos fijos y puntos fijos extraños. Además,
comprobamos la existencia de un conjunto no numerable de tipo Cantor de puntos
de no convergencia a las ráıces. Dicho conjunto forma parte del conjunto de Julia
asociado a la función racional. Además, en el conjunto de Julia de dicha función
están también los 2-ciclos repulsores y el resto de n-ciclos repulsores, aśı como las
preimágenes del polo x = 0.

Dedicamos la Sección 3 al estudio de los distintos casos de polinomios cúbicos,
haciendo uso de transformaciones af́ın de la forma τ(x) = αx+β, de esta manera,
el polinomio f(x) se reduce a uno de los tipos de polinomios simples siguientes:
f•(x) = x3, f+(x) = x3 + x, f−(x) = x3 − x o a un miembro de la familia uni-
paramétrica de polinomios cúbicos dada por fγ(x) = x3 + γx + 1. Como puede
observarse, a su vez, de esta familia surgen cinco casos distintos que están rela-
cionados con el valor del parámetro γ. Aśı, dedicamos un apartado a cada caso,
considerando los aspectos dinámicos sobre la recta real y con un esquema parecido
al seguido en la sección anterior.

Al final del caṕıtulo, como ya hab́ıamos caracterizado puntos fijos y una vez
ubicadas las regiones de acceso a soluciones, quisimos terminar con los diagramas
de bifurcación, que muestran los puntos a los que converge la órbita de un punto
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inicial x0, para diferentes valores del parámetro γ.

Para continuar avanzando en el estudio, reservamos el Caṕıtulo 3 a la dinámica
compleja del método de Chebyshev. En la primera sección, más que una introduc-
ción, entedimos necesario incluir como preliminares, algunas definiciones y resul-
tados que más adelante serán de gran utilidad, de esta forma, hacemos también
un caṕıtulo autocontenido.

Los primeros resultados que obtuvimos mientras realizabamos el proceso de
investigación, posterior a los cursos de doctorado, estuvieron enmarcados dentro
de este tema, aśı, presentamos dos comunicaciones a distintos congresos, véase
[54] y [56], en el que dimos una caracterización para una familia de polinomios
(polinomios malos), para los cuales el método de Chebyshev tiene el cero como
punto fijo superatractor.

La Sección 2 aborda el clásico problema de Cayley y la dinámica del método
de Chebyshev en el plano complejo, usando los polinomios de segundo grado. La
temática seguida en todo el caṕıtulo consiste en ir comparando las propiedades
dinámicas del método de Chebyshev con los bien conocidos métodos de Halley y
Newton.

Como motivación para esta parte de la investigación o sedución por parte del
método de Chebyshev, citamos el hecho de que ya para polinomios cuadráticos
el método de Chebyshev presentaba un comportamiento diferente a los métodos
de Halley y Newton, en lo referente al conjunto de Julia asociado a su cuenca de
atracción. Con este buen argumento en manos, decidimos estudiar el caso cúbico.

Para entender la dinámica de las funciones de iteración resultantes, estudiamos
las órbitas de sus puntos cŕıticos. La clave que emplearemos la presentamos en un
resultado sobre el conjunto de Fatou asociado a la función de iteración.

En las subsecciones 3.3.1, 3.3.2 y 3.3.3, la estrategia empleada consistió, al igual
que en el caso cuadrático, en lugar de estudiar la función racional Cp(z), resulta
más conveniente estudiar las funciones racionales obtenidas mediante conjugación
topológica, para esta ocasión seleccionamos las transformaciones de tipo Möbius
M1 y M2 definidas en (3.7) y (3.8), respectivamente.

En 3.3.1 presentamos el caso del método de Chebyshev, aplicado a polinomios
cúbicos con una ráız triple, donde la convergencia del método de Chebyshev es
lineal en todo caso, pero se hace más lenta según aumenta n, siendo n el número
de iteraciones.

Para el apartado 3.3.2 dejamos el estudios de los polinomios cúbicos con una
ráız doble, donde el método de Chebyshev tiene convergencia lineal.

Finalmente, en el caso de los polinomios cúbicos (caso general) ya McMullen,
véase [92], probó que ninguno de los tres métodos considerados tiene convergencia
general para polinomios cúbicos, es decir, que este estudio representó un reto per-
sonal. Aśı, analizamos las órbitas de los puntos cŕıticos libres, tomando en cuenta
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el conocido teorema de Fatou y Julia, véase [20], el cual asegura que cada ciclo
atractor debe atraer al menos a un punto cŕıtico.

Resultaba casi de cumplida obligación el terminar esta memoria con unas pin-
celadas sobre el estudio de la convergencia del método de Chebyshev en espacios
de Banach, no en vano éste es el tema de investigación principal del grupo de
investigación que me acogió en la Universidad de La Rioja. Además, esto nos per-
mite tener una visión lo más amplia posible del estudio del método de Chebyshev,
generalizando su estudio a espacios diferentes de los números reales o complejos,
ya tratados en los caṕıtulos anteriores. En consecuencia, este estudio abre la puer-
ta a la aplicación del método de Chebyshev para resolver una gran variedad de
problemas, tales como sistemas de ecuaciones no lineales, ecuaciones integrales,
ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales, problemas variaciona-
les, etc. Somos conscientes de que lo tratado en este caṕıtulo es solo una primera
aproximación y que un estudio mucho más profundo y sistemático podŕıa hacer-
se en este campo. Sin embargo, se ha pretendido hacer un recorrido por lo que,
a nuestro juicio, son las principales técnicas empleadas en el estudio de la con-
vergencia de un proceso iterativo en espacios de Banach. Hemos intentado basar
nuestro estudio en resultados ya existentes para el método de Chebyshev o para
otros métodos familiares, como los de Newton o Halley, apoyándonos en las refe-
rencias oportunas que se citan en el Caṕıtulo 4. No obstante, estamos seguros que
otras técnicas más novedosas se han quedado fuera de esta primera aproximación.

Comenzamos el Caṕıtulo 4 con unos resultados elementales sobre la conver-
gencia local del método de Chebyshev para funciones de variable real para pasar
a caracterizar después su convergencia global. En la Sección 4.2 es donde abor-
damos por primera vez el estudio en espacios de Banach. Se han considerado dos
técnicas clásicas para el análisis de la convergencia local, es decir, con condiciones
que asumen la existencia de solución para la ecuación que se pretende resolver,
F (x) = 0. Aśı, en ĺıneas resumidas, en la teoŕıa local de Kantorovich se exige que
la derivada del operador F satisfaga una condición de Lipschitz en un entorno de la
solución buscada. Por contra, en la teoŕıa local de Smale, conocida como γ-teoŕıa
se cambia la condición sobre la primera derivada por un conjunto de condiciones
sobre las derivadas sucesivas de F . Como contrapartida, en lugar de exigir que las
condiciones se cumplan en un cierto entorno, solo se exigen condiciones de forma
puntual, sobre la propia ráız a localizar.

Algo parecido se realiza en la Sección 4.3, donde la convergencia semilocal es
analizada. Se estudian las condiciones semilocales de Kantorovich y Smale (α-teoŕıa
en este caso), que básicamente consisten en cambiar los papeles de la solución en la
teoŕıa local por el del punto inicial. Nótese que, en la teoŕıa semilocal no se exige a
priori la existencia de una solución, por lo que los resultados obtenidos pueden verse
como unos resultados de existencia y unicidad de solución para resolver ecuaciones
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no lineales. Esta sección se complementa con una tercera técnica, la de relaciones
de recurrencia, que permite en muchos casos flexibilizar las condiciones y el estudio
de procesos iterativos en espacios de Banach. Sin duda esta última técnica es la
que abre mayores posibilidades de generalización para estudios futuros.

Por último, terminamos este caṕıtulo con una pequeña muestra de ejemplos
donde, más que comparar e ilustrar las técnicas consideradas en las secciones an-
teriores, se ha pretendido mostrar de forma testimonial la aplicación del método
de Chebyshev en diferentes contextos: una ecuación real, un sistema de ecuaciones
y una ecuación integral.
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Caṕıtulo 1

El ((Cálculo de las ráıces de
ecuaciones)) de P. L. Chebyshev

Uno de los problemas más estudiados en matemáticas, consiste en encontrar la
solución de una ecuación no lineal f(x) = 0. Hay una enorme variedad de situa-
ciones en diferentes disciplinas cient́ıficas que conducen a este problema. Aunque,
en ocasiones es relativamente fácil resolver ciertas ecuaciones, es también conoci-
do que para muchos casos particulares de la función f(x) es muy dif́ıcil y hasta
imposible obtener una solución exacta. Aśı que, durante varios siglos, han sido
desarrolladas diferentes técnicas iterativas con el objetivo de aproximar una solu-
ción de la ecuación f(x) = 0. Sin duda alguna, el método de Newton es el método
de aproximación de ráıces más estudiado y usado para resolver ecuaciones. Para
una función de valor real f : R→ R y partiendo de un valor inicial x0, el método
de Newton se define cono

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
.

Bajo condiciones apropiadas de la función f(x) y del valor inicial x0, el método
de Newton genera una secuencia {xn} de valores que converge a una solución x∗

de la ecuación f(x) = 0. Una de las caracteŕısticas más interesantes del método de
Newton es su equilibrio entre el coste operacional y la velocidad de convergencia.

Hay muchos otros métodos para aproximar la solución de ecuaciones no lineales.
Algunos de ellos son variantes del método de Newton, que buscan reducir el coste
computacional o aumentar la velocidad de convergencia. En este segundo grupo,
el método de Chebyshev juega un rol importante. Para valores reales de la función
f : R→ R y a partir de un valor inicial x0 es definido como

xx+1 = xn −
(

1 +
1

2
Lf (xn)

)
f(xn)

f ′(xn)
, n ≥ 0, (1.1)

1



2 CAPÍTULO 1. CÁLCULO DE LAS RAÍCES DE ECUACIONES

Figura 1.1: Pafnuty Lvóvich Chebyshev (1821–1894).

donde

Lf (xn) =
f(xn)f ′′(xn)

f ′(xn)2
.

En varias referencias bibliográficas la expresión (1.1) es atribuida a distintos
autores, como puede verse en el listado siguiente. Sin embargo, en este trabajo nos
referimos como método de Chebyshev.

◦ Método de Euler: [23], [82], [124].

◦ Método de Euler-Chebyshev: [82], [124].

◦ Método de Newton-Chebyshev: [77].

◦ Método Súper-Newton: [84].

◦ Método de Schröder: [60], [127].
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◦ Método de Householder: [77].

◦ Método de las Parábolas Tangentes: [14], [91].

◦ Método de la Interpolación Cuadrática Inversa: [15], [53], [75].

◦ Sin embargo, en la literatura rusa es atribuido a Chebyshev: [100], [120].

El método de Chebyshev, junto con sus mejoras y modificaciones ha llamado
la atención de muchos investigadores. Por ejemplo, desde el punto de vista históri-
co, podemos encontrar una forma equivalente para escribir (1.1) conocida como
fórmula de Schröder [115]. Como una muestra de recientes publicaciones sobre es-
te tema, podemos citar [3], [4], [38], [39], [40], [41], [62], [85] y [93]. El método
de Chebyshev, puede ser deducido de diferentes maneras. Por ejemplo, puede ser
obtenido por la interpolación cuadrática de la función inversa de f(x), con el fin
de aproximar f−1(0), véase [124]. Admite también una derivación geométrica, en
términos de la parábola osculadora ay2(x) + y(x) + bx + c = 0, que satisface las
condiciones de tangencia

y(xn) = f(xn), y′(xn) = f ′(xn) y y′′(xn) = f ′′(xn),

más adelante dedicaremos un apartado a las distintas formas en que se ha podido
obtener el método de Chebyshev, teniendo como punto de partida ideas diferentes.
Para más detalles véase [3] y [93].

Dedicamos la Sección 1.1 a la presentación de algunas notas biográficas sobre la
vida y el legado que Chebyshev, en su incansable labor de investigación, aportara
a las escuelas de matemáticas rusas, a las ciencias, la técnica y a un significativo
sector de la humanidad.

En la Sección 1.2 presentamos la traducción al español del art́ıculo original
de Chebyshev, que estaba en ruso, en el que Chebyshev presentó un importante
método de aproximación de ceros de ecuaciones, partiendo de las ideas básicas de la
existencia de las operaciones matemáticas y sus inversas. En esta traducción, hemos
intentado respetar al máximo la redacción, terminoloǵıa y simboloǵıa utilizadas
en la obra original, aunque en determinadas ocasiones era ((dif́ıcil encontrar una
expresión equivalente en la lengua española))1, debido al alto nivel cultural que a
Chebyshev le permit́ıa tener una forma de expresión un tanto rebuscada para su
época, incluso para la nuestra.

El trabajo de Chebyshev sale a la luz por primera vez, cuando el departa-
mento de f́ısica y matemáticas de la universidad de Moscú, en el que Chebyshev
estudiaba, convocó un a un concurso para jóvenes investigadores, durante el curso

1Opinión que comparte la rusa Svetlana Voznesenskaya Abonosimova (Ana), con quien nos
dedicamos a realizar la labor de traducción.



4 CAPÍTULO 1. CÁLCULO DE LAS RAÍCES DE ECUACIONES

Figura 1.2: Retrato de Chebyshev, por Nikolayev Yaroslav Sergeyevich (1899–
1978), Rusia, 1954. Se encuentra en el Museo de Artilleŕıa, Central del Estado San
Petersburgo, es un óleo sobre lienzo y pertenece a la colección de arte soviético.

1840–1841. Chebyshev, en su trabajo ((Cálculo de las ráıces de ecuaciones)), que
hab́ıa terminado en 1838, derivó una aproximación algoŕıtmica para la solución
de ecuaciones algebraicas y = f(x) de n-ésimo grado, basándose en el algoritmo
de Newton y usando el desarrollo en serie de la función inversa de f . Chebyshev
notó que los polinomios de mayor grado que se obteńıan de estas operaciones, ge-
neraban convergencia más rápida, esto, sin tomar en cuenta el coste operacional.
El trabajo, no publicado en su momento, fue premiado con la medalla de plata
en dicho concurso universitario, véase [26], [32]. Hubo que esperar más de 50 años
para que este trabajo viera la luz, en las obras completas que se publicaron (en
ruso) entre 1946 y 1951, véase [32]. Y fue en el quinto volumen, publicado en
1951, dedicado a otros trabajos y materiales biográficos, donde aparece publicado
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Figura 1.3: Chebyshev en uno de sus viajes a Paŕıs.

((Cálculo de las ráıces de ecuaciones)).

Esta sección concluye con la traducción de los comentarios sobre el método de
Chebyshev, hecha por L. Vasilkov y V. Goncharov. Dichos comentarios en realidad
explican de manera resumida la forma en que Chebyshev construye su método de
aproximación.

Las aportaciones al desarrollo, evolución y aplicaciones del método de Cheby-
shev, por parte de otros autores, son tratadas en la Sección 1.3. Ahora, presentamos
de manera resumida, el aporte que hicieron varios autores a la teoŕıa de aproxima-
ción de ráıces antes, durante y después de la aparición en escenario de Chebyshev,
hacia el año 1838. Además, arrojamos luz respecto al controvertido tema sobre el
verdadero creador del método iterativo cuya autoŕıa ha sido atribuida, con el paso
de los años, a varios autores.

Nos gustaŕıa destacar que el tema tratado en ((Cálculo de las ráıces de ecua-
ciones)) podŕıa considerarse como una rareza dentro del extenso campo conceptual
en el que se movió Chebyshev, del que se conocen más de 80 publicaciones en
temas muy diversos, entre los cuales se encontraba el análisis o la construcción de
mecanismos, aspecto este último del cual se sent́ıa muy orgulloso, véase los art́ıcu-
los de Luquin [26] y [90], para profundizar en esta ĺınea. Como se aprecia en sus
obras completas, tanto en su tesis doctoral como en sus trabajos post-doctorales,
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Chebyshev no volvió a publicar nada en el campo de la resolución numérica de
ecuaciones algebraicas.

1.1. Notas biográficas de Chebyshev

Chebyshev es uno de los más célebres matemáticos del siglo XIX. Fue creador
de varias escuelas de matemáticas en Rusia, entre las que destacan por su trascen-
dencia: teoŕıa de los números, teoŕıa de probabilidades, teoŕıa de aproximación de
funciones, teoŕıa de mecanismos y máquinas, algunas de las cuales no tienen t́ıtulos
matemáticos, como son: ((Sobre un mecanismo)), ((Sobre la confección de vestidos)),
((Sobre la construcción de mapas geográficos)), ((Sobre las ruedas dentadas)). Todo
ello le convierte en uno de los matemáticos más proĺıficos de todos los tiempos, y
esto es más que una justificación para dedicarle unas páginas al célebre ruso que
marcó un hito como hombre de ciencia dedicado a la investigación.

Un enfoque particular sobre la vida y obra de Chebyshev puede verse en [26],
donde los autores Paul Butzer, de la Aachen University of Technology Alemana
Y Francois Jongmans, del Centre d’histoire des sciences et des techniques, de la
Universitè de Liège, citan la disyuntiva existente respecto a la escritura del nombre
de Chebyshev, cosa que en los últimos años, cada vez se nota menos, debido a que
la comunidad cient́ıfica, al parecer, ha asumido la notación que hemos incluido
en este trabajo. Además, resumen el trabajo de Chebyshev, haciendo una lista
más o menos ordenada de los temas diversos en los que se involucró el ruso en su
labor productiva. Mostramos especial atención por la amplia bibliograf́ıa que da
referencia de su amplia labor de investigación, para esta publicación.

1.1.1. Un grande de la ciencia ¿nace o se hace?

Pafnuty Lvóvich Chebyshev, nació el 4 (16)2 de mayo de 1821 en una finca de
su padre ubicada en la aldea de Okatovo, distrito de Boronsk de la gobernación
de Kaluga (los datos biográficos fueron tomados en su mayoŕıa de [104] y [105]),
al oeste de Rusia, en el seno de una familia de rancio abolengo. Su padre, Lev
Pavlovich Chebyshev, fue un oficial militar que combatió contra Napoleón Bona-
parte. Según [35], sobre la historia de la familia de Chebyshev, éste figura como
descendiente del ĺıder militar tártaro del siglo XVIII, Khan Chabysh.

2Hasta 1917 el calendario juliano era válido. Éste no lleva a cabo la corrección de años bisiestos
cada 100 años, como en el caso del calendario gregoriano, sino cada 400 años. Aśı que, en el siglo
XIX las fechas de Rusia se desv́ıan 12 d́ıas de la fecha católica y 13 d́ıas en el siglo XX. Por
lo tanto, se añade a las fechas de Rusia, las del gregoriano, que son las fechas entre paréntesis.
Esta regla es la que permite ver diferencias en algunos textos, entre las respectivas fechas de
nacimiento y muerte, aśı como de publicaciones.
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Figura 1.4: A la izquierda, mecanismo que convierte el movimiento circular en
rectiĺıneo y a la derecha un aritmómetro o calculadora mecánica, construidos por
Chebyshev.

Chebyshev recibió la educación primaria en su casa. Su madre, Agrafena Ivánov-
na, le enseñó a leer y escribir, mientras que su prima Avdotya Kvintillianovna
Sukhareva (Sújarieva) le enseñó la aritmética y la lengua francesa, las cuales le
seŕıan de gran utilidad en el desarrollo de su ocupación profesional. Chebyshev tu-
vo nueve hermanos y uno de ellos, Vladimir, siguió la tradición militar de su padre,
pues fue general y profesor en la Academia de Artilleŕıa de San Petersburgo.

En el año de 1832 la familia Chebyshev se trasladó a Moscú, donde logró com-
pletar su educación secundaria, también en su casa, teniendo como tutor en ma-
temáticas y f́ısica a P. N. Pogorelsky3, reconocido en su d́ıa como el mejor maestro
de matemáticas elementales de Moscú. Para las otras materias se contrataron tam-
bién a maestros de excelente reputación.

Según mencionó el propio Chebyshev, su profesora de música jugó también un
papel muy importante en su educación, ya que llevó su mente a la exactitud y al
análisis.

Durante su adolescencia, Chebyshev padećıa de una minusvaĺıa f́ısica, cuyas
razones son desconocidas. Cojeó desde su niñez y caminaba ayudado por un bastón.
Por tanto, sus padres desistieron de la idea que Chebyshev hiciera carrera militar,
aunque él hubiera seguido la tradición de la familia. Su impedimento le alejó de la
mayoŕıa de los juegos infantiles, aśı que muy pronto se dedicó a una pasión que le
ocupaba gran parte de su tiempo, la construcción de mecanismos.

Chebyshev aprobó los exámenes de admisión a la universidad en verano de 1837
y en septiembre del mismo año comenzó los estudios de matemáticas en el segundo

3Pogorelsky escribió alguno de los más populares textos de matemáticas elementales de la épo-
ca, que ciertamente inspiraron a su disćıpulo dándole además, una sólida formación matemática.
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departamento filosófico (departamento de f́ısica y matemáticas) de la universidad
de Moscú. Entre sus profesores se contaron N. D. Brashman4, N. E. Zernov5 y D.
M. Perevoshchikov6, véase [141]. Chebyshev estaba muy bien preparado para el
estudio de las Ciencias Matemáticas al ingresar a la Universidad.

En 1841 la situación económica de Chebyshev cambió drásticamente. Se de-
claró una hambruna en Rusia, sus padres se vieron forzados a dejar la ciudad e
incapaces de seguir manteniendo a sus hijos. De todas maneras, Chebyshev deci-
dió continuar sus estudios matemáticos y se preparó para los exámenes de maestŕıa
que se distribúıan durante medio año. Aprobó el examen final en octubre de 1843.
En verano de 1846 defendió su tesis titulada ((Experiencia sobre el análisis elemen-
tal de la teoŕıa probabiĺıstica)) en la Universidad de Moscú, siendo su supervisor,
de nuevo, el profesor Brashman.

Puesto que Chebyshev no encontró un trabajo satisfactorio en Moscú, se tras-
ladó a la Universidad de San Petersburgo, donde en 1847 defiende su segunda tesis
((Sobre la Integración mediante logaritmos)), consiguiendo con ello el t́ıtulo de pro-
fesor adjunto. En el año 1849 defiende su tercera tesis, ((Teoŕıa de Congruencias)),
obra muy importante en el siglo XIX. Con ella, Chebyshev obtiene el grado cient́ıfi-
co de Doctor. Esta obra obtuvo un premio de la Academia de Ciencias y durante
mucho tiempo sirvió como libro de texto en las universidades, reeditándose en los
años 1879 y 1907. En el año 1888 fue traducida al alemán y en 1895 al italiano.

Chebyshev trabajó como profesor en la Universidad de San Petersburgo du-
rante 35 años. Desde el año 1847 hasta el 1853 fue profesor adjunto, desde el
año 1853 hasta el 1857 fue profesor extraordinario y desde el año 1857 hasta el
1882 fue profesor ordinario, fecha en que se retiró de la enseñanza para dedicarse
exclusivamente a la investigación.

En ese tiempo, acostumbraba a recibir visitas una vez por semana, a unas
horas determinadas. Las puertas de su casa estaban abiertas a todos aquéllos que

4Nikolai Dmitrievich Brashman (1796–1866), asesor matemático y de mecánica de Chebyshev,
mientras éste estudiaba en la Universidad de Moscú. En 1834 se convirtió en profesor de ma-
temáticas aplicadas en la Universidad de Moscú. Alĺı, es recordado como uno de los fundadores
de la Sociedad Matemática de Moscú y de su revista. En 1836 Brashman fue galardonado con el
Premio Demidov por la Academia de Ciencias de Rusia, por su libro de texto sobre mecánica.
La academia lo eligió como miembro correspondiente en 1855.

5Nikolai Efimovich Zernov (1804–1862), fue el primero en la obtención del t́ıtulo de Doctor
en Ciencias Matemáticas de Rusia y de quien Chebyshev aprendió matemáticas puras. Le infun-
dió un conocimiento sólido de los fundamentos de las matemáticas, lo que permitió a Chebyshev
llevar a cabo investigaciones de manera independiente.

6Perevoshchikov Dmitrii Matveyevich (1788–1880), quien instruyó a Chebyshev en mecánica
práctica y probablemente le mostró los trabajos de Poncelet. Fue un astrónomo y matemático
ruso, miembro de la Academia de Ciencias de San Petersburgo, escribió los primeros textos rusos
de astronomı́a, aśı como libros de texto de f́ısica experimental y de geometŕıa anaĺıtica en tres
dimensiones, entre otras obras.
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necesitasen una consulta o deseasen informar sobre sus investigaciones o recibir
algún consejo sobre algún tema.

1.1.2. Obra cient́ıfica de Chebyshev

Hurgando en la web nos encontramos con una traducción de Studies in the
History of Statistics and Probability, un trabajo de compilación y traducción rea-
lizado por Oscar Sheynin, Berlin 2009. Curiosamente, en el Caṕıtulo XVII de este
trabajo aparece el trabajo en que A. M. Liapunov hace una minibiograf́ıa homena-
je a Chebyshev, a la vez que incluye la bibliograf́ıa de las publicaciones de temas
matemáticos de Chebyshev y cita en especial P. L. Chebyshev, Izbrannye Mate-
maticheskie Trudy (Sel. Math. Works) Moscow-Leningrad, 1946, pp. 9–21. En el
trabajo de Liapunov puede leerse:

El académico P. L. Chebyshev murió el 26 de noviembre de 1894 y
en su persona la ciencia pierde uno de los más grandes geómetras del
siglo que casi termina. Con sus investigaciones, Chebyshev explicó el
análisis de muchas cuestiones dif́ıciles, estableciendo conexiones entre
diferentes teoŕıas heterogéneas y preparó el camino para resolver mu-
chos problemas importantes no asequibles con los tratamientos usuales.

En una nota de Markov y Sonin 1895, dedicado a la memoria póstuma del
sabio Chebyshev, nos encontramos, en particular, con un excelente testimonio de
sus obras:

Chebyshev’s Works bear the imprint of greatness. He derived new me-
thods for solving many difficult problems proposed long ago and han
been remaining unsolved. And he also formulated a series of new impor-
tant issues with whose development he busied himself to his last hour.
Owing to the originality of Chebyshev’s investigations, he rarely had to
mention research made by others, whereas other scientists ever oftener
cite our glorious fellow member [of the Academy] and are drawing their
ideas from that rich treasury of Chebyshev’s works7.

7Las obras de Chebyshev llevan el sello de la grandeza. Se derivan nuevos métodos para
resolver muchos problemas dif́ıciles propuesto hace mucho tiempo y se resolverán los restantes.
Y también formuló una serie de nuevas cuestiones importantes a cuyo desarrollo se ocupó en sus
últimos d́ıas de vida. Debido a la originalidad de las investigaciones de Chebyshev, que rara vez
teńıa que hablar de la investigación realizada por los demás, mientras que otros cada vez con más
frecuencia, los cient́ıficos citan nuestro glorioso compañero [de la Academia] y están elaborando
sus ideas a partir de ese rico tesoro de las Obras de Chebyshev.
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Aunque se hicieron varios esfuerzos por rescatar las obras matemáticas de Che-
byshev, en distintas épocas, aśı como intentos por traducirlas a otros idiomas dis-
tintos del ruso, es en torno al 1951 cuando gran parte de su trabajo matemático
se traduce al francés, como puede verse en [117]:

En lo que respecta a los volúmenes de sus Obras y sus obras completas
en ruso que figuran en el volumen 5, recuperada en 1951, aparece la
nota: [-, 5, pp. 26–87]. Esto significa que el trabajo correspondiente
no se incluyó en las Obras recuperadas y posteriormente traducidas al
francés, pero el citado trabajo de Chebyshev, fue reeditado en el volumen
5 de la Obras Completas.

A efectos de un resumen podemos clasificar los trabajos matemáticos de Che-
byshev en las ramas siguientes:

◦ Mecanismos.

◦ Teoŕıa de la Aproximación de Funciones.

◦ Análisis de las dependencias entre variables aleatorias.

◦ Teoŕıa de los Números.

◦ Convergencia de la serie de Taylor.

◦ Teoŕıa de Probabilidades.

◦ Teoŕıa de Integración.

◦ Formas cuadráticas.

◦ Construcción de mapas.

◦ Cálculo geométrico.

◦ Cálculo de volúmenes.

◦ Funciones ortogonales.

◦ Proyecciones cartográficas.

Mostramos especial interés por los pasos seguidos por Chebyshev para escribir
su teoŕıa de aproximación numérica, sus polinomios y su afamado método para
encontrar los ceros de ecuaciones de n-ésimo grado.

Chebyshev dedicó mucha atención al perfeccionamiento del mecanismo llamado
((Paralelogramo de Watt)), que convierte el movimiento circular en rectiĺıneo. Este
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mecanismo, fundamental en las máquinas de vapor, resultaba tan imperfecto que
la varilla del pistón realizaba un recorrido curviĺıneo en vez del rectiĺıneo deseado,
véase la imagen de la izquierda de la Figura 1.4, dando lugar a muchas fricciones
que estropeaban las máquinas. El movimiento paralelo de Chebyshev consiste en
tres barras articuladas AB, BC, AD cuyo punto de trazado P se aproxima al
movimiento rectiĺıneo.

Chebyshev, con su nueva teoŕıa de aproximación de funciones consigue muy
buenas aproximaciones en la solución del paralelogramo de Watt. Además, sus
fórmulas generales resuelven otros tipos de mecanismos y problemas. Estos aportes
de Chebyshev quedaron plasmados en sus trabajos [33] y [34], los cuales marcan
el comienzo de sus 40 años de investigación sobre aproximación y el estudio de
mecanismos.

Chebyshev fue creador de muchos mecanismos y máquinas que asombraron
a sus contemporáneos por su ingenio. Por ejemplo, construyó una máquina que
andaba, imitando el movimiento de un animal. Su mecanismo más elaborado fue
un aritmómetro, véase la imagen derecha de la Figura 1.4, construido por la firma
Gautier en Paŕıs. En total construyó más de 40 mecanismos distintos y cerca de
80 modificaciones más de los mismos.

Donde Chebyshev sienta las bases de su teoŕıa de aproximación es al formular
el siguiente problema: Dada una función continua f(x), encontrar un polinomio
de grado dado, tal que el máximo de la desviación de f(x) en un intervalo [a, b],
sea más pequeño que el de los otros polinomios del mismo grado. En este trabajo
también aparecen por primera vez los polinomios que llevan su nombre. Temáti-
camente, el trabajo total de Chebyshev sobre aproximación incluye la teoŕıa de
polinomios ortogonales, interpolación, teoŕıa de momentos, método de cuadratu-
ras y fracciones continuas.

1.1.3. Méritos alcanzados por Chebyshev

Los méritos de Chebyshev fueron debidamente reconocidos en su tiempo. Fue
miembro honoŕıfico de todas las universidades rusas, aśı como de la Academia de
Artilleŕıa. Fue elegido miembro correspondiente de la Real Sociedad de las Ciencias
de Lieja y de la Société Philomathique en 1856, de la Academia de Ciencias de
Paŕıs en 1860 y miembro extranjero de ésta en 1874, en 1871 miembro correspon-
diente de la Academia de Ciencias de Berĺın, de la Academia de Bolonia en 1873,
miembro de la Real Sociedad de Londres en 1877, de la Academia Real de Italia en
1880 y de la Academia de Ciencias de Suecia en 1893. En el año 1890, y a peti-
ción del Presidente de la Academia de Ciencias de Paŕıs, el conocido matemático
francés Charles Hermite, le concede a Chebyshev la Orden de La Legión de Honor.

A Chebyshev se le reconoce como el creador de la escuela matemática de San
Petersburgo. Esta escuela se distingúıa por la tendencia a relacionar los problemas
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Figura 1.5: Sello de distinción a la memoria de Chebyshev.

teóricos de la matemática con los problemas de la técnica y de la naturaleza.

Con el objetivo de obtener un mayor reconocimiento, Chebyshev créıa necesario
publicar también fuera de su páıs y, por ende, en otras lenguas distintas de la rusa,
que debido a su formación fue el francés. Su primer trabajo fue sobre integrales
múltiples y lo remitió en 1842 al Journal des Mathématiques Pures et Appliquées,
revista fundada por Liouville en 1836. El trabajo de Chebyshev aparece en una
publicación del 1843. No se sabe con certeza cómo llegó el manuscrito a las manos
de Liouville. Lo cierto es que el trabajo presentaba una fórmula sin demostrar
y sorprendentemente la revista conteńıa un trabajo de Eugène Charles Catalan
(1814–1894), dando una demostración de dicha fórmula, véase [26].

Su segundo y tercer trabajo, también en francés, fueron dedicados a la Con-
vergencia de la Serie de Taylor y a la Teoŕıa de la Probabilidad, respectivamente.
Estos trabajos fueron publicados por August Leopold Crelle en su Journal für
Reine und Angewandte Mathematik en 1844 y 1846, respectivamente. De nuevo se
desconoce cómo Chebyshev hizo llegar los trabajos a la editorial. Chebyshev pu-
blicó un solo trabajo más en Crelle Journal, en 1855, año de la muerte de Crelle.
Después, publicaŕıa en el Bulletin de la Société Mathématique de France.

Chebyshev realizó múltiples giras cient́ıficas por Europa, destacando sus es-
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tancias en Francia, sobre todo las de Paŕıs, donde se soĺıa hospedar en el hotel
Corneille frente al Odeón, comı́a en restaurantes baratos y viajaba en los servi-
cios públicos de transporte. En Francia estuvo al menos en los años 1852, 1856,
1864, 1873, 1875, 1876, 1878, 1882, 1884, 1893. Nunca hizo referencia a estas giras,
exceptuando la del año 1852, de la que existe una detallada descripción.

Durante esos viajes a Francia, Chebyshev tuvo contactos con los matemáti-
cos franceses: Joseph Liouville (1809–1882), Charles Hermite (1822–1901), Irenée
Jules Bienaymé (1796–1878), Joseph Alfred Serrete (1819–1885), Henri Léon Le-
besgue (1875–1941), Jean Victor Poncelet (1788–1867) (si no directamente con él,
śı con el ćırculo de sus ideas), con los matemáticos ingleses: Arthur Cayley (1821–
1895) y James Joseph Silvester (1814–1897), y con el matemático alemán Johann
Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805–1859), disfrutando tanto de las discusiones
cient́ıficas como de la atmósfera de libertad reinante en Europa.

Sus logros cient́ıficos dan razón de su elección como académico adjunto en 1856.
Más adelante, se convirtió en miembro extraordinario de la Academia Imperial de
Ciencias en 1856 y en miembro ordinario en 1858. Luego, asumió otros cargos
honorables y fue condecorado varias veces. En 1856 se convirtió en miembro del
comité cient́ıfico del Ministerio de Educación Nacional, a lo que le siguió en 1859
la pertenencia ordinaria al Departamento de Ordenanza de la Academia, con la
adopción de la jefatura de la comisión para cuestiones matemáticas y experimentos
relacionados a la teoŕıa de tiro, de acuerdo a la ordenanza. La Academia de Paŕıs,
le escogió como miembro corresponsal en 1860 y como miembro de pleno derecho
en 1874. En 1893 fue elegido miembro honorario de la Sociedad Matemática de San
Petersburgo, fundada en 1890.

Como puede leerse en estas ĺıneas [11], debe bastar esta breve reseña, para que
ubiquemos a Pafnuty Lvóvich Chebyshev en la justa dimensión que conquistó con
sus alcances y aportes a las matemáticas y las ciencias.

1.1.4. Notas curiosas sobre la vida de Chebyshev

Un comentario extráıdo del diario de Thomas Archer Hirst8, registrado el 16
de mayo 1864, véase [143], dice textualmente:

. . . Chebyshev me llamó y me dejó algunos de sus papeles. Es eviden-
temente un hombre afable, que tiene una manera balbuceante de habla
francesa y es cojo.

Las siguientes notas curiosas pueden ser ampliadas en [24]:

8Presidente de la London Mathematical Society, entre los años 1872–1874.
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◦ La primera dificultad que encontramos al iniciar el estudio sobre la vida
y obra cient́ıfica de Chebyshev, fue respecto a cómo obtener información,
debido a la distintas maneras en que aparece su nombre escrito en la litera-
tura matemática, habiéndose contabilizado hasta nueve formas distintas. Un
comité internacional creado a tal efecto, tuvo que decidir sobre el deletreo
estándar del nombre de Chebyshev. Philip J. Davis, ha escrito un gracioso
libro con este problema como tema central. Nosotros, de acuerdo con Emi-
liano Aparicio [11], lo escribiremos de esta forma, por ser la transcripción
literal del nombre ruso a nuestro alfabeto.

◦ Aunque nunca se casó, Chebyshev tuvo una hija, a la que no reconoció ofi-
cialmente pero śı ayudó económicamente. Más tarde se encontraŕıa con ella
y su esposo, el coronel Leer, y la hija de ambos, en la casa de su hermana
Nadiejda en Rudakovo, Rusia.

◦ Chebyshev no quiso celebrar sus 25 años y tampoco su 50 aniversario de
actividad cient́ıfica.

◦ Aparte de sus lecciones en la universidad, de 1852 a 1858 Chebyshev en-
señó mecánica práctica en el Liceo Imperial de Tsarskoye Selo (ahora Push-
kin), al sur de San Petersburgo.

◦ Según el propio Chebyshev la unión de la teoŕıa y la práctica proporciona los
resultados más provechosos. Con ello, no solo gana la práctica, sino que tam-
bién salen beneficiadas las ciencias. La práctica descubre a la teoŕıa nuevos
objetivos de investigación o nuevas facetas en los objetos ya conocidos.

◦ En 1893, con motivo del 400 aniversario del descubrimiento de América por
Cristóbal Colón, se realizó una exposición mundial en Chicago, exhibiéndose
siete de los inventos mecánicos de Chebyshev, incluyendo su invento de una
bicicleta especial para mujeres.

◦ Fue maestro de Andréi Andréyevich Márkov y de Aleksandr Mijáilovich Lya-
punov, en la escuela probabiĺıstica rusa.

◦ Chebyshev murió sentado en su escritorio a los 73 años de edad, en San
Petersburgo, Rusia, el 8 de diciembre de 1894, d́ıa siguiente a la consulta
ordinaria que ofrećıa a los visitantes.

◦ Las únicas dos jóvenes vistas en el funeral de Chebyshev fueron su hija y su
nieta.
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Figura 1.6: Busto en memoria de Chebyshev. Está ubicado en la entrada del Alma
Máter de la Universidad Estatal de Moscú.

1.1.5. Cronoloǵıa de la vida de Chebyshev

◦ 1821 16 de mayo, nace P. L. Chebyshev, en una finca de su padre, ubicada
en la aldea de Okatovo, distrito de Boronsk de la gobernación de Kaluga, al
oeste de Rusia.

◦ 1832 Traslado de la familia a Moscú.

◦ 1837 Aprueba los exámenes de admisión a la universidad en verano y
en septiembre del mismo año comenzó los estudios de matemáticas en el
segundo departamento filosófico (departamento de f́ısica y matemáticas) de
la universidad de Moscú.

◦ 1841 Concluye sus estudios de grado con un trabajo cient́ıfico.

◦ 1846 Defensa de su primera tesis de Master titulada ((Experiencia sobre
el análisis elemental de la teoŕıa de probabilidades)) en la Universidad de
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Moscú. Su supervisor fue el profesor Brashman.

◦ 1847 Traslado a San Petersburgo, defendió su segunda tesis de Master
titulada ((Sobre la integración mediante logaritmos)), donde obtuvo el t́ıtulo
de profesor adjunto.

◦ 1849 Defiende su tesis Doctoral, tercera en defender, con el t́ıtulo ((Teoŕıa
de Congruencias)). Con ella obtuvo el grado cient́ıfico de Doctor. Esta obra
llegó a tener un premio de la Academia de Ciencias.

◦ 1850 Chebyshev demostró la famosa ((Conjetura de Bertrand)) en el sentido
de que existe por lo menos un número primo entre n y 2n para n > 3. En
este mismo año, sentó las bases para poder demostrar el famoso teorema de
los números primos que fue finalmente probado por Jacques Hadamard y
Charles-Jean de la Vallée Poussin (Universidad de Lovaina).

◦ 1850 Catedrático de la universidad de San Petersburgo.

◦ 1856 Miembro extraordinario de la Academia de Ciencias de San Peters-
burgo.

◦ 1859 Miembro de número de la Academia de San Petersburgo.

◦ 1871 Miembro de la Academia de la Ciencia de Berĺın.

◦ 1873 Miembro de la Academia de la Ciencia de Bolonia.

◦ 1874 Miembro de la Academia de Paŕıs.

◦ 1877 Miembro de la Royal Society. En este mismo año recibió la máxima
distinción cient́ıfica del Gobierno Británico y hay un cráter en la Luna que
fue bautizado con su nombre, en su honor.

◦ 1893 Miembro de la Academia de Ciencias de Suecia.

◦ 1894 8 de diciembre, fallecimiento de P. L. Chebyshev.

1.2. Traducción del art́ıculo original ((Cálculo de

las ráıces de ecuaciones (1838)))

En esta sección presentamos la traducción del ruso al español del art́ıculo ori-
ginal en el que aparece el histórico algoritmo iterativo ((Cálculo de las ráıces de
ecuaciones)) del joven matemático ruso, Pafnuty Lvóvich Chebyshev, en la Figura
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1.7 mostramos la primera página de dicho art́ıculo. Esta traducción ha sido un tan-
to compleja, debido a que el lenguaje en que Chebyshev escrib́ıa, puede calificarse
en nuestro tiempo, de lenguaje rebuscado. Hemos introducido algunos cambios en
la notación e incluso en ocasiones modificaciones en la sintaxis con el marcado
objetivo de hacer legible todo el contenido del texto, pero respetando en todo caso
las ideas matemáticas.

Para la exacta comprensión del contenido de este trabajo es necesario diferen-
ciar las notas a pie de página, entre las que diferenciamos:

◦ Con notación estándar las que ya aparećıan en el texto original en ruso.
Nótese que muchas de ellas veńıan firmadas por ((La Redacción)).

◦ Con ((N.O.)) denotamos las notas atribuidas a Ostrogradskii y que ya figura-
ban en la versión rusa original.

◦ Con ((N.T.)) se indican nuestras notas, es decir, las introducidas por los tra-
ductores de la versión rusa al español.

El trabajo consta de siete apartados. En el apartado I, Chebyshev pone de ma-
nifiesto que ha dedicado muchas horas de investigación sobre la cuestión de resolver
ecuaciones. Como buen anfitrión, Chebyshev dirige el debate al que ha invitado un
grupo selecto de matemáticos que ya hab́ıan trabajado en estos menesteres, como
son: Jacques Charles Francois Sturm (1803–1855), Jean Baptiste Joseph Fourier
(1768–1830), Joseph Louis Lagrange (1736–1813) y Sir Isaac Newton (1643–1727).
Además, hemos dedicado la Sección 1.3 a explicar en qué consisten los trabajos
que justificaron la inclusión de dichos autores en el art́ıculo original de Chebyshev,
desde nuestro punto de vista. Éstos estarán presentes en todo el desarrollo del
trabajo de Chebyshev, referente a la resolución de ecuaciones. Aqúı compara su
método con los métodos que la literatura matemática atribuye a cada uno de ellos.
Chebyshev no usa una definición de orden de convergencia de un método iterativo,
como lo conocemos hoy d́ıa, pero impĺıcitamente deja claro entre sus explicaciones
que domina el concepto, al menos de manera intuitiva.

En el apartado II, Chebyshev expone de manera clara y expĺıcita, la manera
sutil y delicada con la que concibe la idea de su método. Utiliza el desarrollo del
polinomio de Taylor para deducir una familia de métodos iterativos, de la cual se
derivan, varios métodos de orden superior. De dicha familia se obtienen, como casos
particulares, varios métodos ya conocidos. Nombró dicha familia como ((Principio
de todos los métodos particulares)). Su expresión exacta es:

x = α− f(α)
f ′(α)
−
(
f(α)
f ′(α)

)2
f ′′(α)
2f ′(α)

−
(
f(α)
f ′(α)

)3 [
(f ′′(α))2

2f ′(α)2
− f ′′′(α)

6f ′(α)

]
−(

f(α)
f ′(α)

)4 [
5f ′′(α)3

8f ′(α)3
− 5f ′′(α)f ′′′(α)

12f ′(α)2
+ fIV (α)

f ′(α)

]
− · · · .
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Figura 1.7: Primera página del art́ıculo original de Chebyshev.
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Chebyshev llama esta fórmula, la serie Q y denota como x a la solución exacta de
la ecuación que quiere resolver, y como α la aproximación con la que da inicio a
su método de resolución.

En el apartado III, Chebyshev estudia los métodos de Fourier y Newton y da
un ejemplo concreto, resolviendo la ecuación histórica x3−2x−5 = 0. Compara su
resultado con los obtenidos por Newton y Fourier y enfatiza la mejora considerable
respecto a éstos, que obtiene con la aplicación de su método. Finalmente, introduce
la comparación que llevará a cabo en el siguiente apartado, entre su método y el
método de Lagrange.

Es en el apartado IV donde Chebyshev descarga toda su enerǵıa dejando al
desnudo cada una de las deficiencias del método de Lagrange. Además de las
dificultades de realización de cada una de las iteraciones, este método también
presenta ciertas dificultades al escoger la cifras correctas de la solución, debido a
que hay que juzgar sobre la elección de las fracciones adecuadas.

El apartado V está dedicado al estudio progresivo de métodos iterativos a
los que Chebyshev ha nombrado como métodos de orden superior y deja de lado
los métodos ya tratados en los apartados anteriores, donde, no solo obtiene las
expresiones de nuevos métodos, sino que, además los utiliza en ejemplos concretos,
a la vez que comenta sobre las ventajas o desventajas de su utilización, dejando
bastante claro, en cada ocasión, la defensa que hace de su método.

En el apartado VI Chebyshev se ocupa de presentar varios métodos que se ob-
tienen a partir la serie (Q): primero el método de fracciones continuas que corres-
ponde a la aproximación lineal, el segundo es la fórmula de Lagrange y el tercero
nos da un método extremadamente rápido. Además, enfatiza sobre las ventajas
que representa utilizar su método, frente al método de Newton-Fourier.

Finalmente el apartado VII aparece firmado por L. Vasilkov, V. Goncharov y
con el t́ıtulo ((Comentarios)). Los autores presentan el trabajo de Chebyshev de
manera resumida y además lo comentan en un lenguaje matemático más actual.

A continuación presentamos la traducción del trabajo de Chebyshev, dividida
en las mismas secciones que conteńıa el manuscrito original.
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Cálculo de las ráıces de ecuaciones9

§ I.

S’il existe une méthode générale pour la
résolution des équations, elle doit être análo-
gue à ces opérations qui seraient que des cas
particuliers.

Fourier10

Pasaron miles de años de investigación en la búsqueda de la solución de una
ecuación, o la última operación del álgebra11, cosa que en nuestro tiempo pasa al
grupo de problemas completamente resueltos. El problema de encontrar la solución
de una ecuación, es el trabajo que llevan a cabo una gran cantidad de matemáticos
por el mundo.

Resolver una ecuación significa, además, de qué modo hay que realizar las
operaciones, denotadas por ∇. Esta acción se divide en dos pasos: el primer paso
es la separación de ráıces. El siguiente, después de separar las ráıces, es hallar la
solución de la ecuación12.

En estos tiempos ya es notorio el aumento de las numerosas investigaciones
con relación a la solución de ecuaciones. De este modo, la técnica de resolver
ecuaciones recibe más precisión y adquiere una gran importancia. Como fruto de
esas investigaciones, podemos observar fácilmente qué está hecho y lo que falta
por hacer para perfeccionar las teoŕıas para resolver ecuaciones.

En este apartado no entraremos en los detalles aplicados en las técnicas de
separación de ráıces, las cuales son operaciones fácilmente realizables según los
métodos de Sturm, Fourier o el método de Lagrange. Nos centraremos más bien
en la teoŕıa del cálculo de las ráıces de una ecuación, la cual vamos a examinar de
manera detallada.

9El trabajo estudiantil de P. L. Chebyshev publicado por primera vez. Véase los comentarios
en la página 173. La Redacción.

10N.T. Si existe un método general para la resolución de ecuaciones, éste debe ser análogo a
las operaciones, las cuales no seŕıan más que casos particulares de dicho método.

11N.T. Chebyshev llamaba última operación del álgebra a encontrar las ráıces de una ecuación.
12Palabras de M. V. Ostrogradskii. ((Lección IV)). [Chebyshev cita ((las lecciones de análisis

algebraico y trascendente)) M. V. Ostrogradskii. La redacción].
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La teoŕıa de resolución de ecuaciones se presenta como un conjunto de inves-
tigaciones dispersas. Por ejemplo, son conocidos los métodos de Newton, Fourier
y el método de Lagrange, aśı como otros métodos de orden superior. Esos méto-
dos han sido descubiertos y durante mucho tiempo perfeccionados. Cada método,
sucesivamente, recib́ıa un nombre, como el exacto, el perfecto, etc.

El más elegante cálculo de ráıces utilizado, era el ya conocido método de New-
ton13. Con este método, la solución de ecuaciones pasó a ser una operación tan
fácil y tan simple como cualquier otra operación del álgebra.

¿Qué más perfección de esta teoŕıa se puede esperar de futuros matemáticos?
Indiscutiblemente no se puede perder la esperanza de encontrar un método más
cómodo que el de Fourier y aśı, hacer más sencillo el encontrar la solución de
una ecuación. Sin embargo, si no se unifica la teoŕıa de resolución de ecuaciones,
habŕıan muchos trabajos, incluso redundantes. Con lo cual, esos descubrimientos
no seŕıan muy útiles, por más elegantes que sean. Tal cantidad de nuevos métodos
solo complicará y sobrecargará con nuevas teoŕıas de resolución de ecuaciones. Por
otra parte, dicha teoŕıa nunca tendrá la totalidad necesaria como para ser una
parte importante de la ciencia.

Hay que aspirar a encontrar un método general de resolución de ecuaciones,
con la idea de aportar a la teoŕıa, por una parte la unicidad14 que no podŕıan
darle ni miles de nuevos métodos y por otra parte, la totalidad, que con los méto-
dos existentes estaba perdida. Este método, perfeccionaŕıa la teoŕıa general de
la resolución de ecuaciones, dotándola además, de un uso más manejable en sus
aplicaciones. La investigación de tal método es la tarea de este trabajo.

§ II.

Observemos que en las ocho operaciones del álgebra, cada dos solucionan pro-
blemas absolutamente inversos, lo que es conocido en una operación, en otra se
convierte en una incógnita, y viceversa. Esa contraposición de operaciones se pue-
de apreciar en la adición y substracción, multiplicación y división, elevación a una
potencia y extracción de ráıces ; y por último, también se relacionan de la misma
forma la evaluación de polinomios y la solución de ecuaciones. Como consecuencia
de la analoǵıa entre las operaciones anteriores, deducimos las reglas de las segun-
das operaciones, es decir, sustracción, división y extracción de ráıces a partir de
las primeras operaciones: adición, multiplicación y elevación a una potencia. ¿Por
qué ahora al realizar la última operación del álgebra no seguimos el mismo camino
que nos ha conducido en tres ocasiones a un resultado favorable? ¡Este es un punto
importante de partida para construir un método general!

13Este método, o parte, fue corregido en su momento por Fourier, según los apuntes del propio
Chebyshev.

14N.T. Chebyshev utilizaba la palabra plenitud.
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Al evaluar una función, encontramos su valor a partir del valor particular de la
variable, haciendo f(x) = y15. La operación inversa consistirá en determinar x a
partir de y, es decir F (y) = x. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
y = 0 o f(x) = 0. Aśı pues, pasar de f(x) = 0 a F (0) = x, es lo que se conoce
como resolución de ecuaciones o cálculo de ráıces propiamente dicho. Eso siempre
se puede realizar partiendo de un valor aproximado de x, que denotamos α (o lo
que es lo mismo, de los ĺımites16 de x: α y α′).

En realidad, por la analoǵıa entre las ecuaciones f(x) = y y F (y) = x, sabemos
que si f(α) = β, existe otra ecuación correspondiente F (β) = α. Con lo cual, por
el teorema de Taylor, siempre podemos pasar de F (β) a F (0) = F (β − β). En
efecto,

x = F (0) = F (β − β) = F (β)− βF ′(β) +
β2

2
F ′′(β)− β3

6
F ′′′(β) + · · ·

o

x = α− βF ′(β) +
β2

2
F ′′(β)− β3

6
F ′′′(β) +

β4

24
F IV (β)− · · · .

Esta es la verdadera expresión de x como ráız de la ecuación f(x) = 0; queda por
determinar

F ′(β), F ′′(β), F ′′′(β), . . .

en términos de
f ′(α), f ′′(α), f ′′′(α), . . . , fn(α), . . .

lo cual es fácil obtener a partir de las identidades f(x) = y y F (y) = x.
Como podemos observar, la existencia de la ecuación f(α) = β condiciona a

F (β) = α. Si aumentamos α en un valor α′, entonces obtenemos

f(α + α′) = β + β′,

donde β′ significa el incremento de f(α). De aqúı, se deduce la siguiente ecuación

F (β + β′) = α + α′.

Dando un valor α′ suficientemente17 pequeño, encontramos f ′(α) del siguiente
modo

β + β′ = f(α + α′) = f(α) + α′f ′(α) +
α′2

2
f ′′(α) + · · · .

15N.T. Chebyshev utiliza la notación fx en su versión original. En esta traducción se ha
empleado la notación f(x) para referirse al valor de la función f en un punto x.

16N.T. Chebyshev se refiere a los ĺımites de x como los extremos de un intervalo abierto que
contiene a la ráız: x ∈ (α, α′).

17N.T. Hemos cambiado el infinitamente pequeño de Chebyshev por el actual suficientemente
pequeño.
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−β = −f(α)

β′ = α′f ′(α) + α′2

2
f ′′(α) + α′3

6
f ′′′(α) + · · ·

.

Equivalentemente, dividiendo por α′

β′

α′
= f ′(α) +

α′

2
f ′′(α) +

α′2

6
f ′′′(α) + · · · .

Tomando α′ infinitamente pequeño18

β′

α′
= f ′(α).

Pero, por otra parte, dando a β′ un valor infinitamente pequeño, obtendremos del
mismo modo una expresión F ′(β)

F (β + β′) = α + α′ = F (β) + β′F ′(β) +
β′2

2
F ′′(β) +

β′3

6
F ′′′(β) + · · · ,

−α = −F (β),

α′ = β′F ′(β) + β′2

2
F ′′(β) + β′3

6
F ′′′(β) + · · ·

,

pero con β′ suficientemente pequeño, entonces19

F ′(β) =
α′

β′
.

Con lo cual,

f ′(α) · F ′(β) =
β′

α′
· α
′

β′
= 1 o F ′(β) =

1

f ′(α)
.

De esta ecuación podemos deducir otras derivadas de F (β). Para eso, incrementa-
mos β en β′, y obtenemos una expresión correspondiente a dicho incremento. De
la nueva ecuación se resta la anterior, F ′(β) = 1

f ′(α)
. Pasamos al ĺımite, y aśı

F ′′(β) = − f
′′(α)

f ′(α)3
.

Luego, del mismo modo, partiendo de esta ecuación obtenemos

F ′′′(β) =
3f ′′(α)2

f ′(α)5
− f ′′′(α)

f ′(α)4
,

F IV (β) = −15f ′′(α)3

f ′(α)7
+

10f ′′(α)f ′′′(α)

f ′(α)6
− f IV (α)

f ′(α)5
,

18N.T. Impĺıcitamente Chebyshev estaba utilizando la noción de ĺımite.
19N.T. En esta fórmula Chebyshev está aplicando el teorema de la función inversa.
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y aśı sucesivamente.
Aśı pues,

x = α− f(α)

f ′(α)
−
(
f(α)

f ′(α)

)2
f ′′(α)

2f ′(α)
−
(
f(α)

f ′(α)

)3 [
f ′′(α)2

2f ′(α)2
− f ′′′(α)

6f ′(α)

]
−

−
(
f(α)

f ′(α)

)4 [
5f ′′(α)3

8f ′(α)3
− 5f ′′(α)f ′′′(α)

12f ′(α)2
+
f IV (α)

24f ′(α)

]
− · · · (Q).

Esta es la expresión exacta de la ráız de la ecuación f(x) = 0. Esta fórmula es la
base común de todos los métodos particulares para resolver dicha ecuación. Sus
aplicaciones a fracciones decimales y continuas nos dan los métodos de Fourier y
Lagrange, otros métodos de orden superior y, en general un gran número de nuevos
métodos. Vamos a examinar todo esto por separado, centrándonos mayormente en
lo amplia y abarcadora que resulta la expresión deducida.

§ III.

Si en el desarrollo de x = F (β − β) paramos en el tercer término, según el
método de Lagrange, tendremos

x = F (β)− βF ′(β) +
β2

2
F ′′(β − ϕβ),

o20

x = α− f(α)

f ′(α)
− f(α)2

f ′(α . . . x)2
· f
′′(α . . . x)

2f ′(α . . . x)
21.

Y si tenemos otra estimación para x, digamos α′, tal que α < x < α′, podemos
decir que el valor verdadero de x está necesariamente entre α y α′, aśı

x = α− f(α)

f ′(α)
− f(α)2 f

′′(α . . . α′)

2f ′(α . . . α′)3
.

De esta simple fórmula se deducen muchos otros métodos, incluyendo el de aproxi-
mación lineal y además, con una nueva mejoŕıa en cuanto a la expresión del error,
la cual no estaba clara para los métodos del gran Newton y Fourier.

20N.O. Con f(α . . . x) Chebyshev señala el valor de la función f en un valor de la variable que
se encuentra entre α y x.

21F ′′(β − ϕβ) se encuentra entre − f ′′(α)
f ′(α)3 y − f ′′(x)

f ′(x)3 . En realidad, ϕ está entre 0 y 1; por

consiguiente, F ′′(β − ϕβ) = F ′′(β(1 − ϕ)) está entre F ′′(0) y F ′′(β); pero F ′′(0) = − f ′′(x)
f ′(x)3

(el valor α asociado a β = 0 se corresponde con la solución x), F ′′(β) = − f ′′(α)
f ′(α)3 ; por eso

F ′′(β − ϕβ) = − f ′′(α...x)
{f ′(α...x)}3 .
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α− f(α)
f ′(α)

expresa el valor aproximado de la ráız y f(α)2 f ′′(α...α′)
2f ′(α...α′)3

es la diferencia
entre su valor aproximado y el verdadero.

Este procedimiento es más cómodo que el utilizado normalmente para la de-
ducción de los métodos de Newton y Fourier. Ya hemos mencionado que el pro-
cedimiento desarrollado es el esencial. Comprobaremos más adelante que es el
procedimiento común a todos los métodos conocidos. Pero además, determina con
precisión el error cometido por la nueva aproximación. Newton no determinaba en
absoluto el error cometido, sino que lo dedućıa nada más que aproximadamente.
En eso consist́ıa la mayor deficiencia de su método. Fourier correǵıa esta deficien-
cia, pero ¿con qué ayuda la hab́ıa determinado? ¡Con ayuda de una incógnita22!
Según Fourier el error es igual a

(x− α)2f ′′(β)

αf ′(A)
.

Sin embargo, nuestra fórmula contiene solo valores conocidos y con mayor rapidez
le da suficiente precisión al método de Newton.

Por ejemplo, comparamos la resolución de la ecuación x3 − 2x − 5 = 0 por el
método de Fourier y por nuestro método.

En sus palabras textuales23 (Fourier, Analyse des équations numériques, L. 11,
211): ((En substituant des nombres intérmediaires de l’ordre décimal immédiate-
ment inférieur, il viendra:

f ′′′(x) f ′′(x) f ′(x) f(x)
2.0 + + + −

12 10 −1
2.1 + + + +

12.6 11, 23 0.061

La plus grande limite 2.1 est ici extérieure, qui a été designée par b, puis-
que cette valeur donne le même signe + aux deux fonctions f ′(x) et f ′′(x). Par
conséquent la première valeur approchée se formera en retranchant de b = 2.1
le quotient f(b)

f ′(b)
= 0.061

11.23
; la división doit être continuée jusqu’au chiffre décimal de

l’ordre 2n+k, c’est-à-dire ici jusqu’aux centièmes, et avant d’opérer la soustraction,
on doit augmenter le dernier chiffre d’une unité. Comme l’on trouve 0.061

11.23
= 0.0054,

le nombre à retrancher de 2.1 est 0.01: il vient done pour première valeur approchée
2.09.

22N.T. La incógnita de la que habla Fourier es el parámetro A que aparece en el denominador
de la siguiente ecuación.

23N.T. Hemos corregido una errata del texto original de Chebyshev referente al valor de f(2).
En el texto original aparece −10 en lugar de −1.
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Cette valeur est exacte au moins de 1
100

près: mais on ignore jusqu’ici si elle est
moindre ou plus grande que la racine))24.

Aśı es como determinaba Fourier la diferencia entre el nuevo valor aproximado
de la ráız y su valor verdadero. Hoy en d́ıa se hace de la misma forma. Pero
este cálculo es bastante más preciso y cómodo según nuestra fórmula. La fórmula
determina el error al aproximar la ráız, descubierto por Fourier en el ejemplo
anterior, con la siguiente fórmula

f(2.1)2 f ′′(2 . . . 2.1)

2{f ′(2 . . . 2.1)}3
,

la cual con el máximo valor es igual a

(0.061)2 12.6

2 · 103
< 0.000038 · 0.63 < 0.000024.

Asimismo, la división de 0.061 por 11.23 no tiene que seguir hasta centésimas
partes, como lo haćıa Fourier, sino por lo menos hasta cienmilésimas partes. De
donde el nuevo valor aproximado de la ráız será 2.1−0.00543 = 2.09457. Este valor
será verdadero como siempre se puede observar del śımbolo ∆′ = x− α1. En este
ejemplo ∆′ tiene signo negativo, por consiguiente x < α1 y con eso le supera en
menos que 0.000024; entonces, el menor ĺımite de la ráız es 2.09454, y las cuatro
primeras cifras son correctas.

Ahora es evidente la ventaja de nuestro método ante el método de Fourier.
De la misma operación él obteńıa solo dos cifras correctas; sin embargo nosotros
cuatro; y si hubiéramos repetido el método de Newton como lo hizo Fourier, unas

24N.T. Este texto aparece en francés en el trabajo original, con la correspondiente traducción
al ruso como nota al pie de página, nosotros presentamos la traducción al español: (Fourier,
Análisis de las ecuaciones numéricas, L. 11, 211): ((Sustituyendo números intermedios del orden
decimal inmediatamente inferior, se obtendrá:

f ′′′(x) f ′′(x) f ′(x) f(x)
2.0 + + + −

12 10 −1
2.1 + + + +

12.6 11, 23 0.061

El ĺımite mayor 2.1 es aqúı exterior, y ha sido designado por b, ya que este valor da el mismo signo
+ a las dos funciones f ′(x) y f ′′(x). En consecuencia el primer valor aproximado se formará res-
tando de b = 2.1 el cociente f(b)/f ′(b) = 0.061/11.23; la división se debe continuar hasta que
la cifra decimal de orden 2n+ k, es decir hasta las centésimas, y antes de operar la sustracción
se debe aumentar la última cifra en una unidad. Como se tiene que 0.061/11.23 = 0.0054, el
número a sustraer de 2.1 es 0.01: resulta por tanto como primer valor aproximado 2.09. Este
valor es exacto al menos hasta las centésimas, pero no se sabe hasta aqúı si es menor o mayor
que la ráız)).
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cuatro veces más, entonces hubiéramos obtenido por lo menos 64 cifras correctas
mientras que él no pudo encontrar más que 32. Esto es lo que se deduce claramente
del primer ejemplo. Pasamos ahora a analizar el método de Lagrange.

§ IV.

Resulta muy sencillo desarrollar un valor desconocido en fracciones continuas.
Si solo es posible determinar su parte entera a, sustituimos x por a+ y y después
en vez de y escribimos 1

x′
. Entonces, repitiendo esta operación encontraremos un

denominador tras otro y aśı, poco a poco, aproximaremos al valor buscado. Este
método se usa para el cálculo de una incógnita y, sin duda, puede ser aplicado
para determinar las ráıces de una ecuación, aśı como también para el cálculo de
logaritmos, etc. Sin embargo, para obtener la ráız de una ecuación con cierta
precisión, resulta muy laborioso, ya que para calcular cada nuevo denominador se
requiere la evaluación de nuevas funciones y de sus derivadas en puntos de la forma
1, 2, 3, etc.

El siguiente método nos libra de esas operaciones sucesivas y nos da la opor-
tunidad de encontrar no solamente un denominador, sino unos cuantos a la vez.
Si conocemos una cierta parte de la fracción continua, que exprese la ráız de la
ecuación f(x) = 0, suponemos25

a+
1

b+
1

c+
1

. . . +
1

f +
1

g
,

y unas fracciones adecuadas P0

Q0
, P1

Q1
, P2

Q2
, . . . , Pi−1

Qi−1
, Pi
Qi

, que corresponden a los de-

nominadores conocidos a, b, c, . . . , f, g, entonces, el resto expresa la parte que
desconocemos,

25N.T. Hemos denotado las fracciones continuas con la notación habitual de nuestros d́ıas,
aunque Chebyshev usaba otra notación. En concreto, en su manuscrito original las fracciones
continuas aparecen de la siguiente forma

a +
1

b +
1

c + .. . +
1

f +
1

g
.
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h+
1

k +
1

l +
1

. . .

y que denotamos por t. Es conocido que

x =
Pit+ Pi−1

Qit+Qi−1

,

de donde

t =
xQi−1 − Pi−1

Pi − xQi

.

Ahora, para determinar t, tenemos que encontrar el valor x: esta es la relación
entre el método de las fracciones continuas y nuestro método. Aśı, encontramos de
la expresión anterior26

x = Pi
Qi
−

f
(
Pi
Qi

)
f ′
(
Pi
Qi

) −
{

f
(
Pi
Qi

)
f ′
(
Pi
Qi

)
}2

f ′′
(
Pi
Qi

)
2f ′
(
Pi
Qi

)
−
{

f
(
Pi
Qi

)
f ′
(
Pi
Qi

)
}3
[ {

f ′′
(
Pi
Qi

)}2

2
{
f ′
(
Pi
Qi

)}2 −
f ′′′
(
Pi
Qi

)
6f ′
(
Pi
Qi

)
]
− · · · ,

y de aqúı podemos deducir el valor de t:

t =

Qi−1
Pi
Qi
−Qi−1

 f( PiQi )
f ′( PiQi )

+···

−Pi−1

Pi−Pi+Qi

 f( PiQi )
f ′( PiQi )

+···



=

Qi−1Pi−QiQi−1

 f( PiQi )
f ′( PiQi )

+···

−QiPi−1

Q2
i

 f( PiQi )
f ′( PiQi )

+···


= (−1)i

Q2
i

1

f( PiQi )
f ′( PiQi )

+···
− QiQi−1

Q2
i

= (−1)i

Q2
i

{
QiQi−1

(−1)i+1 +
f ′
(
Pi
Qi

)
f
(
Pi
Qi

) − f ′′
(
Pi
Qi

)
2f ′
(
Pi
Qi

)−
−

f
(
Pi
Qi

)
f ′
(
Pi
Qi

)
[(

f ′′
(
Pi
Qi

)
2f ′
(
Pi
Qi

)
)2

−
f ′′′
(
Pi
Qi

)
6f ′
(
Pi
Qi

)
]
− · · ·

}
.

26N.T. Refiriéndose al método definido en la fórmula (Q). Chebyshev hace reconocimiento de
que su método no es una copia, pero que lo deduce a partir de los métodos existentes.
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Los tres primeros términos de esta fórmula, fueron encontrados en el siglo
pasado27 por Lagrange y han sido aceptados como base del segundo método de
fracciones continuas28. Para deducir esta fórmula, es suficiente con aplicar nuestro
método, que es mucho más simple. Además, nos enseña claramente con qué especial
precisión la fórmula de Lagrange expresa el verdadero valor t, mientras que si
seguimos el procedimiento de su gran inventor solo podemos ((adivinar)) resultado.
Por eso, si [¿omisión? La Redacción] en ocasiones tomamos las cifras erróneas como
verdaderas o subestimamos las cifras verdaderas tomándolas por erróneas, pasamos
al otro extremo29. Sin embarg,o utilizando nuestro método, podemos esquivar tanto
el primer error como el segundo. Para comparar nuestro método con el de Lagrange
deduzco la solución de la ecuación x3−x2−2x+1 = 0, según su método, explicado
en las Lecciones de análisis algebraico y trascendente (Sección I, Lección X)30

((Para una de las ráıces de la ecuación x3− x2− 2x+ 1 = 0, encontraremos las
siguientes fracciones adecuadas

1

0
,
1

1
,
2

1
,
9

5
,
182

101
,
373

207
,
1301

722
,
1674

929
,
11345

6929
,
115124

63889
,

que corresponden a los denominadores de la fracción continua

1, 1, 4, 20, 2, 3, 1, 6, 10.

Si i = 3, luego Pi
Qi

= 9
5
, Qi−1 = 1 y, sustituyendo en las expresiones que aparecen

en la fórmula de Lagrange, obtenemos

f

(
9

5

)
= − 1

125
, f ′

(
9

5

)
=

103

25
, f ′′

(
9

5

)
=

44

5
.

Aśı pues, t = 1
5
(103 + 22

103
− 1) ó

t =
10528

515
= 20 +

1

2 +
1

3 +
1

1 +
1

6 +
1

2
)).

27N.T. Refiriéndose al siglo XVIII.
28N.T. Asumiendo que el primer método de fracciones continuas es el de Fourier, desarrollado

en la Sección III.
29N.T. Entendemos que para Chebyshev, pasar al otro extremo significa que la elección de un

valor inadecuado en un paso nos puede llevar a una solución incorrecta.
30P. L. Chebyshev cita a M. V. Ostrogradskii de una manera no muy exacta. La Redacción.
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¿Pero, cuántos denominadores verdaderos hay aqúı? Aśı es como lo llega a
saber Lagrange:

((Al encontrar el primer cociente t = 20, se obtiene

Qi+1 = 201 y ∂x <
−1

53 · 1012
· 22

33
< − 1

5400000
)).

En ningún caso hemos querido cambiar el texto original de Lagrange. Pongo
sin ningún cambio esa expresión de desigualdad, aunque sinceramente no es muy
exacta.

((De donde se tiene que obtener un valor Qi+λ que sea menor que
√

5400000
y a su vez, menor que 2300. Aśı que, tenemos que parar en la séptima fracción
adecuada: P7

Q7
= 1674

929
)).

La falta de precisión de este resultado es evidente, el siguiente denominador
pertenece a la verdadera expresión de la ráız, y tenemos que parar en la octava
fracción P8

Q8
= 11345

6296
. En realidad nuestra fórmula nos enseña claramente que el

octavo denominador de x o el quinto de la expresión de t son correctos. Aceptando
t como valor aproximado según el método de Lagrange

(−1)i

Q2
i

QiQi−1

(−1)i+1
+
f ′
(
Pi
Qi

)
f
(
Pi
Qi

) − f ′′
(
Pi
Qi

)
2f
(
Pi
Qi

)
 ,

cometemos el error t, que es igual a los términos restantes de la verdadera expresión.
Pero, para reducir su cálculo aproximado nos quedamos solo con su primer término.
Debido a que las fracciones que se obtienen

f
(
Pi
Qi

)
Q
(
Pi
Qi

) ,
son valores suficientemente pequeños y teniendo en cuenta, además, el grado de
las potencias, no pueden de ninguna manera influenciar en las primeras cifras, que
son las únicas que necesitamos. Aśı, a partir del término

−(−1)i

Q2
i

f
(
Pi
Qi

)
f ′
(
Pi
Qi

)

 f ′′

(
Pi
Qi

)
2f ′
(
Pi
Qi

)
2

−
f ′′′
(
Pi
Qi

)
6f ′
(
Pi
Qi

)
 ,

podemos estimar el error t de nuestra aproximación, el cual es menor que

1

25

(
1

515
(1.21− 0.24)

)
<

1

25(515)
=

1

12875
<

1

10000
.
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Por consiguiente, la última fracción adecuada de t debe tener un denominador no
mayor que 100. Examinemos ahora la expresión encontrada31

t =
10528

515
= 20 +

1

2 +
1

3 +
1

1 +
1

6 +
1

2

y las fracciones adecuadas que corresponden a los denominadores 20, 2, 3, 1, 6, 2.
La incógnita corresponde al denominador 6, con el cual32 t = 1247

61
y x = 11345

6296
.

Del mismo modo, según este método, es fácil determinar cuántos denominado-
res tenemos que encontrar de antemano, aplicando el método general de fracciones
continuas, para que el método de Lagrange tenga éxito. Para eso, tenemos que
prestar atención al valor del cuarto término de la expresión de t encontrada por
nosotros, y determinar, si es posible, un verdadero y único denominador. Aśı de
simple y sencillo es aplicar nuestro método.

§ V.

Las aplicaciones de la serie (Q), ((como llamaremos en adelante la secuencia
encontrada anteriormente para la expresión de x, para mayor comodidad)), no
terminan solo en la deducción de los métodos de Fourier y Lagrange, sino que
además, nos da unos cuantos métodos más, excelentes por su rapidez de aproxi-
mación al verdadero valor de la ráız. Pero, dejemos sus investigaciones aparte por
un momento, y ahora nos dedicamos a revisar los métodos de orden superior.

La serie (Q), como hemos visto antes, es la expresión general para el cálculo
de ráıces de ecuaciones; se obtienen casos particulares en función del grado de la
función (ecuación) considerada.

Si tenemos una ecuación f(x) de grado n, no más de n funciones derivadas
obtendrán valores reales; el resto, fn+1, fn+2, . . . sucesivamente son iguales a cero.
Por tal razón, en la aplicación particular de nuestra serie a la ecuación xn+axn−1+
bxn−2 + · · ·+q = 0, hay que omitir los términos que contienen fn+1, fn+2, . . . como
iguales a cero; esa es la diferencia entre la expresión de la ráız de la ecuación que

31N.T. En el manuscrito de Chebyshev hay una errata en esta fracción continua, en la cual se
omite el cuarto denominador, es decir, falta el 1, comprendido entre los denominadores 3 y 6.
Esta misma omisión se produce en el listado de denominadores que aparece a continuación.

32N.T. A pesar de las omisiones anteriores, los cálculos de t y x están hechos incluyendo el
término omitido. Pero sin embargo, aparece una nueva errata en el denominador de t, donde
aparece 60 en vez de 61.
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elegimos y la expresión general para cualquier potencia. Pero, por otra parte,
observamos que en el estudio de la serie (Q), aparecen sucesivamente los términos

f ′(α), f ′′(α), f ′′′(α), . . . , fn−1(α), fn(α), fn+1(α), . . .

y, como consecuencia de eso, cuanto más alto es el grado de la ecuación que ele-
gimos, más términos hay en la expresión de su ráız iguales a los de la expresión
general. Este hecho, nos da la oportunidad de sustituir en la expresión general y,
de manera más simple, obtener una mejor aproximación de la ráız de una ecuación
particular.

Esta es la base de varios métodos de orden superior. Ahora, apliquemos nuestro
razonamiento general al método de segundo orden.

Supongamos que f(x) es una ecuación de segundo grado33, entonces encontra-
mos f(α), f ′(α), f ′′(α) y tendrán valores reales, las siguientes derivadas f ′′′(α),
f IV (α), . . . serán iguales a cero. Por eso, en la aplicación de la serie (Q) a una
ecuación particular cuadrática, encontraremos la siguiente expresión para su ráız:

x = α− f(α)

f ′(α)
− 1

2

(
f(α)

f ′(α)

)2
f ′′(α)

2f ′(α)
− 1

6

(
f(α)

f ′(α)

)3
3f ′′(α)2

f ′(α)3

− 1

24

(
f(α)

f ′(α)

)4
15f ′′(α)3

f ′(α)3
− · · · = α +

−f ′(α) +
√
f ′(α)2 − 2f(α)f ′′(α)

f ′′(α)
.

Conocemos que la ráız de la ecuación de segundo grado se expresa con la
fórmula. Buscamos y la encontramos34

α +
−f ′(α) +

√
f ′(α)2 − 2f(α)f ′′(α)

f ′′(α)
.

Si ahora sustituimos directamente, o lo que es igual,

α +
−f ′α +

√
f ′(α)2 − 2f(α)f ′′(α)

f ′′(α)
,

la expresión general de la ráız

α− f(α)

f ′(α)
− 1

2

(
f(α)

f ′(α)

)2
f ′′(α)

2f ′(α)
− 1

6

(
f(α)

f ′(α)

)3 [
3f ′′(α)2

f ′(α)3
− f ′′′(α)

f ′(α)

]
− 1

24

(
f(α)

f ′(α)

)4 [
15f ′′(α)2

f ′(α)2
− 8f ′′(α)f ′′′(α)

f ′(α)2
+
f IV (α)

f ′(α)

]
− · · · ,

33N.T. Chebyshev se refiere a la ecuación f(x) = f(α) + f ′(α)(x− α) + f ′′(α)
2 (x− α)2.

34No es dif́ıcil determinar qué signo hace falta utilizar con
√
. . .. Una expresión radical tiene

que dar nuestro orden y eso es solo posible con signo +.
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entonces encontramos que los tres primeros términos son exactamente iguales. La
diferencia empieza a partir del cuarto, y en una serie particular, a diferencia de la
serie general (Q), solo falta

1

6

(
f(α)

f ′(α)

)3
f ′′′(α)

f ′(α)
+

1

24

(
f(α)

f ′(α)

)4
8f ′′(α)f ′′′(α)

f ′(α)2
.

Estas conclusiones son suficientes para obtener una idea exacta y determinada
sobre la aproximación de segundo orden, si nos dan una ecuación f(x) = 0 y
conocemos un valor α aproximado de la ráız, entonces

α +
−f ′(α) +

√
f ′(α)2 − 2f(α)f ′′(α)

f ′′(α)
,

obtendrá un nuevo valor que será más exacto, y la diferencia con el valor verdadero
es

−

[
1

6

(
f(α)

f ′(α)

)3
f ′′′(α)

f ′(α)
+

1

1 · 2 · 3 · 4

(
f(α)

f ′(α)

)4
8f ′′(α)f ′′′(α)

f ′(α)2
+ · · ·

]
.

Por breve que sea esta conclusión, es donde está la mayor importancia de la
investigación ((V III Lec[ciones] de análisis alg[ebraico] tras[cendente])). Intentare-
mos analizarlo.

Por eso, de antemano reducimos nuestra fórmula, que expresa el error de la
aproximación de segundo orden, quitando los términos, que contienen f(α)

f ′(α)
y el

factor en tercera potencia, como lo hace Fourier en una fórmula similar con térmi-
nos que contienen ∆4,∆5, . . . . Por lo tanto35

∆1 = x− α1 =
1

1 · 2 · 3

(
f(α)

f ′(α)

)3
f ′′′(α)

f ′′(α)

y eso nos llevará a las siguientes conclusiones.
Si α y α′ son los ĺımites de las ráıces de la ecuación f(x) = 0, con los cuales

queremos aproximarnos hacia la ráız por el método de segundo orden, entonces
al introducirlos en la serie de funciones f(x), f ′(x), f ′′(x), . . . encontraremos dos
ĺıneas de signos.

Aqúı se pueden diferenciar ocho casos; vamos a considerar cada uno de ellos
por separado:

I) f(x) f ′(x) f ′′(x) f ′′′(x) . . .
(α) − + + + . . .
(α′) + + + + . . . .

35α1, α2, α3, . . . tendrá significado el segundo, tercero y cuarto,. . . los valores aproximados α,
que se encuentran sucesivamente al calcular la ráız.
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La aproximación obtenida a partir de α superará la ráız, porque

∆′ = x− α1 =
1

6

(
f(α)

f ′(α)

)3
f ′′′(α)

f ′(α)

será negativo y por consig[uiente] x < α1. Sin embargo,

α′ +
−f ′(α′) +

√
f ′(α′)2 − 2f(α′)f ′′(α′)

f ′′(α′)

es menor que la ráız y el error que le corresponde es negativo. Aśı, los nuevos valores
aproximados de la ráız α1 y α2 nos servirán como nuevos ĺımites más ajustados36.

II) f(x) f ′(x) f ′′(x) f ′′′(x) . . .
(α) − + + + . . .
(α′) + + + − . . .

En este caso
1

6

(
f(α)

f ′(α)

)3
f ′′′(α)

f ′(α)
,

es un valor positivo, mientras que

1

6

(
f(α′)

f ′(α′)

)3
f ′′′(α′)

f ′(α′)
,

es negativo, por consig[uiente], la aproximación obtenida a partir de α es el ĺımite
inferior, y la obtenida a partir de α′ es el ĺımite superior.

III) f(x) f ′(x) f ′′(x) f ′′′(x) . . .
(α) − − + − . . .
(α′) − − + − . . .

Aqúı, también hay que notar, igual que en el caso anterior, que la aproximación
del menor ĺımite da el menor, y la del mayor da el mayor.

IV ) f(x) f ′(x) f ′′(x) f ′′′(x) . . .
(α) + − + − . . .
(α′) − − + − . . .

En este caso, por la razón explicada en el primer ejemplo, la aproximación tanto
de α como de α′ superará la ráız y por consig[uiente] de nuevo aparecen sus dos
ĺımites (de la ráız).

36N.T. Con la notación de Chebyshev, se pasa de la situación α < x < α1 a α2 < x < α1,
donde x es la ráız buscada y α, α1, α2 son los ĺımites calculados por su método.
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V ) f(x) f ′(x) f ′′(x) f ′′′(x) . . .
(α) − + − + . . .
(α′) + + − + . . .

Aqúı, se obtiene lo mismo que en el caso IV ).

V I) f(x) f ′(x) f ′′(x) f ′′′(x) . . .
(α) − + + − . . .
(α′) + + + − . . .

Aqúı, como en el caso II, los ĺımites de la ráız solo se acercan, pero la aproximación
del menor ĺımite da el menor y la del mayor da el mayor.

V II) f(x) f ′(x) f ′′(x) f ′′′(x) . . .
(α) − − − + . . .
(α′) − − − + . . .

En la expresión del error del nuevo ĺımite no entra f ′′(α), por consig[uiente], no
depende de la expresión ∆1 = x−α. Aśı que, el caso V II coincide con el caso III.

V III) f(x) f ′(x) f ′′(x) f ′′′(x) . . .
(α) + − − − . . .
(α′) − − − − . . .

Aqúı, lo mismo, como en el caso I. Para el método de segundo orden pasamos del
menor ĺımite al mayor y viceversa. Pero en este caso, de igual modo aparecen dos
ĺımites, mayor y menor.

Sin duda alguna, todas estas conclusiones se deducen fácilmente de nuestra
fórmula, por lo que este estudio tan detallado es casi innecesario; pero yo lo hice
únicamente para refutar la falsa opinión sobre aproximación de segundo orden de
nuestro académico Ostrogradskii o tal vez solo del redactor a sus lecciones. La
última me parece la más probable, y por eso a partir de aqúı me refiero a G.
Burachek, y además en lo siguiente él mismo se lo atribuye a śı mismo (Parte I,
Pág. 263 y 264, comentarios)37.

Sin ninguna base y no solamente verdadera sino tampoco parecida a la ver-
dadera, el autor de Lec[ciones] de análisis alg[ebraico] tras[cendente] llega a la
siguiente conclusión: ((Por la aproximación de segundo orden se pueden calcular
las ráıces con la ventaja de que usa un solo ĺımite, porque en la mayor parte de los
casos considerados del otro ĺımite, el valor calculado por la fórmula no corregida,
no supera la ráız)). Ahora, hemos examinado todos los casos posibles y hemos no-
tado que no solamente de vez en cuando, sino hasta siempre, si la aproximación de

37N.T. Probablemente esta referencia se refiere a las Lec[ciones] de análisis alg[ebraico]
tras[cendente] de G. Burachek, pero no hemos podido comprobarlo.
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segundo orden supera la ráız para un ĺımite, entonces, sin duda superará para el
otro, y por consig[uiente] siempre da ĺımites mayor y menor. Pero, el mismo G. Bu-
rachek, como si aceptando la injusticia de las palabras antes dichas en esta misma
lección, en lo adelante confirma que ∆′, que es la diferencia entre dos valores de x
encontrados para los dos ĺımites, que siempre son menores que la diferencia entre
cada uno de ellos y el verdadero valor de x. ¿No será que aqúı él admite que su
valor verdadero siempre está entre los valores de los ĺımites encontrados al aplicar
el método de segundo orden? ¿No es lo que él negaba unas ĺıneas más arriba?

G. Burachek elige como base de sus reflexiones la verdad contra la cual, como
hemos visto, se opońıa fuertemente, y concluye con la siguiente fórmula para la
expresión del error de la nueva aproximación. La fórmula según su conclusión es

menor que ∆3

1·2·3
fIV (α′)
f ′(α′)

. α′, es el mayor ĺımite de x que Ostrogradskii marca como
b; y por eso él tiene

∆′ <
∆3

1 · 2 · 3
f IV (b)

f ′(b)
,

y nosotros tenemos

∆′ <
∆3

1 · 2 · 3
f IV (α′)

f ′(α′)
.

La falsedad de esa fórmula se puede observar con la imprecisión de su conclu-
sión y con el resultado de una fórmula similar de Fourier. ¡Pero fuera todos estos
argumentos! La fórmula de G. Burachek es por śı misma absurda y eso se nota
claramente.

Si para la solución, según el método de segundo orden, elegimos una ecuación
en tercera potencia (¿Y por qué no hacerlo?), entonces se observa qué diferencia
habrá según esa fórmula, entre el valor encontrado de x y el valor verdadero. Ya
sabemos que para la ecuación cúbica f IV (α) es cero; por consig[uiente], es siempre

∆′ <
∆3

1 · 2 · 3
0

f ′(α′)
, ∆′ < 0.

¿Cómo se puede comprender esta expresión ∆′?
Podemos hacer dos suposiciones, pero ninguna de ellas puede justificar a G.

Burachek.

1) Es posible que, en realidad, aplicando el método de segundo orden a una
ecuación de tercer grado, siempre encontramos un valor x, que se diferencia
del verdadero en menos que cualquier dato. Entonces, coincide con él. La
contrariedad de semejante suposición es evidente.

2) Si en este caso ∆′ no es 0, entonces ¿no será un valor negativo? Pero, esta
suposición se refuta también, no solamente con nuestra fórmula, que prueba,
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que la aproximación de segundo orden para una ecuación cúbica puede muy
a menudo da un valor menor que la ráız, por consiguiente, ∆′ = x − α1 es
positivo, sino también con numerosa variedad de ejemplos. He aqúı uno de
ellos38:

f(x) = x3 − 2x− 5 = 0, f ′(x) = 3x2 − 2, f ′′(x) = 6x, f ′′′(x) = 6.

Los ĺımites x2 y x1 = 2.1, son bastante cercanos para empezar la aproxima-
ción de segundo orden. Y aśı encontramos:

α′1 = 2.1−
f ′(2.1)−

√
f ′(2.1)2 − 2f(2.1)f ′′(2.1)

f ′(2.1)

= 2.1−
11.23−

√
(11.23)2 − 2 · 12.6 · 0.061

12.6

= 2.1− 11.23−
√

124.5754

12.6

= 2.1− 11.23− 11.1613484848

12.6
= 2.1− 0.005448539 = 2.094551464.

La diferencia entre el verdadero valor de la ráız y el segundo valor aproximado
2.094551464, es 0.000000351, que no es ni cero ni tampoco un valor negativo,
como se hubiera deducido de la fórmula de Lec[ciones] de análisis alg[ebraico]
y tras[cendente].

Aqúı, sin querer surge la pregunta: ¿acaso G. Burachek no se percató de esa
dificultad en la aplicación de su fórmula a la ecuación de tercer grado, y eso no le
hizo darse cuenta lo absurdo que es? Y aśı, él vio esta dificultad cuando intentaba
resolver la ecuación x3 − 2x − 5 = 0 por el método de segundo orden. Pero,
al final decidió que era mejor no considerar las ecuaciones de tercer grado en
vez de comprobar de nuevo la demostración de su fórmula (a veces hay pereza
mental en este asunto), y aśı, sin dar ninguna razón, introdujo en la conocida
ecuación de Newton el factor x+ 1 de donde encontró la ecuación de cuarto grado
x4 + x3 − 2x2 − 7x− 5 = 0. En relación a las ecuaciones cúbicas, que son las que
descubren la barbaridad de la fórmula de G. Burachek, están concienzudamente
olvidadas por él.

Por otra parte el error se descubre hasta con el ejemplo dado por G. Burachek;
qué pena que él no se hab́ıa fijado en eso. O tal vez no quiso fijarse el redactor de
Ostrogradskii. Él escoge los ĺımites 3.5 y 3.6 para una de las ráıces de la ecuación

38N.T. Como curiosidad, Chebyshev denota f ′′′ = 6 en vez de f ′′′(x) = 6.
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x4 − 6x3 + 6x2 + 9x+ 2 = 0 y se aproxima al valor verdadero de x por el método
de segundo orden. Para el nuevo valor aproximado de la ráız encuentra

3.5 +
−2 +

√
4 + 2 · 33 · 0.1875

33
= 3.5 +

−2 +
√

16.375

33

= 3.5 +
2.046603528

23
= 3.5620016.

¿En qué consiste la diferencia entre este valor y el verdadero? Según la fórmula de
G. Burachek encontramos

∆′ <
∆3

1 · 2 · 3
f IV (3, 6)

f ′′(3.6)
<

(0.1)3

6
· 24

38
< 0.000106.

En realidad el valor es 0.000443. Aśı, el error de la fórmula es

∆1 <
∆3

1 · 2 · 3
f IV (b)

f ′(b)
.

§ VI.

El estudio de la serie (Q), nos llevó a una gran cantidad de métodos particulares
para el cálculo de ráıces. En párrafos anteriores, hemos examinado todos los que
hoy d́ıa se conocen como sencillos, y hemos visto que estos métodos componen solo
unas cuantas aplicaciones de la verdadera expresión de la ráız de una ecuación. En
este apartado tenemos la intención de examinar unas cuantas nuevas aplicaciones
y enseñar su importancia para el cálculo de las ráıces de una ecuación.

2) Si en el desarrollo de Taylor de un valor encontrado x = F (β − β), paramos
en el cuarto término, entonces según el teorema de Lagrange, obtendremos

x = F (β)− βF ′(β) +
β2

2
F ′′(β)− β3

6
F ′′′(β − ϕβ)

o con nuestra expresión,

x = α− f(α)

f ′(α)
−
(
f(α)

f ′(α)

)2
f ′′(α)

2f ′(α)

−
{

f(α)

f ′(α . . . α′)

}3 [ {f ′′(α . . . α′)}2

2{f ′(α . . . α′)}2
− f ′′′(α . . . α′)

6f ′(α . . . α′)

]
.

La aproximación hacia el verdadero valor de la ráız, según esta fórmula,
siempre es más exitoso que por el método de Fourier, y por otra parte, es
bastante más simple que la aproximación de segundo orden. La expresión

α− f(α)

f ′(α)
−
(
f(α)

f ′(α)

)2
f ′′(α)

2f ′(α)
,
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expresa el nuevo valor aproximado de la ráız, y(
f(α)

f ′(α . . . α′)

)3 [
f ′′(α . . . α′)

2{f ′(α . . . α′)}2
− f ′′′(α . . . α′)

6f ′(α . . . α′)

]
,

es su diferencia con el verdadero valor de la ráız.

Para mostrar la importancia de este método, lo aplicaremos a la conocida
ecuación de Newton

x3 − 2x− 5 = 0.

Al sustituir 2 y 2.1 en dicha función y sus derivadas, encontramos las siguien-
tes ĺıneas de signos:

f(α) f ′(α) f ′′(α) f ′′′(α)
− + + +

2 1 10 12 6
+ + + +

2.1 0.061 11.23 12.6 6

de donde observamos:

1) La ráız se encuentra entre 2 y 2.1.

2) La expresión(
f(α)

f ′(α . . . α′)

)3 [ {f ′′(α . . . α′)}2

2{f ′(α . . . α′)}2
− f ′′′(α . . . α′)

6f ′(α . . . α′)

]
con el mayor valor es igual a

(0.0061)3

[
(12.6)2

2(102)
− 6

6(11.23)

]
= (0.0061)3

(
(1.26)2

2
− 1

11.23

)
< (0.000000216)(0.85− 0.09) < 0.00000023.

Partiendo de este hecho,

3) El nuevo valor aproximado de la ráız se diferencia del verdadero en
menos que 0.0000003, y por consig[uiente], por lo menos las seis cifras
decimales del valor encontrado de la ráız pertenecen a su verdadera
expresión.
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Aśı, calculando hasta las cienmillonésimas partes, obtenemos

α1 = α− f(α)

f ′(α)
−
(
f(α)

f ′(α)

)2
f ′′(α)

f ′(α)

= 2.1− 0.061

11.23
−
(

0.061

11.23

)2
12.6

2(11.23)

= 2.10000000

− 0.00543187

− 0.00001654

α1= 2.09455159.

∆1 = x−α1, es un valor negativo, luego α1 = 2.09455159, es mayor que
la ráız, pero su diferencia con el valor verdadero es menor que 0.0000003,
por consig[uiente], 2.0945512 es el ĺımite menor, y en 2.094551 todas las
cifras son correctas.

Al repetir este método una vez más, encontraremos 16 cifras correc-
tas; α1 será igual a 2.0945514815423265, y la diferencia entre este va-
lor y el verdadero es menor que 0.00000000000000001. Sustituyendo
2.0945514815423265 en nuestra fórmula en vez de α1, encontramos el
tercer valor aproximado a x, es decir

2.0945514815423265− f(2.0945514815423265)

f ′(2.0945514815423265)

−
{
f(2.094551 . . . )

f ′(2.094551 . . . )

}2
f ′′(2.0945514 . . . )

2f ′(2.0945514 . . . )

= 2.0945514815423265

+
0.0000000000000001021074960443679545432495185865375

11.16143772649346472644563309780675

−
{

0.000000000000000102 . . .

11.161437 . . .

}2
12.5673088892539590

2 · 11.1614377264934647264456330

= 2.09455148154232650000000000000000000000000000000000

+ 0.00000000000000009148238654057930767544341990572422

− 000000000000000000000000000000000470158602419672514

= 2.09455148154232659148238654057930397385739570899908.

Hemos visto que el máximo valor

{f ′′(α . . . α′)}2

2{f ′(α . . . α′)}2
− f ′′′(α . . . α′)

6f ′(α . . . α′)
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es 0.76; ahora hace falta calcular
{

f(α)
f ′(α...α′)

}3

y de nuevo es menor que

{0.000000000000000092}3

< 0.0000000000000000000000000000000000000000000000008.

Por consig[uiente], el tercer valor aproximado de la ráız se diferencia del
verdadero en menos que

0.0000000000000000000000000000000000000000000000007,

es decir

<
1

1000000000000000000000000000000000000000000000000
.

Este ejemplo nos convence de la importancia del método que utilizamos
para el cálculo de ráıces. Fourier resuelve esta ecuación según su método y
ha obtenido, después de cinco operaciones, solo 32 cifras correctas, nosotros
en tres operaciones hemos encontrado 48. Como sabemos, en la práctica lo
más usual es conformarse con 5, 6, . . . cifras correctas. Nosotros obtenemos
esta precisión con una sola iteración.

2) La aproximación al verdadero valor de la ráız será aun más rápida, si escoge-
mos para su cálculo 5, 6 o más términos de la serie (Q). Sin duda, el cálculo
del nuevo valor de la ráız no seŕıa tan fácil como lo hemos visto antes, pero
con todo lo que se puede suponer, es bastante más simple que la aproxima-
ción de tercer o cuarto orden. Aśı, si aproximamos el verdadero valor de la
ráız por la fórmula,

α1 = α− f(α)

f ′(α)
−
(
f(α)

f ′(α′)

)2
f ′′(α)

2f ′(α)
−
(
f(α)

f ′(α)

)3 [
f ′′(α)2

2f ′(α)2
− f ′′′(α)

f ′(α)

]
,

el número de cifras correctas, en general, va a incrementarse sucesivamente
en 4 veces.

3) Las aplicaciones de la serie (Q) a las fracciones continuas también dan multi-
tud de métodos particulares de cálculo de ráıces. Más arriba, en el apartado
§ IV , hemos visto que el denominador buscado t se expresa con

t =
(−1)i

Q2
i

QiQi−1

(−1)i+1
+
f ′
(
Pi
Qi

)
f
(
Pi
Qi

) − f ′′
(
Pi
Qi

)
2f ′
(
Pi
Qi

)
−
f
(
Pi
Qi

)
f ′
(
Pi
Qi

)

 f ′′

(
Pi
Qi

)
2f ′
(
Pi
Qi

)
2

−
f ′′′
(
Pi
Qi

)
6f ′
(
Pi
Qi

)
− · · ·

 ,
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que además da aproximaciones para las tres expresiones siguientes:

(−1)i

Q2
i

QiQi−1

(−1)i+1
+
f ′
(
Pi
Qi

)
f
(
Pi
Qi

)
 ,

(−1)i

Q2
i

QiQi−1

(−1)i+1
+
f ′
(
Pi
Qi

)
f
(
Pi
Qi

) − f ′′
(
Pi
Qi

)
2f ′
(
Pi
Qi

)
 ,

(−1)i

Q2
i

QiQi−1

(−1)i+1
+
f ′
(
Pi
Qi

)
f
(
Pi
Qi

) − f ′′
(
Pi
Qi

)
2f ′
(
Pi
Qi

)

−
f
(
Pi
Qi

)
f ′
(
Pi
Qi

)

 f ′′

(
Pi
Qi

)
2f ′
(
Pi
Qi

)
2

−
f ′′′
(
Pi
Qi

)
6f ′
(
Pi
Qi

)

 .

a) La primera de estas fórmulas, nos da el método de fracciones continuas
que corresponde a la aproximación lineal. Por la misma ley, como en el
método, la cantidad de cifras correctas cada vez aumenta más rápida-
mente. Lo mostramos en la ráız de la ecuación x3 − 2x− 5 = 0.

Si conocemos las siguientes fracciones adecuadas: P1

Q1
= 2

1
, P2

Q2
= 21

10
,

entonces t se expresa como

1

100

(
16

(−1)3
+

1123

610

)
=

1062

610
= 1

1

1 +
1

2 +
1

1 +
1

6 +
1

5 +
1

2
.

¿Cuántos denominadores correctos hay aqúı? El término mayor de la
parte desechada de t es

1

100
· 12.6

2 · 11.23
<

1

100
.
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Como consecuencia, la última fracción adecuada de t debe tener el deno-
minador no mayor que

√
100 = 10. Examinando la expresión encontrada

t = 1
1

1 +
1

2 +
1

1 +
1

6 +
1

5 +
1

2

y las fracciones adecuadas 1
1
, 2

1
, 5

3
, 7

4
, 47

27
, . . . , encontramos que a la incog-

nita le corresponde el denominador 1, con el cual t = 7
4
, y x = 155

74
=

2.09459. Este valor es correcto hasta 1
742

< 1
4900

< 0.0005 y con eso x es
mayor, luego su ĺımite menor es 2.09454. Lo mismo hemos encontrado
para esa ráız, según el método de Fourier.

b) El método de segundo orden es la fórmula de Lagrange, de la cual ya
hemos hablado bastante en el apartado § IV .

c) El método de tercer orden nos da un método extremadamente rápido.
Es fácil observar la esencia del método en nuestra fórmula y por eso
aqúı solamente nos limitamos a señalar su alcance.

Aśı de numerosas y variadas son las aplicaciones de la serie (Q). Ano-
tamos también, que su aplicación a las ecuaciones binomiales nos da
el binomio de Newton con exponente frac[cionario], las ecuaciones de
segundo, tercer y cuarto grado, conocidas sus fórmulas finales.

Por una parte, mi objetivo es mostrar el principio general de todos los
métodos particulares de cálculo de las ráıces, por otra parte, es enseñar
su infinita y variada multitud. Es una gran tarea, que se extiende a la
mayor parte del álgebra. Sé que mi trabajo no corresponde del todo
a la tarea, pero por lo menos tendré la ocasión de escuchar vuestras
opiniones en relación a mis pensamientos de ese importante análisis y
que tal vez me liberará de futuras equivocaciones.
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Comentarios

Según Ostrogradskii 39, Chebyshev trata la solución de una ecuación algebraica

f(x) ≡ a0x
n+a1x

n−1 + · · ·+an−1x+an = 0, (1)

como ((la última operación del álgebra)), siguiendo el esquema: adición - sustracción;
multiplicación - división; elevación a una potencia - extracción de una ráız; cálculo
del valor de un polinomio P (x) - determinación de x en la ecuación P (x) = A ó en
la igualdad P (x)− A = 0 en la forma40(1).

También según Ostrogradskii, Chebyshev entiende la ((última operación del
álgebra)) en sentido muy amplio: abarcaba tanto métodos de separación de ráıces,
como toda clase de métodos anaĺıticos de búsqueda aproximada de ráıces (método
de Newton, método de las cuerdas, etcétera). La separación de ráıces no se consi-
dera en este trabajo. El polinomio f(x) se estudia en un entorno de una ráız simple
x.

En la Sección I de su trabajo, Chebyshev formula el objetivo de la investigación:
dar un método general de búsqueda de las ráıces de la ecuación (1), que incluya
como casos particulares ((tantos métodos conocidos como sea posible)).

El autor lleva esto a cabo en la Sección II. Su idea se basa en el uso de series
de potencias. En concreto, si la serie

Y =
∞∑
ν=1

cνX
ν

converge en alguna región |X| < r, r > 0, entonces con la condición c1 6= 0, en
alguna región |Y | < R, R > 0, se tiene el desarrollo

X =
∑
ν=1

dνY
ν ,

y además los coeficientes dν se expresan fácilmente en función de los cν : d1 = 1
c1

,

d2 = − c2
c31

, d3 =
2c22−c1c3

c51
, d4 =

−5c32+5c1c2c3−c21c4
c71

, etcétera.

Haciendo aqúı el cambio de variables dado por las fórmulas

X = x− α, Y = y − β,
39((Lecciones de análisis algebraico y trascendente)), léıdas en la sede de los cadetes de marina

en el año 1836 por el académico Ostrogradskii. Recogidas por el ingeniero de marina G. Burachek
y el teniente S. Zelenii. Las llamamos brevemente ((Lecciones)) y las citamos en su segunda edición
(Ed. Academia de Ciencias de la URSS, M-L, 1940).

40N.O. Ostrogradskii, en sus ((Lecciones)) (parte 1; IV) usa incluso el śımbolo especial ∇:
x = ∇(a0, a1, . . . , an) significa la solución de la ecuación (1) como función de los coeficientes del
polinomio f(x). Más adelante, según Somov, Ostrogradskii rechazó esta notación.
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transformamos el desarrollo

y = f(x) ≡
∞∑
ν=0

cν(x−α)ν , (2)

donde

c0 = β = f(α), cν =
f (ν)(α)

ν!
(ν ≥ 1),

de esta manera

x = F (y) ≡ α+
∞∑
ν=1

dν(y−β)ν . (3)

En lugar de hacer y = 0 en la fórmula (2) y resolver la ecuación obtenida con
respecto a x, se puede sustituir y = 0 en la fórmula (3), entonces la solución de
dichas ecuaciones se expresa expĺıcitamente como la serie

x = α+
∞∑
ν=1

(−1)νdνβ
ν , (4)

que es justo lo que se conoce como la serie de Chebyshev

x = α− f(α)

f ′(α)
−
(
f(α)

f ′(α)

)2
f ′′(α)

2f ′(α)
−
(
f(α)

f ′(α)

)3(
f ′′(α)2

2f ′(α)2
− f ′′(α)

6f ′(α)

)
−
(
f(α)

f ′(α)

)4(
5f ′′(α)2

8f ′(α)3
− 5f ′′(α)f ′′′(α)

12f ′(α)2
+
f (iv)(α)

24f ′(α)

)
+ . . . . (5)

El desarrollo (3) es convergente si |y − β| < R, y bajo esta condición tiene
suma x, cumpliéndose la desigualdad |x− α| < r. Tomemos un número arbitrario
α, suficientemente próximo a una ráız buscada x de la ecuación f(x) = 0, de
modo que se tenga |β = |f(α)| < R; obsérvese que R depende, desde luego, de la
elección de α, pero converge a un ĺımite positivo cuando α tiende a x, si x es un
ráız simple de la ecuación dada. En este caso, los desarrollos (4) o (5) convergen
a la ráız buscada de la ecuación. Aśı, el proceso de búsqueda de una ráız descrito
por Chebyshev ciertamente converge, en algún entorno de cada ráız simple de la
ecuación, a esa misma ráız.

La desigualdad |f(α)| < R, determina exactamente la región de convergencia,
salvo quizás en los puntos de la frontera; como el radio de convergencia R de
la serie (3) es fácil expresarlo como la distancia del punto β = f(α) hasta la
singularidad (punto de ramificación) más cercana de la función inversa F (y), en
general multivalorada (pero esas singularidades, si la función f(x) es entera, solo
pueden estar en términos de f(x) en los ceros de su derivada), entonces en los
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ejemplos concretos, la determinación de la región de convergencia de la serie (5)
no es dif́ıcil.

Parando el desarrollo (5) en un término cualquiera, Chebyshev estima la apro-
ximación obtenida mediante la forma de Lagrange del resto de la serie de Taylor.
Este impecable razonamiento permite evitar la cuestión de la convergencia, que
en aquel tiempo dif́ıcilmente se pod́ıa afrontar. Basta observar que incluso la posi-
bilidad de desarrollar una función anaĺıtica en serie de potencias, establecida por
Cauchy en el año 1831, superó el rechazo de las revistas francesas solo algunos años
después y dif́ıcilmente pudo haberla conocido Chebyshev en sus años de estudian-
te. Que su atención se fijaba en este aspecto y que buscó la respuesta a la cuestión
con un gran nivel de rigor lo prueba su posterior ((Nota sobre la convergencia de
la serie de Taylor)), véase el tomo II de esta edición, página 8, que contiene una
referencia a los ((Exercices d’analyse)) de Cauchy.

En la Sección III Chebyshev obtiene de su fórmula, como una primera aproxi-
mación, un resultado sobre el ((método de las tangentes)) de Newton

x ≈ α− f(α)

f ′(α)
,

con una estimación del error considerablemente mejor que la de Fourier:∣∣∣∣x− (α− f(α)

f ′(α)

)∣∣∣∣ ≤ máx

∣∣∣∣f(α)2 f
′′

f ′3

∣∣∣∣
(el argumento que aqúı se omite pertenece al intervalo de x a α).

En la Sección IV Chebyshev da, con ayuda de la fórmula (5), una expresión del
error t que se obtiene si sustituimos la ráız x, que tenga el desarrollo en fracción
continua

x = a+
1

b+
1

c+ . . .

por algún convergente (fracción finita) de esta fracción. La fórmula de Lagrange
obtenida da una expresión precisa 41 para t y permite obtener una estimación del
error. Esta precisión, Chebyshev la muestra en uno de los ejemplos, mencionados
en las ((Lecciones)) de Ostrogradskii.

En la Sección V se aplica la fórmula (5) para obtener un ((método de segundo
orden)); en (2) se sustituye f(x) por el polinomio de segundo grado f1(x) que
cumple las condiciones f1(α) = f(α), f ′1(α) = f ′(α), f ′′1 (α) = f ′′(α); como valor

41N.O. Ostrogradskii, ((Lecciones)) (parte 1; X).
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aproximado de x se toma una ráız del polinomio f1(x):

x ≈ α− f(α)

f ′(α)
− 1

2

(
f(α)

f ′(α)

)2
f ′′(α)

f ′(α)
− 1

6

(
f(α)

f ′(α)

)3
3f ′′(α)2

f ′(α)2
− . . .

= α +
−f ′(α) +

√
f 2(x)− 2f(α)f ′′(α)

f ′(α)
. (6)

La expresión del error

1

6

(
f(α)

f ′(α)

)2
f ′′(α)

f ′(α)
+

1

24

(
f(α)

f ′(α)

)4
8f ′′(α)f ′′′(α)

f ′(α)2
+ . . . ,

se reduce solo al primer término de tercer grado con respecto a f(α)
f ′(α)

. Para esto, se

supone además que las derivadas f ′, f ′′ y f ′′′ no son idénticamente nulas en ningún
intervalo de α a α′ que contenga la ráız x.

En las ((Lecciones)) de Ostrogradskii (parte 1; XIII) se incluye la afirmación
de que si se toman aproximaciones a x según la fórmula (6), a partir de unas
aproximaciones iniciales (((de orden cero))) α y α′ por defecto y por exceso, entonces
los nuevos valores mejorados α1 y α′1 (((primeras)) aproximaciones) puede probarse42

que están a un lado de x. Un simple análisis, realizado por Chebyshev, demuestra
que para α y α′ suficientemente próximos, esto no es posible. De paso, Chebyshev
demuestra que es falsa la estimación para |α1−α′1|, que se deduce en las ((Lecciones))
(parte 1, lección XIII, página 192).

En la Sección VI Chebyshev, tomando en la fórmula (5) los tres primeros
términos, obtiene la expresión aproximada

x ≈ α1 = α− f(α)

f ′(α)
−
(
f(α)

f ′(α)

)2
f ′′(α)

2f ′(α)
,

con la estimación del error

|x− α1| ≤ máx

∣∣∣∣f(α)3

(
f ′2

6f 2
− f ′′

6f 2

)∣∣∣∣
y demuestra, por ejemplo, operando con fracciones de 50 cifras, la rapidez de las
sucesivas aproximaciones a x mediante este método.

L. Vasilkov y V. Goncharov

42Esta conclusión errónea, como muestra Chebyshev, se debe con toda probabilidad no a
Ostrogradskii, sino a los redactores de sus ((Lecciones)), G. Burachek y S. Zelenii. Con más
certeza aún ya que según sus palabras (véase la nota al pie de la página 190 de las ((Lecciones)))
Ostrogradskii dejó a la audiencia el análisis de la fórmula (2) de la lección XIII. Esta misma
observación se aplica a la estimación (3) en la página 192 de las ((Lecciones)).
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1.3. Aportaciones de otros autores

Después de lo desarrollado en la Sección 1.2 y haciendo una comparación con el
apartado 1.3.1, parece claro que Chebyshev conoćıa la obra de Euler. El hecho de
haber trabajado, bajo la supervisión de Bunyakovskii, en la edición completa de las
obras de Euler sobre teoŕıa de números, no parece tener relevancia en este aspecto,
ya que fue realizado con posterioridad (en 1849) a que escribiera su ((Cálculo
de las ráıces de ecuaciones)). No obstante, la carrera académica de Chebyshev se
desarrolló bajo el legado que Euler dejó en San Petersburgo, donde pasó una buena
parte de su vida (de 1727 a 1741 y de 1766 a 1783) y donde dejó un gran número
de disćıpulos. Es más, citando de nuevo a Butzer y Jongmans [26, pp. 133–134]
destacamos que:

Chebyshev y Euler teńıan mucho en común como matemáticos. Ambos
estaban interesados en una gran variedad de problemas, desde la teoŕıa
de números a la ingenieŕıa. Ambos eran plenamente conscientes de lo
necesaria que era la comunicación entre la teoŕıa y las aplicaciones.
Ambos buscaron la solución más eficiente para los problemas, con el
descubrimiento de algoritmos que o bien dieran una solución numérica
exacta o, al menos, una buena aproximación.

Aunque, en nuestra opinión, está claro que Chebyshev estuvo influenciado por
la obra de Euler, no encontramos en ((Cálculo de las ráıces de ecuaciones)) ninguna
referencia expĺıcita a Euler. Podemos disculpar a Chebyshev ya que, el citado tra-
bajo no es ningún art́ıculo de investigación y, como ya hemos comentado, se trata
de un trabajo realizado durante su etapa de estudiante. No obstante, śı que encon-
tramos citas expĺıcitas a otros importantes matemáticos. En concreto a Sir Isaac
Newton (1642–1727), J. L. Lagrange (1736–1813), Jean Baptiste Joseph Fourier
(1768–1830), Jacques Charles Francois Sturm (1803–1855) y Mikhail Vasilyevich
Ostrogradsky (1801–1862).

Desde una perspectiva histórica, el método de Chebyshev (1.1) aparece dentro
de una familia de procesos iterativos de la forma xn+1 = Em(xn), definida en (3),
donde f−1 es la inversa de f . La familia de métodos definidos en (3) se conoce como
métodos de Schröder de primer tipo y es conocido que el orden de convergencia
de cada método Em definido en (3) es m. Nótese que para m = 2, se obtiene el
método de Newton y que para m = 3 se obtiene el método de Chebyshev.

Pero el objetivo de estas notas no es el analizar las condiciones de convergencia,
ni las propiedades numéricas del método de Chebyshev. Más bien pretendemos
profundizar en sus ráıces históricas, con el objetivo de comprobar hasta qué punto
es correcto ((bautizar)) al proceso definido en (1.1) como método de Chebyshev. O
mejor aún, teniendo en cuenta que el método de Chebyshev es uno de los métodos
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incluidos en la familia (3), la pregunta es: ¿A quién o quiénes se debe la deducción
de los métodos de la familia (3)?

La controversia existente acerca de la autoŕıa de (1.1) (o de (3)) no es nueva.
En efecto, en el conocido libro de J. F. Traub [124, p. 81], sobre métodos iterativos
para resolver ecuaciones algebraicas, se afirma que la familia Em se atribuye tanto
a Euler como a Chebyshev. En consecuencia, Traub usa ambos nombres de forma
conjunta para referirse a la familia Em.

La duda sobre a quién atribuir el método (1.1) es compartida por otros autores,
como por ejemplo M. S. Petković, L. D. Petković y D. Herceg [100, p. 1759], quienes
advierten que en la literatura rusa la secuencia Em definida en (3) se atribuye a un
trabajo de Chebyshev escrito en 1837 o 1838 y hacen referencia a la cita anterior
de Traub sobre este aspecto. Sin embargo, también indican que otros autores como
E. Bodewig [23] o S. Smale y M. Shub [118] adjudican Em a Euler y, en concreto,
a su Opera Omnia, Ser. I, Vol. X, véase [46].

Como hemos visto en las secciones anteriores, la construcción del método (1.1)
por parte de Chebyshev, se basa en la interpolación cuadrática de la función inversa
de f(x).

Los distintos nombres de relevantes cient́ıficos a los que también se les atribuye
el método de Chebyshev (Bernoulli, Euler, Schröder, Newton, etc.) nos hace pensar
en cuáles fueron las aportaciones de cada uno de ellos. Aśı, podemos reflexionar
sobre algunas cuestiones de interés, por ejemplo: ¿se trata del mismo método ite-
rativo para aproximar ráıces de ecuaciones no lineales?, ¿a quién en realidad le
corresponden los créditos de la invención de dicho método? Incluso podemos in-
tentar aclarar si acaso la literatura le atribuye el mismo método a varios autores
o viceversa.

Una forma que se nos ocurre emprender, con el objetivo de irradiar un poco
de claridad sobre este tema, es haciendo no solo la traducción de los art́ıculos
originales, o comparar la estructura matemática de cada método por separado,
sino, además ser capaces de llegar a las ideas iniciales que hay detrás de cada
proceso.

1.3.1. Leonhard Euler

En este apartado queremos resaltar que, debido a que en la literatura ma-
temática aparecen múltiples referencias, en las que se atribuye la expresión (1.1)
a varios autores, como hemos citado en párrafos anteriores, no hemos tenido otra
alternativa que, acudir a las obras originales de varios de los autores a los cuales
se les atribuye. Todo esto, con la intención de verificar si efectivamente, entre sus
trabajos se encuentra o se puede deducir la existencia de la expresión en cuestión.

Es bien conocido que Euler es uno de los autores más proĺıficos de la historia
de las matemáticas. Entre los temas en los que trabajó se encuentran la teoŕıa de
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Figura 1.8: Retrato de Leonhard Euler (1707–1783), pintado por Johann Georg
Brucker.

números, las series infinitas o las ecuaciones diferenciales. Afortunadamente, en la
actualidad la gran mayoŕıa de sus trabajos son accesibles desde sitios tales como
The Euler archive [140].

Euler también trabajó en la resolución numérica de ecuaciones algebraicas, fun-
damentalmente polinómicas. En el Caṕıtulo 17 de su obra Introductio in analysin
infinitorum, véase Opera Omnia, Serie I volúmenes VIII y IX [45], [46] y [140],
Euler desarrolló un método, basado en el uso de series recurrentes, para encontrar
las ráıces de una ecuación. En dicho trabajo, Euler usaba algunos resultados de De
Moivre, para obtener el desarrollo en serie de una función racional. Una versión
comentada y escrita con notación actual de este trabajo puede verse en [138].

La serie I, volumen X de Opera Omnia [140] es un texto sobre cálculo diferencial
titulado Institutiones calculi differentialis cum eius usu in analysi finitorum ac
doctrina serierum43. Se trata de un libro escrito en lat́ın y dividido en dos partes,
la primera con 9 caṕıtulos y la segunda con 18. Precisamente en el Caṕıtulo 9 de la
segunda parte, en un art́ıculo titulado De usu calculi diferentialis in aequationibus
resolvendis44 en las páginas 438 y 439 nos encontramos un desarrollo en el que

43Fundamentos de cálculo diferencial con aplicaciones al análisis finito y a la teoŕıa de series.
44Uso del cálculo diferencial para resolver ecuaciones.
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Euler, tal vez de una manera poco rigurosa, indica una forma de aproximar la ráız
de una ecuación y en el que encontramos el ((germen)) de lo que nosotros hemos
denominado método de Chebyshev. La referencia concreta a esta publicación es:
http://www.math.dartmouth.edu/~euler/docs/originals/E212sec2ch9.pdf.

A pesar de que la expresión del método de Chebyshev resulta ser un caso parti-
cular de la familia (3), Euler no se detuvo a entrar en detalles tan puntuales como
las regiones de convergencia, el orden de convergencia, ni menciona la existencia
de métodos de orden superior en la familia de métodos que describe en (3), no
obstante estos hechos śı quedan bastante claros en el trabajo de Chebyshev. Con
la notación actual, es como sigue:

Si α es la solución de la ecuación f(x) = 0, entonces, el desarrollo de Taylor de
f(α) en torno a un valor x da lugar a

0 = f(α) = f(x) + f ′(x)(α− x) +
f ′′(x)

2
(α− x)2 +

f ′′′(x)

6
(α− x)3 + · · · .

Sin embargo, en el trabajo de Euler la solución de la ecuación aparece escrita como

0 = y + zp+
z2q

2
+
z3r

6
+
z4s

24
+
z5t

120
+ &c,

donde &c representa los términos restantes de la serie. La simboloǵıa utilizada en
el citado art́ıculo, junto con sus equivalentes actuales son: f(x) = y, f ′(x) = p,
f ′′(x) = q, f ′′′(x) = r, f (IV )(x) = s, y fV (x) = t, y la expresión de la ráız buscada
es α = x+ z, donde

z =− f(x)

f ′(x)
− f(x)2f ′′(x)

2f ′(x)2
− f(x)3f ′′(x)2

2f ′(x)3
+
f(x)3f ′′′(x)

6f ′(x)4

− 5f(x)4f ′′(x)3

8f ′(x)7
+

5f(x)4f ′′(x)f ′′′(x)

12f ′(x)6
− f(x)4f IV (x)

24f ′(x)5
−&c,

(1.2)

o, en otras palabras,

α = x− f(x)

f ′(x)
− f(x)2f ′′(x)

2f ′(x)2
− f(x)3f ′′(x)2

2f ′(x)3
+
f(x)3f ′′′(x)

6f ′(x)4

− 5f(x)4f ′′(x)3

8f ′(x)7
+

5f(x)4f ′′(x)f ′′′(x)

12f ′(x)6
− f(x)4f IV (x)

24f ′(x)5
−&c.

Para determinar el valor de la solución α, Euler parte de un valor aproximado
x. A partir de aqúı, teniendo en cuenta la fórmula (1.2), Euler obtiene un término
corrector z de manera que x+ z sea una mejor aproximación de α.

A continuación Euler expresa z como una serie convergente

z = A+B + C +D + E + &c,
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pero sin precisar nada acerca de la naturaleza de los términos A, B, C, . . . . Luego
de una cantidad de cálculos, sustituciones y reagrupación de términos, que parece
interminable, podemos escribir los términos de dicha serie como:

y = y
pz = Ap +Bp +Cp +Dp +Ep +&c

1
2
qz2 = +1

2
A2q +ABq +ACq +ADq +&c

+1
2
B2q +BCq +&c

1
6
rz3 = +1

6
A3r +1

2
A2Br +1

2
A2Cr +&c

+1
2
AB2r +&c

1
24
sz4 = + 1

24
A4s +1

6
A3Bs +&c

1
120
tz5 = + 1

120
A5t +&c.

Ahora, Euler agrupa los términos de la manera siguiente, sin especificar el
criterio que usa para dicha agrupación. Para ser más exactos, Euler lo resume
como sigue:

A =− f(x)

f ′(x)
,

B =− f(x)2f ′′(x)

2f ′(x)2
,

C =− f(x)3f ′′(x)2

2f ′(x)3
+
f(x)3f ′′′(x)

6f ′(x)4
,

D =− 5f(x)4f ′′(x)3

8f ′(x)7
+

5f(x)4f ′′(x)f ′′′(x)

12f ′(x)6
− f(x)4f IV (x)

24f ′(x)5
,

y aśı sucesivamente.

Como puede observarse, la familia de métodos que se obtiene contiene el método
de Newton, para z = A. Otro método que extraemos de esta histórica familia es
el método de Chebyshev, concretamente cuando z = A+B.

En la misma obra de Euler, se utiliza el método anterior para resolver la ecua-
ción x5 + 2x− 2 = 0. En este caso,

p = f ′(x) = 5x4 + 2, q = f ′′(x) = 20x3,

r = f ′′′(x) = 60x2, s = f IV (x) = 120x.

Tomando como primera aproximación x = 1, se obtiene como segunda aproxima-
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ción

z = A+B + C +D + E

= −1

7
− 10

73
− 200

75
+

10

74
− 5 · 1000

77
+

500

76
− 5

75

= −1

7
− 10

73
− 130

75
+

1745

77

= −0.18.

Para Euler, la solución buscada es α = x+ z = 1− 0.18 = 0.82.
Como α = x−z, entonces α = 1−0.18 = 0.82, que es muy buena aproximación.

Euler acaba de emplear un método de quinto orden de convergencia.
Esperamos que al igual que quien suscribe, puedan identificar el esṕıritu del

método de Chebyshev, a pesar de que Euler no truncó su serie en el segundo
término, como śı lo hace Chebyshev. Probablemente Euler no se detuvo a pensar
que por truncamiento de esa serie, pod́ıa obtener métodos con distinto orden de
convergencia. Sin embargo, como ya hemos indicado, Chebyshev śı que se dio
cuenta de este matiz.

1.3.2. Joseph Louis Lagrange

Otro gran invitado a esta selecta reunión, no menos importante, es Lagrange,
quien a edad temprana, en la escuela, sus intereses infantiles eran leer a Homero y
Virgilio, y cuando una memoria de Halley llegó a sus manos, le alumbró la chispa
matemática.

Llegó al corazón de las matemáticas en un espacio de tiempo incréıblemente
corto. A los dieciseis años de edad, fue nombrado profesor de matemáticas en la
Escuela Real de Artilleŕıa de Tuŕın, transcrib́ıa a las matemáticas todos los pe-
queños temas sobre investigaciones f́ısicas que le tráıan sus amigos, de la misma
manera que Schubert pondŕıa música a cualquier ritmo perdido que arrebatara su
fantaśıa. Con tan solo diecinueve años de edad, obtuvo fama resolviendo el proble-
ma isoperimétrico, que hab́ıa desconcertado al mundo matemático durante medio
siglo. Comunicó su demostración en una carta a Euler, el cual se interesó enorme-
mente por la solución, de modo especial en cuanto concordaba con un resultado
que él mismo hab́ıa hallado. Euler con admirable tacto y amabilidad respondió a
Lagrange, ocultando deliberadamente su propia obra, de manera que todo el honor
recayera sobre su joven amigo.

En la Sección IV del ((Cálculo de las ráıces de ecuaciones)), Chebyshev se dedica
a analizar en profundidad lo que él denomina como Método de Lagrange. Por dicho
método se refiere al aparecido en el texto Traité de la résolution des équations
numériques de tous les degrés, publicado por primera vez por Lagrange en 1798,
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Figura 1.9: Joseph Louis Lagrange (1736–1813). Fue matemático, f́ısico y astróno-
mo italiano. Demostró el teorema del valor medio, desarrolló la mecánica Lagran-
giana y tuvo una importante contribución en astronomı́a.

véase [87]. La citada obra es un compendio de trabajos sobre la teoŕıa de ecuaciones
algebraicas en el que aparecen, entre otros, métodos para separar las ráıces reales de
una ecuación algebraica o métodos de aproximación de ráıces mediante fracciones
continuas, para más información sobre la obra de Lagrange, véase [89] y [111].

La referencia de Chebyshev al texto de Lagrange no es directa. Lo hace de
manera indirecta, a través de las Lecciones de análisis algebraico y transcendente
de Ostrogadski. En concreto, hace una comparativa entre el método de fracciones
continuas de Lagrange y su método para resolver la ecuación x3−x2− 2x+ 1 = 0.
Ahora, recogemos la siguiente cita de Chebyshev que aparece al final de la Sección
IV:

Del mismo modo, según este método es fácil determinar cuantos deno-
minadores tenemos que encontrar de antemano, aplicando el método
general de fracciones continuas, para que el método de Lagrange tenga
éxito.

Parando el desarrollo a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an−1x + an = 0 en un
término cualquiera, nuestro método estima la aproximación obtenida
mediante la forma de Lagrange del resto de la serie de Taylor. Este
impecable razonamiento permite evitar la cuestión de la convergencia,
que en aquel tiempo dif́ıcilmente se pod́ıa afrontar.
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En realidad, Lagrange no solo hab́ıa resuelto un problema, también hab́ıa inven-
tado un nuevo método, un nuevo cálculo de variaciones, que seŕıa el tema central
de la obra de su vida. Lagrange vivió en Prusia durante veinte años, produciendo
obras de alta distinción, que culminaron en su Mécanique Analytique. Decidió pu-
blicarla en Francia. Produjo muchas joyas de la literatura del álgebra y el análisis.
Sin embargo, la inclusión de Lagrange en esta discusión obedece a sus resultados
presentados en su obra Traité de la Résolution des Équations Numériques de Tous
les Degrés, véase [87]. El método de resolución de ecuaciones de Lagrange y notas
adicionales sobre la resolución numérica de ecuaciones, apareció en las memorias
de la Real Academia de las Ciencias de Berĺın, Vol. XXIII, 1769 y Vol. XXIV,
1770. Además, figuran en el Vol. II de Oeuvres de Lagrange, pp. 539 y pp. 581.

En el ejemplo que sigue, dejaremos establecida la diferencia entre el método
de Chebyshev y el de Lagrange. Dicha diferencia, empieza en la idea con que cada
uno concibe la forma de aproximar las ráıces de una ecuación polinómica. Dada la
ecuación

f(x) = x3 − 2x− 5,

queremos aproximar una ráız α de modo que f(α) = 0. Aśı que, de acuerdo al
método de Lagrange, los números para sustituir en lugar de x son los números na-
turales 0, 1, 2, 3, . . . , esto da como resultado la secuencia: −5, −6, −1, +16, . . . .
Vemos que hay al menos una ráız de la ecuación entre los números 2 y 3, y que 2 es
el valor más aproximado a esta ráız. Ahora, seguimos el planteamiento mediante
la sustitución de x = 2 + 1

y
, y ordenando los términos en relación a y se obtiene la

ecuación
y3 − 10y2 − 6y − 1 = 0,

hacemos un cambio de signos para que el primer término sea positivo. Para en-
contrar el valor aproximado y, sustituimos los números 0, 1, 2, 3, . . . , hasta que
nos encontramos con dos sustituciones cuyos resultados de signos opuestos. Obser-
vemos que para y = 0, . . . , 9 obtenemos resultados negativos. Sin embargo, entre
y = 10 e y = 11 surge el primer cambio de signo, con lo cual obtenemos los primeros
resultados −61,+54, por lo tanto, el valor aproximado es 10. Ahora hacemos

y = 10 +
1

z

tenemos la ecuación
61z3 − 94z2 − 20z − 1 = 0,

y suponiendo sucesivamente z = 1, 2, . . . , obtenemos los resultados −54,+71, . . . ,
donde nos quedamos con 1.

Continuamos con z = 1 + (1/u). Luego de hacer la sustitución adecuada llega-
mos a la ecuación

54u3 + 25u2 − 89u− 61 = 0,
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Figura 1.10: Jean Baptiste Joseph Fourier (1768–1830).

y suponiendo u = 1, 2, . . . , obtenemos los resultados −71,+293, . . . , aqúı nos
quedamos con 1 como la siguiente aproximación, y aśı sucesivamente. Y de esta
manera, encontramos la secuencia

2, 10, 1, 1, 2, 1, 3, 1, 1, 12, . . . .

Por último, la ráız buscada se expresa por la fracción continua

α = 2 +
1

10 +
1

1 +
1

1 +
1

2+...

de donde obtenemos las fracciones

2

1
,
21

10
,
23

11
,
44

21
,
111

53
,
155

74
,
576

275
,
731

349
,
1307

624
,
16415

7837
, . . . ,

que son, alternativamente, más pequeñas y más grandes que el valor de α.
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La última fracción 16415
7837

es mayor que la ráız buscada, pero el error será me-
nor que 1

(7837)2
, es decir, menos de 0.0000000163. De hecho, si se reduce la frac-

ción 16415
7837

como fracción decimal, será exacta hasta la séptima cifra, y por divi-
sión es 2.0945514865 . . . , luego la ráız se buscará entre los números 2.09455149 y
2.09455147.

1.3.3. Jean Baptiste Joseph Fourier

Jean Baptiste Joseph Fourier nació el 21 de marzo de 1768 en Auxerre, ca-
pital del departamento de Yonne, en la región de Borgoña (Francia), al sureste
de Paŕıs, y fallece el 16 de mayo de 1830 en Paŕıs, faltando tan solo 7 años para
que Chebyshev escribiera su art́ıculo. Fourier fue matemático y f́ısico francés, co-
nocido por sus trabajos sobre la descomposición de funciones periódicas en series
trigonométricas convergentes, llamadas series de Fourier. Con este método consi-
guió resolver la ecuación del calor. Fue el primero en dar una explicación cient́ıfica
al efecto invernadero en un tratado. Se le dedicó un asteroide que lleva su nombre
y que fue descubierto en 1992.

Si existe un método general para la resolución de ecuaciones, éste de-
be ser análogo a las operaciones, las cuales no seŕıan más que casos
particulares de dicho método.

Con esta cita de Fourier, Chebyshev deja marcadas sus pretensiones en cuanto
a la búsqueda de un método general para resolver ecuaciones algebraicas, que es el
objetivo fundamental de su trabajo. De este modo, una y otra vez encontraremos
en su escrito, comentarios como el siguiente:

Indiscutiblemente no se puede perder la esperanza de encontrar un
método más cómodo que el de Fourier y aśı hacer más sencillo el en-
contrar la solución de una ecuación.

Nos gustaŕıa destacar que en la Sección III, Chebyshev habla de los métodos de
Newton y Fourier. Pero cuando Chebyshev habla del método que se dice de Fourier,
realmente se está refiriendo al mismo método que actualmente conocemos como
método de Newton, pero al que se le ha aportado una cota del error, además de ser
el primero en nombrarlo método de Newton. Además, resaltamos que el método
de Newton que conoció Fourier no inclúıa derivadas. Entre las aportaciones de
Chebyshev está la de mejorar dicha estimación del error:

Es evidente la ventaja de nuestro método frente al método de Fourier.
De una operación él obteńıa solo dos cifras correctas, sin embargo no-
sotros cuatro. Y si repetimos nuestro método, como lo hizo Fourier,
unas cuatro veces más, entonces hubiéramos obtenido por lo menos 64
cifras correctas mientras que él no pudo encontrar más que 32.
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Figura 1.11: Jacques Charles Francois Sturm (1803–1855).

1.3.4. Jacques Charles Francois Sturm

Jacques Charles Francois Sturm ([119], [122]), [142], cuyo nacimiento se produce
el 29 de septiembre de 1803 en Ginebra, y fallece el d́ıa 15 de diciembre de 1855
en Paŕıs, Francia. A diferencia de la mayoŕıa de los personajes citados, Sturm fue
contemporáneo de Chebyshev, a pesar de que murió cuando a penas éste daba inicio
a su vida cient́ıfica-productiva. Sturm fue un matemático francés de ascendencia
alemana. Su familia hab́ıa emigrado desde Estrasburgo, hacia el año 1760. En
1818, comenzó a asistir a las conferencias de la academia de Ginebra. En 1819,
el fallecimiento de su padre lo obligó a tener que darles clases a niños ricos para
poder mantener a su familia. En 1823, comenzó a trabajar como tutor para el hijo
de Madame de Staël45.

Otro de los matemáticos a los que se hace referencia en ((Cálculo de las ráıces
de ecuaciones)) es Sturm, del cual Chebyshev conoćıa su obra en profundidad. La
relevancia del método de Sturm se puede apreciar en esta cita textual:

En este apartado no entraremos en los detalles aplicados en las técnicas

45Anne Louise Germaine Necker (1766–1817), Baronesa de Staël-Holstein, más conocida como
Madame de Staël, fue una escritora suiza, considerada francesa por su vida e influencia en la
vida cultural parisina.
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de separación de ráıces, las cuales son operaciones fácilmente realiza-
bles según los métodos de Sturm.

El trabajo más famoso de Sturm es una memoria sobre la resolución de ecua-
ciones numéricas, publicada en 1829. Trata sobre el problema de determinar el
número de ecuaciones reales de una ecuación en un intervalo. Este problema era
muy famoso y con una larga historia, ya que fue considerado por René Descar-
tes (1596–1650), Michel Rolle (1652–1719), Lagrange y Fourier. El primero en dar
una solución completa fue Augustin Louis Cauchy (1789–1857), pero su método
resultó ser muy incómodo y poco práctico. Sturm adquirió fama con su traba-
jo sobre este importante problema, usando las ideas de Fourier, dio una solución
sencilla. Hermite escribió:

Sturm’s theorem had the good fortune of immediately becoming a classic
and of finding a place in teaching that it will hold forever. His demons-
tration, which utilises only the most elementary considerations, is a
rare example of simplicity and elegance46.

Como se pone de manifiesto en [120], Sturm era disćıpulo de Fourier y por
tanto, buen conocedor de su obra. La obra de Sturm tuvo gran repercusión en los
ambientes cient́ıficos de la época. Su teorema fue presentado a la Académie Roya-
le des Sciences de Paŕıs en 1829 y obtuvo el premio de dicha academia en 1834,
aunque no se publicó hasta seis años más tarde, en 1835. También es conocido que
Sturm colaboró activamente con otros cient́ıficos de la época, en especial con Jo-
seph Liouville. Curiosamente, Liouville fue a su vez amigo personal de Chebyshev,
con el cual coincid́ıa en varias ocasiones en sus visitas a Francia.

El conocido como Teorema de Sturm, trata sobre el cálculo de las ráıces reales
de una ecuación numérica. En concreto (véase [119]), establece un procedimiento
para determinar el número de ráıces reales de una ecuación f(x) = 0 entre dos
valores a y b, en función del número de cambios de signo de una sucesión de
funciones, conocidas como funciones auxiliares de Sturm, evaluadas en x = b y en
x = a.

Este método es utilizado para aislar las ráıces reales de una ecuación polinómica
f(x). Si la ráız no se encuentra directamente, se debe utilizar algún método de
aproximación en los intervalos donde se encuentren las ráıces. Este hecho pone en
evidencia que, en ocasiones este método puede resultar un tanto laborioso.

En el art́ıculo original de Chebyshev, que abordamos concretamente en la Sec-
ción 1.2, de este caṕıtulo, hay una frase que alude a la utilización del método de

46El teorema de Sturm ha tenido la buena fortuna de convertirse inmediatamente en un clásico
y ha encontrado un espacio en la enseñanza que durará para siempre. Su demostración, que utiliza
solo las más elementales consideraciones, es un raro ejemplo de sencillez y elegancia.
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Sturm, en la labor de separación de las ráıces de una ecuación polinómica. Esta es
la razón por la que hemos incluido el método de separación de ráıces de Sturm, en
este apartado.

A finales de 1823, Sturm pasó una corta temporada en Paŕıs junto a la familia
de su estudiante. Decidió, junto a su compañero de estudios Jean Daniel Colladon,
véase [136], probar fortuna en Paŕıs, y obtuvo un empleo en el Bulletin universel.
En 1829, descubrió el teorema que lleva su nombre y que permite hallar el número
de ráıces reales en una función polinómica.

Sturm sacó provecho de la revolución de 1830, ya que su fe protestante le
imped́ıa conseguir empleo en las escuelas secundarias públicas. A fines de 1830,
comenzó a desempeñarse como profesor de matemáticas especiales en el Collège Ro-
llin. Ingresó a la Académie des Sciences en 1836, ocupando el lugar de André Marie
Ampère. Sturm fue designado profesor titular en la École Polytechnique en 1840.
Ese mismo año, después de la muerte de Siméon Denis Poisson (1781–1840), fue
seleccionado como el profesor de mecánica de la Faculté des Sciences de Paŕıs. Sus
obras, Cours d’analyse de l’école polytechnique, entre los años 1857–1863 y Cours
de mécanique de l’école polytechnique en 1861, fueron publicadas póstumamente
en Paŕıs, y más tarde se publicaron varias veces más.

Junto a Liouville, Sturm desarrolló la teoŕıa Sturm-Liouville. En 1826, en con-
junto con su colega Colladon, ayudó a llevar a cabo la primera demostración ex-
perimental de la velocidad del sonido en el agua. El nombre de Sturm es parte de
la lista de los 72 nombres grabada en la Torre Eiffel.

1.3.5. Friedrich Wilhelm Karl Ernst Schröder

Hasta ahora hemos citado algunos autores que, sin duda, tuvieron influencia
en el trabajo de Chebyshev sobre resolución de ecuaciones no lineales. Pasamos
ahora a ver algunos autores que pudieron ser influenciados por Chebyshev, uno de
ellos pudo ser Schröder. Otras posibles influencias se verán en la sección dedicada
a las construcciones del método de Chebyshev.

Schröder nació el 25 de noviembre de 1841 en Mannheim y murió el 16 de
junio de 1902 en Karlsruhe, fue un matemático alemán, conocido especialmen-
te por sus trabajos sobre lógica algebraica. Estudió Matemáticas en Heidelberg,
Königsberg y Zürich, bajo la tutoria de Otto Hesse, Gustav Kirchhoff, y Franz Neu-
mann. Después, fue profesor por algunos años, enseñó en la Universidad Técnica
de Darmstadt en 1874; dos años después fue profesor en la Escuela Politécnica de
Karlsruhe, cargo en el que permaneció hasta el final de su vida. Nunca se casó.

Fue una figura principal en la historia de la lógica matemática (término que él
generalizó), debido a que sintetizó y difundió las obras de George Boole, Augustus
De Morgan, Hugh MacColl y especialmente la de Charles Peirce. Se hizo famoso



1.3. APORTACIONES DE OTROS AUTORES 61

Figura 1.12: Friedrich Wilhelm Karl Ernst Schröder (1841–1902).

con su monumental Vorlesungen über die Algebra der Logik 47, en 3 volúmenes,
que preparó el camino para el surgimiento de la lógica matemática como una
disciplina separada, durante el siglo XX y para la construcción de los diversos
sistemas actuales de lógica formal. Hizo destacadas contribuciones originales sobre
álgebra, teoŕıa de conjuntos, ret́ıculos, teoŕıa del orden y números ordinales. Junto
con George Cantor, fue codescubridor en 1898 del Teorema de Cantor-Bernstein-
Schröder, cuya demostración fue corregida por Felix Bernstein48. Schröder dijo que
su objetivo era:

. . . diseñar la lógica como una disciplina de cálculo, especialmente para
tener acceso a la dirección exacta de los conceptos relativos y a partir
de alĺı, emanciparse de las demandas rutinarias del lenguaje natural,
para apartar cualquier suelo fértil del ((cliché)), también en el campo de
la filosof́ıa. Esto deberá preparar el terreno para un lenguaje universal
cient́ıfico que sea más un lenguaje de signos que un lenguaje de sonidos.

47Lecciones sobre el Álgebra de la Lógica.
48Felix Bernstein (1878, Halle, Alemania–1956, Zúrich, Suiza) fue un matemático conocido por

desarrollar un teorema de equivalencia de conjuntos en 1897. Fue alumno del matemático alemán
George Cantor.
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La familia de procesos iterativos definida en (3) ha sido descubierta de forma in-
dependiente por muchos autores, además de Euler y Chebyshev. En [125] podemos
encontrar una serie de referencias y notas históricas que justifican esta afirmación.
En concreto, el descubrimiento de la familia (3) se puede atribuir también a J. S.
Frame [53], H. J. Hamilton [70], J. König, [101], H. W. Richmond [109], o incluso
a S. Wall [128].

De entre estos trabajos podemos destacar, sin duda, los de E. Schröder [116],
[139]. El propio Traub afirma en [125] que el trabajo de Schröder es una ((mina
de oro de información sobre procesos iterativos)). En efecto, Schröder distingue
dos familias de métodos iterativos para resolver ecuaciones algebraicas. En ellas,
podemos encontrar la mayor parte de los métodos iterativos más conocidos (New-
ton, Halley, Chebyshev, etc.). Stewart (véase [139]), traductor al inglés del trabajo
original de Schröder, citaba palabras de Householder para poner de manifiesto la
importancia de la obra de Schröder:

A. S. Householder soĺıa afirmar que se puede evaluar un trabajo so-
bre cálculo de ráıces de ecuaciones algebraicas buscando una cita de
Schröder en el art́ıculo. Si falta dicha cita, es que, probablemente, el
autor ha redescubierto algo ya conocido por Schröder. Esta observación
puede parecer un poco exagerada, puesto que se han hecho muchas cosas
con posterioridad al trabajo de Schröder; sin embargo, se puede afirmar
sin género de dudas que el art́ıculo de Schröder contiene, por primera
vez, una descripción general y el análisis sistemático de los algoritmos
para resolver ecuaciones.

Otro art́ıculo, más reciente, en el que se pone de manifiesto la importancia de la
obra de Schröder, es el de Petković (véase [100]). En él, ponen de manifiesto que los
métodos de Schröder han sido redescubiertos por diferentes autores y expresados de
diferentes formas durante los últimos 130 años. Además, en este mismo art́ıculo los
autores prueban la equivalencia entre las familias de métodos de primer y segundo
tipo desarrollados por Schröder.

De forma resumida y con una notación actualizada, la técnica de Schröder para
desarrollar su familia de métodos de primer tipo es la siguiente. Sea α una ráız
simple de una función f(x) y a su vez un punto fijo de una cierta función de
iteración F (x), es decir, f(α) = 0 y F (α) = α. La técnica de Schröder se apoya en
el hecho de que si

0 = F ′(α) = F ′′(α) = · · · = F (m−1)(α) y F (m)(α) 6= 0,

entonces la sucesión xn+1 = F (xn) converge a α con orden de convergencia m.
Si se supone que F (x) es de la forma F (x) = x − ϕ(x), entonces α es un

punto fijo de F (x) si y solo si ϕ(α) = 0, es decir, si α es una ráız de f(x) y de
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ϕ(x). Por lo tanto, podemos suponer que ϕ(x) = f(x)ϕ1(x) y, en consecuencia,
F (x) = x− f(x)ϕ1(x).

Si se busca ahora un algoritmo con convergencia cuadrática, se deberá cumplir
que F ′(α) = 0, o equivalentemente, f ′(α)ϕ1(α) = 1. La idea de Schröder es asumir
que

ϕ1(x) =
1

f ′(x)
+ f(x)ϕ2(x)

y, por tanto,

F (x) = x− f(x)

f ′(x)
− f(x)2ϕ2(x).

Nos podemos preguntar ahora por cómo debeŕıa ser la función ϕ2(x) para
que el método xn+1 = F (xn) tenga convergencia cúbica. Esto se cumple cuando
F ′′(α) = 0, lo cual es cierto si

ϕ2(α) =
f ′′(α)

2f ′(α)3
.

Esta ecuación sugiere tomar como

ϕ2(x) =
f ′′(x)

2f ′(x)3
+ f(x)ϕ3(x)

y, por consiguiente,

F (x) = x− f(x)

f ′(x)
− f(x)2f ′′(x)

2f ′(x)3
− f(x)3ϕ3(x).

Nótese que tomando ϕ3(x) constantemente igual a cero, obtenemos el método
de Chebyshev. Si seguimos repitiendo el proceso, buscando ahora una función ϕ3(x)
para que se cumpla F ′′′(α) = 0 y aśı sucesivamente, se va obteniendo una familia
de procesos iterativos en los que se va incrementando el orden de convergencia. En
concreto, Schröder deduce los conocidos como métodos de primer tipo (véase [100]
o [139]):

Em(x) = x+
m−1∑
ν=1

(−1)ν
f(x)ν

ν!
(f−1)(ν)(f(x)),

donde f−1 es la inversa de f . Schröder afirma que la sucesión xn+1 = Em(xn)
converge a α con orden de convergencia m. Es más Schröder afirma que, para
resolver ecuaciones algebraicas de la forma f(x) = 0, f : R → R, cualquier
método iterativo Fm con orden de convergencia m puede escribirse de la forma

Fm(x) = Em(x) + f(x)mϕm(x),
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donde Em es la familia definida en (3) y ϕm es una función acotada en la ráız α
que depende únicamente de f y sus derivadas.

Schröder escribió un art́ıculo más sobre encontrar ráıces de ecuaciones, o más
bien sobre iteración de funciones (véase [116]), y luego dirigió su atención hacia
otros temas.

Vista la forma en que Schröder construye esta familia de métodos, es probable
que en algún momento Schröder haya tenido contacto con el trabajo de Chebyshev,
y ya sabemos que a la inversa no pudo ocurrir.

1.4. Construcciones del método de Chebyshev

El método de Chebyshev es un conocido método iterativo para aproximar las
ráıces de una ecuación f(x), su expresión clásica es

xn+1 = xn −
(

1 +
f(xn)f ′′(xn)

2f ′(xn)2

)
f(xn)

f ′(xn)
n ≥ 0. (1.3)

Este método, junto con sus mejoras, aplicaciones y modificaciones ha llamado la
atención de muchos investigadores. Por ejemplo, desde el punto de vista históri-
co, podemos encontrar una forma equivalente para escribir (1.3) conocida como
fórmula de Schröder, véase [116]. Como muestra de recientes publicaciones sobre
este tema, podemos citar por ejemplo [3], [4], [38], [40], [39], [62], [85] o [93].

El método de Chebyshev, puede deducirse de diferentes maneras. Por ejemplo,
puede ser obtenido por la interpolación cuadrática de la función inversa de f(x) con
el fin de aproximar f−1(0), véase [3], [64] y [124]. Admite también una derivación
geométrica, en términos de la parábola osculadora

ay(x)2 + y(x) + bx+ c = 0, (1.4)

que satisface las condiciones de tangencia

y(xn) = f(xn), y′(xn) = f ′(xn) y y′′(xn) = f ′′(xn).

Dedicamos este apartado a las distintas formas en que se ha podido obtener
la construcción del método de Chebyshev, teniendo como punto de partida ideas
diferentes, véase [93].

En primer lugar, usaremos una forma clásica de construcción de métodos ite-
rativos, que consiste en la aproximación de la función inversa de f(x). Esta forma
se conoce como ((interpolación cuadrática inversa)), la misma ha sido estudiada
por autores como [1], [93] y [124]. Otra forma de deducción del método de Cheby-
shev que presentamos en esta sección es el método de la parábola tangente, véase
[112], [113] y [133]. Dicho método consiste en tomar una parábola que tenga algún
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punto de tangencia respecto a la función f(x), y a continuación con un poco de
manipulación algebraica se obtiene la función iterativa del método de Chebyshev.

Otra forma en la que se puede deducir el método de Chebyshev, que también
es un tipo de deducción geométrica, es por medio de la interpolación exponencial.
A diferencia de la interpolación cuadrática inversa y del método de las parábolas
tangentes, aqúı consideramos la curva de aproximación dada por la expresión

y(x) = ea(y−y(xn))(b(x− xn) + c),

y procedemos de manera similar a como lo han hecho V. Kanwar, S. Singh y S.
Bakshi en [81] o R. Behl, V. Kanwar y K. K. Sharma en [19].

Finalmente, presentamos una forma muy particular de deducir una familia de
métodos iterativos, entre los cuales está el método de Chebyshev, para encontrar
ceros de ecuaciones, que tiene como base, los métodos de Obreshkov, que son
métodos para resolver ecuaciones diferenciales, véase [63] y [95].

1.4.1. Interpolación cuadrática inversa

Dada la función y = f(x), llamaremos x = φ(y) a la función inversa de f . Ha-
ciendo el desarrollo en series de Taylor, en torno a un punto, digamos y0, entonces
tenemos

φ(y) ≈ φ(y0) + φ′(y0)(y − y0) +
1

2
φ′′(y0)(y − y0)2.

Encontrar la ráız α de la ecuación f(x) = 0, es lo mismo que encontrar la imagen
del cero por medio de la función φ, es decir calcular φ(0). Aśı, si x0 es un valor
próximo a α y f(x0) = y0, entonces,

φ(0) ≈ φ(y0)− φ′(y0)y0 +
1

2
φ′′(y0)(y0)2.

De aqúı podemos deducir una nueva aproximación a α, que denotamos x1:

x1 = x0 − φ′(y0)f(x0) +
1

2
φ′′(y0)f(x0)2. (1.5)

Ahora calculamos φ′(y) y φ′′(y) para sustituirlo en (1.5). Sabemos que x = φ(y),
y′ = f ′(x) e y′′ = f ′′(x), de modo que ahora, por el teorema de la función inversa,

φ′(y) =
dx

dy
=

1
dy
dx

=
1

y′
=

1

f ′(x)
, (1.6)

y

φ′′(y) =
dφ′(y)

dy
=
d(1/f ′(x))

dx
· dx
dy

= − y′′

(y′)3
. (1.7)
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x

f(x)

x1 x1 x0

Figura 1.13: Interpretación geométrica del método de Chebyshev.

Sustituyendo (1.6) y (1.7) en (1.5) se obtiene

x1 = x0 −
(

1 +
1

2
Lf (x0)

) f(x0)

f ′(x0)
.

Repitiendo el mismo proceso para el punto x1, conseguimos la nueva aproximación
x2 y por recurrencia obtenemos la expresión (1.3) que representa el algoritmo
iterativo del método de Chebyshev.

1.4.2. Método de las parábolas tangentes

Una forma sencilla de obtener el método iterativo de Chebyshev, es por medio
de una derivación geométrica a partir de una parábola tangente a la gráfica de la
función cuya ráız se desea aproximar, como ilustramos en la Figura 1.13.

Consideremos una parábola de la forma

ay2 + y + bx+ c = 0, (1.8)

la idea consiste en aproximar la función f(x) eligiendo como semilla un punto x0

suficientemente próximo a la ráız f(x) = 0. Si ahora tomamos en cuenta que la
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función debe cumplir las condiciones de tangencia siguientes

y(xn) = f(xn), (1.9)

y′(xn) = f ′(xn), (1.10)

y′′(xn) = f ′′(xn), (1.11)

podemos escribir la parábola (1.8) de la forma conveniente

a(y − f(xn))2 + (y − f(xn)) + b(x− xn) = 0, (1.12)

de modo que si x = xn, entonces y(xn) = f(xn), este hecho cumple la condición
de tangencia (1.9).

Ahora determinamos los parámetros a y b para que se cumplan las condiciones

y′(xn) = f ′(xn), y′′(xn) = f ′′(xn).

Si derivamos la expresión (1.12), nos queda

2a(y(xn)− f(xn))y′(xn) + y′(xn) + b = 0, (1.13)

luego evaluando en el punto (xn, f(xn)) nos queda

y′(xn) + b = 0,

es decir
b = −y′(xn) = −f ′(xn).

Como podemos observar, ahora falta derivar la expresión (1.13) y despejar a,
como sigue

2a(y′(xn))2 + 2a(y(xn)− f(xn))y′′(xn) + y′′(xn) = 0,

esta expresión, evaluada en el punto de intersección (xn, f(xn)) queda reducida a
la expresión

2a(y′(xn))2 + y′′(xn) = 0.

Si ahora despejamos a, se tiene que

a = − y′′(xn)

2y′(xn)2
= − f ′′(xn)

2f ′(xn)2
.

Luego sustituyendo los valores encontrados para a y b en la expresión (1.12),
obtenemos

− f ′′(xn)

2f ′(xn)2
(y − f(xn))2 + y − f(xn)− f ′(xn)(x− xn) = 0.
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La intersección de esta curva con el eje OX, es decir cuando y = 0, nos daŕıa
la siguiente iteración del método de Chebyshev

0 = −f(xn)2f ′′(xn)
2f ′(xn)2

− f(xn)− f ′(xn)(x− xn)

f ′(xn)(x− xn) = −f(xn)2f ′′(xn)
2f ′(xn)2

− f(xn)

x− xn = −f(xn)2f ′′(xn)
2f ′(xn)3

− f(xn)
f ′(xn)

x = xn −
(

1 + f(xn)f ′′(xn)
2f ′(xn)2

)
f(xn)
f ′(xn)

.

Como puede verse en (1.3), esta es la expresión del método de Chebyshev.

La Figura 1.13 es la interpretación geométrica del método de Chebyshev por
medio de la parábola tangente, donde la ĺınea recta en color rojo representa la
recta tangente de la primera iteración del método de Newton, la curva verde es la
parabola aproximante que emplea el método de Chebyshev y la curva azul es la
función cuyas ráıces queremos aproximar.

Ejemplo 1.1. La Figura 1.13 representa la aproximación a una ráız de la función
f(x) = ex−7, aplicando el método de Chebyshev y el método de Newton. La primera
aproximación del método de Newton está dada por la recta tangente (roja) dada
por la expresión

2.3799075 + 7299075(x− 4) = 0.

Sin embargo, la primera aproximación del método de Chebyshev, representada por
la parábola (verde), cuya expresión es

−2.3799075− 2.7299075(x− 4)− 0.18315638888734(y − 2.3799075)2 + y = 0,

es mejor aproximación, como habŕıa de esperarse.

1.4.3. Interpolación exponencial

Para continuar con esta colección de las formas geométricas en que podemos
obtener la expresión del método de Chebyshev, emplearemos el método de la in-
terpolación exponencial, este procedimiento aproxima la función f(x) por medio
de una curva osculadora y(x), de manera que cumpla con la condición

y(j)(xn) = f (j)(xn), j = 0, 1, 2.

En este caso, la curva de aproximación está dada por la expresión siguiente, véase
[19] y [81],

y(x) = ea(y−y(xn))(b(x− xn) + c), (1.14)
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donde a, b y c son tres parámetros a determinar. Partiendo de la curva de apro-
ximación (1.14), e imponiendo condiciones de tangencia, se deducen las siguientes
expresiones para los parámetros b y c:

y(xn) = f(xn)⇒ c = f(xn)
y′(xn) = f ′(xn)⇒ b = f ′(xn)(1− af(xn)).

(1.15)

Queda por determinarse el parámetro a. Las condiciones (1.15) aseguran que el
método (1.14) tiene convergencia cuadrática, pero debemos afinar un poco, debido
a que el método de Chebyshev es cúbicamente convergente.

Conocidos b y c, ahora la familia de nuevos métodos iterativos de la forma

xn+1 = xn − c/b,

se convierten en

xn+1 = xn −
1

1− af(xn)

f(xn)

f ′(xn)
. (1.16)

Para que la familia de métodos iterativos (1.14) asegure la convergencia cúbica
debe cumplir, además, la condición

y′′(xn) = f ′′(xn),

y esto implica que

a2f(xn)f ′(xn)2 − a(f(xn)f ′′(xn) + 2f ′(xn)2) + f ′′(xn) = 0. (1.17)

Observemos que para valores de a muy próximos a cero y despreciando el término
que contiene a2 en (1.17), obtenemos

a =
f ′′(xn)

f(xn)f ′′(xn) + 2f ′(xn)2
, (1.18)

si ahora sustituimos (1.18) en (1.16), obtenemos la misma expresión conseguida
en los casos presentados anteriormente y que también coincide con el método de
Chebyshev.

1.4.4. Siguiendo los métodos de Obreshkov

Los métodos de Obreshkov fueron introducidos con el objetivo de combinar
ciertas propiedades que tienen los métodos multipaso y los métodos de derivadas
múltiples, utilizados para la resolución de ecuaciones diferenciales, véase [88] y
[95], como puede verse en [63] también el método de Chebyshev puede obtenerse
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en este contexto. En efecto, dada una ecuación autónoma con m ≥ 1, definimos
los operadores diferenciales lineales L y M:

L(x(y);h, h1, . . . , hm−1) = x(y + h)− x(y)− h
m∑
k=1

[βkD(x)(yk)

+γkHkD
2(x)(yk)

]
y

M(x(y);h, h1, . . . , hm−1) = x(y + h)− x(y)− h

[
m∑
k=1

βkD(x)(yk)

+
m−1∑
k=1

γkHkD
2(x)(yk)

]
,

donde

yk = y −
k−1∑
`=1

h`, βk y γk, 1 ≤ k ≤ m

son constantes reales a determinar, y Hk está definida por{
Hk = h, si k = 1,∑k−1
`=1 h`, si k > 1.

Consideremos una función x(y) suficientemente diferenciable en torno a y. En-
tonces al desarrollar en series x(y + h), x′(yk) y x′′(yk) en un entorno de y, obte-
nemos el siguiente tipo de serie: ∑

q≥0

Cqx
(q)(y)Hq,

donde la Cq es una constante real y

Hq = hq0hq11 · · ·h
qm−1

m−1 ,

con q0 + q1 + · · · + qm−1 = q. Decimos que el proceso desarrollado es de orden d
cuando C0 = C1 = · · · = Cd = 0 y Cd+1 6= 0.

Por otra parte, se dice que una función que depende dem variables x0, · · · , xm−1

es de la forma
Oq(x0, · · · ),

si resulta que
O
(
xq00 x

q1
1 · · ·x

qm−1
m−1

)
,
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donde
q0 + q1 + · · ·+ qm−1 = q, qi ≥ 0, i = 0, 1, . . . ,m− 1.

En este punto, una elección adecuada de β y γ nos permite encontrar el máximo
orden de convergencia.

La clave en el desarrollo de esta idea es la siguiente. Si f : R → R es una
función con una ráız simple α, es decir, f(α) = 0 y f ′(α) 6= 0 en un entorno de
Iα de α. Entonces, la función inversa x = g(y) está bien definida en J0 ⊆ f(Iα) y
satisface la relación g(0) = α. Al derivar la función x(y) con respecto a la variable
y, obtenemos

dx

dy
= g′(y) =

1

f ′(x)
. (1.19)

La ecuación (1.19) puede ser escrita como

D(x)(y) = x′(y) = F (x),

donde

F (x) =
1

f ′(x)
. (1.20)

Si x0 es una primera aproximación de α, a la ráız simple de f , y denotamos
y0 = f(x0).

Definimos ahora el operador L como

L(x(y);h, h1, . . . , hm−1) = x(y + h)− x(y)− h
∑m

k=1 [βkD(x)(yk)
+γkHkD

2(x)(yk)] .
(1.21)

Siguiendo la técnica planteada, deducimos el método de Chebyshev en términos
del operador L definido en (1.21). Para m = 1, la ecuación (1.21) se convierte en

L(x(y);h) = x(y + h)− x(y)− h
(
β1D(x)(y) + hγ1D

2(x)(y)
)
, (1.22)

donde β1 y γ1 son las constantes reales a determinar.
Desarrollando L(x(y), h) en series de Taylor en torno a y se obtiene

L(x(y);h) = (1− β)hD(x)(y) +

(
1

2
− γ1

)
h2D(2)(x)(y)O3(h).

Si en la ecuación anterior hacemos β = 1 y γ = 1
2
, entonces encontramos el máximo

orden de convergencia para x(y+h). Sustituyendo este valor en (1.22) llegamos al
método iterativo de la forma

x+ = xn + h

(
D(x)(y) +

h

2
D(2)(x)(y)

)
.
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En otras palabras, iniciando con x0, la secuencia obtenida es definida por

xn+1 = xn + h

(
F (xn) +

h

2
F (xn)F ′(xn)

)
.

Hemos tomado en cuenta el hecho de queD(x)(y) = F (x) yD(2)(x)(y) = F ′(x)F (x),
con F (x) definida en (1.20).

Es importante observar que la clave de este aporte consiste en la elección del
paso de integración h. En este caso, consideramos h = −f(xn). Como F (xn) =

1
f ′(xn)

y F ′(xn) = − f ′′(xn)
f ′(xn)2

, el método derivado correspondiente es el método de

Chebyshev (1.3).



Caṕıtulo 2

Dinámica real del método de
Chebyshev

Es bien conocido que el comportamiento dinámico de algunas funciones apa-
rentemente sencillas, como los polinomios de segundo grado o la función loǵıstica,
puede ser extremadamente complicado. En este caṕıtulo nos dedicamos al estu-
dio del comportamiento dinámico del método de Chebyshev, cuando se usa para
resolver una ecuación

f(x) = 0, (2.1)

siendo f una función real de variable real. Dejamos para el Caṕıtulo 3 el estudio del
método de Chebyshev para funciones de variables complejas. En concreto, hacemos
el estudio de ecuaciones diversas, como los distintos casos cuadráticos y distintos
casos de ecuaciones cúbicas, véase [7] y [8]. En la primera de las referencias, Amat,
Busquier y Plaza(†), estudian la dinámica de una familia de funciones iterativas
de tercer orden de convergencia, que incuye además del método de Chebyshev,
otros famosos métodos iterativos. En la segunda referencia, los autores presentan
varios resultados obtenidos al estudiar la dinámica de métodos de tercer orden
tipo Newton. Nosotros utilizamos estas ideas y notaciones para hacer el estudio
de la dinámica del método de Chebyshev. En el Caṕıtulo 3 hacemos una introduc-
ción más detallada de algunos conceptos de dinámica básicos. No obstante, por
hacer este caṕıtulo autocontenido citamos a continuación unas definiciones sobre
dinámica de funciones reales que emplearemos.

Definición 2.1. Sea G : R → R una función real de variable real, definimos su
órbita como el conjunto

orb(x0) = {x0, G(x0), G2(x0), . . . , Gk(x0), . . . },

donde Gk indica la composición de G consigo misma k veces, Gk = G ◦ · · · ◦ G.

73
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Definición 2.2. Se dice que x∗0 ∈ R̄, es un punto fijo de G(x0) si G(x∗0) = x∗0.
Un punto periódico de la función G de peŕıodo n > 1 es un punto x0 ∈ R
tal que Gn(x0) = x0 y Gj(x0) 6= x0 para 0 < j < n. Obsérvese que si x0 ∈
R es un punto periódico de peŕıodo n ≥ 1, entonces x0 es un punto fijo de
Gn. La órbita de un punto periódico está constituida por los n diferentes pun-
tos {x0, G(x), G2(x), . . . , Gn−1(x)}, y al conjunto de estos n puntos se le llama
órbita periódica de peŕıodo n (o n-ciclo).

En consecuencia, todos los puntos de una órbita periódica de peŕıodo n son
periódicos de peŕıodo n.

Definición 2.3. Sea x∗ ∈ C un punto fijo de una función racional G. Se dice que
x∗ es

i. Superatractor si G ′(x∗) = 0.

ii. Atractor si |G ′(x∗)| < 1.

iii. Indiferente si |G ′(x∗)| = 1.

iv. Repulsor si |G ′(x∗)| > 1.

Al valor τ = G ′(x∗), se le llama multiplicador asociado el punto fijo x∗.

Definición 2.4. Un punto periódico de peŕıodo n es superatractor, repulsor o
indiferente, si como punto fijo de Gn(x) es respectivamente superatractor, repulsor
o indiferente. El multiplicador asociado a un n-ciclo {x0, x1, . . . , xn−1} es

τ = (Gn)′(x0) = G ′(x0)G ′(x1) · · · G ′(xn−1).

2.1. Propiedades del método de Chebyshev

Sea f : R→ R la función definida en la ecuación (2.1). El método de Chebyshev
es entonces

Cf (x) = x−
(

1 +
1

2
Lf (x)

)
f(x)

f ′(x)
, (2.2)

con

Lf (x) =
f(x)f ′′(x)

f ′(x)2
, (2.3)

donde (2.3) es el grado de convexidad logaŕıtmico de f(x), véase [65], [72] y [75]. El
grado de convexidad logaŕıtmico es utilizado para comparar la velocidad con que
las sucesiones se aproximan a la ráız x∗, donde se tiene que f(x∗) = 0. En concreto,
se demuestra que si {sn} y {tn} son dos sucesiones de convergencia generadas por
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el método de Chebyshev sobre g(x) y f(x) (con ráız común x∗), respectivamente,
y si además Lg(t) < Lf (t) para t ∈ [t0, x

∗), entonces la sucesión {sn} converge a
x∗ más rápidamente que {tn}. Además, se tiene que tn < sn < x∗ para n ≥ 1.

El método de Chebyshev (2.2) genera una sucesión {xn}n∈N, que bajo ciertas
condiciones converge a la solución de la ecuación (2.1). Nuestro objetivo es el
estudio del comportamiento de la función de iteración de Chebyshev

xn+1 = xn −
(

1 +
1

2
Lf (xn)

)
f(xn)

f ′(xn)
= Cf (xn) = Cn

f (x0), (2.4)

para distintos puntos de partida x0 ∈ R.
Una exhaustiva inspección a la función de iteración del método de Chebyshev

nos permite identificar las siguientes propiedades:

1) Las ráıces x∗ de (2.1) son puntos fijos de (2.4).

2) Las ráıces simples de (2.1), son puntos fijos superatractores de (2.4). En
efecto, como

C ′f (x) =
(3− Lf ′(x))Lf (x)2

2
,

y además Lf (x
∗) = 0, se tiene que C ′f (x

∗) = 0. Notemos que además
C ′′f (x∗) = 0 y, por lo tanto, es un método de orden de convergencia 3.

3) Si x∗ es una ráız de (2.1) de multiplicidad m > 1, entonces es un punto fijo
atractor de (2.4) con multiplicador asociado

C ′f (x
∗) =

(m− 1)(2m− 1)

2m2
.

Notemos que

0 <
(m− 1)(2m− 1)

2m2
< 1, ∀m > 1.

En consecuencia, el método de Chebyshev tiene convergencia lineal para
ráıces múltiples.

4) Además existen puntos fijos extraños (puntos fijos de (2.4), pero que no son
ráıces de (2.1)). En concreto, estos son la solución de la ecuación

Lf (x) = −2.

Notemos que estos puntos fijos son atractores ([84]) si∣∣∣∣6− Lf (x)2Lf ′(x)

2

∣∣∣∣ < 1,

y superatractores si
Lf (x)2Lf ′(x) = 12.
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5) Los puntos cŕıticos de (2.4) son los ceros de C ′f (x), es decir, las ráıces de
f(x), las ráıces de f ′′(x), que a su vez son los puntos de inflexión de f(x) y
finalmente están las soluciones de Lf ′(x) = 3.

Definición 2.5. Sea Tf (x) un algoritmo iterativo asociado a una ecuación po-
linómica f(x) = 0. Sea A(x) = αx+β, con α 6= 0, una aplicación af́ın y λ ∈ R−{0}
una constante. Definimos el polinomio g(x) = λf(A(x)) y denotamos Tg(x) al co-
rrespondiente algoritmo iterativo para resolver la ecuación polinómica g(x) = 0.
Entonces si A ◦ Tg ◦ A−1(x) = Tf (x), es decir, A es una conjugación entre Tf (x)
y Tg(x), se dice que el proceso iterativo Tf (x) admite un escalado.

El escalado permite simplificar en ocasiones el estudio dinámico de una fun-
ción de iteración relacionándolo con otra equivalente, pero con una expresión más
sencilla, véase [10] y [102]. Del mismo modo, permite mostrar que las cuencas de
atracción asociadas a dos funciones de iteración escaladas son esencialmente las
mismas, modificadas por un cambio af́ın de coordenadas.

La influencia del escalado en diversos procesos iterativos ha sido un tema am-
pliamente tratado por otros autores, véase [2], [7], [8], [9] y [10]. De forma resumida
podemos decir que algunos procesos iterativos como el método de Newton, el méto-
do de Halley o el método del punto medio, admiten un escalado, mientras que otros
no, como por ejemplo los métodos de Stirling y Steffensen, véase [123].

Para estudiar la dinámica del método de Chebyshev aplicado a diferentes po-
linomios, vamos a utilizar el siguiente teorema que va a simplificar considerable-
mente el estudio. Las conjugaciones topológicas juegan un papel muy importante
para enterder el comportamiento de clases de funciones, desde el punto de vista
de los sistemas dinámicos en el sentido siguiente.

Teorema 2.1. (Teorema de escalado para el método de Chebyshev) Sea f(x) una
función f : R → R y sea T (x) = αx + β, con α 6= 0, una aplicación af́ın. Si
g(x) = (f ◦ T )(x), entonces T ◦ Cg ◦ T−1(x) = Cf (x). Es decir que Cf (x) y Cg(x)
son conjugadas por T .

Demostración. Notemos que

Cg(T
−1(x)) = T−1(x)−

(
1 +

1

2
Lg(T

−1(x))

)
g(T−1(x))

g′(T−1(x))
.

Como sabemos que

g ◦ T−1(x) = f(x) y (g ◦ T−1(x))′ =
1

α
g′(T−1(x)),

entonces
g′(T−1(x)) = α(g ◦ T−1)′(x) = αf ′(x).
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De forma análoga, se sigue que

g′′(T−1(x)) = α2f ′′(x).

Como consecuencia
g(T−1(x))

g′(T−1(x))
=

1

α

f(x)

f ′(x)
,

Lg(T
−1(x)) = Lf (x).

Sustituyendo ahora en Cg(T
−1(x)), obtenemos lo siguiente

T ◦ Cg ◦ T−1(x) = T (Cg(T
−1(x)))

= αCg(T
−1(x)) + β

= αT−1(x)−
[
1 + 1

2
Lg(T

−1(x))
]
α g(T−1(x))
g′(T−1(x))

+ β

= αT−1(x)−
(
1 + 1

2
Lf (x)

) f(x)
f ′(x)

+ β

= x−
(
1 + 1

2
Lf (x)

) f(x)
f ′(x)

.

Por lo tanto
T ◦ Cg ◦ T−1(x) = Cf (x),

con lo cual concluimos la demostración

El teorema de escalado es también válido para cualquier constante no
nula c, tal que g(x) = c(f ◦ T )(x).

La aplicación del teorema de escalado a distintos procesos iterativos es una
técnica habitual en el estudio dinámico de dichos procesos, como puede verse en
[5], [6], [69].

2.2. Polinomios cuadráticos

El teorema de escalado, presentado anteriormente permite hacer cambios de
coordenadas adecuados, para reducir el estudio de la dinámica de la función de
iteración Cf (x), haciendo que pasemos de estudiar las familias espećıficas de ite-
ración a estudiar funciones simples. Ejemplo de esto, es lo laborioso que resultaŕıa
estudiar cada polinomio de la familia f(x) = ax2 + bx+ c, con a 6= 0. Sin embargo,
una transformación af́ın reduce la ardua labor a uno de los tres siguientes casos:
f1(x) = x2, f2(x) = x2 − 1 o f3(x) = x2 + 1, donde se tiene que f(x) = 0 tiene
una ráız doble, dos ráıces distintas o ninguna ráız real, respectivamente, véase [6]
y [69].
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a) f1(x) = x2 b) Cf1(x) = 3
8x

c) f2(x) = x2 − 1 d) Cf2(x) = 3x4+6x2−1
8x3

e) f3(x) = x2 + 1 f) Cf3(x) = 3x4−6x2−1
8x3

Figura 2.1: Galeŕıa I. En a), c) y e), se muestran las gráficas de los polinomios
cuadráticos estudiados y en b), d) y f), las gráficas de sus respectivas funciones
racionales.
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2.2.1. Caso f1(x) = x2

En las imágenes a) y b), Figura 2.1 Galeŕıa I, mostramos la representación
gráfica de la función f1(x) junta a su correspondiente función racional, es decir

Cf1(x) =
3

8
x.

Esta función es una contracción lineal. Por lo tanto, su dinámica es trivial,
el único punto fijo que contiene es x = 0, el cual es un atractor, pero no es
superatractor.

2.2.2. Caso f2(x) = x2 − 1

Para f2(x) = x2 − 1, cuya función de iteración es

Cf2(x) =
3x4 + 6x2 − 1

8x3
,

podemos ver la gráfica de f2(x) en la imagen c) de la Figura 2.1, Galeŕıa I, tenemos
que los puntos fijos de Cf2(x) son x∗ = 1 y x∗∗ = −1, ráıces de f2(x), los cua-
les son superatractores. Además, aparecen otros dos puntos fijos extraños, como
ilustramos en la imagen d) Figura 2.1, Galeŕıa I:

x∗+ =
1√
5

y x∗− = − 1√
5
.

Como

C ′f2

(
± 1√

5

)
= 6,

ambos puntos fijos extraños de Cf2(x) son repulsores. Notemos que Cf2(x) tiene
una aśıntota oblicua en y = 3

8
x. Como

C ′f2(x) =
3(x2 − 1)2

8x4
> 0,

esto implica que Cf2(x) es creciente en (−∞, 0) y en (0,∞).
Nuestro objetivo ahora es estudiar la convergencia global de Cf2(x). Para ello,

vamos a caracterizar los puntos de no convergencia a las ráıces. Consideramos las
siguientes biyecciones:

C̃f2 : (0,∞) 7−→ R
x 7−→ Cf2(x)

˜̃Cf2 : (−∞, 0) 7−→ R
x 7−→ Cf2(x),
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y sus correspondientes inversas,

g0 : R 7−→ (0,∞)

x 7−→ C̃−1
f2

(x)

g1 : R 7−→ (−∞, 0)

x 7−→ ˜̃C−1
f2

(x).

Sea β = x∗+ el punto fijo repulsor positivo. Definimos

β0 = g0(β),
β1 = g1(β).

Notemos que β0 = β pero β1 < 0. De hecho, se tiene que β1 = −0.36081.
Definimos ahora

β0,0 = g0(g0(β))
= β
= 0.447214.

β0,1 = g0(g1(β))
= 0.366149.

β1,0 = g1(g0(β))
= −0.36081.

β1,1 = g1(g1(β))
= −0.433866.

Y aśı sucesivamente construimos una sucesión de puntos

βx1...xn = gx1 . . . gxn(β),

donde xi ∈ {0, 1} para i = 1, 2, . . . , n.
Identificando cada punto βx1...xn con su sub́ındice x1 . . . xn, tenemos un con-

junto infinito no numerable de preimágenes del punto fijo repulsor β, tantos como
sucesiones de la forma

S = {(xi)i∈N;xi ∈ {0, 1}}.
Notemos que existe una aplicación suprayectiva entre S y el intervalo [0, 1], pues
todo punto x ∈ [0, 1] se puede escribir como número binario de la forma

(0.x1 . . . xn . . . )2.

Además, esta representación no es única pues, por ejemplo 1
2

= (0.1)2, pero también
1
2

= (0.0111 . . . )2. En definitiva, hemos probado la existencia de un conjunto no
numerable de tipo Cantor de puntos de no convergencia a las ráıces. Dicho conjunto
forma parte del conjunto de Julia asociado a Cf2(x). Además, en el conjunto de
Julia de Cf2(x) están también los 2-ciclos repulsores y el resto de n-ciclos repulsores,
aśı como las preimágenes del polo x = 0.
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2.2.3. Caso f3(x) = x2 + 1

Las ráıces de la ecuación f3(x) son: x = ±i, es decir que no existen ráıces reales,
como puede observarse en las imágenes e) y f) Figura 2.1, Galeŕıa I. A pesar de que
f3(x) no tiene ráıces reales, como es el caso de estudio del presente caṕıtulo, sin
embargo nos interesa estudiar cómo es el comportamiento dinámico del método de
Chebyshev con este tipo de polinomios. En este caso, la función racional obtenida
es

Cf3(x) =
3x4 − 6x2 − 1

8x3
,

como puede observarse, no tiene puntos fijos reales, ni tampoco puntos cŕıticos, ni
puntos de inflexión, ya que

C ′f3(x) =
3(x2 + 1)2

8x4
.

Cf3(x) es una función creciente en (−∞, 0) y en (0,∞), con una aśıntota vertical
en x = 0 y una aśıntota oblicua en y = 3x

8
.

A continuación estudiamos la función de iteración Cf3(x) en busca de 2-ciclos
y 3-ciclos, luego damos la caracterización de los mismos. Sabemos que

C2
f3

(x)−x = −(1 + x2)(1 + 5x2)(−1− 6x2 + 11x4)(3 + 36x2 + 154x4 − 108x6 + 27x8)

64x3(−1− 6x2 + 3x4)3
.

Aśı, el análisis de C2
f3

(x) nos revela que aparecen 3 aśıntotas verticales en x = 0,
x = s1, x = s2, donde s2 = −s1 = 1.46789. En concreto, son las ráıces reales de

3x4 − 6x2 − 1 = 0.

Además aparece un 2-ciclo repulsor de la forma {c1, c2}, donde

−c1 = c2 =

√
3 + 2

√
5

11
≈ 0.824188,

son las ráıces reales de
11x4 − 6x2 − 1 = 0.

El polinomio 27x8−108x6 +154x4 +36x2 +3, que también aparece en la expresión
C2
f3

(x) no tiene ráıces reales y, por tanto, no aporta 2-ciclos nuevos.
También aparece un 3-ciclo repulsor de la forma

{−0.413775, 3.4219, 1.06091}.

En general, el número de aśıntotas de Cn
f3

(x) va aumentando con n, lo que
justifica la existencia de soluciones para Cn

f3
(x) = x, esto es, n-ciclos. Además, hay
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ciclos repulsores de todas las longitudes que, junto con sus preimágenes también
formaŕıan parte del conjunto de Julia.

Por último, notemos que el polo x = 0 tiene 2 preimágenes que son las solucio-
nes de

3x4 − 6x2 − 1 = 0.

El número de preimágenes del polo va duplicándose, como puede verse en el Cuadro
2.1. En este caso, todos los puntos de la recta real formaŕıan parte del conjunto
de Julia.

2.3. Polinomios cúbicos

En esta sección vamos estudiar los polinomios cúbicos f(x) = ax3+bx2+cx+d.
Para simplificar el trabajo, hacemos un cambio de coordenadas af́ın τ(x) = αx+β,
de esta manera, el polinomio f(x) se reduce a uno de los tipos de polinomios simples
siguientes: f•(x) = x3, f+(x) = x3 +x, f−(x) = x3−x o a un miembro de la familia
uniparamétrica de polinomios cúbicos dada por fγ(x) = x3 +γx+1, véase [2]. A su
vez, el estudio del método de Chebyshev aplicado a los polinomios fγ(x) se divide
en cinco casos, dependiendo del número de ráıces reales de fγ(x) y del número de
aśıntotas de Cfγ (x).

Obsérvese que fγ(x) tiene una única ráız real simple si γ > γ∗, una ráız doble
y una simple si γ = γ∗ y tres ráıces reales simples si γ < γ∗, véase las imágenes de
la Figura 2.3, donde

γ∗ = −3 3
√

2

2
≈ −1.88988. (2.5)

2.3.1. Caso f•(x) = x3

La función racional correspondiente a la iteración de Chebyshev para el poli-
nomio f•(x) está dada por la expresión:

Cf•(x) =
5

9
x.

Esta función es una contracción lineal, como se puede contrastar entre la gráfica
de f•(x), en la imagen a) y la gráfica de Cf•(x) en la imágen b) de la Figura 2.2,
Galeŕıa II. Es importante destacar respecto a Cf•(x) lo siguiente:

1) No existe aśıntota vertical.

2) Hay una aśıntota oblicua en y = 5x
9

.
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Cuadro 2.1: Preimágenes Pn = C−nf3 (0) del polo x = 0.

n 0 1 2 3 4

31.62860
11.83702

−0.24193
4.37545

−2.01691
−0.36925

1.09521
1.46789

−6.94283
−2.49516

0.48166
−0.62706

3.11248
0.92207

−0.78398
Pn 0

0.78398
−0.92207

−3.11248
0.62706

−0.48166
2.49516

6.94283
−1.46789

−1.09521
0.36925

2.01691
−4.37545

0.24193
−11.83702

−31.62860
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a) f•(x) = x3 b) Cf•(x) = 5
9x

c) f+(x) = x3 + x d) Cf+(x) = x3(15x4+6x2−1)
(3x2+1)3

e) f−(x) = x3 − x f) Cf−(x) = x3(15x4−6x2−1)
(3x2−1)3

Figura 2.2: Galeŕıa II. Las imágenes a), c) y e) muestran las gráficas de tres poli-
nomios cúbicos estudiados, mientras que en b), d) y f) mostramos las gráficas de
sus respectivas funciones racionales.



2.3. POLINOMIOS CÚBICOS 85

Figura 2.3: Representación del polinomio fγ(x) para los casos γ > γ∗, γ = γ∗ y
γ < γ∗, respectivamente. Notemos que γ∗ está definida como en (2.5).

3) La ráız x = 0 es un punto fijo atractor.

4) No existen puntos fijos extraños.

5) Cf•(x) no tiene puntos cŕıticos libres.

Por lo tanto, su dinámica es trivial, el único punto fijo existente es x = 0, el cual
es un atractor, pero no es superatractor.

2.3.2. Caso f+(x) = x3 + x

En este caso f+(x) tiene una sola ráız real en x = 0, véase la imagen c) de
la Figura 2.2, Galeŕıa II. Además, podemos observar en la imagen d), aspectos
importantes respecto a la función racional

Cf+(x) =
−x3 + 6x5 + 15x7

(1 + 3x2)3
,

como son:

1) No existe aśıntota vertical.

2) Hay una aśıntota oblicua en y = 5x
9

.

3) La ráız x = 0 es un punto fijo superatractor.

4) No existen puntos fijos extraños. Las soluciones de Cf+(x) = x son: x = 0,
la única ráız real de f+(x), y las ráıces del polinomio 12x4 + 9x2 + 1, que no
tiene ráıces reales.

5) Cf+(x) tiene dos puntos cŕıticos libres. Como

C ′f+(x) =
3f+(x)2(15x2 − 1)

(3x2 + 1)4
,
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Cuadro 2.2: Listado de las preimágenes qn del 0.
n qn
1 0.355807
2 1.06575
3 2.1755
4 4.0607
5 7.38996

además de x = 0 (ráız de f+(x)), aparecen los puntos cŕıticos

c1 = − 1√
15

y c2 =
1√
15
.

Estos puntos cŕıticos representan un máximo y un mı́nimo relativos, res-
pectivamente, como podemos observar en la imagen d) Figura 2.2, Galeŕıa
II.

En este caso, las órbitas de los puntos cŕıticos convergen a 0. Además, mediante
experimentos numéricos hemos comprobado que las órbitas de cualquier x0 ∈ R
van a parar al cero. Ahora, estudiemos este comportamiento con más detalles.
Como Cf+(x) presenta una simetŕıa respecto al origen, basta con que estudiemos
las órbitas de x0 > 0. Aśı, sean qn las preimágenes positivas de 0, véase el Cuadro
2.2. Es decir

qn+1 = C−1
f+

(qn),

o equivalentemente

qn = C−nf+ (0).

Si resulta que x0 ∈ (qn, qn+1), entonces x1 ∈ (qn−1, qn) y consecuentemente xn ∈
(0, q1). Entonces, a partir de aqúı, comienza una sucesión que converge a 0 de
forma alternada

x0 > x1 > x2 > · · · > xn > −xn+1 > xn+2 > −xn+3 · · · ,

con |xn| → 0, cuando n → ∞. Este comportamiento obedece al carácter super-
atractor del 0.

2.3.3. Caso f−(x) = x3 − x
Hemos llegado a un punto interesante del estudio, debido principalmente a que

nos encontramos de frente con el polinomio f−(x), que tiene tres ráıces reales,
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véase la imagen e) de la Figura 2.2, Galeŕıa II, las cuales son: x = −1, x = 0 y
x = 1. Además, la función de iteración correspondiente a f−(x) es

Cf−(x) =
−x3 − 6x5 + 15x7

(3x2 − 1)3
. (2.6)

Como se trata del método de Chebyshev en la recta real, manos a la obra. De
la función racional (2.6), véase la imagen f) de la Figura 2.2, Galeŕıa II, se observa
lo siguiente:

1) Hay dos aśıntotas verticales de Cf−(x) en los puntos a1 = − 1√
3

y a2 = 1√
3
.

Además
ĺım
x→a−i

Cf−(x) = +∞, i = 1, 2,

y
ĺım
x→a+i

Cf−(x) = −∞, i = 1, 2.

2) Hay una aśıntota oblicua en y = 5x
9

.

3) Las ráıces de f−(x) son puntos fijos superatractores de Cf−(x).

4) Además aparecen cuatro puntos fijos extraños ±p1 y ±p2, con

p1 = 0.368298, p2 = 0.783809.

Partiendo de los puntos fijos extraños, hemos encontrado que |C ′f−(±pi)| > 1,
i = 1, 2. Por lo tanto los puntos fijos extraños de Cf−(x) son repulsores.

5) De la evaluación de

C ′f−(x) =
3f−(x)2(15x2 + 1)

(3x2 − 1)4
,

se tiene que no hay puntos cŕıticos libres.

En este punto, estamos interesados en saber hacia cuál de las ráıces hay conver-
gencia en cada uno de los intervalos abiertos en que la recta real queda subdividida,
como puede apreciarse en la imagen f) Figura 2.2, Galeŕıa II. Como Cf−(x) es una
función simétrica respecto al origen, estudiamos solo las órbitas de x0 > 0.

El semieje real positivo queda dividido en ocho intervalos cuyos extremos tienen
una clara interpretación dinámica, véase la Figura 2.4. En concreto, 0, p1, p2 y 1
son los puntos fijos no negativos de Cf−(x), a2 es la aśıntota positiva, q0 = C−1

f−
(0)

es el punto de corte de la gráfica de Cf−(x) con OX y p̃1 es una preimagen positiva
del punto fijo extraño p1. Se plantean por tanto las siguientes situaciones:
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0

p1 ≈ 0.36

a2 ≈ 0.57

q0 ≈ 0.72

p̃1 ≈ 0.74

p2 ≈ 0.78

1

Figura 2.4: Subintervalos en los que queda dividido el segmento de la recta real
(0, ∞) para el estudio de Cf−(x).

1) Si x0 > 1, entonces x0 > x1 > · · · > xn > xn+1 > · · · > 1, por tanto, xn → 1.

2) Si x0 ∈ (p2, 1), entonces x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 < · · · < 1, por tanto,
xn → 1.

3) Si x0 ∈ (0, p1), entonces x0 > x1 > · · · > xn > xn+1 > · · · > 0, por tanto,
xn → 0.

4) Si x0 ∈ (p̃2, a2), con p̃2 = C−1
f−

(p2) ≈ 0.40401, en algún momento xn > p2 y
entonces volvemos a los casos 1) o 2).

5) Si x0 ∈ (q0, p̃1), se tiene que xn → 0.

6) Finalmente, en los intervalos (p1, p̃2) y (a2, q0), entonces xn → 1 la sucesión
xn puede ir a 0, 1 o −1. Este hecho puede verse en el Cuadro 2.3.

Como hab́ıamos planteado a principio de la Sección 2.3, el estudio de la familia
de polinomios dada por fγ(x) = x3 + γx + 1 se subdivide en cinco casos, las
siguientes subsecciones están dedicadas, de manera particular, a cada uno de ellos.

2.3.4. Caso fγ(x) = x3 + γx+ 1 con γ > 0

Si γ > 0, entonces f ′γ(x) = 3x2+γ. Aśı fγ(x) es una función continua y creciente
para todo x en R. Luego existe una sola ráız real x∗ que es negativa. Además, como
f ′′γ (x) = 6x, entonces x = 0 es un punto de inflexión de fγ(x), como puede verse
en la imagen a) Figura 2.5, Galeŕıa III. A continuación detallamos los resultados
del estudio de fγ(x), cuando γ > 0.

1) La función de iteración correspondiente es:

Cfγ (x) =
−γ2 − 3x− 12γx2 − γ2x3 − 15x4 + 6γx5 + 15x7

(3x2 + γ)3
. (2.7)
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a) fγ(x) con γ = 1 b) Cfγ (x) con γ = 1

c) fγ(x) con γ = 0 d) Cfγ (x) con γ = 0

e) fγ(x) con γ = −1 f) Cfγ (x) con γ = −1

Figura 2.5: Galeŕıa III. Las imágenes a), c) y e) muestran las gráficas de fγ(x)
para tres valores concretos de γ, tomando en cuenta γ > 0, γ = 0 y γ ∈ (γ∗, 0),
respectivamente. También, en las imágenes b), d) y f), acompaña a cada polinomio
su función racional correspondiente para el mismo valor de γ.
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a) fγ(x) con γ = γ∗ b) Cfγ (x) con γ = γ∗

c) fγ(x) con γ < γ∗ d) Cfγ (x) con γ < γ∗

e) Cfγ (Cfγ (x)) = x f) Cfγ (Cfγ (Cfγ (x))) = x

Figura 2.6: Galeŕıa IV. Las imágenes a) y c) muestran las gráficas de fγ(x) para
valores concretos de γ, tomando en cuenta γ = γ∗ y γ < γ∗, respectivamente. En las
imágenes b) y d), acompaña a cada polinomio su función racional correspondiente
para el mismo valor de γ. Además, en la figura e) se muestra la aparición de 2-ciclos
y en la imagen f) mostramos los 3-ciclos, ambos para Cfγ (x), con γ = 0.
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Cuadro 2.3: Ĺımite de las órbitas de Cf−(x) para diferentes puntos de partida
x0 ∈ (a2, q0).

x0 x∗ x0 x∗ x0 x∗ x0 x∗

0.3693 1 0.3873 1 0.70564 −1 0.71014 −1
0.3713 −1 0.3893 1 0.70614 −1 0.71064 −1
0.3733 1 0.3913 −1 0.70664 0 0.71114 −1
0.3753 1 0.3933 −1 0.70714 1 0.71164 −1
0.3773 1 0.3953 −1 0.70764 1 0.71214 −1
0.3793 1 0.3973 −1 0.70814 1 0.71264 −1
0.3813 1 0.3993 −1 0.70864 1 0.71314 −1
0.3833 1 0.4013 0 0.70914 1 0.71364 −1
0.3853 1 0.4033 −1 0.70964 1 0.71414 −1

Notemos que no existen aśıntotas verticales.

2) Sin embargo, (2.7) tiene una aśıntota oblicua en y = 5x
9

.

3) Como se tiene que

C ′fγ (x) =
3fγ(x)2(15x2 − γ)

(3x2 + γ)4
,

entonces los únicos puntos cŕıticos libres son:

x = ±
√

γ

15
.

Para encontrar los puntos fijos extraños, resolvemos la ecuación Cfγ (x) = x, o
equivalentemente

fγ(x)(12x4 + 9γx2 + 3x+ γ2)

(3x2 + γ)3
= 0.

Por lo tanto, los puntos fijos extraños, si existen, son solución de la ecuación

νγ(x) = 12x4 + 9γx2 + 3x+ γ2 = 0 (2.8)

En el rango de parámetros que estamos considerando, γ > 0, tenemos que νγ(x)
tiene ráıces reales si y solo si

0 < γ ≤ 3
3
√

121
≈ 0.60654.
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Además, si γ ∈ (0.595937, 0.60654) podemos encontrar puntos fijos extraños atrac-
tores, como se muestra en la Figura 2.7. Para

γ =
15

2 3
√

1922
≈ 0.603221,

el punto fijo obtenido tiene carácter superatractor.
Como Cfγ (x) tiene puntos cŕıticos, una técnica para encontrar posibles ciclos

atractores es resolver en γ las ecuaciones

Cn
fγ

(√
γ

15

)
=

√
γ

15
, (2.9)

o

Cn
fγ

(
−
√

γ

15

)
= −

√
γ

15
. (2.10)

Aśı, por ejemplo, para n = 2 no se obtienen 2-ciclos a partir de la ecuación (2.9). Sin
embargo, se obtienen 2-ciclos a partir de la ecuación (2.10). Experimentalmente,
hemos obtenido dos de ellos.

γ = 0.4436856427550957: {−0.171986, 0.987388}, con multiplicador asociado
−1.69142× 10−15.

γ = 0.5938624562281627: {−0.198974,−0.165558}, con multiplicador aso-
ciado 1.87549× 10−15.

Además,de forma experimental si n = 3 obtenemos tres 3-ciclos.

γ = 0.383221: {2.11513, 0.991967,−0.159838}, con multiplicador asociado
−2.95171.

γ = 0.439536: {1.04564,−0.0670879,−0.17118}, con multiplicador asociado
12.9828.

γ = 0.450452: {0.897058,−0.362535,−0.173292}, con multiplicador asociado
−4.66866× 10−9.

2.3.5. Caso fγ(x) = x3 + γx+ 1 con γ = 0

Si γ = 0, entonces la función de iteración correspondiente a fγ(x) es

Cfγ (x) =
5x6 − 5x3 − 1

9x5
,
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Figura 2.7: A la izquierda gráfica de la curva impĺıcita νγ(x) = 0 definida en
(2.8) para x ∈ (−0.8, 0.2), y γ ∈ (0, 0.66). A la derecha porción de dicha curva
donde se encuentran los puntos fijos atractores: son puntos de la curva amarilla,
comprendidos entre los puntos (−0.224, 0.606) y (−0.181, 0.595) del plano (x, γ).

véase la imagen de fγ(x) acompañada de su correspondiente función de iteración
en las imágenes c) y d) de la Figura 2.5, Galeŕıa III. A continuación detallamos
los resultados del estudio de fγ(x). Cuando γ = 0, observamos las caracteŕısticas
siguientes:

1) Como novedad aparece una aśıntota vertical en x = 0.

2) Se mantiene la aśıntota oblicua en y = 5x
9

.

3) Las derivadas de Cfγ (x) son

C ′fγ (x) =
5fγ(x)2

9x6
,

C ′′fγ (x) =
−10fγ(x)

3x7
.

Por lo tanto, Cfγ (x) es creciente en (−∞, 0) y en (0,+∞), tiene punto de
inflexión en x = 1 y cambia su convexidad en x = 0.

4) Cfγ (x) corta al eje y = 0 en los puntos

p1 =
3

√
5− 3

√
5

10
≈ −0.554856,
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y

p2 =
3

√
5 + 3

√
5

10
≈ 1.05397.

5) Puntos fijos de Cfγ (x): Además de x = −1, la ráız de fγ(x), está el punto
fijo extraño:

p0 =
−1
3
√

4
≈ −0.629961,

y como C ′fγ (p0) = 5, entonces p0 es un punto fijo repulsor.

6) Los únicos puntos cŕıticos de Cfγ (x) son las ráıces de fγ(x). Luego no existen
puntos cŕıticos libres.

7) Para la búsqueda de 2-ciclos, tenemos que la gráfica de C2
fγ

(x) tiene tres
aśıntotas verticales, coincidiendo estas con las ráıces de Cfγ (x), es decir x = 0,
x = p1 y x = p2.

Las soluciones de Cfγ (Cfγ (x)) = x, son, además de x = −1 y x = p0, las
siguientes: x = c1 = −0.507539 y x = c2 = 0.860554. Aśı, {c1, c2} es un
2-ciclo repulsor de Cfγ (x) con multiplicador asociado

C ′fγ (c1) · C ′fγ (c2) = 90.0574,

véase la imagen e) de la Figura 2.6, Galeŕıa V.

8) Para obtener los 3-ciclos: Cfγ (Cfγ (Cfγ (x))) = x, hay que encontrar las ráıces
de un polinomio de grado 198, véase el 3-ciclo en la imagen f) Figura 2.6,
Galeŕıa V.

El número de aśıntotas de C3
fγ

(x) va aumentando, ya que a x = 0, x = p1 y
x = p2 hay que añadir las cuatro ráıces reales del polinomio de grado 36 que
aparece como factor en el numerador de C2

fγ
(x).

Aunque el cálculo de n-ciclos es un problema complicado, podemos establecer
un resultado general que caracteriza el carácter atractor o repulsor de los mismos.

Teorema 2.2. No existen ciclos superatractores para Cfγ (x), con γ = 0.

Demostración. Supongamos que {C1, · · · , Cn} es un n-ciclo de Cfγ (x), es decir{
Ck+1 = Cfγ (Ck), k = 1, 2, , . . . , n− 1,

Cfγ (Cn) = C1.
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Si este ciclo fuese superatractor, tendŕıamos que

0 = C ′fγ (C1) · · ·C ′fγ (Cn) =

(
5

9

)n
f(C1)2 · · · f(Cn)2

C6
1 · · ·C6

n

,

y por lo tanto Cj debeŕıa ser ráız de fγ(x), es decir Cj = −1. Como −1 es un punto
fijo, no puede formar parte de ningún ciclo. En consecuencia la igualdad anterior
no puede ser cierta.

Nota: Como

C ′fγ (x) =
5fγ(x)2

9x6
,

la función de iteración Cfγ (x) es contractiva, es decir que 0 < C ′fγ (x) < 1, si y solo

si x < −[
√

5/(3 +
√

5)]1/3 ≈ −0.7530 o x > [
√

5/(3−
√

5)]1/3 ≈ 1.4304.

2.3.6. Caso fγ(x) = x3 + γx+ 1 con γ ∈ (γ∗, 0)

En este caso fγ(x) es de la forma de la imagen e) Figura 2.5, Galeŕıa III, y la
función racional correspondiente es

Cfγ (x) =
15x7 + 6γx5 − 15x4 − γ2x3 − 12γx2 − 3x− γ2

(3x2 + γ)3
.

Este estudio arroja los datos siguientes:

1) La función fγ(x) tiene una sola ráız real x∗.

2) El polinomio fγ(x) tiene un máximo en

−a1 = −
√
−γ
3
,

y un mı́nimo en

a1 =

√
−γ
3
.

3) En consecuencia, Cfγ (x) tiene dos aśıntotas verticales en x = −a1 y x = a1,
es decir, la única aśıntota vertical del caso γ = 0 se ha desdoblado en dos
aśıntotas.

4) Se mantiene la aśıntota oblicua en y = 5x
9

.
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5) Por otra parte, se tiene que

C ′fγ (x) =
3fγ(x)2(15x2 − γ)

(3x2 + γ)4
,

y como C ′fγ (x) > 0 para todo R, luego Cfγ (x) es creciente en (−∞,−a1), en
(−a1, a1) y en (a1,+∞), pero no en R.

6) Si γ → 0, a1 y −a1 tienden a juntarse en una única aśıntota en x = 0 y
además, el punto de corte con el eje OY está cada vez más alto.

7) Los puntos fijos extraños que aparecen son las soluciones de (2.8).

8) Para γ ∈ (γ∗, 0), hay solo dos soluciones de (2.8), una entre x∗ y −a1, y la
otra entre −a1 y 0.

9) Hemos comprobado que todos los puntos fijos extraños son repulsores.

10) Experimentos numéricos prueban que hay convergencia a la ráız para x0 ∈
R −M , siendo M la unión de las preimágenes de los puntos fijos extraños,
las preimágenes de las aśıntotas y las preimágenes de los ciclos repulsores.

Queremos resaltar que aparecen varios 2-ciclos, sin embargo todos son repul-
sores. Por ejemplo, si γ = −1.8 aparecen tres 2-ciclos: {−1.093401,−0.436226},
{−1.042428, 0.818439} y {0.616916, 0.906139}, con multiplicador asociado 284.152,
3772.26 y 5.1807, respectivamente.

2.3.7. Caso fγ(x) = x3 + γx+ 1 con γ = γ∗

En esta sección denotamos f∗(x) y C∗(x) al polinomio fγ(x) y su función de
iteración Cfγ (x) para γ∗. Para simplificar las notaciones que aparecen en nuestro
estudio, introducimos la notación

a =
3
√

2. (2.11)

Este caso representa una singularidad en nuestro estudio. Por una parte, el
polinomio f∗(x) mantiene una única ráız real simple, x = −a2 ≈ −1.5874, pero
aparece una ráız doble, x = 1/a ≈ 0.7937, es decir

f∗(x) = (x+ a2)(x− 1/a)2.

véase imagen a) de la Figura 2.6, Galeŕıa IV. Por otra parte, una de las aśıntotas
de la función de iteración Cf∗(x) desaparece, al cancelarse con la nueva ráız de
f∗(x). En concreto, la expresión de la función de iteración, en este caso es
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C∗(x) =
10x4 + 15a2x3 + 24ax2 + 22x+ 3a2

9(ax+ 1)3
, (2.12)

con a definido en (2.11), véase la imagen b) de la Figura 2.6, Galeŕıa IV.
Listamos a continuación las principales propiedades de C∗(x):

1) C∗(x) tiene una única aśıntota vertical en x = −1/a ≈ −0.7937.

2) C∗(x) tiene una aśıntota oblicua en 5x
9

.

3) C ′∗(−a2) = 0, luego la ráız simple x = −a2 es un punto fijo superatractor.
Como

C ′∗

(
1

a

)
=

3

8
,

entonces x = 1/a es atractor.

4) Para obtener los puntos fijos hay que resolver C∗(x) = x, es decir,

C∗(x)− x =
f∗(x)(2ax+ a3 − 1)(6ax+ 5a3 − 1)

(3ax+ 2a3 − 1)3
= 0.

De aqúı, obtenemos los puntos fijos extraños:

x =
1− a3

2a
≈ −0.39685, x =

1− 5a3

6a
≈ −1.99055.

5) La derivada de C∗(x) es

C ′∗(x) =
a2(x+ a2)2(5a2x2 + 1)

9(ax+ 1)4
.

Por tanto, el único punto cŕıtico es la ráız simple x = −a2. Además, C ′∗(x) > 0
para todo x ∈ R, luego C∗(x) es una función creciente en (−∞,−1/a) y en
(−1/a,+∞).

6) La derivada segunda de C∗(x) es

C ′′∗ (x) =
2a2(x+ a2)(3ax− 1)

3(ax+ 1)5
.

Por lo tanto, C∗(x) tiene puntos de inflexión en la ráız simple x = −a2 y en
x = 1

3a
≈ 0.2645.

7) Por último, destacamos la aparición de un 2-ciclo repulsor en

{−0.4532,−1.1146},

con multiplicador asociado 282.279.
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2.3.8. Caso fγ(x) = x3 + γx+ 1 con γ < γ∗

Este apartado tiene la particularidad de que bajo esta condición, el polinomio
considerado fγ(x) = x3 + γx + 1, tiene tres ráıces reales y distintas, esto puede
verse en la imagen c) Figura 2.6, Galeŕıa IV. Ocurre que la ráız doble del caso
γ = γ∗ se ha bifurcado en dos ráıces simples. Además, la función de iteración dada
por la expresión

Cfγ (x) =
15x7 + 6γx5 − 15x4 − γ2x3 − 12γx2 − 3x− γ2

(3x2 + γ)3
,

vuelve a tener dos aśıntotas, como puede verse en la imagen d) de la Figura 2.6,
Galeŕıa IV. Otras propiedades de Cfγ (x) son:

1) El polinomio fγ(x) tiene un máximo en

−a1 = −
√
−γ
3
,

y un mı́nimo en

a1 =

√
−γ
3
.

2) Además, Cfγ (x) tiene dos aśıntotas verticales en x = −a1 y x = a1.

3) Se mantiene la aśıntota oblicua en y = 5x
9

.

4) Por otra parte, se tiene que

C ′fγ (x) =
3fγ(x)2(15x2 − γ)

(3x2 + γ)4
,

y como C ′fγ (x) > 0 para todo R, luego Cfγ (x) es creciente en(
−∞,−

√
−γ

3

)⋃(
−
√
−γ

3
,

√
−γ

3

)⋃(√
−γ

3
,+∞

)
.

Llegados a este punto, estamos en condiciones de estudiar el polinomio

νγ(x) = 12x4 + 9γx2 + 3x+ γ2,

ya definido en (2.8), que aparece en el cómputo de los puntos fijos extraños de
Cfγ (x). Si bien hasta ahora hab́ıamos limitado su estudio a valores de γ ≥ 0 o
γ > γ∗, planteamos ahora su estudio más general.
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a) νγ(x) = 0, con γ ∈ (−1.88, 0.66) b) νγ(x) = 0, con γ < γ∗

c) C ′fγ (x) = 1 d) C ′fγ (x) = 1 y νγ(x) = 0

Figura 2.8: Galeŕıa V. En la imagen a) podemos observar las dos soluciones reales
de la curva (2.8) para γ ∈ (γ∗, 3/( 3

√
121) ≈ (−1.88, 0.66). La imagen b) muestra

la aparición de una curva parabólica que aporta dos nuevas soluciones a la función
(2.8). En la imagen c) mostramos el Amor materno en las matemáticas, si obser-
vamos un poco, esta curva asemeja una madre que despide o recibe su hijo con un
beso en la frente, a la vez que representa las tres soluciones de (2.8). Finalmente,
en la imagen d) se muestra la región donde aparecen los puntos fijos extraños.
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Obtenemos los puntos fijos al resolver la expresión

x = Cfγ (x)⇐⇒ fγ(x)(12x4 + 9γx2 + 3x+ γ2)

(3x2 + γ)3
= 0.

Sin embargo, como puede observarse, los puntos fijos extraños se obtienen resol-
viendo ν(x) en x, esto es, una ecuación de grado 4. En concreto, se tiene:

1) Si

γ =
3

3
√

121
≈ 0.606,

la ecuación (2.8) tiene una única solución en

x =
−1

2 3
√

11
≈ −0.224822.

2) Si

γ ∈
(
γ∗,

3
3
√

121

)
≈ (−1.88, 0.606),

entonces la ecuación (2.8) tiene dos soluciones en x, como se muestra en la
imagen a) de la Figura 2.8, Galeŕıa V. Notemos que si γ = 0 una de las
soluciones es x = 0.

3) Si γ = γ∗ ≈ −1.88, entonces la función (2.8) tiene tres soluciones.

4) Si γ < γ∗ ≈ −1.88, aparece una nueva rama parabólica para la ecuación
(2.8) que aporta dos soluciones más, véase la imagen b) de la Figura 2.8,
Galeŕıa V. En este caso, ν(x) tiene 4 soluciones distintas.

Para saber si los puntos fijos extraños son atractores, como C ′fγ (x) > 0 para
todo x y para γ < 0, calculamos cuando C ′fγ (x) = 1. La curva solución de esta
ecuación se muestra en la imagen c) de la Figura 2.8, Galeŕıa V. En la imagen d) se
aprecia que las curvas ν(x) y C ′fγ (x) = 1 solo se cortan cuando x = 0.793 y γ = γ∗,
cuando x = 0 y γ = 0 o cuando x = −0.224 y γ = 0.606. Sin embargo, para valores
negativos del parámetro γ, todos los puntos fijos extraños están en el interior de
la región donde C ′fγ (x) > 1, luego son todos repulsores. En efecto, no hay ninguna
solución en el rango de γ adecuado. Por lo tanto, los únicos puntos fijos extraños
que tienen caracter atractor son los correspondientes a valores positivos de γ, es
decir γ ∈ (0, 0.606), tal y como se puso de manifiesto en la Sección 2.3.4.
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2.3.9. Diagramas de bifurcación

Consideramos imposible cerrar este caṕıtulo sin dejar en evidencia la belleza
poética que encierra el estudio de la dinámica de métodos iterativos, y en especial
el método de Chebyshev, además de su paralelismo con las formas en la naturaleza
en general. Una manera elegantemente poética de describir una bifurcación, como
lo describe Carlos E. Puente en [137], es:

Existe un orden en el camino al desorden para la ruta al caos mediante
bifurcaciones, pues cualquier curva unimodal no lineal llana da lugar
a una ráız, a una rama, o incluso a ramas de bifurcaciones, y de una
manera ordenada y entrelazada, a ramas periódicas que conducen al
follaje del caos.

Los diagramas de Feigenbaum (véase las imágenes de la Figura 2.9, Galeŕıa
VI y la referencia [52]), muestran los puntos a los que converge la órbita de un
punto inicial x0 para diferentes valores del parámetro γ. Mostramos a continua-
ción algunos diagramas de Feigenbaum para el método de Chebyshev aplicado al
polinomio

fγ(x) = x3 + γx+ 1.

Para un valor inicial concreto, digamos x0 ≈ 0.9883163848556824 y para γ ∈
(0.4432, 0.4475), se obtiene la galeŕıa de imágenes de diagramas de Feigenbaum
que mostramos en la Figura 2.9.
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a) γ ∈ (0.4, 0.65) b) γ ∈ (0.4, 0.65)

c) γ ∈ (0.5874, 0.58788) d) γ ∈ (0.4432, 0.44356)

Figura 2.9: Galeŕıa VI. En la imagen a) puede apreciarse el diagrama de Feigen-
baum donde aparecen los n–ciclos del método de Chebyshev aplicado al polinomio
fγ(x) = x3 + γx + 1. En la imagen b) mostramos una ampliación de la primera
cascada de bifurcación de la imagen a). La imagen c) es la ampliación que abarca
los 6-ciclos que aparecen en la imagen b). Finalmente en d) hacemos una amplia-
ción de la secuencia de cascadas superpuestas que casi no pueden apreciarse a la
izquierda de la imagen a).



Caṕıtulo 3

Dinámica compleja del método de
Chebyshev

En este caṕıtulo, vamos a considerar el comportamiento dinámico de las su-
cesiones que se originan, cuando se aplica un método numérico para resolver una
ecuación no lineal f(z) = 0, con z ∈ C. El conjunto de puntos de partida, que
da lugar a sucesiones convergentes a una misma solución, forman la cuenca de
atracción de dicha solución. Para polinomios f definidos en el campo complejo, la
caracterización de las cuencas de atracción genera imágenes fractales de las que
se conoce poco sobre su estructura, véase [126]. Por ejemplo, si consideramos el
método de Newton:

Nf (zn) = zn −
f(zn)

f ′(zn)
, n ≥ 0, (3.1)

y si además son conocidas las ráıces del polinomio complejo f(z), ¿se pueden carac-
terizar sus cuencas de atracción? Este planteamiento se conoce como el problema
de Cayley, véase la Figura 3.2, quien lo resolvió en 1879, caracterizando las regiones
de convergencia A(z∗) = {z0 ∈ C; zn → z∗}, cuando f es un polinomio de segundo
grado. El propio Cayley fracasó, en su intento por caracterizar las cuencas de atrac-
ción de polinomios de tercer grado y grados superiores. Según sus propias palabras:
((el caso de las ecuaciones cúbicas parece que presenta considerables dificultades))
(véase [18], [31], [37] y [84]).

Estamos interesados en estudiar el comportamiento dinámico del método de
Chebyshev, cuya expresión es zn+1 = Cf (zn), donde hemos definido

Cf (zn) = zn −
(

1 +
1

2
Lf (zn)

)
f(zn)

f ′(zn)
, n ≥ 0. (3.2)

Para el estudio dinámico de la función Cf (z) definida en (3.2), será de utilidad
conocer el siguiente resultado.

103
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Lema 3.1. La derivada de Cf (z) es:

C ′f (z) =
Lf (z)2

2
(3− Lf ′(z)), (3.3)

donde

Lf ′(z) =
f ′(z)f ′′′(z)

f ′′(z)2
.

Demostración. Dada una función en general f(z), aplicando el método de Cheby-
shev (3.2) y derivando, obtenemos

C ′f (z) = −f(z)2(−3f ′′(z) + f ′(z)f ′′′(z))

2f ′(z)4
. (3.4)

Reagrupando los términos convenientemente obtenemos

C ′f (z) =
3

2
Lf (z)2 − 1

2

f(z)2f ′′(z)2

f ′(z)4

f ′(z)f ′′′(z)

f ′′(z)2
,

podemos escribir esta expresión como

C ′f (z) =
3

2
Lf (z)2 − 1

2
Lf (z)2Lf ′(z),

luego factorizando llegamos a

C ′f (z) =
Lf (z)2

2
(3− Lf ′(z)).

Como queŕıamos demostrar.

No obstante, en este caṕıtulo también usaremos, como procesos iterativos de
referencia, el método de Newton, definido por (3.1) y el método de Halley, definido
por zn+1 = Hf (zn), donde

Hf (zn) = zn −
f(zn)

f ′(zn)

(
2

2− Lf (zn)

)
. (3.5)

3.1. Preliminares de dinámica compleja

Antes de comenzar con el estudio del método de Chebyshev propiamente dicho,
vamos a introducir algunos conceptos básicos sobre la iteración de funciones en el
plano complejo, haciendo especial énfasis en la iteración de funciones racionales.
Además, algunas definiciones y resultados, que brindarán la claridad necesaria para
el mejor entendimiento, por parte de los lectores.
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Cuando se usa una función de manera iterativa, en realidad buscamos la secuen-
cia de Picard correspondiente. La función fn es llamada una sucesión de Picard,
en honor a Charles Émile Picard. En este caso, buscamos la secuencia de Picard
de Cf (z) dada por (3.2). Además, otro enfoque que hemos querido dar al estudio
dinámico del método de Chebyshev en el plano complejo, es: dado un punto z0 ∈ C
se trata de analizar la evolución de la órbita

orb(z0) = {z0, Cf (z0), C2
f (z0), . . . , Cn

f (z0), . . . },

donde Cn
f (zn) representa la composición de Cf (zn) consigo misma n veces.

Definición 3.1. Sea f : C → C una función. Se define el iterado n-ésimo fn de
f mediante f 0 = Id, donde Id es la función identidad en C, y fn+1 = f ◦ fn. En
la expresión previa, f ◦ fn indica una composición de función, que tiene el valor,
f ◦ fn(z) = f(fn(z)).

Definición 3.2. Sea R : C̄→ C̄ una función racional sobre la esfera de Riemann
(C̄ = C∪{∞}), es decir, R(z) = P (z)

Q(z)
, donde P (z) y Q(z) son polinomios complejos

sin factores comunes.
El grado de R(z) se define como grad(R) = máx{grad(P ), grad(Q)}. En lo

sucesivo consideraremos funciones de grado mayor o igual que dos.

Definición 3.3. Para z ∈ C̄ definimos su órbita como el conjunto

orb(z) = {z, R(z), R2(z), . . . , Rk(z), . . . },

donde Rk indica la composición de R consigo misma k veces, Rk = R ◦ · · · ◦ R.

Definición 3.4. Se dice que z∗ ∈ C̄, es un punto fijo de R(z) si R(z∗) = z∗.
Un punto periódico de la función R de peŕıodo n > 1 es un punto z0 ∈ C
tal que Rn(z0) = z0 y Rj(z0) 6= z0 para 0 < j < n. Obsérvese que si z0 ∈
C es un punto periódico de peŕıodo n ≥ 1, entonces z0 es un punto fijo de
Rn. La órbita de un punto periódico está constituida por los n diferentes pun-
tos {z, R(z), R2(z), . . . , Rn−1(z)}, y al conjunto de estos n puntos se le llama
órbita periódica de peŕıodo n (o n-ciclo).

En consecuencia, todos los puntos de una órbita periódica de peŕıodo n son
periódicos de peŕıodo n.

Definición 3.5. Sea z∗ ∈ C un punto fijo de una función racional R. Se dice que
z∗ es

i. Superatractor si R′(z∗) = 0.

ii. Atractor si |R′(z∗)| < 1.
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iii. Indiferente si |R′(z∗)| = 1.

iv. Repulsor si |R′(z∗)| > 1.

Al valor τ = R′(z∗), se le llama multiplicador asociado el punto fijo z∗.

Definición 3.6. Un punto periódico de peŕıodo n es superatractor, repulsor o
indiferente, si como punto fijo de Rn(z) es respectivamente superatractor, repulsor
o indiferente. El multiplicador asociado a un n-ciclo {z0, z1, . . . , zn−1} es

τ = (Rn)′(z0) = R′(z0)R′(z1) · · ·R′(zn−1).

Los puntos fijos indiferentes y, en general, los puntos periódicos indiferentes,
se clasifican a su vez en racionalmente indiferentes o irracionalmente indiferentes
dependiendo de si τn = 1 para algún n ∈ Z − {0} o si τn 6= 1 para ningún
n ∈ Z − {0}, respectivamente, donde τ es el multiplicador asociado al punto fijo
o ciclo indiferente. A su vez, los puntos irracionalmente indiferentes admiten otro
tipo de clasificaciones (puntos de Siegel, puntos de Cremer, etc.) en las que no
vamos a profundizar. Recomendamos al lector interesado las referencias clásicas
de Beardon [18], Carleson y Gamelin [29] o Milnor [94].

Definición 3.7. Si R es una función racional sobre la esfera de Riemann C̄, el
punto del infinito z∞ = ∞ es un punto fijo de R, si y solo si z = 0 es un punto
fijo de la función

z
f−→ 1

R(1/z)
.

Siguiendo a Beardon [18, p. 41], si R tiene un punto fijo en el infinito, el
multiplicador τ en el infinito es igual a

τ = ĺım
z→∞

1

R′(z)
.

En particular, el punto fijo z∞ es superatractor si y solo si

ĺım
z→∞
R′(z) =∞.

Ejemplo 3.1.

i. Si R(z) = 5z, ∞ es un punto fijo atractor de R con multiplicador asociado
1/5.

ii. Si R(z) = z/2, ∞ es un punto fijo repulsor de R con multiplicador asociado
2.
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iii. Si R(z) = z2, ∞ es un punto fijo superatractor de R.

Definición 3.8. Sea ζ un punto fijo atractor de R(z). La cuenca de atracción de
ζ es el conjunto

B(ζ) = {z ∈ C̄ : Rn(z)→ ζ},

cuando n → ∞. La cuenca inmediata de atracción de un punto fijo atractor ζ de
R(z), denotado por B∗(ζ), es la componente conexa de B(ζ) que contiene a ζ. Si
z0 es un punto periódico atractor de peŕıodo n de R(z), la cuenca de atracción de
la órbita, orb(z) es el conjunto

B(orb(z0)) =
n−1⋃
j=0

Rj(B(z0)),

donde B(z0) es la cuenca de atracción de z0, que es punto fijo de Rn, y su cuenca
inmediata de atracción es el conjunto

B∗(orb(z)) =
n−1⋃
j=0

Rj(B∗(z)).

Definición 3.9. Sea R : C̄ → C̄ una función racional de grado d ≥ 2. Decimos
que R es normal en un punto z ∈ C, si existe un entorno U de z tal que la
secuencia de iterados {Rn|U : n ∈ N} es una familia equicontinua de funciones de
U en C, es decir, dados u, v ∈ U y ε > 0 existe δ > 0 tal que d(u, v) < δ implica
d(Rn(u), Rn(v)) < ε ∀n ∈ N.

Definición 3.10. Se define el conjunto de Fatou de una función racional R como

F(R) = {z ∈ C̄ : R es normal en z}.

Su complementario es el conjunto de Julia de R(z),

J (R) = C̄−F(R).

Los conjuntos de Julia y Fatou de una función racional, de grado mayor o igual
que dos, verifican las siguientes propiedades, véase [98].

i. El conjunto de Julia, J (R), es no vaćıo.

ii. Si R(z) tiene un punto periódico atractor z0, de peŕıodo mayor o igual que
uno, z0 ∈ F , y su cuenca de atracción B(z0) está incluida en el conjunto de
Fatou y el conjunto de Julia J (R) = ∂B(z0), es la frontera topológica de
B(z0).
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iii. Los conjunto de Fatou F(R) y de Julia J (R) son totalmente invariantes, es
decir,

R(F(R)) = F(R)

y

R(J (R)) = J (R).

Además, para todo n ∈ N se verifica que J (R) = J (Rn).

iv. El conjunto de Julia J (R), es la clausura del conjunto de los puntos periódi-
cos repulsores de R(z). Y si z ∈ J (R) y U es un entorno de z, entonces
{Rn(U)}n∈N, cubre todo C̄, excepto a lo sumo dos puntos, véase el teorema
de Montel en la referencia [25]. Por lo tanto, la dinámica caótica de R(z)
está contenida en el conjunto de Julia, véase [20] y [21].

La importancia de la siguiente definición se hará notoria de inmediato, espećıfi-
camente en la próxima sección 3.2, véase [18].

Definición 3.11. Sea R una función racional de grado d. Un punto w ∈ C para
el cual la cardinalidad de R−1(w) es menor que d se llama un valor cŕıtico de R.
Un punto z ∈ R−1(w) que es una ráız de R(z)− w, con multiplicidad mayor que
1, se llama un punto cŕıtico de R.
∞ es un punto cŕıtico de R, si 0 es un punto cŕıtico de 1/(R(1/z)). La mul-

tiplicidad de ∞, como punto cŕıtico de R, es la multiplicidad del 0 como punto
cŕıtico de 1/(R(1/z)).

z es un punto cŕıtico de una función holomorfa f si f ′(z) = 0.

Por ejemplo la función R = z/(z − 1)2 tiene un punto cŕıtico en z = −1, para
el que se anula R′(z) = 0. El valor cŕıtico asociado a z = −1 es −1/4. Además, si
ω =∞, R−1(ω) = 1, por lo que ω =∞ es otro valor cŕıtico, en este caso, asociado
al punto cŕıtico z = 1.

Los puntos cŕıticos juegan un papel fundamental en el estudio de la dinámica
de una función f . De hecho, son puntos alrededor de los cuales la función f no es
un homeomorfismo local. Es decir, si p1 es un punto cŕıtico de f , ninguna rama de
la función inversa de f está definida en ningún entorno del valor cŕıtico f(p1).

Pero la importancia de los puntos cŕıticos desde el punto de vista dinámico
radica en el hecho de que la topoloǵıa de los conjuntos de Fatou y Julia asociados a
una función f está estrechamente relacionada con las órbitas de los puntos cŕıticos,
como aseguran los teoremas que enunciaremos a continuación.

Teorema 3.2. (de Fatou y Julia) [18, Tma. 9.3.1] Sea R una aplicación
racional, de grado mayor o igual que dos, entonces la cuenca de atracción inmediata
de cada ciclo atractor de R contiene al menos un punto cŕıtico de R.
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C C

C C

S

R

M(z) M(z)

Figura 3.1: Diagrama resultante de una conjugación topológica.

El teorema anterior se extiende al caso de ciclos racionalmente indiferentes,
véase [18, Tma. 9.3.2].

Teorema 3.3. [18, Tma. 9.4.1] Sea R una aplicación racional de grado d ≥ 2.
Entonces R tiene a lo sumo 2d − 2 puntos cŕıticos. Por lo tanto, como máximo
tiene 2d− 2 órbitas periódicas atractoras o racionalmente indiferentes.

Teorema 3.4. [18, Tma. 5.6.2] El número de componentes del conjunto de Fatou
de una aplicación racional R es 0, 1, 2 o infinito.

Teorema 3.5. [29, Tmas. 2.2 y 2.3] Si las órbitas de los puntos cŕıticos de una
aplicación racional R son finitas, entonces la medida de Lebesgue del conjunto de
Julia de R es cero.

El concepto de conjugación topológica es una herramienta fundamental en el
estudio dinámico de funciones racionales. Para dicho estudio utilizamos transfor-
maciones de tipo Möbius, que son funciones de la forma:

M(z) =
az + b

cz + d
, z ∈ C

donde a, b, c, d son números complejos que verifican ad − bc 6= 0. Una trans-
formación de Möbius puede verse en el plano complejo como la composición de
una proyección estereográfica del plano sobre la esfera, seguida de una rotación o
desplazamiento de la esfera a una nueva localización y finalmente una proyección
estereográfica, esta vez de la esfera sobre el plano. Resulta más natural, como vere-
mos en lo adelante, considerar directamente las transformaciones de Möbius como
transformaciones de la esfera de Riemann, es decir, del plano complejo aumentado
con un punto en el infinito.

Definición 3.12. Dos aplicaciones R,S : C → C, se dicen conjugadas si existe
una transformación de Möbius M, tal que

S ◦M(z) =M◦R(z),
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donde M(z) = az+b
cz+d

, con ad 6= bc, véase la Figura 3.1.

Si llamamos zn+1 = R(zn) y ωn+1 = S(wn), se tiene que ambas secuencias,
están muy relacionadas. En efecto, si ωn =M(zn), entonces

S ◦M(zn) =M◦R(zn)

S(ωn) =M(zn+1)

ωn+1 =M(zn+1).

El comportamiento de la secuencia {ωn} queda determinado por el de la se-
cuencia {zn} y viceversa, es decir zn =M−1(ωn). Además, los conjuntos de Julia
y Fatou también están relacionados, de hecho S =M◦R ◦M−1, y esto a su vez
implica que F(S) =M(F(R)) y J (S) =M(J (R)).

Partiendo del resultado anterior, la conjugación de funciones es pieza clave para
entender a fondo el comportamiento dinámico de una función de iteración, ya que:

i. Conserva los puntos fijos (si s es punto fijo de R, entonces M(s) es punto
fijo de S).

ii. Conserva los ciclos periódicos y su carácter es decir (atractor, superatractor,
repulsor, etc.).

iii. Conserva la cuenca de atracción.

3.2. El problema de Cayley y el caso de polino-

mios de segundo grado

El clásico problema de Cayley establece que el conjunto de Julia para el método
de Newton aplicado a polinomios cuadráticos tiene una forma particularmente
sencilla: es una ĺınea recta. De forma más expĺıcita, podemos decir que la función
de iteración Np(z) asociada a p(z) = (z − a)(z − b), a 6= b:

Np(z) =
z2 − ab

2z − a− b
,

es conjugada con la aplicación N(z) = z2 mediante la transformada de Möbius
M(z) = (z − a)/(z − b), es decir N(z) = M ◦Np ◦M−1(z).

Como el conjunto de Julia asociado con N(z) es

J(N) = S1 = {z ∈ C; |z| = 1},

se tiene que el conjunto de Julia asociado con Np(z) es una ĺınea recta formada
por los puntos a igual distancia de las ráıces a y b.
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Figura 3.2: En 1879, Cayley publica en el American Journal of Mathematics, un
art́ıculo de una sola página titulado The Newton-Fourier imaginary problem [31].
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De forma parecida, véase [84, Tma. 3.2.3], el conjunto de Julia para el método
de Halley aplicado a polinomios cuadráticos es también conjugado con la circun-
ferencia unidad S1. Para ello se prueba que la función de iteración del método de
Halley

Hp(z) =
z3 − 3abz + a2b+ ab2

3z2 − 3(a+ b)z + a2 + ab+ b2
,

es conjugada con la aplicación H(z) = z3 mediante la transformada de Möbius
M(z) = (z − a)/(z − b), es decir H(z) = M ◦Hp ◦M−1(z).

Ahora vamos a estudiar en detalle el comportamiento dinámico del método de
Chebyshev aplicado a polinomios de la forma

p(z) = (z − a)(z − b), a, b ∈ C, a 6= b.

Obtenemos que la función de iteración asociada al método (3.2) es, por tanto,

Cp(z) =
−ab(a2 + 3ab+ b2) + 6ab(a+ b)z − 6abz2 − 2(a+ b)z3 + 3z4

(−a− b+ 2z)3
. (3.6)

La función racional Cp(z) definida en (3.6), tiene las siguientes caracteŕısticas:

i. Es una función racional de grado 4, dependiente de dos parámetros: las ráıces
a y b del polinomio.

ii. Tiene 5 puntos fijos, véase el Cuadro 3.1, con las caracteŕısticas mostradas
en el Cuadro 3.2. Nótese la aparición de tres puntos fijos extraños (distintos
de las ráıces de p(z)), aunque en este caso son repulsores.

iii. Teniendo en cuenta (3.2) para el caso p(z) = (z − a)(z − b), se tiene que

C ′p(z) =
3

2
Lp(z)2 = 6

p(z)2

p′(z)4
.

Por lo tanto, las ráıces de p(z) son puntos cŕıticos de Cp(z), (cada una con
multiplicidad 3). Además, (a+ b)/2 también es un punto cŕıtico de multipli-
cidad 3 que proviene de la preimagen del∞, véase el estudio posteriormente
realizado para S2(z), pues resulta mucho más sencillo.

En lugar de estudiar la función de iteración Cp(z), resulta más conveniente
estudiar las correspondientes funciones racionales obtenidas mediante conjugación
topológica con las funciones adecuadas. En concreto, usaremos la transformación
af́ın M1 definida por

M1(z) = 1 +
2(z − a)

a− b
, (3.7)
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Cuadro 3.1: Esquema de la ubicación de los puntos fijos de la función de iteración
Cp(z) definida en (3.6). p1 y p2 son los puntos fijos extraños.

z = a, z = b
↗

Cp(z) = z −→ z =∞
↘

z = p1 =
(5 +

√
5)a+ (5−

√
5)b

10
,

z = p2 =
(5−

√
5)a+ (5 +

√
5)b

10
.

Cuadro 3.2: Caracterización de los puntos fijos de la función de iteración Cp(z)
definida en (3.6).

Puntos fijos Carácter Multiplicador asociado
a Superatractor 0
b Superatractor 0
∞ Repulsor 8/3
p1 Repulsor 6
p2 Repulsor 6

y la transformación de Möbius M2 definida por

M2(z) =
z − a
z − b

. (3.8)

En lo que sigue vamos a analizar el comportamiento dinámico de las funciones
racionales

Sj(z) = Mj ◦ Cp ◦M−1
j (z) j = 1, 2.

Notemos que aunque S1 y S2 son a su vez conjugadas, el estudio por separado
de ambas funciones de iteración nos aportará una visión diferente y, en ocasiones,
complementaria del comportamiento del método de Chebyshev aplicado a un poli-
nomio cuadrático. A la función resultante de la conjugación topológica con M1(z),
se le suele llamar escalado o escalamiento, mientras que si la conjugación es con
M2(z), suele decirse compactificado.
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Cuadro 3.3: Esquema de la ubicación de los puntos fijos de la función de iteración
S1(z) definida en (3.9). En rojo, los puntos fijos extraños.

z = 1, z = −1
↗

3z4+6z2−1
8z3

= z −→ z =∞
↘

z = −
√

5

5
, z =

√
5

5

Estudio de la función de iteración S1(z)

Dado p(z) = (z − a)(z − b), calculamos S1(z) = M1 ◦ Cp ◦M−1
1 (z), con lo cual

obtenemos

S1(z) =
3z4 + 6z2 − 1

8z3
. (3.9)

Notemos que la conjugación con la aplicación af́ın M1 introducida en (3.7) tiene
como caracteŕıstica que env́ıa la ráız a al 1 y la ráız b al −1. Por lo tanto, (3.9),
tiene las siguientes caracteŕısticas:

i. Es una función racional de grado 4 que no depende de ningún parámetro.

ii. Tiene cinco puntos fijos, véase el Cuadro 3.3, con las caracteŕısticas mos-
tradas en el Cuadro 3.4. Nótese la aparición de tres puntos fijos extraños
(distintos de las ráıces de p(z)), aunque en este caso son repulsores.

iii. Sus puntos cŕıticos son 1, −1 y 0, todos ellos con multiplicidad 3. Nótese que

S ′1(z) =
3(z2 − 1)2

8z4
.

Si comparamos el comportamiento de la función de iteración (3.9) con el co-
rrespondiente a las de los métodos de Newton (N1) y Halley (H1):

N1(z) = M1 ◦Np ◦M−1
1 (z) =

z2 + 1

2z
,

H1(z) = M1 ◦Hp ◦M−1
1 (z) =

z3 + 3z

3z2 + 1
,

podemos extraer algunas conclusiones interesantes.
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Cuadro 3.4: Caracterización de los puntos fijos de la función de iteración S1(z)
definida en (3.9).

Puntos fijos Carácter Multiplicador asociado
1 Superatractor 0
−1 Superatractor 0
∞ Repulsor 8/3

−
√

5/5 Repulsor 6√
5/5 Repulsor 6

Como puede apreciarse en las imágenes de la Figura 3.3, para polinomios de
segundo grado, los métodos de Newton y Halley cumplen la propiedad de conver-
gencia a la ráız más próxima (PCRMP) que consiste en que si

|z0 − a| < |z0 − b|

entonces las órbitas de z0 definidas por N1 y H1 convergen a la ráız a, la más
próxima a z0. Del mismo modo, si

|z0 − b| < |z0 − a|

se obtiene convergencia a b. En el caso en que

|z0 − a| = |z0 − b|,

las secuencias para los métodos de Newton y Halley presentan un comportamiento
caótico. Sin embargo, S1 no cumple PCRMP, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2. Sea f(z) = z2−1 el polinomio cuyas ráıces queremos aproximar por
medio del método de Chebyshev y sea z0 = 0.25 el punto de partida. Notemos que
este valor de z0 está más próximo a 1 que a −1. El método de Chebyshev produce,
al ser iterado, la secuencia

{0.25,−4.90525,−1.99165,−1.10762,−1.0005,−1.0000,−1.000},

que, como podemos ver, converge a una ráız que no es la más próxima al punto de
partida. Notemos que para polinomios de segundo grado, ya el método de Chebyshev
no cumple la propiedad de convergencia a la ráız más próxima. Este hecho queda
evidenciado en la imagen de la derecha de la Figura 3.3.

Por otra parte, el análisis gráfico de la Figura 3.3 nos permite obtener otras
conclusiones. En primer lugar, apreciamos en los tres casos la simetŕıa de las dos
cuencas de atracción respecto al eje imaginario. Por otra parte, se observa que
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-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

Figura 3.3: Cuencas de atracción a las ráıces del polinomio f(z) = z2−1 aplicando
las funciones de iteración de Newton, Halley y Chebyshev, respectivamente.

el conjunto de Julia (frontera de las cuencas de atracción) tiene una estructura
sencilla para los métodos de Newton o Halley (es el propio eje imaginario) mientras
que su estructura es mucho más intrincada para el método de Chebyshev. Para
reforzar numéricamente esta idea, se puede calcular la dimensión fractal de dichos
conjuntos de Julia. Aśı, para los métodos de Newton o Halley está claro que la
dimensión fractal del conjunto de Julia es 1, al tratarse de una recta. Sin embargo,
para el método de Chebyshev, siguiendo las técnicas desarrolladas por Magreñán,
Gutiérrez y Varona en [68], se prueba que la dimensión fractal del conjunto de
Julia es 1.56943 aproximadamente.

Estudio de la función de iteración S2(z)

Dado p(z) = (z − a)(z − b), calculamos S2(z) = M2 ◦ Cp ◦M−1
2 (z), con M2

introducida en (3.8). Ahora, para el cálculo de la función inversa de M2, puede
comprobarse directamente que

w(x) =
x− a
x− b

= w

x− a = wx− bw
(1− w)x = a− bw

x =
−bw + a

−w + 1
,

luego

M−1
2 (z) =

a− bz
1− z

.

Sea Cp(z) la función de iteración definida en (3.6), obtenida al aplicar el método
de Chebyshev al polinomio p(z) = (z − a)(z − b), entonces, en este caso, se tiene
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Cuadro 3.5: Diagrama del comportamiento de la función de iteración S2(z) definida
en (3.10).

S2 : M−1
2 Cp M2

0 7−→ a 7−→ a 7−→ 0
∞ 7−→ b 7−→ b 7−→ ∞
1 7−→ ∞ 7−→ ∞ 7−→ 1

que S2(z) = M2 ◦ Cp ◦M−1
2 (z) viene dada por

S2(z) =
z3(z + 2)

2z + 1
. (3.10)

La conjugación con la transformación de Möbius M2, introducida en (3.8), ha
enviado la ráız a al 0 y la ráız b al infinito, como se muestra en el Cuadro 3.5.

En este caso, (3.10), tiene las siguientes caracteŕısticas:

i. Es una función racional de cuarto grado que no depende de ningún paráme-
tro.

ii. Tiene cinco puntos fijos, véase el Cuadro 3.6, con las caracteŕısticas mos-
tradas en el Cuadro 3.7. Nótese que los tres puntos fijos extraños se han
transformado ahora en los puntos z = 1 y z = (−3±

√
5)/2.

iii. Notemos que

S ′2(z) =
6z2(z + 1)2

(2z + 1)2
.

Por lo tanto, 0 y−1 son puntos cŕıticos de S2(z) con multiplicidad 3. Además,
∞ es un punto cŕıtico de S2(z) si y solo si 0 es punto cŕıtico de

Ŝ2(z) = 1/S2(1/z) = S2(z).

Por lo tanto, ∞ es un punto cŕıtico de S2(z) de multiplicidad 3.

Obsérvese que los puntos cŕıticos 0,∞ y −1 de S2(z) provienen de los puntos
cŕıticos a, b y (a+ b)/2 de Cp(z) definido en (3.6) y de los puntos cŕıticos 1,
−1 y 0 de S1(z), respectivamente.

El siguiente resultado, que extiende el resultado presentado por Kneisl en [84,
Prop. 3.3.3], expresa de forma anaĺıtica algunas de las propiedades del conjunto
que mostramos en la Galeŕıa VII, Figura 3.5 y, por tanto, del método de Chebyshev
aplicado a polinomios de segundo grado. Kneisl llama a este conjunto, el conjunto
de Julia universal para el método de Chebyshev aplicado a polinomios de segundo
grado, véase [84].
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Cuadro 3.6: Esquema de la ubicación de los puntos fijos de la función de iteración
S2(z) definida en (3.10).

S2(z) Puntos fijos
z = 0

↗
z3 z+2

2z+1
= z −→ z =∞

↘
z = 1

z = −3±
√

5
2

Cuadro 3.7: Caracterización de los puntos fijos de la función de iteración S2(z)
definida en (3.10).

Puntos fijos Carácter Multiplicador asociado
0 Superatractor 0
∞ Superatractor 0
1 Repulsor 8/3

(−3−
√

5)/2 Repulsor 6

(−3 +
√

5)/2 Repulsor 6

Teorema 3.6. El conjunto de Fatou asociado a la función de iteración S2(z)
definida en (3.10) tiene exactamente dos cuencas de atracción invariantes. Ambas
cuencas son superatractoras, en una las órbitas convergen a ∞ mientras que en
la otra lo hacen al origen. Además, el conjunto de Fatou, F(S2), tiene infinitas
componentes. Por último, la circunferencia unidad es invariante, está contenida
en el conjunto de Julia de S2, J (S2), y m(J (S2)) = 0, donde m denota la medida
de Lebesgue en C.

Demostración. Para entender la dinámica de la aplicación S2(z), estudiamos las
órbitas de sus puntos cŕıticos 0, −1 y∞. El resultado clave que emplearemos (Teo-
rema 3.2) es que hay al menos un punto cŕıtico asociado a cada una de las cuencas
invariantes del conjunto de Fatou, F(S2). 0 e ∞ son puntos fijos superatractores
de S2(z), de manera que cada uno de ellos da lugar a una cuenca del conjunto de
Fatou. El punto cŕıtico localizado en −1 va a parar al 1, que a su vez es un punto
fijo (repulsor) de S2(z). Por lo tanto, −1 ∈ J (S2). En consecuencia, S2(z) tiene
precisamente dos cuencas de atracción invariantes, la del 0 y la del ∞.

Por otra parte, se tiene que la circunferencia unidad S1 es invariante por S2,
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Figura 3.4: Cuencas de atracción para la función de iteración S2(z) asociada al
método de Chebyshev aplicado al polinomio p(z) = (z − a)(z − b). Las áreas
en color cian convergen al origen (asociado con la ráız a) y las áreas en magenta
convergen al punto del infinito (asociado con la ráız b). La frontera de ambas zonas
muestra la estructura del conjunto de Julia universal de S2(z).

es decir S2 aplica S1 en śı misma. En efecto, si z = eiθ, θ ∈ R, tenemos que

|S2(z)|2 =

∣∣∣∣ z + 2

2z + 1

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣ cos θ + i sen θ + 2

2 cos θ + 2i sen θ + 1

∣∣∣∣2

=
(cos θ + 2)2 + sen2 θ

(2 cos θ + 1)2 + 4 sen2 θ
=

5 + 4 cos θ

5 + 4 cos θ
= 1.

En consecuencia, las órbitas de todo z ∈ S1 permanecen en S1 y no convergen ni
a 0 ni a ∞. Llegamos a la conclusión S1 ⊆ J(S2).

Denotamos F0 a la cuenca de atracción inmediata del 0. Se tiene que F0 ⊆
F(S2), F0 está contenida en el disco unidad D1 = {z ∈ C, |z| < 1} y además
F0 ∩ S1 = ∅.

Como S2(−2) = 0, existe otra componente, F1, del conjunto de Fatou F(S2)
que contiene a −2. Notemos que S2(F1) = F0 y, por lo tanto, las órbitas de los
puntos z ∈ F1 convergen al 0. Además F1 ∩ S1 = ∅ y F1 ∩ F0 = ∅.

Por otra parte, denotamos F∞ a la cuenca de atracción inmediata del∞. Como
∞ es un punto fijo superatractor, si z ∈ F∞, entonces Sn2 (z)→∞.

En definitiva, tenemos que el conjunto de Fatou de S2(z), F(S2), tiene al menos
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tres componentes disjuntas: F0, F1 y F∞. Entonces, por el Teorema 3.4, F(S2) tiene
infinitas componentes.

Por último, como todos los puntos cŕıticos de S2(z) tienen órbitas finitas, el
Teorema 3.5 asegura que J(S2) tiene medida de Lebesgue cero.

3.3. El método de Chebyshev para polinomios

cúbicos

Como ya le ocurrió a Cayley cuando estudiaba las cuencas de atracción del
método de Newton aplicado a polinomios cuadráticos, el paso al caso cúbico le
reservaba sorpresas inesperadas. Algo parecido nos va a ocurrir a nosotros al con-
siderar el método de Chebyshev. En esta sección, vamos a estudiar la aplicación
del método de Chebyshev (3.2) a polinomios cúbicos de la forma

p(z) = z3 + a2z
2 + a1z + a0, a0, a1, a2 ∈ C,

o, equivalentemente, en términos de sus ráıces:

p(z) = (z − a)(z − b)(z − c), a, b, c ∈ C.

En algunos casos (polinomios con ráıces múltiples) podremos realizar un desarrollo
similar al de la sección anterior. En el resto, deberemos seguir técnicas diferentes,
tal y como se hace por ejemplo en [110].

3.3.1. Polinomios cúbicos con una ráız triple

El comportamiento del método de Chebyshev para polinomios cúbicos con una
ráız triple es sencillo de caracterizar. De hecho, en el siguiente resultado realizamos
un estudio para un caso más general, para polinomios de la forma p(z) = (z− a)n

con a ∈ C. Es más, se puede hacer un estudio independiente de la ráız a sin más
que conjugar con la aplicación af́ın A(z) = z − a.

Teorema 3.7. La función racional resultante de aplicar el método de Chebyshev
a polinomios de la forma p(z) = (z − a)n con a ∈ C es conjugada topológicamente
con

S0(z) =
2n2 − 3n+ 1

2n2
z,

que tiene un único punto fijo atractor en z = 0. El otro punto fijo, z = ∞, es
repulsor. Por consiguiente, la órbita de todo punto inicial z0 ∈ C converge por el
método de Chebyshev a la ráız múltiple z = a, es decir, el método de Chebyshev
tiene convergencia global en este caso, aunque la convergencia es lineal en todos
los casos.
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Demostración. Sea Cp(z) el método de Chebyshev aplicado al polinomio p(z) =
(z−a)n. Es una comprobación inmediata que S0(z) = A(Cp(A

−1))(z), con A(z) =
z − a. Los puntos fijos de S0 son z = 0 y z =∞ con multiplicadores asociados

2n2 − 3n+ 1

2n2
< 1 y

2n2

2n2 − 3n+ 1
> 1,

respectivamente. El resto de afirmaciones del teorema se deducen de forma inme-
diata.

Notemos que las constantes de error asintótico asociadas a la función de itera-
ción S0(z) tienden a 1 cuando n tiende a infinito. Por tanto, la convergencia del
método de Chebyshev, lineal en todo caso, se hace más lenta según aumenta n. En
los casos particulares de n = 2 o n = 3, las correspondientes constantes de error
asintótico son, 3/8 y 5/9 respectivamente.

3.3.2. Polinomios cúbicos con una ráız doble

Continuando con el estudio del caso cúbico, analizamos ahora los polinomios
de la forma

p(z) = (z − a)2(z − b), a, b ∈ C, a 6= b. (3.11)

En este caso, la función de iteración asociada al método (3.2) es:

Cp(z) =
15z4 + A3z

3 + A2z
2 + A1z + A0

(−a− 2b+ 3z)3
, (3.12)

donde hemos definido

A0 = −ab(a2 + 6ab+ 5b2),
A1 = 3ab(3a+ 5b)− 3b3,
A2 = −3b(2a− 5b),
A3 = −7a− 26b.

La función racional Cp(z) definida en (3.12), tiene las siguientes caracteŕısticas:

i. Es una función racional de grado 4, dependiente de dos parámetros: las ráıces
a y b del polinomio.

ii. Tiene cinco puntos fijos, véase el Cuadro 3.8, con las caracteŕısticas mostra-
das en el Cuadro 3.9. Como en el caso cuadrático, aparecen tres puntos fijos
extraños (distintos de las ráıces de p(z)), todos ellos repulsores.
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Cuadro 3.8: Esquema de la ubicación de los puntos fijos de la función de iteración
Cp(z) definida en (3.12). En rojo, los puntos fijos extraños.

Función de iteración Puntos fijos
z = a, z = b

↗
Cp(z) = z −→ z =∞

↘

z =
a+ b

2
, z =

a+ 5b

6

Cuadro 3.9: Caracterización de los puntos fijos de la función de iteración Cp(z)
definida en (3.12).

Puntos fijos Carácter Multiplicador asociado
a Atractor 3/8
b Superatractor 0
∞ Repulsor 9/5

(a+ b)/2 Repulsor 9
(a+ 5b)/6 Repulsor 49/9

iii. Sus puntos cŕıticos son la ráız b y la preimagen del infinito, (a+2b)/3, ambos
con multiplicidad 3, c1 y c2, donde

c1 =
(10−

√
5i)a+ (5 +

√
5i)b

15
, c2 =

(10 +
√

5i)a+ (5−
√

5i)b

15
.

Nótese en este caso la desaparición de la ráız múltiple, z = a, como punto
cŕıtico y la aparición en su lugar de dos nuevos puntos cŕıticos libres: c1 y c2.

Al igual que en el caso cuadrático, en lugar de estudiar la función de iteración Cp(z),
resulta más conveniente estudiar las funciones de iteración obtenidas mediante
conjugación topológica con la transformación af́ın M1 definida en (3.7) y con la
transformación de Möbius M2 definida en (3.8). En lo que sigue vamos a analizar
el comportamiento dinámico de las funciones racionales

Sj+2(z) = Mj ◦ Cp ◦M−1
j (z) j = 1, 2,

y Cp(z) definida en (3.12).
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Cuadro 3.10: Esquema de la ubicación de los puntos fijos de la función de iteración
S3(z) definida en (3.13). En rojo, los puntos fijos extraños.

Función de iteración Puntos fijos
z = 1, z = −1

↗
S3(z) −→ z =∞

↘
z = 0, z = −2

3

Estudio de la función de iteración S3(z)

En este caso, la conjugación anterior da lugar a la siguiente función de iteración:

S3(z) =
z (15z3 + 19z2 + 21z + 9)

(3z + 1)3
. (3.13)

La conjugación con la aplicación af́ın M1 introducida en (3.7), env́ıa la ráız múltiple
a al punto fijo 1 y la ráız simple b al punto fijo −1. Por lo tanto, (3.13), tiene las
siguientes caracteŕısticas:

i. Es una función racional de grado 4 que no depende de ningún parámetro.

ii. Tiene cinco puntos fijos, véase el Cuadro 3.10, con las caracteŕısticas mos-
tradas en el Cuadro 3.11. Los tres puntos fijos extraños (distintos de los que
provienen de las ráıces de p(z)) son repulsores.

iii. Sus puntos cŕıticos son el punto fijo −1, la preimagen del infinito −1/3,
ambos con multiplicidad 3 y los puntos cŕıticos libres

5± 2
√

5i

15
.

A continuación vamos a comparar el comportamiento de la función de itera-
ción (3.13) con el correspondiente a las de los métodos de Newton y Halley cuando
se aplican a polinomios de la forma p(z) = (z − a)2(z − b). Después de conjugar
con la estos dos métodos dan lugar a las funciones de iteración N3 (Newton) y H3

(Halley):

N3(z) =
2z2 + z + 1

3z + 1
,

H3(z) =
3z3 + 3z2 + 5z + 1

2 (3z2 + 2z + 1)
.
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Cuadro 3.11: Caracterización de los puntos fijos de la función de iteración S3(z)
definida en (3.13).

Puntos fijos Carácter Multiplicador asociado
1 Superatractor 3/8
−1 Superatractor 0
∞ Repulsor 9/5
0 Repulsor 9
−2/3 Repulsor 49/9

Cuadro 3.12: Diagrama del comportamiento de la función de iteración S4(z) defi-
nida en (3.14).

S4 : M−1
2 Cp M2

0 7−→ a 7−→ a 7−→ 0
∞ 7−→ b 7−→ b 7−→ ∞
1 7−→ ∞ 7−→ ∞ 7−→ 1

En esta situación, como puede apreciarse en las imágenes de la Galeŕıa VII,
Figura 3.5, ninguno de los métodos considerados cumple la propiedad de con-
vergencia a la ráız más próxima (PCRMP). Hay que diferenciar la velocidad de
convergencia relacionada con la intensidad del color, mientras más oscura es la zo-
na, el método se ralentiza. Además, la columna izquierda permite observar como
una de las ráıces pareciera arropar la región de convergencia de la otra. El com-
pactificado, como se muestra en la columna derecha, hace que el método ampĺıe la
región de convergencia a la ráız, pero por contra, dicho método pierde velocidad,
a pesar de que se observan una especie de islas, en las que el método se recupera.

Estudio de la función de iteración S4(z)

La función racional obtenida mediante conjugación de Cp(z) definida en (3.12)
con la transformada de Möbius M2 definida en (3.8) es la siguiente:

S4(z) =
z (z3 + 5z2 + 6z + 3)

7z + 8
. (3.14)

La conjugación con la transformada de Möbius M2 introducida en (3.8) ha enviado
la ráız doble a al 0 y la ráız simple b al infinito, como se muestra en el Cuadro 3.12.
En este caso, la función de iteración (3.14) tiene las siguientes caracteŕısticas:

i. Es una función racional de grado 4 que no depende de ningún parámetro.
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Figura 3.5: Galeŕıa VII. Cuencas de atracción para las funciones racionales aso-
ciadas a los métodos de Newton, Halley y Chebyshev aplicados al polinomio
p(z) = (z − a)2(z − b). En la columna de la izquierda hemos aplicado la técni-
ca de escalado (M1) y en la derecha el compactificado (M2). Las áreas en amarillo
se corresponden con la cuenca de atracción de la ráız múltiple. La frontera de
ambas zonas muestra la estructura del conjunto de Julia.
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Cuadro 3.13: Esquema de la ubicación de los puntos fijos de la función de iteración
S4(z) definida en (3.14).

Función de iteración Puntos fijos
z = 0

↗
S4(z) −→ z =∞

↘
z = 1,
z = −1
z = −5

Cuadro 3.14: Caracterización de los puntos fijos de la función de iteración S4(z)
definida en (3.14).

Puntos fijos Carácter Multiplicador asociado
0 Atractor 3/8
∞ Superatractor 0
1 Repulsor 9/5
−1 Repulsor 9
−5 Repulsor 49/9

ii. Tiene 5 puntos fijos, véase el Cuadro 3.13, con las caracteŕısticas mostradas
en el Cuadro 3.14. Los 3 puntos fijos extraños son z = 1, z = −1 y z = −5,
todos ellos repulsores.

iii. Los cŕıticos son−2,∞ (con multiplicidad 3 cada uno de ellos),
(
−3− i

√
5
)
/7

y
(
−3 + i

√
5
)
/7.

Al igual que en el Teorema 3.6, podemos establecer algunas propiedades de los
conjuntos de Fatou y Julia asociados con la función de iteración S4(z) definida en
(3.14) y que se muestran en la Galeŕıa VII, Figura 3.5. En primer lugar, se tiene
que ∞ y 0 son puntos fijos de S4(z), superatractor y atractor respectivamente.
Por lo tanto, cada uno de ellos da lugar a una cuenca de atracción del conjunto
de Fatou. Además, las órbitas de los puntos cŕıticos (−3± i

√
5)/7 van a parar al

punto fijo z = 0, la del infinito va al infinito y la de −2 va al 1 (S4(−2) = 1) que,
como es un punto fijo repulsor, pertenece al conjunto de Julia de S4(z). Como ya
tenemos clasificadas las órbitas de los puntos cŕıticos, únicamente hay dos cuencas
de atracción para S4: la del 0 y la del ∞.
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Figura 3.6: Aparición de los ((agujeros negros)) para los métodos de Newton, Halley
y Chebyshev aplicados a polinomios cúbicos.

El análisis gráfico de la Galeŕıa VII, Figura 3.5 nos muestra que, el conjunto
de Fatou de S4(z) tiene infinitas componentes. Sin embargo, en este caso resulta
mucho más complicado caracterizar una curva invariante contenida en el conjunto
de Julia de S4(z), que juegue el papel de la circunferencia unidad en el caso de la
función de iteración S2(z) y la Figura 3.4.

3.3.3. El método de Chebyshev para polinomios cúbicos
(caso general)

Consideramos un polinomio de tercer grado p(z) = (z − a)(z − b)(z − c) con
tres ráıces distintas. McMullen [92] ya probó que ninguno de los tres métodos
considerados tiene convergencia general para polinomios cúbicos. Esto quiere decir
que existe una región A del plano complejo, con medida positiva, tal que si z0 ∈ A,
la secuencia {zn} no converge a ninguna de las ráıces de p(z). Nosotros llamaremos
a estos conjuntos ((agujeros negros)). La Figura 3.6 muestra las cuencas de atracción
de los métodos de Newton, Halley y Chebyshev aplicados a los polinomios p(z) =
z3−2z+2, p(z) = z3 +z2 +z+2.57461 y p(z) = z3 +z2 +2z−4, respectivamente.

Los colores cian, magenta y amarillo representan las cuencas de atracción de las
ráıces de dichos polinomios, y los ((agujeros negros)) las regiones del plano donde
no hay convergencia a las ráıces de p(z). Sin duda, estamos en presencia de la
aparición del comportamiento caótico.

Ahora vamos a buscar ((polinomios malos)) para estos tres métodos, en el sentido
de que sus dinámicas presentan ((agujeros negros)), y a comprobar que la naturaleza
de estos agujeros negros es distinta para el caso de los métodos de Newton y Halley
que para el caso del método de Chebyshev, véase [56], [59].
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Este escenario es el que hemos elegido para comparar la iteración de los méto-
dos de Newton, Halley y Chebyshev, iniciando la búsqueda con un conjunto de
valores del parámetro del polinomio, como los conjuntos Mandelbrot, a los fines de
estudiar el comportamiento de cada método desde una perspectiva dinámica. Para
caracterizar los polinomios en los cuales aparecen o no los ((agujeros negros)) para
Newton, Halley y Chebyshev, es preciso proporcionar los siguientes argumentos:

i. Método de Newton. α ∈ C es un punto fijo superatractor de Np(z) si y solo
si α es una ráız simple de p(z). Además, no hay otros puntos fijos de Np(z)

en C, y el otro único punto fijo en Ĉ seŕıa ∞.

ii. Método de Halley, véase [84, Teorema 2.6.3]. α ∈ C es un punto fijo super-
atractor de Hp(z) si y solo si α es una ráız simple de p(z). El resto de puntos
fijos de Hp(z) son repulsores con multiplicador asociado de la forma 1 + 2/j
para algún j ∈ N.

iii. Método de Chebyshev. A diferencia de lo que ocurre con otros método ite-
rativos, como los de Newton o Halley, el método de Chebyshev provoca la
aparición de atractores extraños, distintos a las ráıces de p(z).

Teorema 3.8. Sea α ∈ C un punto fijo de la función de iteración Cp(z) del método
de Chebyshev aplicado a la función p(z). Supongamos que

i. Lp(α) = −2

ii. |3− Lp′(α)| < 1/2, con Lp′(z) = p′(z)p′′′(z)
p′′(z)2

,

entonces α es un punto fijo extraño atractor de Cp(z). Además, si L′p(α) = 3 el
punto fijo es superatractor.

Demostración. De la propia definición (3.2) se sigue que los puntos fijos de Cp(z)
son las ráıces de p(z) y las soluciones de la ecuación Lp(z) = −2. Además,

C ′p(z) =
Lp(z)2

2
(3− Lp′(z)).

Por lo tanto, en nuestro caso, como Lp(α) = −2,

C ′p(α) = 2(3− Lp′(z)).

De aqúı se sigue la demostración del resultado.

Como corolario, podemos caracterizar los polinomios de tercer grado que tienen
un superatractor extraño en el punto z = 0.



3.3. EL MÉTODO DE CHEBYSHEV PARA POLINOMIOS CÚBICOS 129

Corolario 3.9. Sea p(z) = z3 + az2 + bz + c. Supongamos que se cumple:

i. b2 + ac = 0,

ii. 3|2a2 − b| < a2.

Entonces el método de Chebyshev (3.2) aplicado al polinomio p(z) tiene un punto
fijo extraño atractor en z = 0. Si además b = 2a2, el punto fijo es superatractor.

Demostración. Aplicando el Teorema 3.8 para α = 0 nos queda

i. Lp(0) = 2ac/b2 = −2, y

ii. |3− Lp′(α)| = |3(1− b/2a2)| < 1/2.

Por lo que el resultado se sigue directamente.

Ejemplo 3.3. Como primer ejemplo, si a = 1, b = 2 y c = −4, se cumplen las
condiciones anteriores y el cero es un punto fijo superatractor de la función de
iteración Cp1(z), siendo p1(z) = z3 + z2 + 2z − 4 y

Cp1(z) =
z2 (15z5 + 26z4 + 27z3 + 75z2 + 80z + 120)

(3z2 + 2z + 2)3 .

Observando la secuencia de valores para Cp1(z), iniciando en z0 = 0.08

{0.08, 0.0784753, 0.0758219, 0.0712853, 0.0637754, 0.0520671, 0.0357771, . . . }

vemos que converge hacia 0.

Ejemplo 3.4. Otro ejemplo numérico, tenemos que α = 0 es un punto fijo super-
atractor de Cp2(z), para p2(z) = 2z3 + z2 + z − 1 aunque no es ninguna ráız de
p2(z). Aśı, la función de iteración correspondiente es

Cp2(z) = z2 Q(z)

(6z2 + 2z + 1)3
,

donde hemos denominado

Q(z) = 120z5 + 104z4 + 54z3 + 75z2 + 40z + 30.

Observando la secuencia de valores para Cp2(z), iniciando en z0 = 0.04

{0.04, 0.0392377, 0.037911, 0.0356427, 0.0318877, 0.0260336, 0.0178886, . . . }

converge a 0.
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El comportamiento dinámico de un método iterativo en el plano complejo,
aplicado a un polinomio genérico de tercer grado (dependiente de tres coeficientes)
puede reducirse mediante conjugación topológica al estudio de una familia uni-
paramétrica de polinomios cúbicos. En concreto, hemos encontrado las siguientes
familias consideradas por diferentes autores:

i. (z2 − 1)(z − λ), λ ∈ C (Roberts y Horgan-Kobelski, [110]).

ii. z(z − 1)(z − λ), λ ∈ C (Curry, Garnett y Sullivan, [42]).

iii. z3 + (λ− 1)z − λ, λ ∈ C (Gutiérrez, Plaza y Romero, [69], [103]).

Para proceder con el estudio dinámico del método de Chebyshev aplicado a
polinomios cúbicos y teniendo en cuenta que el estudio de cualquiera de estas
familias es equivalente desde el punto de vista dinámico, hemos elegido de entre
todas las familias uniparamétricas vistas anteriormente quedarnos con

pλ(z) = z3 + (λ− 1)z − λ, λ ∈ C, (3.15)

que también ha sido considerada por [69].
Notemos que pλ(z) tiene como ráıces a z1 = 1 y a las ráıces del polinomio

z2 + z + λ, esto es

z2 =
−1−

√
1− 4λ

2
, z3 = z =

−1 +
√

1− 4λ

2

Denotamos Cλ(z) al método de Chebyshev aplicado al polinomio pλ(z) definido en
(3.15). Los puntos fijos extraños de Cλ(z) son las soluciones de

12z4 + 9(λ− 1)z2 − 3λz + (λ− 1)2 = 0.

Además,

C ′λ(z) =
3pλ(z)2(15z2 − λ+ 1)

(3z2 + λ− 1)4
,

por lo que los puntos cŕıticos libres son:

c1 =

√
λ− 1

15
, c2 = −

√
λ− 1

15
. (3.16)

Consideramos aqúı la rama principal de la ráız cuadrada compleja (parte real no
negativa).

El estudio de las órbitas de los puntos cŕıticos da mucha información sobre el
comportamiento dinámico de un método. En concreto, para determinar si existen
órbitas periódicas atractoras para Cpλ(z) distintas de las ráıces de pλ(z), debemos
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responder a la pregunta siguiente: ¿Para qué valores del parámetro, las órbitas de
los puntos cŕıticos libres convergen aun punto fijo atractor?

Una manera de responder a la pregunta anterior es dibujar el espacio de
parámetros en la variable λ. Sin embargo, para encontrar polinomios para los
cuales el método de Chebyshev tenga un comportamiento atractor anómalo, desde
el punto de vista del buscador de ráıces (puntos fijos extraños o ciclos atractores),
analizamos las órbitas de los puntos cŕıticos libres. El conocido teorema de Fatou y
Julia [20] asegura que cada ciclo atractor debe atraer al menos a un punto cŕıtico.
Por ese motivo nos puede ser de gran utilidad la representación de un espacio de
parámetros, esto es, un gráfico en el que se muestran los ĺımites de las órbitas de
los puntos cŕıticos libres c1 y c2 definidos en (3.16) en función de λ ∈ C.

Sean z1, z2 y z3 las tres ráıces del polinomio Cpλ(z). En la Galeŕıa VIII, Figuras
3.7, la imagen superior izquierda, se muestra en amarillo los valores de λ para los
que el punto cŕıtico c1 converge a r1. En cian los valores de λ para los que el punto
cŕıtico c1 converge a r2 y en magenta los valores de λ para los que el punto cŕıtico
c1 converge a r3.

Otros colores como el verde, representan la convergencia a un punto fijo ex-
traño. Finalmente, el color negro indica los valores de λ para los cuales la órbita
del punto cŕıtico c1 no converge a ningún punto fijo.

Un estudio semejante se hace para el punto cŕıtico c2, como puede apreciarse
en la Galeŕıa IX, Figura 3.8.
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Figura 3.7: Galeŕıa VIII. Espacio de parámetros correspondiente al punto cŕıtico
libre c1 de la función de iteración C ′λ(z), relacionada con la familia pλ(z).
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Figura 3.8: Galeŕıa IX. Espacio de parámetros correspondiente al punto cŕıtico
libre c2 de la función de iteración C ′λ(z), relacionada con la familia pλ(z).
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Caṕıtulo 4

Convergencia del método de
Chebyshev

El método de Chebyshev puede ser escrito como un proceso iterativo general
para resolver sistemas de ecuaciones no lineales o, de una forma más abarcadora,
para resolver ecuaciones con operadores definidas en espacios de Banach, véase [4],
[13], [15], [40], [66] o [85]. Los primeros en abordar el método de Chebyshev, en
este sentido, fueron Candela y Marquina, y Chen en [27] y [36], respectivamente.
En este contexto, sean X e Y dos espacios de Banach y F : Ω ⊆ X → Y un
operador no lineal dos veces diferenciable Fréchet definido en un dominio convexo
abierto Ω. Entonces, para resolver la ecuación

F (x) = 0, (4.1)

el método de Chebyshev adquiere la forma

Cf (x) = xn+1 = xn −
(
I +

1

2
LF (xn)

)
ΓnF (xn), n = 0, 1, 2, . . . , (4.2)

donde hemos denotado I como el operador identidad sobre X, Γn = F ′(xn)−1 y
LF (xn) es el operador lineal, definido formalmente como

LF (xn) = ΓnF
′′(xn)ΓnF (xn). (4.3)

Este operador y su relación con el método de Newton fueron estudiados amplia-
mente en [65] y [76]. Sin embargo, en la referencia [66], el método (4.2) es estudiado
como parte de una familia de procesos iterativos, dada por la expresión

xn+1 = xn −
(
I +

1

2
LF (xn)(I − λLF (xn))−1

)
ΓnF (xn), n = 0, 1, 2, . . . ,

135
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que incluye, junto con el método de Chebyshev (λ = 0), otros famosos métodos
iterativos tales como Halley (λ = 1

2
) o super-Halley (λ = 1). En [66], se unifica la

teoŕıa y se desarrolla este tipo de métodos, sin embargo queda mucho por ver. En
efecto, solo la convergencia de orden cuadrático está garantizada para los métodos
con 0 ≤ λ < 1

2
, aunque es bien conocido (véase [124]), que el método de Chebyshev

es cúbicamente convergente.

En este caṕıtulo presentamos el estudio en espacios de Banach del método de
Chebyshev, definido en (4.2). Además, damos un teorema de convergencia semilo-
cal (véase [66]), que garantiza el orden de convergencia cúbica.

En recientes publicaciones (véase [15], [16] [28], [76], [97]), podemos encontrar
diferentes teoremas sobre la convergencia del método de Chebyshev que difieren
en las hipótesis y en sus resultados. Nosotros establecemos un teorema tipo Kan-
torovich para el método de Chebyshev, siguiendo la misma ĺınea encontrada por
Zheng y Robbie en [135] para el método de Halley.

4.1. Convergencia en la recta real del método de

Chebyshev

A pesar de que en la sección anterior nos referimos al método de Chebyshev en
espacios de Banach, presentamos algunos resultados de interés para el método de
Chebyshev en la recta real. Entendiendo que f es una función real de variable real,
de manera que f : R→ R. A los fines de cumplir nuestro objetivo, presentamos dos
maneras distintas para demostrar la convergencia local del método de Chebyshev,
y que ambas conducen al mismo resultado. La primera consiste en la utilización
de las derivadas sucesivas que emplea el Teorema de Schröder y la segunda se
caracteriza porque usa el desarrollo en serie de Taylor de la función f(x).

4.1.1. Convergencia local del método de Chebyshev

Los resultados de convergencia que se introducen en esta sección asumen con-
diciones sobre la ráız de la ecuación f(x) = 0. Es por ello que se llaman resultados
de convergencia local.

Teorema 4.1. Sea f : R → R una función con una ráız α. Supongamos que
f ∈ C(3)(I), donde I es un intervalo que contiene a α. Entonces, si α es una ráız
simple, es decir f ′(α) 6= 0, el método de Chebyshev definido por

Cf (x) = x−
(

1 +
1

2
Lf (x)

)
f(x)

f ′(x)
, (4.4)
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tiene orden de convergencia tres. Además si denotamos por en = xn − α, el error
cometido en el paso n-ésimo, se tiene la siguiente ecuación del error

en+1 = (2A2
2 − A3)e3

n +O(e4
n),

donde hemos denotado

Ak =
f (k)(α)

k!f ′(α)
, k = 2, 3.

Demostración. En primer lugar, hemos denotado la función de iteración de Che-
byshev como Cf (x). Observemos que Cf (α) = α y además para ráıces simples

C ′f (α) = C ′′f (α) = 0. (4.5)

Ahora, necesitamos probar (4.5), como sigue: si derivamos (4.4), se tiene

C ′f (x) = Lf (x)− 1

2
L′f (x)

f(x)

f ′(x)
− 1

2
Lf (x)(1− Lf (x))

=
1

2
Lf (x) +

1

2
Lf (x)2 − 1

2
L′f (x)

f(x)

f ′(x)
.

Como α es un cero simple de la función f(x), Lf (α) = 0 y entonces C ′f (α) = 0.
Veamos lo que ocurre con C ′′f (α),

C ′′f (x) =
1

2
L′f (x) + Lf (x)L′f (x)− 1

2
L′′f (x)

f(x)

f ′(x)
− 1

2
L′f (x)(1− Lf (x))

=
3

2
Lf (x)L′f (x)− 1

2
L′′f (x)

f(x)

f ′(x)
.

Como esperábamos, C ′′f (α) = 0. Si observamos, falta saber lo que ocurre con
C ′′′f (x)

C ′′′f (x) =
3

2
L′f (x)2 +

3

2
Lf (x)L′′f (x)− 1

2
L′′′f (x)

f(x)

f ′(x)
− 1

2
L′′f (x)(1− Lf (x)).

Es decir,

C ′′′f (α) =
3

2
L′f (α)2 − 1

2
L′′f (α).

Calculamos ahora

L′f (x) =

[
f(x)f ′′(x)

f ′(x)2

]′
=

[f ′(x)f ′′(x) + f(x)f ′′′(x)]f ′(x)2 − 2f ′(x)f(x)f ′′(x)2

f ′(x)4

=
f ′′(x)

f ′(x)
+
f(x)f ′′′(x)

f ′(x)2
− 2f(x)f ′′(x)2

f ′(x)3

=
f ′′(x)

f ′(x)
+ f(x)

[
f ′′′(x)

f ′(x)2
− 2f ′′(x)2

f ′(x)3

]
.
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Por tanto

L′f (α) =
f ′′(α)

f ′(α)
.

Es evidente que L′f (x) no se anula con f(α) = 0. Además,

L′′f (x) = f ′′′(x)f ′(x)−f ′′(x)2

f ′(x)2
+ f ′(x)

[
f ′′′(x)
f ′(x)2

− 2f ′′(x)2

f ′(x)3

]
+f(x)

[
f ′′′(x)
f ′(x)2

− 2f ′′(x)2

f ′(x)3

]′
.

De manera que

L′′f (α) = 2
f ′′′(α)

f ′(α)
− 3

f ′′(α)2

f ′(α)2
,

nos permite calcular

C ′′′f (α) =
3

2
L′f (α)2 − 1

2
L′′f (α) = 3

f ′′(α)2

f ′(α)2
− f ′′′(α)

f ′(α)
.

Luego, por el desarrollo de Taylor

en+1 = xn+1 − α =Cf (xn)− Cf (α)

=Cf (α) + C ′f (α)(xn − α) +
C ′′f (α)

2!
(xn − α)2

+
C ′′′f (α)

3!
(xn − α)3 +O(xn − α)4 − Cf (α)

=

[
1

2!

f ′′(α)2

f ′(α)2
− 1

3!

f ′′′(α)

f ′(α)

]
(xn − α)3 +O(xn − α)4

=(2A2
2 − A3)e3

n +O(e4
n).

Alternativamente, también podemos demostrar este teorema usando desarrollos
de Taylor. En efecto, a partir de los siguientes desarrollos, tenemos que

f(xn)

f ′(xn)
= en − A2e

2
n + 2(A2

2 − A3)e3
n +O(e4

n).

Lf (xn)

2
= A2en + 3(A3 − A2

2)e2
n + (14A2A3 − 8A2

2)e3
n +O(e4

n).

En consecuencia,

1

2
Lf (xn)

f(xn)

f ′(xn)
= A2e

2
n + (3A3 − 4A2

2)e3
n +O(e4

n).
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Por lo tanto,

en+1 = xn+1 − x∗ = xn − x∗ − f(xn)
f ′(xn)

− 1
2
Lf (xn) f(xn)

f ′(xn)

= en − (en − A2e
2
n + 2(A2

2 − A3)e3
n +O(e4

n))

− (A2e
2
n + (3A3 − 4A2

2)e3
n +O(e4

n))

= (2A2
2 − A3)e3

n +O(e4
n),

con lo que, de nuevo, hemos demostrado el resultado.

Como hemos demostrado en el Teorema 4.1, la función de iteración de Che-
byshev, conserva la convergencia de orden tres, para ceros simples de f(x). Sin
embargo, la situación cambia cuando se tiene una ráız múltiple, como veremos en
el siguiente resultado.

Teorema 4.2. Sea f : R → R una función con una ráız α. Supongamos que
f ∈ C(3)(I), donde I es un intervalo que contiene a α. Entonces, si α es una ráız
de multiplicidad m, es decir

f(x) = (x− α)mg(x) con g(α) 6= 0 y m ≥ 2,

entonces el método de Chebyshev definido por (4.4) tiene convergencia lineal. Si
además denotamos por en = xn−α, al error cometido en el paso n-ésimo, se tiene
la siguiente ecuación del error asintótico

en+1 =
1

2

(m− 1)(2m− 1)

m2
en +O(e2

1).

Demostración. Tenemos que f(x) = (x− α)mg(x), entonces

f ′(x) = m(x− α)m−1g(x) + (x− α)mg′(x) = (x− α)m−1[mg(x) + (x− α)g′(x)],

y además,

f ′′(x) = (m− 1)(x− α)m−2[mg(x) + (x− α)g′(x)]

+(x− α)m−1[mg′(x) + g′(x) + (x− α)g′′(x)]

= (x− α)m−2[m(m− 1)g(x) + [(m− 1)(x− α)

+(m+ 1)(x− α)]g′(x) + (x− α)2g′′(x)]

= (x− α)m−2[m(m− 1)g(x) + 2m(x− α)g′(x) + (x− α)2g′′(x)].

Con este resultado, ya podemos sustituir en la expresión

Lf (x) =
f(x)f ′′(x)

f ′(x)2
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=
(x− α)mg(x)(x− α)m−2[m(m− 1)g(x) + 2m(x− α)g′(x) + (x− α)2g′′(x)]

(x− α)2m−2[mg(x) + (x− α)g′(x)]2
,

entonces

Lf (α) =
m(m− 1)g(α)2

m2g(α)2
=
m− 1

m
6= 0.

En este caso, como

f(x)

f ′(x)
=

(x− α)mg(x)

(x− α)m−1[mg(x) + (x− α)g′(x)]
,

entonces

ĺım
x→α

f(x)

f ′(x)
= 0.

Tenemos que

C ′f (x) =
1

2
Lf (x) +

1

2
Lf (x)2 − 1

2
L′f (x)

f(x)

f ′(x)
,

entonces

ĺım
x→α

C ′f (x) =
1

2
Lf (α) +

1

2
Lf (α)2

=
1

2

m− 1

m

(
1 +

m− 1

m

)
=

1

2

(m− 1)(2m− 1)

m2
.

En este caso

en+1 = xn+1 − α
= Cf (xn)− Cf (α)

= Cf (α) + C ′f (α)(xn − α) +O(e2
n)− Cf (α)

=
1

2

(m− 1)(2m− 1)

m2
en +O(e2

n).

Por lo tanto, el método de Chebyshev tiene convergencia lineal cuando α es de
multiplicidad m ≥ 2. Además, la constante del error asintótico es

1

2

(m− 1)(2m− 1)

m2
.

Como queŕıamos demostrar.
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Observación: Cuando comparamos el método de Chebyshev con el método de
Newton, al aproximar ráıces simples, la ventaja en cuanto a velocidad de conver-
gencia del método de Chebyshev es obvia. En el caso de ráıces múltiples, no resalta
la obviedad, ya que ambos métodos tienen convergencia lineal. Sin embargo, en
este caso la constante del error asintótico del método de Chebyshev es más pe-
queña que la del método de Newton ((m− 1)/m). En efecto, es una comprobación
inmediata que

m− 1

m
>

1

2

(m− 1)(2m− 1)

m2
,

ya que siempre se obtiene

2m > 2m− 1.

Por tanto, en el caso de ráıces múltiples, el método de Chebyshev converge más
rápidamente que el método de Newton. Ilustramos los resultados anteriores por
medio de los ejemplos que siguen.

Ejemplo 4.1. Dada la función f(x) = ex − x − 1, que sabemos tiene una ráız
múltiple en α = 0. Comparamos ahora el método de Chebyshev (Cf (x)) con el
método de Newton (Nf (x)) en el Cuadro 4.1, donde hemos iniciado con x0 = 1
como punto de partida, en ambos casos. Como puede observarse en el Cuadro 4.1,
se cumple que el método de Chebyshev aproxima mejor la solución en cada paso
que el método de Newton. Como contrapartida, debemos mencionar que el método
de Chebyshev necesita de un mayor número de evaluaciones funcionales por paso.

Para el caso de ráıces simples, presentamos el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.2. Dada la función f(x) = ex−x−2, que sabemos tiene ráıces simples
en α1 = −1.8414056604369606 y en α2 = 1.1461932206205825. Comparamos ahora
el método de Chebyshev (Cf (x)) con el método de Newton (Nf (x)) en el Cuadro
4.2, donde hemos iniciado con x0 = 1.5 como punto de partida, en ambos casos.
Podemos ver los errores obtenidos para ambos métodos en el Cuadro 4.2. Notemos
que como estamos comparando un método con convergencia cuadrática y otro con
convergencia cúbica, se compara cada dos pasos del método de Chebyshev con tres
pasos del de Newton.

4.1.2. Convergencia global del método de Chebyshev

En la referencia [4] encontramos un novedoso teorema de convergencia global,
parte del mismo se presenta a continuación.
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Cuadro 4.1: Comparación de la velocidad de convergencia entre el método de
Chebyshev y el método de Newton aplicados a una función con ráız múltiple,
f(x) = ex − x− 1.

Iteraciones Cf (x) Nf (x)
0 1.000000 1.000000
1 0.443757 0.581977
2 0.179304 0.319055
3 0.069287 0.167996
4 0.026285 0.086348
5 0.009900 0.043795
6 0.003718 0.022057
7 0.001395 0.011069
8 0.000523 0.005544
9 0.000196 0.002775
10 0.000073 0.001381

Cuadro 4.2: Comparación de la velocidad de convergencia entre el método de
Chebyshev y el método de Newton aplicados a una función con ráıces simples,
f(x) = ex − x− 2.

Iteraciones Cf (x) Iteraciones Nf (x)
0 1.5000000000000000 0 1.5000000000000000
2 1.166875323557297 3 1.2180422919721707
4 1.1462002845589907 6 1.1497723923018075
6 1.1461932206205827 9 1.1462025835399627

Teorema 4.3. Sea f(x) una función de clase C(3)(I) en un intervalo I que con-
tiene la ráız x∗ de f(x). Sea

f ′(x) 6= 0, Lf (x) > −2 y

[(
η

f ′(x)2

)]′′
≥ 0

en I, con η = sgn(f ′(x)). Entonces (4.2), desde cualquier punto de I, converge
monótonamente a la solución x∗

Demostración. La demostración estará limitada al caso en que f ′(x) > 0 en I,
pues para f ′(x) < 0 la demostración es similar.

En primer lugar, partimos de un punto que está a la izquierda de x∗, es decir,
asumiremos que x0 ≤ x∗, para demostrar que la intersección x̂ de la parábola y(x)
con OX estará en [x0, x

∗].
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Por hipótesis sabemos que Lf (x0) > −2, luego

x0 − x̂ = x0 −
(

1 +
1

2
Lf (x0)

)
f(x0)

f ′(x0)
≤ 0⇔ x0 ≤ x̂.

Por tanto, será suficiente que x ≥ x0 para que se cumpla

y(x) =
−1 +

√
1− 4a(bx+ c)

2a
≥ f(x). (4.6)

En ese caso, obtendremos una secuencia monótona creciente, acotada superior-
mente por x∗, luego converge al ĺımite γ ≤ x∗. Por lo tanto, debido a la construcción
del método y la continuidad de f(x) se obtiene la convergencia γ = x∗.

Por otro lado, notemos que (4.6) es equivalente a

−1 +
√

1− 4a(bx+ c)

2a
−
−1 +

√
1− 4a(bx0 + c)

2a
≥ f(x)− f(x0),

es decir ∫ x

x0

−b√
1− 4a(bt+ c)

dt ≥
∫ x

x0

f ′(t)dt. (4.7)

Como f ′(x) > 0, entonces, por hipótesis se cumple que[(
1

f ′(x)

)2
]′′
≥ 0

en I, luego (
1

f ′(x)

)2

es convexa. Por lo tanto (
1

f ′(x)

)2

≥ 1− 4a(bx+ c)

(−b)2
,

porque
1− 4a(bx+ c)

(−b)2

aproxima a (
1

f ′(x)

)2

hasta el segundo orden. Aśı,

−b√
1− 4a(bx+ c)

≥ f ′(x) > 0,
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y en consecuencia la expresión (4.7) se cumple.
Por último, si comenzamos desde cualquier punto ubicado a la derecha de la

ráız, se obtendrá que

−1 +
√

1− 4a(bx+ c)

2a
≤ f(x),

luego la convergencia será monótona por la derecha.

Otro teorema de convergencia global de la autoŕıa de M. Hernández y A. Sala-
nova aparece en [76]. Parte del mismo ha sido tomado para demostrar el siguiente
resultado.

Teorema 4.4. Sea f(x) una función y existe x∗ en [a, b] tal que f(x∗) = 0 y
además se cumple que Lf ′(x) ≤ 3. Si f(x0) > 0, entoces la sucesión {xn} definida
por (4.4) es decreciente y converge a x∗. Además, si f(x0) < 0 y Lf (x0) ≥ −2 en
[a, b], entonces la sucesión {xn} es creciente y convergente a x∗.

Demostración. La demostración estará limitada al caso en que f(x0) > 0, pues
para f(x0) < 0 la demostración es análoga.

Asumamos que x0 ∈ [a, b] tal que f(x0) > 0, probaremos que xn ≥ x∗ para
todo n ∈ N.

Notemos que x0 − x∗ ≥ 0, por hipótesis f(x0) > 0. Además,

x1 − x∗ = Cf (x0)− Cf (x∗) = C ′f (δ0)(x0 − x∗), con δ0 ∈ (x∗, x0),

y Cf (x) definida por (4.4).
Por otro lado, como Lf ′(x) ≤ 3 y

C ′f (x) = Lf (x)2 3− Lf ′(x)

2
, (4.8)

luego C ′f (x) ≥ 0 en [a, b]. Entonces x1 ≥ x∗, y por inducción se sigue que xn ≥ x∗

para todo n ∈ N.
Por otra parte, como f(xn) > 0 para todo n ∈ N, luego

xn − xn−1 = − f(xn−1)

f ′(xn−1)

[
1 +

Lf (xn−1)

2

]
≤ 0⇔ xn−1 ≥ xn,

luego la secuencia {xn} es decreciente y pasando al ĺımite de (4.2), se demuestra
que converge a la única ráız x∗ de f(x) = 0 en [a, b].

Para demostrar la convergencia global del método de Chebyshev, también apli-
caremos las condiciones del teorema que aparece en la referencia [66]. Notemos que
al sustituir el parámetro α por la constante cero, α = 0, obtenemos la función de
iteración del método de Chebyshev. El teorema que sigue, es una adaptación del
teorema anteriormente mencionado.
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Teorema 4.5. Supongamos que f(x) es una función decreciente y convexa en un
intervalo [0, x∗], con f ′′′(x) > 0 en [0, x∗]. En estas condiciones, la sucesión dada
por (4.4), empezando en x0 = 0 es creciente y converge a x∗, solución de f(x) = 0.

Demostración. Primero comprobaremos que

Cf (xn) = xn+1 = xn −
[
1 +

1

2
Lf (xn)

]
f(xn)

f ′(xn)
, (4.9)

es creciente en [0, x∗]. En efecto,

C ′f (xn) = −1
2
f(xn)2f ′′′(xn)

f ′(xn)3
+ 3

2
f(xn)2f ′′(xn)2

f ′(xn)4

= −1
2
f(xn)2f ′′′(xn)

f ′(xn)3
+ 3

2
L2
f (xn).

El primer sumando es positivo ya que f ′′′(xn) ≥ 0 y f ′(xn) < 0 para x ∈ [0, x∗]. El
segundo sumando también es positivo por tener un exponente par. En consecuen-
cia tenemos que C ′f (xn) > 0. Luego Cf (x) es una función creciente en el intervalo
[0, x∗]. De aqúı se sigue que la sucesión {xn}, generada por (4.9), está acotada su-
periormente por x∗. En efecto, x1 = C(x0) = C(0) < C(x∗) = x∗, y por inducción,
se sigue que xn < x∗,∀n ∈ N. Como además

xn+1 − xn = −
[
1 +

1

2
Lf (xn)

]
f(xn)

f ′(xn)
≥ 0.

se tiene que la sucesión {xn} también es creciente, y por tanto convergente.

4.2. Convergencia local del método de Cheby-

shev en espacios de Banach

En primer lugar, presentamos algunos resultados de interés de la teoŕıa de
Kantorovich, que han sido obtenidos para el método de Newton, seguidos de los
resultados relevantes que hemos obtenido para el método de Chebyshev. La gene-
ralización del método de Newton para resolver ecuaciones

F (x) = 0,

donde F es un operador no lineal diferenciable, definido entre dos espacios de
Banach X e Y , se escribe de la forma

xn+1 = xn − [F ′(xn)]−1F (xn), n ≥ 0,

siendo F ′(xn) la derivada de Fréchet del operador F (x) en el punto xn y [F ′(xn)]−1

su operador inverso.
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Sobre el método de Newton se conocen varios resultados basados en la teoŕıa
de Kantorovich, a los cuales incluso se les ha hecho cierta mejoŕıa en las últimas
publicaciones, véase [17], [44], [48] y [61]. El más clásico de los resultados de con-
vergencia local se debe a Rheinboldt (véase [108]), y asegura que si x∗ es un cero
simple de F y se cumple la condición

||F ′(x∗)−1[F ′(x)− F ′(y)]|| ≤ l||x− y||,

para alguna constante l > 0, entonces el método de Newton {xn} empezando en
cualquier x0 de la bola

B

(
x∗,

2

3l

)
,

está bien definido y converge a x∗.
Kantorovich introduce en [79] el conocido ((principio de la mayorante)) para

demostrar nuevamente su teorema clásico, que se basa en el concepto de ((sucesión
mayorizante)). Se dice que una sucesión de números reales {tn} mayoriza a una
sucesión {xn}, definida en un espacio de Banach X, si y sólo si

||xn+1 − xn|| ≤ tn+1 − tn, n ≥ 0.

El interés de las sucesiones mayorizantes reside en el hecho de que su convergencia
asegura la convergencia de la sucesión en el espacio de Banach. En efecto, si {tn}
converge a t∗, entonces existe x∗ ∈ X de manera que la sucesión {xn} converge a
x∗ y se cumple

||x∗ − xn|| ≤ t∗ − tn, n ≥ 0.

4.2.1. Teoŕıa de Kantorovich local para el método de Che-
byshev

Los resultados de teoremas de convergencia local son de considerable importan-
cia no solo porque proporcionen la convergencia, sino, y más importante, porque
caracterizan el comportamiento asintótico de ciertos procesos iterativos en la pro-
ximidad de la solución.

Dedicamos este apartado a la teoŕıa local de Kantorovich aplicada al método
de Chebyshev para resolver la ecuación F (x) = 0, con F : X → Y , donde tanto X
como Y son espacios de Banach.

Teorema 4.6. Suponemos que x∗ es una solución de F (x) = 0, que existe Γ =
F ′(x∗)−1 y que además

||ΓF ′′(x)|| ≤ b, ∀x ∈ B(x∗, R).
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Sea x0 es un punto que cumple

x0 ∈ B
(
x∗,

u∗

b

)
,

u∗

b
< R,

donde u∗ ≈ 0.331241 es la única ráız real de la ecuación

13u3 − 28u2 + 32u− 8 = 0.

Entonces la sucesión de Chebyshev {xn} definida en (4.2) y empezando en x0

converge a x∗.

Demostración. En primer lugar, hacemos el desarrollo en serie de Taylor de F (x),
en torno a x∗, con lo cual obtenemos:

F (x) = F (x∗) + F ′(x∗)(x− x∗) +
∫ x
x∗
F ′′(y)(x− y)dy

= F ′(x∗)(x− x∗) +
∫ 1

0
F ′′(x∗ + t(x− x∗))(x− x∗)2(1− t)dt.

(4.10)

Además

F ′(x) = F ′(x∗) +
∫ x
x∗
F ′′(y)dy

= F ′(x∗) +
∫ 1

0
F ′′(x∗ + t(x− x∗))(x− x∗)(x− x∗)dt.

(4.11)

Entonces, para {xn}, la secuencia de Chebyshev dada por la expresión (4.2) defi-
nimos Γn = F ′(xn)−1.

Supongamos que ‖xk − x∗‖ ≤ ‖xk−1 − x∗‖ para k = 1, . . . , n. Veamos que la
desigualdad se mantiene para k = n+ 1. En efecto, tenemos la siguiente expresión
del error:

xn+1 − x∗ = xn − x∗ −
(
I + 1

2
LF (xn)

)
ΓnF (xn)

= Γn[−F (xn) + F ′(xn)(xn − x∗)− 1
2
F ′′(xn)(ΓnF (xn))2]

= Γn
[
−F ′(x∗)(xn − x∗)−

∫ xn
x∗
F ′′(y)(xn − y)dy + F ′(x∗)(xn − x∗)

+
∫ xn
x∗
F ′′(y)(xn − x∗)dy − 1

2
F ′′(xn)[ΓnF (xn)]2

]
=

[∫ xn
x∗

ΓnF
′′(y)(y − x∗)dy

− 1
2
ΓnF

′′(xn)[ΓnF
′(xn)ΓnF (xn)]2

]
=

[∫ 1

0
ΓnF

′′(x∗ + t(xn − x∗))(xn − x∗)2tdt

− 1
2
ΓnF

′′(xn)[ΓnF
′(x∗)ΓnF (xn)]2

]
.
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Es decir que

||xn+1 − x∗|| ≤
b

2
||ΓnF ′(x∗)||

[
||xn − x∗||2 + ||ΓnF ′(x∗)||2||ΓnF (xn)||2

]
. (4.12)

Y por la ecuación (4.10), obtenemos

||ΓF (xn)|| ≤ ||xn − x∗||+ b||xn − x∗||2
∫ 1

0
(1− t)dt

= ||xn − x∗||+ b
2
||xn − x∗||2

= ||xn − x∗||
(
1 + b

2
||xn − x∗||

)
.

Por otra parte:

I − ΓF ′(xn) = Γ[F ′(x∗)− F ′(xn)] =
∫ x∗
xn

ΓF ′′(x)dx

=
∫ 1

0
ΓF ′′(xn + t(xn − x∗))(x∗ − xn)dt.

De manera que
||I − ΓF ′(xn)|| ≤ b||xn − x∗|| < 1.

Esto es cierto, ya que b||xn − x∗|| < b||x0 − x∗|| < u∗ < 1.
Por el Lema de Banach sobre operadores invertibles (véase [106]), sabemos que

existe [ΓF ′(xn)]−1 = ΓnF
′(x∗) y además

||ΓnF ′(x∗)|| ≤
1

1− b||xn − x∗||
.

Entonces, denotando
un = b||xn − x∗||,

llegamos a ver que

||xn+1 − x∗|| ≤ 1
1−un

[
un
2

+ 1
2
b 1

(1−un)2
||xn − x∗||(1 + b

2
||xn − x∗||)2

]
||xn − x∗||

= 1
1−un

[
un
2

+ un
2(1−un)2

(1 + 1
2
un)2

]
||xn − x∗||.

Ahora falta saber cuándo

un
2(1− un)

[
1 +

(1 + 1
2
un)2

(1− un)2

]
< 1.

Es decir,

un[(1− un)2 +
1+un

2

2
)2]

2(1− un)3
=
un(5u2

n − 4un + 8)

8(1− un)3
< 1.
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Esto es cierto cuando un ≤ u∗ ≈ 0.331241, siendo u∗ la única ráız real del polinomio

13u3 − 28u2 + 32u− 8 < 0.

Como u0 = b||x0 − x∗|| < u∗, por la hipótesis del teorema, hemos completado
el proceso inductivo y tenemos que

||xn+1 − x∗|| ≤ ||xn − x∗||, ∀n ≥ 0.

Además, como la sucesión recurrente

un+1 =
u2
n(5u2

n − 4un + 8)

8(1− un)3

tiende a 0 siempre que u0 < u∗, tenemos que ||xn−x∗|| → 0 cuando n→∞, como
queŕıamos demostrar.

4.2.2. γ-teoŕıa de Smale para el método de Chebyshev

Dedicamos esta sección a estudiar la γ-teoŕıa de Smale para el método de
Chebyshev (4.2), entendiendo dicha teoŕıa como el estudio de la convergencia local
de un proceso iterativo a partir de los datos conocidos del punto x0, para obtener
aproximación a una solución localmente única x∗ de la ecuación no lineal (4.1),
donde F es un operador definido entre dos espacios de Banach X e Y . Seguiremos
las ideas y notaciones introducidas por Shub y Smale en [22] y Dedieu en [43], y
que más adelante ha sido desarrollada por otros autores, para más información al
respecto véase [99], [129] y [130].

Asumimos que existe x∗, una solución de la ecuación (4.1) y que para un cierto
radio, digamos R > 0, el operador F es anaĺıtico en la bola abierta definida como

B(x∗, R) = {x ∈ X; ||x− x∗|| < R}. (4.13)

Consecuentemente, para cada x ∈ B(x∗, R), F puede ser desarrollada en serie de
Taylor en un entorno de x:

F (y) = F (x) +
∑
k≥1

1

k!
F (k)(x)(y − x)k.

Suponemos también que existe el operador

Γ = F ′(x∗)−1.
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Siguiendo a Smale (véase [121]), vamos a introducir la constante γ, definida como

γ = sup
k≥2

(
1

k!
||ΓF (k)(x∗)||

) 1
k−1

, (4.14)

es decir que
1

k!
||ΓF (k)(x∗)|| ≤ γk−1, k ≥ 2.

Esta constante juega un rol principal en el estudio de la convergencia local del
método de Chebyshev definido en (4.2). En efecto, podemos incluso caracterizar
el dominio de accesibilidad a la solución x∗, encontrando un radio R0 > 0 tal que
(4.2) converge a x∗, para cada x0 ∈ B(x∗, R0). En efecto, se tiene que este radio es

R0 =
u∗

γ
.

Presentamos ahora el teorema principal de la γ-teoŕıa de Smale para el método
de Chebyshev, que caracteriza el radio R0 anteriormente citado.

Teorema 4.7. En las condiciones presentadas anteriormente, si x0 es un punto
que cumple

x0 ∈ B (x∗, R0) , R0 =
u∗

γ
< R,

siendo R el radio introducido en (4.13), γ la constante definida en (4.14) y u∗ ≈
0.126511 la menor ráız de la ecuación

−1 + 14u− 63u2 + 132u3 − 124u4 + 52u5 − 8u6 = 0.

Entoces el método de Chebyshev definido en (4.2) y empezando en x0 converge a
x∗.

Demostración. En primer lugar, para cada x0 ∈ B(x∗, R0), denotamos

u0 = γ||x0 − x∗|| y ψ(u0) = 2u2
0 − 4u0 + 1. (4.15)

Entonces

||ΓF ′(x0)− I|| = ||Γ[F ′(x0)− F ′(x∗)]||

≤
∑

k≥1
1
k!
||ΓF (k+1)(x∗)|| ||x0 − x∗||k

≤
∑

k≥1(k + 1)γk||x0 − x∗||k

=
(∑

k≥1 u
k+1
0

)′
=
(

u20
1−u0

)′
= 1

(1−u0)2
− 1 < 1.
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Esta última desigualdad es equivalente a ψ(u0) > 0, donde ψ(u) es el polinomio
definido en (4.15). Esto es cierto ya que

u0 < γR0 = u∗ < 1−
√

2

2
.

Ahora, usando el Lema de Banach sobre operadores invertibles (véase [106]), te-
nemos que

||F ′(x0)−1F ′(x∗)|| ≤ 1

1− (1/(1− u0)2 − 1)
=

(1− u0)2

ψ(u0)
. (4.16)

Notemos que como u0 < 1, entonces

||ΓF (x0)|| ≤
∑

k≥1
1
k!
||ΓF k(x∗)|| ||x0 − x∗||k

≤
∑

k≥1 γ
k−1||x0 − x∗||k

=
(∑

k≥1 u
k−1
0

)
||x0 − x∗||

= 1
1−u0 ||x0 − x∗||.

(4.17)

Por otro lado tenemos

||ΓF ′′(x0)|| ≤
∑

k≥2
k(k−1)
k!
||ΓF k(x∗)|| ||x0 − x∗||k−2

≤
∑

k≥2 k(k − 1)γk−1||x0 − x∗||k−2

= γ
∑

k≥2 k(k − 1)uk−2
0

= γ
∑

k≥0(k + 2)(k + 1)uk0

= γ
[∑

k≥0 u
k+2
0

]′′
= γ

[
u20

1−u0

]′′
= γ

[
2u0−u20
(1−u0)2

]′
= 2γ

(1−u0)3
.

(4.18)

Con estas cuentas hechas, recordemos la expresión del método de Chebyshev
(4.2)

CF (x) = x−
(

1 +
1

2
LF (x)

)
Γ0F (x),
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de donde obtenemos

CF (x0)− x∗ = x0 − x∗ − Γ0F (x0)− 1
2
LF (x0)Γ0F (x0)

= Γ0F
′(x∗) [ΓF ′(x0)(x0 − x∗)− ΓF (x0)

− 1
2
ΓF ′′(x0)(Γ0F (x0))2

]
.

(4.19)

Podemos escribir la expresión entre corchetes anterior como∑
k≥1

1
(k−1)!

ΓF (k)(x∗)(x0 − x∗)k −
∑

k≥1
1
k!

ΓF (k)(x∗)(x0 − x∗)k

− 1
2
ΓF ′′(x0)[Γ0F

′(x∗)ΓF (x0)]2.

Reduciendo esta expresión se tiene∑
k≥2

(k − 1)

k!
ΓF (k)(x∗)(x0 − x∗)k −

1

2
ΓF ′′(x0)[Γ0F

′(x∗)ΓF (x0)]2.

Tomando normas:

||
∑

k≥2
(k−1)
k!

ΓF (k)(x∗)(x0 − x∗)k|| ≤
(∑

k≥2(k − 1)uk−1
0

)
||x0 − x∗||

=
[∑

k≥2 ku
k−1
0 −

∑
k≥2 u

k−1
0

]
||x0 − x∗||

=
([∑

k≥2 u
k
0

]′ − u0
1−u0

)
||x0 − x∗||

=

[(
u20

1−u0

)′
− u0

1−u0

]
||x0 − x∗||

=
(

2u0(1−u0)+u20
(1−u0)2

− u0
1−u0

)
||x0 − x∗||

=
2u0−u20−u0+u20

(1−u0)2
||x0 − x∗||

= u0
(1−u0)2

||x0 − x∗||.

Luego tenemos

||CF (x0)− x∗|| ≤ ||Γ0F
′(x∗)|| ||ΓF ′(x0)(x0 − x∗)− ΓF (x0)

− 1
2
ΓF ′′(x0)(Γ0F (x0))2||

≤ (1−u0)2

ψ(u0)

[
u0

(1−u0)2
+ 1

2
2γ

(1−u0)3
(1−u0)4

ψ(u0)2

1
(1−u0)2

||x0 − x∗||
]
||x0 − x∗||

≤ 1
ψ(u0)

[
u0 + u0(1−u0)

ψ(u0)2

]
||x0 − x∗||

= u0(ψ(u0)2+1−u0)
ψ(u0)3

||x0 − x∗||.
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Como u0 < u∗ ≈ 0.126511, siendo u∗ la menor ráız positiva del polinomio

−1 + 14u− 63u2 + 132u3 − 124u4 + 52u5 − 8u6,

se tiene que
u0[ψ(u0)2 + 1− u0]

ψ(u0)3
< 1.

Por lo tanto

||x1 − x∗|| = ||CF (x0)− x∗|| ≤ ||x0 − x∗||.

Además podemos repetir el mismo argumento con x1, partiendo de x0. Finalmente
llamando

T =
u0[ψ(u0)2 + 1− u0]

ψ(u0)3
,

y por recurrencia sobre k tenemos:

||xk+1 − x∗|| = T ||xk − x∗|| ≤ · · · ≤ T k+1||x0 − x∗||.

Como T < 1, entonces xk converge a x∗. Esto pudo ser demostrado.

4.3. Convergencia semilocal del método de Che-

byshev en espacios de Banach

En la literatura actual del campo de las matemáticas aplicadas, se puede en-
contrar una limitada bibliograf́ıa referente al estudio de la convergencia semilocal
del método de Chebyshev, sin embargo, presentamos a continuación tres maneras
diferentes de abordar tal estudio: la teoŕıa de Kantorovich, a quien se debe la ge-
neralización del método de Newton a espacios de Banach. En segundo lugar, están
las relaciones de recurrencia, que en suma son una extensión de las técnicas que en
su momento aplicara Kantorovich, para estudiar el método de Newton y que mu-
chos otros autores han aportado a su desarrollo, aplicándola a distintos métodos,
en nuestro caso, al método de Chebyshev. Y finalmente tratamos la α-teoŕıa de
Smale. En los tres casos hemos incluido referencias, en las que se pueden ampliar
algunas de las informaciones presentadas.

4.3.1. Teoŕıa de Kantorovich semilocal para el método de
Chebyshev

La contribución más destacada de Kantorovich consiste en apoyarse en técni-
cas de análisis funcional para demostrar resultados de análisis numérico, enfoque
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que permite que numerosos problemas no lineales, tales como la resolución de
ecuaciones integrales, ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales,
o problemas de cálculo variacional, puedan escribirse de la forma (4.1) y utilizar
entonces el método de Newton para su resolución. Nosotros hemos utilizado esta
experiencia para incorporar el método de Chebyshev como herramienta eficiente
de resolución a estos campos. Como resultado de este esfuerzo, hemos publicado
en la revista ((Bulletin of the Australian Mathematical Society)) el art́ıculo ((A note
on the semilocal convergence of Chebyshev’s method)), véase [44]. En este art́ıculo,
los autores1 presentamos el desarrollo de la teoŕıa de Kantorovich para el método
de Chebyshev, similar a la existente para el muy conocido método de Newton, pa-
ra resolver ecuaciones no lineales en espacios de Banach. Nosotros mejoramos los
resultados obtenidos anteriormente, considerando el método de Chebyshev como
un elemento de una familia de procesos iterativos.

Una caracteŕıstica destacable de la teoŕıa de Kantorovich es que no exige a prio-
ri la existencia de soluciones de la ecuación (4.1). Por contra, se exigen condiciones
sobre el punto de partida. Este tipo de estudio de la convergencia se denomina
convergencia semilocal. Aśı, el teorema clásico de Newton-Kantorovich no es sólo
un resultado sobre convergencia del método de Newton, sino también un resultado
sobre existencia de soluciones de la ecuación (4.1).

Por otro lado, Daniel González Sánchez, en su tesis Doctoral (véase [61]), de
reciente defensa y publicación, presenta nuevos resultados que enriquecen la teoŕıa
de Kantorovich, aplicando dicha teoŕıa a la resolución de ecuaciones integrales.
Además, nuevas aplicaciones y usos certifican la vigencia que tiene la teoŕıa de
Kantorovich, véase [78], [79] y [80]. En el marco general de la teoŕıa de Kantorovich
(véase [80]), se demuestra la convergencia semilocal de un método iterativo de
tercer orden de convergencia en espacios de Banach. Siendo un poco pretenciosos,
seguiremos las huellas que marcó Kantorovich en sus trabajos sobre el método de
Newton y daremos el salto para aplicar dicho teorema al método de Chebyshev.
Para nuestro objetivo, asumimos a lo largo de este caṕıtulo que F : X → Y es un
operador definido entre dos espacios de Banach que es dos veces diferenciable con
continuidad en un dominio abierto y conexo Ω ⊆ X. Además suponemos que se
cumplen las siguientes condiciones, que son clásicas en el estudio de la convergencia
semilocal de procesos iterativos de tercer orden bajo condiciones de Kantorovich
(véase por ejemplo: [51], [61], [65], [66], [71], [133] y [135]):

(i) Existe un punto x0 ∈ Ω donde el operador lineal Γ0 = F ′(x0)−1 esta definido.

(ii) ‖Γ0(F ′′(x)− F ′′(y))‖ ≤ k‖x− y‖, x, y ∈ Ω, k > 0.

(iii) ‖Γ0F (x0)‖ ≤ a, ‖Γ0F
′′(x0)‖ ≤ b.

1M. A. Diloné Alvarado, J. M Gutiérrez Jiménez y M. Garćıa Olivo.
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(iv) La ecuación

p(t) =
k

6
t3 +

b

2
t2 − t+ a = 0 (4.20)

tiene como solución una ráız negativa, que denotamos como −r0 con r0 > 0,
y dos ráıces positivas: r1 y r2 (r1 ≤ r2).

(v) S = {x : ‖x− x0‖ ≤ r1} ⊆ Ω.

Nota 4.1. Las condiciones siguientes son equivalentes a las condiciones asumi-
das previamente en (iv). Ambos casos pueden deducirse simplemente asumiendo
p(ρ) ≤ 0, donde ρ es el mı́nimo relativo del polinomio p(t) definido en (4.20).

1. a ≤ b2 + 4k − b
√
b2 + 2k

3k
(
b+
√
b2 + 2k

) .

2. 9k2a2 + 18abk + 6ab3 ≤ 3b2 + 8k.

Lema 4.8. Vamos a definir la secuencia escalar {tn} por

t0 = 0, tn+1 = C(tn) = tn −
(

1 +
1

2
Lp(tn)

)
p(tn)

p′(tn)
, n ≥ 0, (4.21)

donde p(t) es el polinomio definido en (4.20). Entonces {tn} es una secuencia
monótona creciente y convergente a r1, que es el menor cero positivo de p(t).

Demostración. Como p(t0) = a > 0, por hipótesis tenemos que t0 < r1 por el
teorema del Valor Medio

t1 − r1 = H ′(s0)(t0 − r1),

para algún s0 ∈ (t0, r1). Notemos que

C ′(t) =
(3− L′p(t))Lp(t)2

2
,

donde Lp(t) y Lp′(t) se definen, respectivamente, por

Lp(t) =
p(t)p′′(t)

p′(t)2
, Lp′(t) =

p′(t)p′′′(t)

p′′(t)2
.

Ahora, tomemos en cuenta que p(t) es positivo, decreciente y convexo sobre el
intervalo [0, r1] y tenemos H ′(t) ≥ 0 sobre [0, r1]. Por lo tanto t1 ≤ r1.

Por otro lado,

t1 − t0 = − p(t0)

p′(t0)

(
1 +

1

2
Lp(t0)

)
≥ 0.

Entonces se obtiene por inducción matemática que tn ≤ r1 y tn−1 ≥ tn para todo
n ≥ 1, partiendo de este hecho, luego (tn−1, r1) ⊂ (t0, r1).

Por lo tanto la secuencia (4.21) converge a r1.
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Lema 4.9. Sea ρ la única ráız positiva de p′(t) = 0, donde p(t) es el polinomio
definido en (4.20). Bajo las condiciones (i)-(v) previamente definidas, si ‖x −
x0‖ ≤ ρ, entonces existe la inversa F ′(x)−1 y

‖F ′(x)−1F ′(x0)‖ ≤ − 1

p′(‖x− x0‖)
,

‖F ′(x0)−1F ′′(x)‖ ≤ p′′(‖x− x0‖).

Demostración. Note que

p′(t) =
k

2
t2 + bt− 1

tiene dos ráıces reales dadas por

ρ+ =
−b+

√
b2 + 2k

k
, t− =

−b−
√
b2 + 2k

k
.

Entonces, cuando ||x− x0|| < t+ se tiene que

p′(||x− x0||) =
k

2
||x− x0||2 + b||x− x0|| − 1 < 0.

Aśı, bajo las condiciones (ii) y (iii) dadas en (4.20) tenemos

||F ′(x0)−1F ′′(x0)(x− x0) +

∫ 1

0

F ′(x0)−1[F ′′(x0 + t(x− x0))− F ′′(x0)]dt(x− x0)||

≤ b||x− x0||+
k

2
||x− x0||2 < 1.

Considerando el teorema del Valor Medio, se sigue que

F ′(x) = F ′(x0) +

∫ 1

0

F ′′(x0 + t(x− x0))dt(x− x0),

donde

F ′(x0)−1F ′(x) = I +F ′(x0)−1F ′′(x0)(x− x0)

+

∫ 1

0

F ′(x0)−1[F ′′(x0 + t(x− x0))− F ′′(x0)]dt(x− x0).

Entonces, por el Lema de Banach sobre inversión de operadores [106], la inversa
de F ′(x0)−1F ′(x)−1 y es F ′(x)−1F ′(x0) existe. Luego

||F ′(x)−1F ′(x0)|| ≤ 1

1− b||x− x0|| − k
2
||x− x0||2

=
1

p′(t)
,



4.3. CONVERGENCIA SEMILOCAL DEL MÉTODO DE CHEBYSHEV 157

y
||F ′(x0)−1F ′′(x)|| ≤ ||F ′(x0)−1F ′′(x0)||

+ ||F ′(x0)−1[F ′′(x0)− F ′′(x)]||

≤ b+ k||x− x0|| = p′′(||x− x0||),
aśı, el lema queda demostrado.

Lema 4.10. Con la misma notación y las mismas hipótesis anteriores, podemos
escribir F (xn+1) de la siguiente manera:

F (xn+1) = 1
8
F ′′(xn)y2

n + 1
2
F ′′(xn)ΓnF (xn)yn

+
∫ xn+1

xn
[F ′′(x)− F ′′(xn)](xn+1 − x) dx,

donde Γn = F ′(xn)−1 e yn = LF (xn)ΓnF (xn).

Demostración. Por el desarrollo en serie de Taylor, y teniendo en cuenta la función
de iteración (4.2), deducimos

F (xn+1) = F (xn) + F ′(xn)(xn+1 − xn) + 1
2
F ′′(xn)(xn+1 − xn)2

+
∫ xn+1

xn
[F ′′(x)− F ′′(xn)](xn+1 − x) dx

= −1
2
F ′′(xn)ΓnF (xn)ΓnF (xn) + 1

2
F ′′(xn) (ΓnF (xn))2

+1
8
F ′′(xn)y2

n + 1
2
F ′′(xn)ΓnF (xn)yn

+
∫ xn+1

xn
[F ′′(x)− F ′′(xn)](xn+1 − x) dx,

por lo que el resultado se sigue directamente.

Ahora estamos en condiciones de dar el siguiente teorema tipo Kantorovich
para el método de Chebyshev, escrito como lo hemos considerado al inicio de este
caṕıtulo (4.2).

Teorema 4.11. Supongamos que se mantienen las condiciones (i)-(v) introduci-
das al principio de esta sección. Entonces la sucesión {xn} definida por el método
de Chebyshev (4.2) está bien definida, permanece en S = {x : ‖x − x0‖ < r1} y
converge a una solución x∗ de la ecuación (4.1). Además, se satisface la siguiente
estimación del error:

‖x∗ − xn‖ ≤ r1 − tn, (4.22)

donde {tn} es la sucesión definida en (4.21), que en suma no es más que el método
de Chebyshev aplicado al polinomio p(t) definido en (4.20) y r1 es el menor cero
positivo de p(t).
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Demostración. Siguiendo los pasos que se indican en la referencia [135], veamos
que las siguientes condiciones son ciertas para todo entero no negativo n:

1. xn ∈ S = {x : ‖x− x0‖ < r1}.

2. La inversa Γn = F ′(xn)−1 existe.

3. ‖Γ0F (xn)‖ ≤ p(tn).

4. ‖ΓnF ′(x0)‖ ≤ −1
p(tn)

.

5. ‖Γ0F
′′(xn)‖ ≤ p′′(tn).

6. ‖xn+1 − xn‖ ≤ tn+1 − tn.

En primer lugar, notemos que la sexta condición del listado anterior es conse-
cuencia inmediata de las anteriores. Luego, las hipótesis (i)-(v) garantizan que las
condiciones (1–5) son ciertas para n = 0.

Por un proceso inductivo, supongamos ahora que (1–5) se cumplen para n ≤ k,
entonces la condición (6) también se cumple y, por tanto,

‖xk+1 − x0‖ ≤ tk+1 − t0 < r1 ≤ ρ,

donde ρ es la única ráız positiva de p′(t) = 0, introducida en el Lema 4.9.
Consecuentemente xk+1 ∈ S. Del lema 4.9, tenemos que Γk+1 = F ′(xk+1)−1

también existe y las condiciones (4) y (5) se cumplen para n = k + 1.
Ahora, del lema 4.10, tenemos

‖Γ0F (xk+1)‖ ≤ 1
8
‖Γ0F

′′(xk)y
2
k‖+ 1

2
‖Γ0F

′′(xk)ΓkF (xk)yk‖

+
∥∥∥∫ 1

0
Γ0[F ′′(xk + u(xn+1 − xk))− F ′′(xk)](1− u) du(xk+1 − xk)

∥∥∥
≤ 1

8
Lp(tk)

3p(tk) + 1
2
Lp(tk)

2p(tk) + k
6
(tk+1 − tk)3 = p(tk+1).

Por lo tanto, la condición (3) también es verdadera para n = k+ 1. De este modo,
las condiciones (1–5) se cumplen para todo n ≥ 0 y, por tanto, también la condición
(6).

Como {tn} es una sucesión convergente, la condición (6) implica que {xn}
es también convergente. Denotemos como x∗ su ĺımite. Haciendo n → ∞ en la
condición (3) deducimos que F (x∗) = 0 y entonces x∗ es una solución de la ecuación
(4.1). Finalmente, la estimación del error puede deducirse aplicando recursivamente
la condición (6),

‖xn+j − xn‖ ≤ tn+j − tn, j ≥ 1,

y haciendo j →∞. Como queŕıamos demostrar.
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La teoŕıa de Kantorovich [80] puede ser usada, no únicamente para mostrar
la convergencia de un método iterativo, sino además simultáneamente como una
teoŕıa de existencia y unicidad para ecuaciones no lineales. En esta dirección,
podemos establecer el siguiente resultado.

Teorema 4.12. Supongamos que las condiciones (i)–(v) introducidas en la pre-
sente sección son ciertas. Entonces la ecuación (4.1) tiene una solución x∗ que se
encuentra en la bola cerrada B1 = {x ∈ X : ‖x − x0‖ ≤ r1} ⊆ Ω y es única en el
conjunto B2 = {x ∈ X : ‖x− x0‖ < r2} ∩Ω, donde r1 y r2 son las ráıces positivas
del polinomio p(t) definido en (4.20).

Demostración. Partimos del hecho de que x∗ ∈ B1, lo cual se sigue directamente
tomando n = 0 en (4.22). Para mostrar la unicidad, asumimos que existe otra
solución y∗ de la ecuación (4.1) en B(x0, r2). Siguiendo una técnica utilizada por
otros autores, como por ejemplo [15] y [47], tenemos

0 = F (y∗)− F (x∗) =

∫ 1

0

F ′(x∗ + t(y∗ − x∗)) dt(y∗ − x∗).

Si probamos que el operador
∫ 1

0
F ′(x∗ + t(y∗ − x∗)) dt tiene inverso, ya tendremos

que y∗ = x∗.
Notemos que

I − Γ0

∫ 1

0

F ′(x∗ + t(y∗ − x∗)) dt = −Γ0

∫ 1

0

∫ x∗+t(y∗−x∗)

x0

F ′′(z) dz dt

= −Γ0

∫ 1

0

∫ x∗+t(y∗−x∗)

x0

[F ′′(x0) + (F ′′(z)− F ′′(x0))] dz dt.

Entonces,∥∥∥∥I − Γ0

∫ 1

0

F ′(x∗ + t(y∗ − x∗)) dt
∥∥∥∥ < k

6
r2

2 +

(
k

6
r1 +

b

2

)
(r2 + r1) = 1.

Necesitamos probar que

k

6
r2

2 +

(
k

6
r1 +

b

2

)
(r2 + r1) = 1. (4.23)

Para ello, vamos a definir el polinomio

q(r) =
k

6
r2 +

(
k

6
r1 +

b

2

)
r +

(
k

6
r2

1 +
b

2
r1 − 1

)
.
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La condición (4.23) es equivalente a q(r2) = 0. Usando las fórmulas de Cardano,
tenemos

r1 + r2 = r0 −
3b

k
,

y

r1r2 =
6a

kr0

,

donde −r0, r1 y r2 son las ráıces de (4.20). Luego

q(r2) = −p(−r0)

r0

= 0.

Por lo tanto (4.23) se cumple. De manera que la demostración se ha completado.

Los siguientes resultados nos permiten obtener estimaciones a priori para los
términos del error (4.22) en función de las ráıces del polinomio p(t) definido
en (4.20). Consideramos en primer lugar el caso de que en la función mayori-
zante definida en (4.20) se tenga k = 0, es decir, que el operador F sea cuadrático.
En este caso, el polinomio p es de la forma

p(t) =
b

2
t2 − t+ a = 0,

con h = ab ≤ 1
2
. Entonces p(t) tiene dos ráıces positivas, digamos r1 ≤ r2, con

r1 =
1−
√

1− 2h

b
y r2 =

1 +
√

1− 2h

b
.

Presentamos entonces el siguiente resultado.

Lema 4.13. Sea {tn} la sucesión de Chebyshev aplicada al polinomio p(t). Si

0 < h < −8 + 6
√

2 ≈ 0.485281,

se tienen las siguientes acotaciones del error2

(r2 − r1)

(
r1

r2

)3n

1−
(
r1

r2

)3n ≤ r1 − tn ≤
(r2 − r1)

(√
2
r1

r2

)3n

√
2−

(√
2
r1

r2

)3n .

Si h = ab = 1/2, entonces

r1 − tn =

(
3

8

)n
r1.

2La cota inferior es válida para 0 < h < 1/2.
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Demostración. Introducimos las siguientes notaciones: an = r1 − tn, bn = r2 − tn.
Entonces,

an+1 = a3
n

an + 2bn
(an + bn)3

, bn+1 = b3
n

2an + bn
(an + bn)3

.

Por tanto,

an+1

bn+1

=

(
an
bn

)3
an + 2bn
2an + bn

.

Llamando Θn = an/bn se tiene

Θn+1 = Θ3
n

Θn + 2

2Θn + 1
.

Como resulta que 0 < Θn < 1 y x+2
2x+1

es decreciente como función de x, se tiene
que

Θ3
n ≤ Θn+1 ≤ 2Θ3

n.

Por lo tanto

Θn+1 ≤ 2Θ3
n ≤ 21+3Θ32

n−1 ≤ 21+3+32Θ33

n−2 ≤ · · · ≤ 21+3+32+···+3nΘ3n+1

0

= 2
3n+1−1

2 Θ3n+1

0

= 1√
2
(
√

2Θ0)3n+1
.

Si
√

2Θn < 1, es decir, si h < −8 + 6
√

2 ≈ 0.485281, entonces

Θn <
1√
2

(
√

2Θ0)3n .

Esto implica

r1 − tn <
1√
2

(
√

2Θ0)3n(r2 − tn) =
1√
2

(
√

2Θ0)3n(r2 − r1 + r1 − tn).

Con lo cual, obtenemos la cota superior del error que aparece en el enunciado.
Por otra parte

Θn ≥ Θ3n

0 .

Luego
r1 − tn ≥ Θ3n

0 (r2 − r1 + r1 − tn),

r1 − tn ≥
(r2−r1)(

r1
r2

)3
n

1−(
r1
r2

)3n
,

con lo que se deduce la cota inferior del error que aparece en el enunciado.
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Por último, analizamos el caso particular h = 1
2
. En este caso r1 = r2. Con la

notación anterior,

an+1 =
3an
8
,

y por tanto

r1 − tn =

(
3

8

)n
r1,

lo cual completa la demostración.

Ahora centramos nuestro estudio en obtener la expresión del error para la
secuencia de Chebyshev (4.2), cuando p es un polinomio cúbico [96].

El resultado anterior de la secuencia de Chebyshev para polinomios cuadráticos,
pudo llevarse a cabo seguiendo el método aplicado por Ostrowski, sin embargo en
el lema siguiente, establecemos la estimación del error del caso cúbico, utilizando
un nuevo procedimiento (véase [48] o [65]), debido a la dificultad que presenta, con
respecto a la técnica seguida. Usaremos la siguiente notación

tn ∼ sn ⇐⇒ ĺım
n→∞

tn
sn

= 1.

Lema 4.14. Sea p el polinomio dado por

p(t) =
k

6
t3 +

b

2
t2 − t+ a = 0, k > 0.

Asumimos que p tiene dos ráıces positivas, digamos r1 ≤ r2, y una negativa −r0.
Sea {tn} la sucesión de Chebyshev aplicadada al polinomio anterior. Entonces si
r1 < r2,

r1 − tn ∼
(r2 − r1)θ3n

√
λ− θ3n

, n ≥ 0,

donde θ =
√
λ r1
r2

y

λ =
(r2 − r1)(r0 − r1) + 2(r0 − 2r1 − r2)2

(r0 − r1)2
< 1.

Si r1 = r2, tenemos

r1 − tn ∼ r1

(
3

8

)n
.

Demostración. El polinomio definido antes puede ser escrito en la forma

p(t) =
k

6
(r1 − tn)(r2 − tn)(r0 + tn).
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Ahora escribimos an = r1 − tn, bn = r2 − tn y

T (tn) =
b3
nan+1

a3
nbn+1

=
(r1 − Cp(tn))(r2 − tn)3

(r2 − Cp(tn))(r1 − tn)3
,

donde Cp(tn) es la función de iteración del método de Chebyshev aplicado a p(t).
Como Cp(r1) = r1, C ′p(r1) = C ′′p (r1) = 0, tenemos para t suficientemente

próximo a r1

T (t) ∼ (r2 − r1)2 ĺımt→r1
r1−Cp(t)

(r1−t)3

=
C′′′p (r1)

6
(r2 − r1)2

= 3p′′(r1)2−p′′′(r1)p′(r1)
6p′(r1)2

(r2 − r1)2

= (r2−r1)(r0+r1)+2(r0+2r1−r2)2

(r0+r1)2

= λ.

(4.24)

Ya que tn → r1, cuando n→∞, obtenemos

an
bn
∼
(
an−1

bn−1

)3

λ ∼ · · · ∼
(√

λ
r1

r2

)3n
1√
λ
,

y ya tenemos la primera parte.
Si r1 = r2, sea

T̃ (tn) =
an+1

an
=
r1 − Cp(tn)

r1 − tn
.

Notemos que para t suficientemente próximo a r1

T̃ (t) ∼ T̃ (r1) =
3

8
.

Por recurrencia, la segunda parte de esta demostración es inmediata.

4.3.2. Relaciones de recurrencia para el método de Cheby-
shev

Hasta ahora, las condiciones necesarias para la convergencia del método de
Chebyshev (4.2) han sido establecidas en la sección anterior, asumiendo que la
segunda derivada Fréchet de F satisface la condición de Lipschitz siguiente

‖Γ0[F ′′(x)− F ′′(y)]‖ ≤ k‖x− y‖, (4.25)

para x e y en una región adecuada de X y otras condiciones sobre el punto de
partida x0. A partir de estas condiciones, se construye una función mayorizante
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(un polinomio) que regula la convergencia de la sucesión definida en espacios de
Banach. La técnica desarrollada es una extensión de la seguida por Kantorovich y
otros autores (véase [80] o [106]), para estudiar el método de Newton.

Otra técnica empleada habitualmente para el estudio de la convergencia se-
milocal de procesos iterativos, son las conocidas como relaciones de recurrencia.
Desde el punto de vista histórico, las relaciones de recurrencia fueron empleadas
por el propio Kantorovich, antes incluso que introducir las funciones mayorizantes,
véase [48] y [49]. En el caso del método de Chebyshev, encontramos la aplicación
de las relaciones de recurrencia en trabajos de Chen y Argyros, [15], Candela y
Marquina, [28] y, sobre todo, Hernández y colaboradores, véase [50], [73] y [76].

Precisamente, de un trabajo de este último grupo, espećıficamente en [67], es
de donde hemos tomado el siguiente resultado.

Teorema 4.15. Sea F (x) = 0 una ecuación, donde F es un operador continuo
dos veces diferenciable Fréchet en un dominio convexo abierto Ω ⊆ X. Sea x0 ∈ Ω
un punto donde el operador Γ0 = F ′(x0)−1 existe. Definimos

M0 = sup
x∈Ω
‖Γ0F

′′(x)‖, α0 = ‖Γ0F (x0)‖M0,

cuando este supremo es finito, y

r0 =

(
1 + α0

2

)
‖Γ0F (x0)‖

1− α0

(
1 +

(
1 + α0

2

)2
) .

Supongamos que
α0 ≤ r ≈ 0.326664 . . . , (4.26)

donde r es la menor ráız positiva del polinomio 2x4 +7x3−4x2−24x+8, y además

B(x0, r0) = {x ∈ X; ‖x− x0‖ ≤ r0} ,

está contenido en Ω. Entonces, la sucesión de Chebyshev (4.2) está bien definida,
contenida en B(x0, r0) y converge a x∗, una solución de F (x) = 0. Además, x∗ es
la única solución en B(x0, 2/M0 − r0).

Demostración. Para n ≥ 0, definamos

Mn = sup
x∈Ω
‖ΓnF ′′(x)‖, αn = ‖ΓnF (xn)‖Mn, βn =

(
1 +

αn
2

)
αn.

Las hipótesis del teorema garantizan la existencia de x1 y

‖x1 − x0‖ ≤
(

1 +
α0

2

)
‖Γ0F (x0)‖.
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Además puede demostrarse sin dificultad que Γ0F
′(x0) existe y

‖Γ0F
′(x0)‖ ≤ 1

1− β0

< 2.

Luego x2 está definida y, teniendo en cuenta la hipótesis anterior y por el hecho
de que

‖Γ0F (x1)‖ ≤ α0

2

(
1 +

(
1 +

α0

2

)2
)
‖Γ0F (x0)‖,

obtenemos que

‖x2 − x1‖ ≤
(

1 +
α1

2

)
‖Γ0F (x1)‖.

Finalmente, α1 ≤ α0. En efecto, por (4.26) y por las relaciones de recurrencia,

α1 = ‖Γ0F (x1)‖M1 ≤
α2

0 + β2
0

2(1− β0)2
≤ α0.

Siguiendo un razonamiento inductivo podemos reemplazar x1 por x2, x2 por x3

y, en general, xn−1 por xn para obtener la existencia de ΓnF
′(xn−1) y las siguientes

relaciones de recurrencia:

‖ΓnF ′(xn−1)‖ ≤ 1

1− βn−1

≤ · · · ≤ 1

1− β0

< 2,

‖Γn−1F (xn)‖ ≤ αn−1

2

(
1 +

(
1 +

αn−1

2

)2
)
‖Γn−1F (xn−1)‖,

‖xn+1 − xn‖ ≤
(

1 +
αn
2

)
‖ΓnF (xn)‖,

αn ≤ αn−1.

En consecuencia,

‖xn+1 − xn‖ ≤
(

1 +
αn
2

)
‖ΓnF (xn)‖

≤
(

1 +
α0

2

)
αn−1

(
1 +

(
1 +

αn−1

2

)2
)
‖Γn−1F (xn−1)‖

≤ · · · ≤
(

1 +
α0

2

)
‖Γ0F (x0)‖

[
α0

(
1 +

(
1 +

α0

2

)2
)]n

.

Como

α0

(
1 +

(
1 +

α0

2

)2
)
< 1,
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entonces {xn} es una sucesión de Cauchy y además converge a

x∗ ∈ B(x0, r0).

Para demostrar que F (x∗) = 0, note que cuando n→∞ se tiene

‖Γn−1F (xn)‖ → 0.

Como ocurre que
‖F (xn)‖ ≤ ‖F ′(xn−1)‖‖Γn−1F (xn)‖

y además {‖F ′(xn)‖} es una sucesión acotada, deducimos

‖F (xn)‖ → 0,

y por continuidad, F (x∗) = 0.
Ahora, para mostrar la unicidad, suponemos que y∗ ∈ B(x0, 2/M0− r0) es otra

solución de F (x) = 0. Luego

0 = F (y∗)− F (x∗) =

∫ 1

0

F ′(x∗ + t(y∗ − x∗)) dt(y∗ − x∗).

tenemos que demostrar que el operador

∫ 1

0

F ′(x∗ + t(y∗ − x∗)) dt tiene inversa

y entonces y∗ = x∗. Esta misma demostración se encuentra en [15], donde I. K.
Argyros y D. Chen demuestran que la inversa del operador existe y que además
x∗ es única.

A continuación presentamos un ejemplo donde las condiciones del teorema 4.15
son satisfechas y sin embargo las hipótesis (2) y (3) fallan.

Ejemplo 4.3. Consideremos la función

f(x) = x3 lnx2 + x2 − 10x+ 2.5, f(0) = 2.5

definida en X = [−1, 1] y sea x0 = 0. Notemos que f ′′(x) = 6x log x2 + 10x+ 2 no
satisface la condición de Lipschitz en X, ya que si

f ′′(x)− f ′′(y)

x− y
estuviese acotada, también lo estaŕıa f ′′′(x) = 22 + 6 log x2, lo cual no es cierto.
Por lo tanto, el teorema de Kantorovich no se puede aplicar. Sin embargo,∣∣∣∣ f(0)

f ′(0)

∣∣∣∣ = 0.25, sup
x∈X

∣∣∣∣f ′′(x)

f ′(0)

∣∣∣∣ = 1.2,

α0 = 0.3 < r ≈ 0.326664 se puede aplicar el Teorema 4.15. Por otra parte, las
derivadas f (k)(x) no están definidas en x0 para k ≥ 3, por lo que las condiciones
de tipo Smale que se introducen en la siguiente sección tampoco pueden aplicarse
en este ejemplo.
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4.3.3. α-teoŕıa de Smale para el método de Chebyshev

En esta sección presentamos el estudio de la α-teoŕıa de Smale, aplicada al
método de Chebyshev. De inmediato, consideramos importante dejar en claro cier-
tas precisiones conceptuales. La idea principal de esta teoŕıa consiste en obtener
información acerca de la convergencia de (4.2) para resolver F (x) = 0, haciendo
uso de la información que se tiene sobre el entorno de x0.

Consideremos F : X → Y , un operador definido entre dos espacios de Banach
X e Y y asumimos que F es anaĺıtica en el entorno del punto de partida x0,
digamos B(x0, R). Supongamos además que existe Γ0 = F ′(x0)−1.

Ahora vamos a introducir la notación siguiente:

‖Γ0F (x0)‖ ≤ β, sup
k≥2

(
1

k!
‖Γ0F

(k)(x0)‖
) 1

k−1

≤ γ, α = βγ. (4.27)

En el año 1986 Smale obtiene un resultado que garantiza la convergencia del
método de Newton para funciones anaĺıticas [121], estableciendo como constante
universal la cota

α ≤ α0,

con α0 ≈ 0.130707, en lugar de las condiciones que establece Katorovich en su
teorema para el método de Newton [78]. Tres años más tarde, Wang y Han [130]
consiguen el valor optimo de α, dado por

α ≤ 3− 2
√

2 ≈ 0.17157.

Recientemente Yakoubsohn [132] ha propuesto α ≤ α1 con α ≈ 0.162435 ráız
del polinomio 4x3 − 12x2 + 8x − 1. Además de otros aportes, como los de Wang-
Zhao en [129], los cuales consideran una sucesión de constantes γk, en vez de la
constante γ introducida en (4.27). Como puede observarse, es una ĺınea productiva
de investigaciones abiertas.

Para nuestros fines, vamos a considerar la notación de los teoremas de Sma-
le, para la convergencia de procesos iterativos. Notemos que (4.27) implica las
siguientes desigualdades:

1

k!
‖Γ0F

(k)(x0)‖ ≤ γk−1, k ≥ 2. (4.28)

Es importante tomar en cuenta que la constante γ es diferente para los distintos
procesos iterativos [132], [134]. Nuestro objetivo es demostrar la convergencia de
(4.2) asumiendo condiciones puntuales (4.27).

La convergencia del método de Chebyshev en espacios de Banach se deduce de
la convergencia del método de Chebyshev aplicado a la siguiente función escalar

φ(t) = β − t+
∑
k≥2

γk−1tk. (4.29)
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r1

r2

φ(t)

Figura 4.1: Gráfica de la función φ(t) = β − t+
γt2

1− γt
definida en (4.30).

Notemos que la serie definida en (4.29) es convergente cuando γt < 1. En este
caso, la serie se puede escribir

φ(t) = β − t+
γt2

1− γt
. (4.30)

En primer lugar, presentamos un lema técnico sobre la convergencia del método
de Chebyshev aplicado a la función φ(t) definida en (4.30).

Lema 4.16. Si α ≤ 3 − 2
√

2, la función φ(t) = 0 definida en (4.30) tiene dos
ráıces reales 2

r1 =
1 + α−

√
(1 + α)2 − 8α

4γ
y r2 =

1 + α +
√

(1 + α)2 − 8α

4γ
. (4.31)

Además, la sucesión t0 = 0

tn+1 = tn −
(

1 +
1

2
Lφ(tn)

)
φ(tn)

φ′(tn)
, n ≥ 0

(4.32)

definida por el método de Chebyshev aplicado a φ(t) = 0 converge a r1.

Demostración. Observe que φ(t) = 0⇔ β− (1 +α)t+ 2γt2 = 0. Aśı que, para que
existan ráıces reales, se debe cumplir que

(1 + α)2 ≥ 8α⇐⇒ 1− 6α + α2 ≥ 0.

Esto es cierto si α ≤ 3 − 2
√

2, lo que justifica la condición obtenida para el
parámetro α.
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Se tiene que φ(t) es una función decreciente, convexa y positiva en (0, r1) (véase
la figura 4.1). Además

φ′(t) = −1 +
γt(2− γt)
(1− γt)2

, φ′′(t) =
2γ

(1− γt)3
, φ′′′(t)

6γ2

(γt− 1)4
.

Teniendo en cuenta el teorema 4.5, se sigue que {tn} es creciente y acotada
superiormente por r1.

A continuación presentamos un resultado que usa la α-teoŕıa de Smale para
probar la convergencia semivocal del método de Chebyshev en espacios de Banach.

Teorema 4.17. Sea F un operator anaĺıtico definido en la bola B(x0, R) para un
cierto radio R > 0. Con las notaciones introducidas en (4.27), si α ≤ 3 − 2

√
2 y

r1 ≤ R, entonces la sucesión {tn} definida en (4.32) es una sucesión mayorizante
para {xn}, obtenida por el método de Chebyshev (4.2) aplicado al operador F
definido en (4.1).

Demostración. El procedimiento habitual en este tipo de resultados consiste en
probar por inducción las siguientes condiciones:

i. ‖Γ0F (xn)‖ ≤ − φ(tn)

φ′(t0)
.

ii. Existe Γn+1 = F ′(xn+1)−1 y ‖Γn+1F
′(x0)‖ ≤ φ′(t0)

φ′(tn+1)
.

iii.
1

k!
‖Γ0F

(k)(xn)‖ ≤ − 1

k!

φ(k)(tn)

φ′(t0)
, k ≥ 2.

iv. ‖xn+1 − xn‖ ≤ tn+1 − tn.

Teorema 4.18. Bajo las condiciones del teorema 4.17, se tiene que la ecuación
F (x) = 0 tiene una solución x∗ que está localizada en la bola cerrada B̄(x0, r1)
y que es única en B(x0, r2), donde r1 y r2 se han definido en (4.31). Además, el
método de Chebyshev aplicado al operador F definido en (4.1) y empezando en x0,
converge a x∗.

Demostración. Tenemos que {tn} mayoriza a {xn}, tn → r1, además X es un
espacio de Banach, de aqúı se deduce la existencia de x∗ tal que (xn)→ x∗. Además,
por la continuidad de F y tomando ĺımites en la condición i. de la demostración
del Teorema 4.17:

‖Γ0F (x∗)‖ = ĺım
n→∞
‖Γ0F (xn)‖ ≤ − ĺım

n→∞

φ(tn)

φ′(t0)
= 0,
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aśı que F (x∗) = 0 y x∗ es una solución de F (x) = 0 que está localizada en la bola
cerrada B̄(x0, r1).

Para obtener la región de unicidad, supongamos que x̂ es otra solución en la
bola abierta B(x0, r2). Entonces

0 = Γ0 [F (x̂)− F (x∗)] = M(x̂− x∗), (4.33)

donde M : X → X denota a un operador lineal definido por

M(x) =

∫ 1

0

Γ0F
′(x∗ + t(x̂− x∗))x dt, x ∈ X.

Como ‖x̂− x0‖ < r2 y ‖x∗ − x0‖ ≤ r1 se tiene que

‖I −M‖ ≤
∥∥∥∥∫ 1

0

Γ0[F ′(x∗ + t(x̂− x∗))− F ′(x0)] dt

∥∥∥∥
≤
∫ 1

0

b‖x∗ + t(x̂− x∗)− x0‖ dt ≤
∫ 1

0

b ((1− t)‖x∗ − x0‖+ t‖x̂− x0‖) dt

<
b

2
(r1 + r2) = 1.

Por el lema de Banach, se sabe que M tiene inverso y, teniendo en cuenta (4.33),
se concluye que x̂ = x∗. En definitiva, x∗ es la única solución de F (x) = 0 en la
bola B(x0, r2).

Los siguientes resultados están encaminados a obtener estimaciones del error
para la sucesión definida en (4.32). En concreto, estudiamos las cotas del error
del método de Chebyshev, aplicando la α-teoŕıa de Smale, y siguiendo la técnica
implementada por Ostrowski [96] y [134]. El primer autor consiguió calcular el error
del método de Newton, mientras que el segundo calculó el error para el método de
Halley.

Para simplificar los cálculos y, siguiendo la idea y notación desarrollada en [134]
hacemos el siguiente cambio de variable

τ = γt, g(τ) = γφ(t) = α− τ +
τ 2

1− τ
.

Sea {τn} la secuencia de Chebyshev para resolver g(τ) = 0, con τ0 = 0:

τn+1 = τn − (1 + Lg(τn))
g(τn)

g′(τn)
. (4.34)

Notemos que para todo n ≥ 0, g(τn) = γφ(tn), g′(τn) = φ′(tn) y g′′(τn) =
1
γ
φ′′(tn). Por lo tanto, Lg(τn) = Lφ(tn) y τn = γtn.



4.3. CONVERGENCIA SEMILOCAL DEL MÉTODO DE CHEBYSHEV 171

Lema 4.19. Sea {τn} la sucesión definida en (4.34) para 0 < α ≤ 3 − 2
√

2. De-
notamos τ ∗ = γr1 τ

∗∗ = γr2 a las ráıces de g(τ). Entonces se tienen las siguientes
acotaciones del error.

Si α < 0.169364, entonces3

(τ ∗∗ − τ ∗) (
√
Lτ ∗/τ ∗∗)3n

√
L− (

√
Lτ ∗/τ ∗∗)3n

≤ τ ∗ − τn ≤ (τ ∗∗ − τ ∗) (
√
Mτ ∗/τ ∗∗)3n

√
M − (

√
Mτ ∗/τ ∗∗)3n

donde

L =

(
1− τ ∗∗

1− τ ∗

)
(1− τ ∗)(1− τ ∗∗)2 − 1

(1− τ ∗)2(1− τ ∗∗)− 1

y

M =

(
1− τ ∗∗

1− τ ∗

)(
1 +

1− τ ∗∗

1− τ ∗

)
.

Si α = 3− 2
√

2, entonces

(8
√

2− 11)nτ ∗ ≤ τ ∗ − τn ≤
3n

8n
τ ∗.

Demostración. Definimos

an = τ ∗ − τn, bn = τ ∗∗ − τn y cn = 1− τn.

Entonces
g(τ) = 2(τ∗−τ)(τ∗∗−τ)

1−τ ,

g(τn) = 2anbn
cn

,

g′(τn) = 2
c2n

[−cn(2an + bn) + anbn],

g′′(τn) = 2
(

2c2n+2[−cn(an+bn)+anbn]
c3n

)
.

Partiendo de las derivadas sucesivas g′(τ), g′′(τ), además de las respectivas
sustituciones de los valores an y bn, obtenemos

an+1 =
a3
n(bn − cn)(anb

2
n − 2anbncn − b2

nc+ anc
2
n + 2bnc

2
n)

(anbn − ancn − bncn)3
,

bn+1 =
b3
n(an − cn)(a2

nbn − 2anbncn − a2
nc+ bnc

2
n + 2bncn)

(anbn − ancn − bncn)3
.

3La cota inferior del error es cierta para α < 3− 2
√

2.
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Entonces,

an+1

bn+1

=

(
an
bn

)3(
bn − cn
an − cn

)
anb

2
n − 2anbncn − b2

nc+ anc
2
n + 2bnc

2
n

a2
nbn − 2anbncn − a2

nc+ bnc2
n + 2bncn

.

Denotando Θn = an
bn

, y deshaciendo los cambios, respecto a τn, τ ∗ y τ ∗∗, tenemos

Θn+1 = Θ3
n

(
1− τ ∗∗

1− τ ∗

)
(τn − 1)3 + (1− τ ∗)(1− τ ∗∗)2

(τn − 1)3 + (1− τ ∗∗)(1− τ ∗)2
. (4.35)

Notemos que la expresión

Θn+1 = Θ3
n

(
1− τ ∗∗

1− τ ∗

)
,

es la misma obtenida para el error del método de Halley en [134]. En nuestro caso,
denotamos el factor restante como

H(τn) =
(τn − 1)3 + (1− τ ∗)(1− τ ∗∗)2

(τn − 1)3 + (1− τ ∗∗)(1− τ ∗)2
,

luego

H ′(τn) =
3(τn − 1)2(τ ∗∗ − τ ∗)(1− τ ∗)(1− τ ∗∗)

[(τn − 1)3 + (1− τ ∗∗)(1− τ ∗)]2
.

Notemos que

τ ∗ ≤ τ ∗∗ ≤ 1

2
< 1, ∀α ∈

[
0, 3− 2

√
2
]
.

Por tanto H ′(τn) > 0 y H(τn) es creciente para τ ∈ (0, τ ∗), es decir que en definitiva

H(0) =
(1− τ ∗)(1− τ ∗∗)2 − 1

(1− τ ∗)2(1− τ ∗∗)− 1
< H(τn) < H(τ ∗) =

1− τ ∗ + 1− τ ∗∗

1− τ ∗
.

Con este resultado, volvamos sobre la expresión (4.35), ahora podemos escribir la
secuencia

Θ3
n

(
1− τ ∗∗

1− τ ∗

)
(1− τ ∗)(1− τ ∗∗)2 − 1

(1− τ ∗)2(1− τ ∗∗)− 1)
≤ Θn+1 ≤ Θ3

n

(
1− τ ∗∗

1− τ ∗

)(
1 +

1− τ ∗∗

1− τ ∗

)
.

Para simplificar la escritura, y teniendo en cuenta los valores L y M introducidos
en el enunciado,

LΘ3
n ≤ Θn+1 ≤MΘ3

n.

Entonces
Θn+1 ≤MΘ3

n ≤M(MΘ3
n−1)3 = M1+3Θ32

n−1 ≤ . . .

≤M1+3+···+3nΘ3n+1

0

= M
3n+1−1

2 Θ3n+1

0

= 1√
M

(√
MΘ0

)3n+1

.
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Figura 4.2: Gráficas de
√
MΘ0 y

√
LΘ0 correspondientes aM y L, respectivamente,

definidos en el Teorema 4.19.

Es decir,

Θn ≤
1√
M

(√
MΘ0

)3n

.

De aqúı se deduce que

τ ∗ − τn ≤
1√
M

(√
MΘ0

)3n

(τ ∗∗ − τn),

de donde se sigue la cota superior del enunciado.

La cota inferior se obtiene sin más que tener en cuenta

Θn ≥
1√
L

(√
LΘ0

)3n

.

Como observación importante, nótese que para poder obtener la cota superior es
necesario exigir que

√
MΘ0 =

√
Θ3

0

(
1− τ ∗∗
1− τ ∗

)(
1 +

1− τ ∗∗
1− τ ∗

)
τ ∗

τ ∗∗
< 1,

lo cual no es siempre cierto para α < 3 − 2
√

2. En este caso, es necesario exigir
una limitación ligeramente más fuerte para el parámetro α, donde

α ≤ 0.169364 < 3− 2
√

2 ≈ 0.17157,

véase la Figura 4.2.
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Por último, si α = 3 − 2
√

2, se tiene que g(τ) tiene una única ráız real de multi-
plicidad 2

τ ∗ = τ ∗∗ =
1

2

(
2−
√

2
)
.

Con la notación anterior, se tiene que

an+1 = an
(an − cn)(a2

n − 3ancn + 3c2
n)

(an − 2cn)3
.

Notemos que

8
√

2−11 ≤ (an − cn)(a2
n − 3ancn + 3c2

n)

(an − 2cn)3
=

2
(
2
√

2t2 − 4
√

2t− 2t+ 3
√

2 + 2
)(

−2t+
√

2 + 2
)3 ≤ 3

8
,

y aśı, la segunda parte del resultado se sigue inmediatamente.

En el resultado anterior ha sido necesario exigir que

α ≤ 0.169364 < 3− 2
√

2 ≈ 0.17157

para poder asegurar la convergencia cúbica del método de Chebyshev. Queda pen-
diente de estudio lo que ocurre para

0.169364 < α ≤ 3− 2
√

2 ≈ 0.17157.

4.4. Aplicaciones

A continuación presentamos unos resultados teóricos referentes a los operadores
lineales, que nos han sido de mucha utilidad para poder realizar el segundo de los
ejemplos que siguen en este apartado.

Si F : X → Y es un operador dos veces diferenciable en un punto x0 ∈ X,
entonces F ′′(x0) ∈ B(X2, Y ), donde B(X2, Y ) es el conjunto de los operadores
bilineales acotados de X2 = X ×X en Y , con la norma

‖B‖ = sup
‖x1‖,‖x2‖≤1

‖B(x1, x2)‖, B ∈ B(X2, Y ).

Es conocido, [30], que existe una isometŕıa entre el espacio B(X2, Y ) y L
(
X,L(X, Y )

)
.

A partir de ahora, y teniendo en cuenta esta isometŕıa, identificaremos los elemen-
tos de ambos espacios. También se sabe (véase [106]), que F ′′(x0) es un operador
bilineal simétrico, es decir,

F ′′(x0)x1x2 = F ′′(x0)x2x1 para todo x1, x2 ∈ X.
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Para un operador bilineal de R2 × R2 en R2 empleamos la notación dada por
una matriz de bloques [12]

B =


b11

1 b12
1

b21
1 b22

1

b11
2 b12

2

b21
2 b22

2

 . (4.36)

Entonces, si x = (x1, x2), y = (y1, y2), se tiene que

B(x, y) =
(
x1, x2

)
b11

1 b12
1

b21
1 b22

1

b11
2 b12

2

b21
2 b22

2

( y1

y2

)

=

(
b11

1 x1 + b21
1 x2 b12

1 x1 + b22
1 x2

b11
2 x1 + b21

2 x2 b12
2 x1 + b22

2 x2

)(
y1

y2

)
=

(
b11

1 x1y1 + b21
1 x2y1 + b12

1 x1y2 + b22
1 x2y2

b11
2 x1y1 + b21

2 x2y1 + b12
2 x1y2 + b22

2 x2y2

)
.

En R2 consideramos la norma del máximo

‖(x1, x2)‖ = máx
{
|x1|, |x2|

}
,

y en L(R2,R2) la norma dada por

‖L‖ = máx
{
|a11|+ |a12|, |a21|+ |a22|

}
,

con

L =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

Entonces se comprueba fácilmente [107] que la norma del operador bilineal B
definido por (4.36) viene dada por

‖B‖ = sup
‖x‖=1

máx
i

2∑
j=1

∣∣∣∣∣
2∑

k=1

bjki xk

∣∣∣∣∣ .
Además se tiene la siguiente estimación de la norma anterior

‖B‖ ≤ máx
{
|b11

1 |+ |b12
1 |+ |b21

1 |+ |b22
1 |, |b11

2 |+ |b12
2 |+ |b21

2 |+ |b22
2 |
}
.

El resultado de componer una aplicación bilineal B y una lineal L es una
aplicación bilineal LB. Con la notación anterior, tenemos que la matriz asociada
a LB es

LB =


a11b

11
1 + a12b

11
2 a11b

12
1 + a12b

12
2

a11b
21
1 + a12b

21
2 a11b

22
1 + a12b

22
2

a21b
11
1 + a22b

11
2 a21b

12
1 + a22b

12
2

a21b
21
1 + a22b

21
2 a21b

22
1 + a22b

22
2

 .
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Si F es un operador de R2 en R2 que a un par (x, y) ∈ R2 le hace corresponder
(f(x, y), g(x, y)) ∈ R2, tenemos que la derivada segunda de F en un punto (x0, y0)
es el operador de R2 × R2 en R2 dado por la matriz de la forma (4.36)

fxx fxy
fyx fyy
gxx gxy
gyx gyy

 ,

donde las derivadas parciales anteriores están evaluadas en el punto (x0, y0).
En este punto, estamos en condiciones de mostrar varios ejemplos en los que

aplicamos los resultados que hemos presentado en el desarrollo del presente caṕıtu-
lo.

Ejemplo 4.4. Consideremos la ecuación p(t) = 0 con

p(t) = t2 − 30t+ 200 = (t− 10)(t− 20). (4.37)

Denotamos {tn} la sucesión de Chebyshev dada por la expresión

tn+1 = tn −
(

1 +
Lp(tn)

2

)
p(tn)

p′(tn)
.

Apliquemos ahora la teoŕıa local de Kantorovich, con los datos siguientes:

r1 = 10

p′(t) = 2t− 30

p′′(t) = 2

p′(r1) = −10.

Luego tenemos que
Γn = 1

p′(r1)
= − 1

10

b =
∣∣∣ p′′(t)p′(r1)

∣∣∣ = 1
5
, ∀t ∈ R.

Con lo cual
u∗

b
= 5u∗ = 5(0.331241) ≈ 1.656205.

Por lo tanto, si
x0 ∈ (8.343795, 11.656205),

entonces hay convergencia (teórica) para la sucesión {tn} de Chebyshev. Con la
γ-teoŕıa se obtiene el mismo resultado, debido a que

p(k)(r1) = 0, ∀k ≥ 3.

Notemos que este radio de convergencia es teórico. En la práctica se obtiene con-
vergencia para puntos de partida más alejados [65].
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Cuadro 4.3: Comparación de la velocidad de convergencia entre los métodos de
Chebyshev, Halley y la aceleración convexa del método de Newton.

n tn un vn
0 0.000000000000000 0.000000000000000 0.000000000000000
1 8.148148148148148 8.571428571428571 9.333333333333333
2 9.936934743362793 9.980430528375734 9.999847409781033
3 9.999995122930333 9.999999925494193 10.000000000000000
4 10.000000000000000 10.000000000000000 10.000000000000000

Ejemplo 4.5. Volvamos a retomar la ecuación (4.37), y comparemos la velocidad
de convergencia de las sucesiones {tn}, {un} y {vn} que generan los métodos de
Chebyshev, Halley y la aceleración convexa del método de Newton, respectivamente.
Estas sucesiones vienen dadas por las siguientes expresiones:

tn+1 = tn − (t2n−30tn+200)(5t2n−150tn+1100)
8(tn−15)3

,

un+1 = tn − 2(t2n−30tn+200)(tn−15)
(3t2n−90tn+700)

,

vn+1 = tn − (3t2n−90tn+700)(t2n−30tn+200)
4(t2n−30tn+250)(tn−15)

.

Si empezamos en el mismo punto t0 = u0 = v0 = 0. Obtenemos las sucesiones
registradas en el Cuadro 4.3. Como vemos, ene ste caso, el método de Chebyshev
es más lento que los otros dos.

Ejemplo 4.6. (Aplicación de la teoŕıa local de Kantorovich aplicada al método de
Chebyshev). Ahora nos ocupamos de resolver el sistema de ecuaciones F (x, y) = 0,
siendo

F (x, y) = (x2 − y − 2, y3 − x2 + y + 1).

Este sistema tiene solución exacta x∗ = (
√

3, 1). La sucesión de Chebyshev para
resolver dicho sistema viene dada por

xn+1 = xn −
(
I +

1

2
LF (xn)

)
ΓnnF (xn), n = 0, 1, 2, . . . .

Utilizaremos la teoŕıa sobre operadores lineales que presentamos al inicio de este
apartado. Aśı, llamamos X = (x, y), luego

F ′(X) =

(
2x −1
−2x 3y2 + 1

)
.

Ahora se tiene que

F ′(x∗) =

(
2
√

3 −1

−2
√

3 4

)
.
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Aśı, det(F ′(x∗)) = 6
√

3 6= 0, por lo tanto, existe Γ = F ′(x∗)−1,

Γ =

( 2
3
√

3
1

6
√

3
1
3

1
3

)
.

Además,

F ′′(X) =


2 0
0 0
−2 0

0 6y

 .

Como puede observarse, necesitamos definir el dominio. Tenemos que ||x−x∗|| ≤ 1
si y solo śı |x −

√
3| < 1 y |y − 1| < 1, lo cual implica necesariamente y ∈ (0, 2).

Luego se tiene

ΓF ′′(X) =


1√
3

0

0 y√
3

0 0
0 2y

 .

Tomando norma tenemos

||ΓF ′′(X)|| ≤ máx

{
1 + y

3
, 2y

}
.

Como y ∈ (0, 2), entonces
b = ||ΓF ′′(X)|| = 4.

Aplicando el teorema 4.6

||x0 − x∗|| ≤
0.331241

4
= 0.08281025.

Por lo tanto, la secuencia de Chebyshev converge.
Notemos que esta bola de accesibilidad obtenida de forma teórica es muy res-

trictiva. En la práctica, podemos alcanzar la solución empezando desde puntos más
alejados de la ráız, ejemplo el punto (6, 3), como se muestra en el Cuadro 4.4.

Ejemplo 4.7. (Aplicación de la γ-teoŕıa de Smale aplicada al método de Cheby-
shev) Ahora vamos a resolver el mismo sistema de ecuaciones del ejemplo anterior,
aplicando la γ-teoŕıa de Smale. Recordemos la solución exacta x∗ = (

√
3, 1).

ΓF ′′(x∗) =


1√
3

0

0 1
0 0
0 2

 .
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Cuadro 4.4: Regiones de accesibilidad a las ráıces del método de Chebyshev.
n xn yn
0 6.000000000000000000 3.000000000000000000
1 2.719439840217446527 1.727937814357567444
2 1.830721648025601499 1.138820258896789643
3 1.733249320860063453 1.003038870277247239
4 1.732050823057711034 1.000000046348271498
5 1.732050807568877294 1.000000000000000000
6 1.732050807568877294 1.000000000000000000

Tomando norma se tiene

||ΓF ′′(x∗)|| ≤ ||Γ|| ||F ′′(x∗)|| ≤ 6 máx

{
5

6
√

3
,
2

3

}
= 4.

Notemos que ΓF (k)(x∗) = 0, ∀k > 3. Por otro lado, de (4.14) obtenemos

γ = máx

{
1,

√
2

3

}
= 1.

Por el teorema 4.7 concluimos que como

||x0 − x∗|| ≤
u∗

γ
= 0.126511.

Por lo tanto, el método de Chebyshev converge.

Ejemplo 4.8. En el espacio X = C[0, 1] para toda función continua en el intervalo
[0, 1] con la norma

‖x‖ = máx
s∈[0,1]

|x(s)| ,

consideramos la ecuación F (x) = 0, siendo

F (x)(s) = x(s)− s+
1

2

∫ 1

0

s cos(x(t)) dt, x ∈ C[0, 1], s ∈ [0, 1].

Con la notación del teorema 4.15 y por x0 = x0(s) = s, usamos la definición de la
primera y la segunda derivada Fréchet del operador F obtenemos

a = b =
sen 1

2− sen 1 + cos 1
, k =

1

2− sen 1 + cos 1
.
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Del polinomio

p(t) =
k

6
t3 +

b

2
t2 − t+ a = 0.

llegamos a

p(t) =
1

6(2− sen 1 + cos 1)
[t3 + 3(sen 1)t2 − 6(2− sen 1 + cos 1)t+ 6 sen 1].

Las dos ráıces positivas de p son

r1 = 0.6095694860276291, r2 = 1.70990829134757.

Entonces, tenemos que F (x) = 0 tiene una ráız en B(x0, r1). Además, esta es la
única ráız en B(x0, r2). Mostramos ahora algunos ĺımites de error del método de
Chebyshev

||x∗ − xn|| ≤ r1 − tn.

Para n = 0, el error es 0.6095694860276291, para n = 1, 0.0534834955243040,
para n = 2, el error cometido es 0.0001520166774545, para n = 3, el error corres-
pondiente es 0.0000000000042804 y, por último, para n ≥ 4 el error es menor que
10−15.
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Berĺın-Heidelberg, 1993.

[30] H. Cartan: Calcul Différentiel. Hernann, 1971.
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[89] R. Laubenbacher, G. McGrath and D. Pengelley: Lagrange and
the solution of numerical equations. Historia Math. 28 3 (2001), 220–231.
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[117] O. Sheynin: Studies in the History of Statistics and Probability. Berlin,
2009.

[118] M. Shub and S. Smale: Computation complexity: O the geometry of
polynomilas and a theory of cost, I. Ann. Sci. Éc. Norm. Supér. 18 (1985),
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