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Introduccion.

Esta tesis estd dedicada a una de las direcciones fundamentales en la teoria
general de espacios de funciones — teoremas de inmersiéon para espacios de
funciones diferenciables en varias variables.

En la teoria de espacios de funciones, se estudian clases de funciones
definidas por ciertas condiciones de suavidad. Estas condiciones han sido
introducidas histéricamente, en primer lugar, en relacién con problemas en
la teoria de ecuaciones diferenciales, la teoria de aproximacion, la teoria de
series de Fourier. De esta manera aparecieron las condiciones de Lipschitz (en
preguntas relativas a la unicidad de las soluciones de ecuaciones diferenciales
de primer orden, en 1876), las condiciones més generales tipo Holder (en el
estudio de la ecuacién de Poisson, 1882), la condicién de Zygmund (en los
teoremas inversos de teoria de aproximacién, 1945). Luego, estas condiciones
subyacieron en la base de las definiciones de las correspondientes clases de
funciones. El articulo de Sobolev (1938), donde en conexién con los problemas
de la fisica matematica se habian introducido los espacios Wy, fue de valor
fundamental en el desarrollo de la teoria de espacios de funciones. Junto con
los espacios clasicos C") de funciones con derivada r-ésima continua, y las
clases de Holder, los espacios de Sobolev estan entre los espacios de funciones
mas conocidos e importantes. En los cincuenta, en conexién con problemas en
teoria de aproximacién, se desarrollo la teoria de los espacios H de Nikol’skii.
Mas tarde, una teoria similar fue construida por Besov para una escala de los
asi llamados B-espacios, que él introdujo. En los sesenta, Aronszajn y Smith,
A. Calder6n, Lizorkin desarrollaron en sus trabajos la teoria de los espacios
de Sobolev de orden fraccional — los espacios de Liouville.

Hoy en dia la teoria de inmersiones representa un extenso dominio del
andlisis matematico y tiene muchas aplicaciones en varias areas de las mate-
maticas. Las aplicaciones mas importantes estan relacionadas con la teoria
de ecuaciones en derivadas parciales, la teoria de aproximacion y el andlisis
de Fourier.

Los métodos mas extendidos de la teoria de inmersiones son los de andli-
sis armoénico, aproximaciones y representaciones integrales de funciones. Sin
embargo, en esta tesis se emplean otros métodos. Estan basados en el uso de
reordenamientos no crecientes de funciones y desigualdades geométricas de
tipo isoperimétrico.
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La simetrizaciéon de conjuntos y los reordenamientos simétricos de fun-
ciones han sido estudiados por primera vez en los articulos de J.Steiner y
G. Schwartz en el final del siglo XIX. No obstante, el estudio sistemético de
los reordenamientos de funciones y series empez6é mucho mas tarde, en 1928
— 1930, en los articulos de Hardy — Littlewood dedicados a las integrales
fraccionarias y operadores maximales.

Los primeros resultados en la teoria de inmersiones — el teorema de Hardy
— Littlewood sobre integrales fraccionarias (1928) y el teorema de Sobolev
sobre los potenciales (1938) — han sido obtenidos con ayuda de reordenamien-
tos simétricos. A su vez, utilizando las estimaciones para potenciales, Sobolev
demostro su teorema clésico

n np
£l < e S0 UD"fl 1<p<t g = (1)

|a|=r

En realidad, sus métodos no funcionaban para p = 1. Sélo a finales de los
cincuenta, Gagliardo y Nirenberg probaron la desigualdad (1) para p > 1.

En 1951 el siguiente teorema notable fue probado en el monogréfico [41]
por Pélya y Szeg6: La norma LP del gradiente de un reordenamiento simétri-
co de una funciéon dada no excede a la norma LP del gradiente de dicha
funcién (1 < p < 00). Este teorema, llamado el principio de Pdlya y Szeqd,
tuvo varias aplicaciones en fisica matematica. De él se deriva facilmente el
teorema de inmersion de Sobolev, pero esto no fue observado al principio.
Mas tarde, en 1960, Federer y Fleming, e independientemente Maz’ya, clari-
ficaron la cercana relacion entre la desigualdad de Sobolev y las desigualdades
isoperimétricas. Después, una serie de importantes resultados relativos a la
inmersion de los espacios de Sobolev han sido obtenidos por métodos de
teoria de la medida geométrica (ver [32]).

Los primeros trabajos en la teoria de inmersiones de clases de funciones
donde el método de los reordenamientos no crecientes ha sido sistematica-
mente aplicado y desarrollado fueron los trabajos de Ul’yanov desde el fin de
los sesenta. En estos articulos fueron estudiadas clases de funciones en una
variable con una mayorante dada del médulo de continuidad en LP. Ul’yanov
formul6 una serie de problemas extremales sobre la determinacion de condi-
ciones necesarias y suficientes para la inmersion de clases de funciones y
desigualdades para reordenamientos. El estudio de estos problemas llevd a
un desarrollo posterior de los métodos que él propuso. En particular, una
serie de trabajos de Kolyada fue dedicada a este estudio. De estos trabajos
quedd claro que las estimaciones de reordenamientos de funciones de varias
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variables estan directamente relacionadas con las medidas de proyecciones e
intersecciones de los conjuntos de nivel y las desigualdades isoperimétricas.

Notese que se dedica una especial atencién a los espacios definidos en
norma L'. A menudo este caso es mucho més dificil que el de p > 1. Es bien
conocido que en la norma de L' los métodos de anélisis armdnico, representa-
ciones integrales, teoria de interpolacién, no siempre pueden ser aplicados. Sin
embargo, muchos problemas llevan a estimaciones en términos de derivadas
en L' o L>™. Algunos efectos interesantes que ocurren en el caso p = 1, estan
relacionados con el hecho de que este caso es una frontera entre las teorias L?
y HP. En los ultimos veinte anos muchos autores han dedicado sus trabajos al
estudio de las desigualdades de tipo de Sobolev para p = 1 (Cianchi, Hajlasz,
Fournier, Kolyada, Pelczyniski, Poornima, Wojciechowski).

Los objetivos principales de la tesis son los siguientes:

En primer lugar, queremos estudiar estimaciones de moédulos de con-
tinuidad para funciones de espacios anisétropos de Sobolev, de Besov-Nikol’skii
y de Lipschitz.

Ademads nos proponemos demostrar teoremas de inmersién en algunos
casos limite.

Para ello nuestro objetivo es desarrollar métodos basados en el uso de
reordenamientos decrecientes y lemas de equilibrio.

Destacaremos ahora los resultados que consideramos como los principales
de la tesis:

-teorema de inmersion de espacios anistropos de Sobolev W' en
espacios de Besov con parametros éptimos, ademas el caso en el que algunos
p; son mayores que 1 y otros son iguales a 1 esta incluido;

-inmersién de espacio de Lipschitz anisétropo en espacios de Besov para
el caso limite de p = 1;

-teorema de inmersion entre los espacios de Besov anisotropos;

- un lema especial (que llamamos “lema de equilibrio” ) que representa una
estimacién para las magnitudes definidas como minimo entre unas funciones
dadas.

Como ya hemos mencionado antes, el nticleo de los métodos que uti-
lizamos en este trabajo lo forman las estimaciones de reordenamientos decre-
cientes. Recordemos definiciones basicas.

Sea Sp(R™) la clase de todas las funciones f de R™ medibles, finitas c.t.p.
tales que para todo y > 0,

A(y) =z e R" 1 |f(z)] > y}| < oo
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Se llama reordenamiento no creciente de una funciéon f € Sp(R™) a una
funcién f* en Ry = (0,4+00) no creciente y que es equimedible con |f]. Es
decir,

My) =Ar-ly)  y>0.

Como ya se comenté anteriormente, en los sesenta, Ul'yanov [50] estudié dis-
tintas inmersiones basandose en las estimaciones de reordenamientos no cre-
cientes. Estos métodos fueron desarrollados por Kolyada en varios trabajos
en los que obtuvo estimaciones de reordenamientos de funciones de varias
variables. En particular, él demostro las siguientes estimaciones en términos
de derivadas de orden superior [24].

Sea t > 0. Elegimos un subconjunto E; en el conjunto

{z: /(@) = F ()}

de tipo F, y medida t. Sea p;(t) la medida (n—1)-dimensional de la proyeccién
de E; en el hiperplano x; = 0. Entonces, para cadai=1,...,n y todo s >t

se tiene . [f*(s) . (ujt))ml/p u (%m(t)>] ’ (2)

wi@) = ( [ 105 sran) " ery,

También demostré [26] estimaciones en términos del médulo de con-
tinuidad: sean ¢;(¢) funciones positivas cualesquiera tales que [[;_, 9;(t) = ¢
para t > 0. Entonces, para todo 0 <t < s < o0

donde

n

o < @ ey (5) ey ®)

=1

Basandose en estas estimaciones, Kolyada probd una serie de teoremas
de inmersién de tipo Sobolev. Utilizé también desigualdades geométricas del
tipo de Loomis-Whitney:

(mes, B)" ! < H mes, 1 E;, (4)

i=1

donde E C R™ de tipo F, y E; denota la proyeccién ortogonal de E en el
hiperplano x; = 0.
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Notemos que la desigualdad (4) puede considerarse como una versién
débil de la desigualdad isoperimétrica

(mes, (E))'™Y" < 5, H,_1(OF),

donde OF denota la frontera de E, H,_; la medida de Haussdorft (n — 1)-
dimensional y 3¢, es la constante isoperimétrica. En efecto, mes,_1 E; <
H,—1(0F).

Ademas de los métodos ya resenados utilizamos también estimaciones
basadas en reordenamientos iterados. De forma poco rigurosa, consisten en
reordenar una funcién f en R™ primero respecto a una variable, después
con respecto a otra y asi. Aparentemente Oswald [38] utilizé por primera
vez los reordenamientos iterados para demostrar teoremas de inmersion. En
[27] se demuestran unas estimaciones de reordenamientos iterados con el uso
de las cuales se obtienen inmersiones para espacios anisotropos de Sobolev
fraccionarios.

La forma de las estimaciones (2) y (3) deja claro que para aplicarlas hay
que buscar una especie de equilibrio entre ellas. La situacién se complica esen-
cialmente cuando utilizamos simultdneamente (2) y (3) que son de caracter
diferente (por ejemplo en el estudio de espacios de Lipschitz).

En la tesis hallamos un método general para lograr este equilibrio en
situaciones similares. Mas exactamente, demostramos que para la funcion

p(t) = min {t}ig;(t;,)}, tERL, ¢ € L%Ry,dv/x), l; € {1,...,n},

1<i<n

se tiene

&t 1/s n
[ otormyn 2] <e Y loilos o
R” m(t) =

Este método nos permitira estimar varias normas de un modo unificado,
asi, obtenemos resultados nuevos y demostramos de modo més simple algunos
de los resultados anteriores.

A continuacién daremos una breve descripcion de la estructura de la tesis
y de los resultados mas importantes que obtenemos en ella.

La tesis consta de la introduccién y 5 capitulos.

En Capitulo 1 damos las definiciones béasicas de los espacios funcionales
que consideraremos, asi como algunos resultados auxiliares.

En Capitulo 2 estudiamos las funciones f en R™ que poseen derivadas
parciales generalizadas D;* f (r; € N). Nuestro objetivo principal es obtener
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estimaciones 6ptimas de las diferencias del orden r,-ésimo en la direccién del
eje Ty:

AW f() = 3 (1) (f‘;)f(a: T jhey) (heR)

J=0

(ex es un vector coordenada unitario). Especificaremos este problema mas
adelante; aqui solo destacamos que estaba completamente resuelto para el
caso en que todas las derivadas pertenecen al mismo espacio LP. Sin em-
bargo, es razonable suponer que las derivadas D;*f pertenecen a distintos
espacios LP+. Las correspondientes clases de funciones aparecen de modo na-
tural en la teoria de inmersiones asi como en algunas aplicaciones. Ademaés,
muchos autores han estudiado los espacios de Sobolev y Nikol’skii en cuya
construccién aparecen, en vez de normas LP, normas en espacios mas gene-
rales. En este capitulo suponemos que las derivadas pertenecen a espacios
de Lorentz (se definirdn en Capitulo 1) diferentes LP#*r(R™). Nétese que en
[47] se pueden encontrar resultados y comentarios interesantes acerca de este
tipo de espacios, a los cuales nos llevan varios problemas importantes en
Analisis. Por ejemplo, fue probado por Stein [44] que la condicién limite para
la diferenciabilidad c.t.p. para una funcién f € W es que Vf pertenezca
a L™'. El uso de limitaciones tipo Lorentz en las derivadas puede ser cru-
cial en las estimaciones de transformadas de Fourier (como puede deducirse
de [25, 27, 40]). Esto es, si buscamos condiciones limite sobre las derivadas
para garantizar una propiedad de integrabilidad dada para la transformada
de Fourier, entonces estas condiciones generalmente vendran expresadas en
términos de normas de Lorentz.

Vayamos ahora con nuestro objetivo principal del capitulo: obtener es-
timaciones para normas de diferencias. Los primeros resultados exactos en
esta direccién fueron obtenidos por Il'in en los anos sesenta. Ellos fueron ex-
presados en los términos de inmersién de espacios de Sobolev en espacios de
Besov. Los métodos de demostracion fueron vélidos solo para p > 1.

En realidad el resultado es falso para p = n = 1. Sin embargo, fue probado
en (21, 24] (p1 = - -+ = pn) que dicha inmersién es cierta para p =1, n > 2.

Nuestro objetivo fue investigar similares inmersiones en el caso cuando las
derivadas pertenecen a espacios de Lorentz diferentes. El resultado principal
de Capitulo 2 es el siguiente teorema.

Teorema 1. Sean > 2, r, € N, 1 < pp,sp <o parak=1,...,nys, =1
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si pr = 1. Sean
oy -1 " -1
n n
r=nl) —| , p=—|) —— y s=-—
Para cada p; (1 <j <n) que cumpla la condicion

r 1 1
pi=—+——->0,
nopj P

cogemos cualquier q; > p; tal que

1 1 r
9% p n
y denotamos
1 ( 1 1 )
nij=1——|(———],
Pi \Pj  4j
1 11—,
oy = 1y, 9—] = S J 5]]

Entonces para toda funcion f € So(R™) que tenga derivadas débiles D,* f €
LpPese(R™) (k=1,...,n) se cumple la desigualdad

oo - 0. dh 1/6; n
(/ [ | AT (1) £ l,1]” 7) < e > 1D fllpes
k=1

Técnicamente, el caso mas complicado es aquel en el que algunos de los
pr’s son iguales a 1 y otros son mayores que 1. La dificultad fundamental es
encontrar valores dptimos para los pardmetros 6;; nos permitimos remarcar
que éste es exactamente el resultado principal del capitulo. En este sentido,
observar que la desigualdad probada por II'in [5, Vol. 2, p.72] en el caso
pr =5k >1(k=1,...,n) asignaba al valor del pardmetro 6 = méax; <<y px,
que no es 6ptimo cuando los p;’s son distintos.

En este capitulo también demostramos, para los espacios tipo Sobolev
considerados, inmersiones a los espacios de Lorentz con y sin exponente
limite.

En Capitulo 3 nos ocuparemos de las inmersiones entre espacios de
Besov. Uno de los resultados principales de la teoria de inmersiones es el
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siguiente teorema de Nikol’skii-Besov [5, vol.2, pg.62] (que es un andlogo del
teorema de Hardy-Littlewood).
Sean r; > 0 (j = 1,...,n), 7 =n(3 ) 1/r;))", 1 <p<qg< ooy

1 <6< o00. Si%El—%(%—%) >0y o =sr; (j=1,...,n), entonces

n

> () Oo[h‘“fllAfj(h)qu]e%)1/9 <

i=1

n 00 . dh 1/6

<eX ([Tronarmmnrs) 5
j=1 ™0

donde k; son los menores enteros tales que k; > r;.

Observemos que en [26] se demuestra que esta inmersién se puede probar
mediante estimaciones de reordenamientos no crecientes.

Ademas fue probada una generalizacion natural de este teorema, en el
caso cuando, para cada variable z; distinta, la norma de las diferencias se
toma en las métricas P distintas [5, vol.2, pg.62]. Al mismo tiempo es una
continuacion légica considerar, para cada variable z;, valores 6; que también
son diferentes.

No obstante, el caso en que la definicién de espacio de Besov incluye va-
lores diferentes de pardmetros ¢, para cada variable, no habia sido abordado.
Nuestro objetivo es encontrar los indices éptimos de la inmersién en este
caso. Asi, el resultado principal de Capitulo 3 es el siguiente.

Teorema 2. Seann € N, 0 < r; < 00,1 <p; <o00,1<0; <o0j€

{1,...,n}. Sean
n 1 -1 n 1 -1 n 1 -1
n n
r=mn — , P=—= — y 0=— y :

j=1

Supongamos que para todo 1 < j <n

1 1 1
MY
Tj n pj P

FElegimos p; < q; < oo arbitrarios tales que

1

1
g P

r
n



INTRODUCCION 9

y llamamos

Oéj:

Entonces para toda funcion f € So(R™) se cumple la desigualdad

* e , . dh 1/6; n o “dh 1/6;
([ i am )™ < o3 ([Tt m,ee)™

i=1
donde k; son enteros tales que k; > r;.

Subrayemos que la novedad de este teorema estd en obtener los valores
optimos 6’9, para el caso en que los ¢; son diferentes.

Ademas, en Capitulo 3 damos las inmersiones de los espacios de Besov
anisétropos en todos sus indices en los espacios de Lorentz con y sin expo-
nente limite.

En Capitulo 4 demostramos teoremas de inmersién para espacios de
Lipschitz anisétropos. Para ser mas precisos, estudiamos su integrabilidad
y propiedades de suavidad bajo ciertas condiciones en su modulo de con-
tinuidad.

Hablando de modo general, en el estudio de los espacios anisétropos,
tenemos diferentes estimaciones respecto a diferentes variables. El resultado
final sera 6ptimo si encontramos un equilibrio entre estas estimaciones, esto
es, una estimacion promedio éptima. Por lo tanto, es un problema importante
determinar una contribucién correcta para cada variable en este promedio.
Para ilustrar este problema consideraremos como ejemplo el caso de los es-
pacios de Sobolev en los que la suavidad de la variable x;, viene determinada
por el indice ;. Es bien conocido que una caracteristica importante de dichos
espacios es la media arménica

n -1
()
j=t 7

(ver [24, 26]). En particular, sus propiedades de integrabilidad estdn com-
pletamente determinadas por r y la contribucion de cada variable es propor-
cional a 1/ en algun sentido. Una situacién similar ocurre para los espacios
de Nikol’skii.
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Sin embargo, el comportamiento de los espacios de Lipschitz anisétropos
es completamente diferente. Asi, los espacios de Lipschitz tienen parcialmente
el caracter de espacios de Sobolev y parcialmente el cardcter de espacios de
Nikol’skii. Este comportamiento mixto crea una dificultad fundamental en
su estudio.

Las propiedades de integrabilidad de funciones en los espacios de Lipschitz
y en los espacios de Nikol’skii con los mismos indices pueden ser completa-
mente diferentes. Fue probado en [20] (para 7, < 1) que la inmersién a L7
no estd unicamente determinada por el valor de la media arménica r. De
un modo informal, esto significa que la contribucién de la variable z; no es
proporcional a 1/ry.

La demostracién de [20] (asi como otras pruebas alternativas dadas en
[22, 23]) estaba basada en estimaciones de reordenamientos y razonamientos
especiales que nos conducen a una especie de equilibrio entre estas estima-
ciones.

Uno de los objetivos principales de este capitulo es dar una expresion
cuantitativa 6ptima para este tipo de equilibrio. Obtenemos los siguientes
resultados. Primero, basandonos en estimaciones de reordenamientos cono-
cidas, las modificamos a una forma especial en la que intervienen funciones
de los espacios LY(R,,dx/r). La invarianza de estos espacios con respecto
a cambios de variable de tipo potencial juega un papel relevante. Entonces,
usando las estimaciones modificadas, consideramos la “funcién-minimo”

p(t) = min {tig;(t;,)}, teRY, ¢ € L%R,,dv/x), l; € {1,...,n}. (6)

1<i<n
Probamos una estimacién especial con peso para esta funcion:

Lema 1 (lema bésico). Seann € N0 <r; < 00,1 <§; <oo(i=1,...,n).
-1 -1
Definimos r = n (Z?:l rl) ,s=1= <Z?:1 #) . Entonces

dt s n
1% t 87T t —rs/n____ S & ¢7, 0; x/x)"
(/ (1) m)> pRICTFYAwE

n
+

Este resultado nos da un método para estimar varias normas de modo
unificado. Usando este método, demostramos estimaciones éptimas de nor-
mas de Lorentz asi como de normas de Besov para funciones en espacios de
Lipschitz.
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Con respecto a la estimacién de normas de Besov, como ya se nom-
bré antes, Il'in [5, §18.12] demostrd estimaciones éptimas para funciones en
espacios de Sobolev. Mds tarde, Netrusov [34] probéd estimaciones de normas
de Besov para funciones en espacios de Lipschitz. Sus métodos no eran vali-
dos para el caso p = 1. En este capitulo demostramos inmersiones de este
tipo, (es decir, de Lipschitz en Besov) para p > 1, como aplicacién de nues-
tras estimaciones relativas a la integrabilidad de funciones del tipo (6). Es
mas, probamos estimaciones para normas mas fuertes definidas en términos
de reordenamientos iterados.

Dada una funcion f en R™, obtenemos su reordenamiento iterado, reor-
denando esta funcién primero con respecto a una variable, después respec-
to a otra, y asi sucesivamente. Como resultado, el reordenamiento iterado
estd definido en R, es no creciente en cada variable y equimedible con |f|.
Se define una norma tipo Lorentz ||.||,,= en términos de reordenamientos
iterados. Es importante resaltar que en el caso ¢ > p esta norma es més
fuerte que la norma de Lorentz usual ||.||,,. Observar también que los reor-
denamientos iterados fueron usados en teoremas de inmersion en los trabajos
[20, 21, 23, 27, 38|.

Obtenemos la siguiente inmersion.

Teorema 3. Sea2 <neN, 1 <p<g<oo. Seal<r;<oo(i=1,...,n).

Definimos
n 1 -1 1 -1 /
_ 2 oo - . _rp
r-n(Zm) ;T n(Zm)  s=

=1 1, EN

Supongamos que

y definimos

Q; = 1Ty, — =

Entonces, para todo f € LP(R™),
_ .. dh /i n _
A lasa] " ) S X supu L (i

> </ooo L i e

i=1 =1

donde 7; son los menores enteros tales que v; > ;.
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Esta desigualdad implica inmediatamente la inmersién del espacio de
Lipschitz en el espacio de Besov para todo p > 1. Es mas, en la parte izquier-
da aparece la norma més fuerte tipo Lorentz ||.||,1.= en vez de la ||.||,.

Ademas, en este capitulo también se prueban inmersiones de espacios de
Lipschitz en espacios tipo Lorentz (definidos en términos de reordenamientos
iterados) con y sin exponente limite.

En Capitulo 5 estudiamos un problema mas general que las inmersiones
consideradas en capitulos anteriores. Se trata de las relaciones entre médulos
de continuidad en métricas diferentes. Este problema es mucho mas dificil
que el problema de inmersiones éptimas de espacios definidos mediante pa-
rametros numéricos. Por lo tanto lo estudiamos solamente en el caso isétropo.

La relacién entre los médulos de continuidad en espacios LP y L? puede ser
expresada mediante la siguiente estimacion. Sil <p < g <ooy f € LP(R"),
entonces

) 1/q
strose( [ ey ) L o=nwp-1/m <1 @

Esta desigualdad, esencialmente, fue demostrada por Ul'yanov [51], [50],
Peetre [39], Grisvard [13], Brudnyi [8] y otros.

Ul'yanov planteé la cuestién de cuando la desigualdad (7) es 6ptima. En
este sentido, los primeros resultados fueron debidos a Andrienko [1]. Se puede
ver [21] que para cada valor de 9§ fijo, la estimacién (7) es 6ptima. Es decir,
para cada médulo de continuidad arbitrario, existe una funcién f = f5 con
modulo mayorado por el moédulo dado y que cumple la desigualdad opuesta
a (7).

Sin embargo, la desigualdad (7) se puede fortalecer en un cierto sentido.
En [21] se probd: sea f € LP(R"), 1 <p<g<ooyl=n(l/p—1/q) <1,
entonces para todo d > 0

(Am(te‘lw(f; th)”%) " < e’ (/Oﬁ(t‘%(f; t)p)q%) l/q. (8)

Esta estimacién falla para p = n = 1. No obstante, para n > 2 se mantiene
incluso cuando p = 1. Los métodos utilizados fueron estimaciones de reorde-
namientos y aproximaciones mediante las medias de Steklov.

Ahora, la desigualdad (8) implica (7). Ademads, para cada mddulo de
continuidad arbitrario, existe una funcién f (con médulo mayorado por el
dado) que no depende de ¢ y que cumple la desigualdad opuesta a (8).



INTRODUCCION 13

La desigualdad (8) se aplica a la investigacion de ciertas funciones maxi-
males que miden la suavidad local. También puede ser aplicada para estudiar
las constantes 6ptimas en desigualdades de varias normas.

En este capitulo nos proponemos generalizar la desigualdad (8) a médulos
de continuidad de orden arbitrario. Ademas consideraremos el caso en que los
modulos vengan expresados en métricas de Lorentz diferentes. Este problema,
esencialmente, ya habia sido abordado por Netrusov [35], para el caso p > 1,
utilizando unas representaciones integrales especiales. Nosotros probamos:

Teorema 4. Seann,r e N, 1 <p<g< oo talque@EnG—%) < r. Sean

1 <s,6& <o0. Entonces, si f € LP*R") yp>1dp=s=1yn>2 se
cumple:

o0 1/s 1/¢
([ewmert) <o (] 5<t9w<f;t>p,s>f@) 5> 0.
é t 0 t

Los métodos que empleamos se basan en una combinaciéon de teoremas
de inmersion con el uso de la media de Steklov. Gracias a ellos podemos
conseguir una demostracion realmente sencilla e incluir el caso limite p = 1,
lo cual es el logro principal de este capitulo.

A continuacién exponemos la divulgacion que han tenido hasta el mo-
mento los contenidos de esta tesis.

En relacién con el tema de la tesis se publicé el articulo conjunto [28],
que esta basado en Capitulo 2. Esta enviado para publicacion: “Embedding
theorems for anisotropic Lipschitz spaces” a la revista Studia Mathematica.
El contenido de este articulo esta en Capitulo 4.

También se impartieron las siguientes charlas en congresos:

VIIT EARCO (Encuentros de Analisis Real y Complejo). Gandia, Mayo
de 2003. “Estimaciones para normas de diferencias de funciones en espacios
anisotropos de Sobolev”.

EITA-2003 (Encuentro de Investigacién sobre Teoria de Aproximacién)
Albarracin, Septiembre de 2003. “Teoremas de inmersién para espacios de
Lipschitz”.

Bajo el titulo : “Estimates of difference norms for functions in anisotropic
Sobolev spaces” imparti un seminario de Anéalisis Funcional del Instituto de
Matemaéticas de la Academia de las Ciencias de Polonia. Diciembre de 2003.
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Capitulo 1

Definiciones y proposiciones
auxiliares

De aqui en adelante, denotaremos por ¢, ¢ o similar a constantes (que
pueden cambiar de valor de una aparicién a otra) tales que dependen de los
parametros de los espacios considerados, pero no de las funciones.

1.1. Reordenamientos no crecientes

Sea Sp(R™) la clase de todas las funciones f de R™ medibles, finitas c.t.p.
tal que para todo y > 0,

M) = 1z € R [f(@)] > y}] < oo. (1)
Definicién 1.1. Se llama reordenamiento no creciente de una funcién f €
So(R™) a una funcién f* en R, = (0, 400) no creciente y que es equimedible
con | f|. Es decir,
Ar(y) = Ap«(y) para todo y > 0.

El reordenamiento f* puede ser definido mediante la igualdad

f*(t) = sup inf |f(z)] , 0<t< o0,
|E\:thE

(ver [9]). Ademads es una funcién continua por la izquierda.

15
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Se verifican las siguientes propiedades:
(i) Si0 <t <t+ s, entonces

(f +9)"(t+s) < (1) + 97 (s)-

(ii) Si 0 < p < oo, entonces

- |f(z)|Pdx = /0 OO( FE(t))Pdt.

CAPITULO 1.

(1.2)

(iii) Si la sucesién { f} C Sy converge en medida a la funcién f € Sy, entonces

fi(t) — f*(t) en cada punto de continuidad de f*.
(iv) Para todo t > 0

s [ It = | ()

La demostracion de estas propiedades puede verse en [4].
Asi, definimos el promedio

=1 [ £
0
Debido a (1.3), el operador f — f** es subaditivo; es decir

(f+9)7 @) < f7@)+g7(@), t>0
Ademas, por la desigualdad de Hardy ([4], p.124),
1Ol < el fllps I <p< oo

También definimos el promedio

Pt = %/:o F(uw)du, > 0.

(1.4)

(1.5)

(1.6)

Definicién 1.2 (Espacios de Lorentz). Supongamos que 0 < ¢ < oo,
0 < p < o0. Una funcién f € Sy(R™) pertenece al espacio de Lorentz L9P(R")

S1

() pd 1/p
T ( JARGERD) ;) .
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Notemos que, debido a (1.2), L#9(R") = L?(R"). Por otra parte, se
cumple la desigualdad [4, p.217]

[fllgs < cllfllap (0 <p<s<o00), (1.7)

de donde se deduce L9P C L% para p < s. En particular, para 0 < p < ¢
[P [99 = [9.

Por otro lado, debido a la desigualdad de Hardy ([4], p.124), para 1 <
qg<o0,1<p<oo,

Jdi

00 1/p
o < ([ @ @r %) < il

1.2. Reordenamientos iterados

Esta seccion contiene hechos basicos relacionados con los reordenamientos
iterados. Para referencias ver ([27], §2).

Sea x = (x1,...,x,) € R". Eliminando la variable z; de la n-tupla z
obtenemos un vector (n — 1)-dimensional denotado por Zy.

Denotemos con (7, Z) (7 € R) el vector con primera componente 7 y las
componentes restantes iguales al vector (n — 1)-dimensional Zy.

Sea k € {1,...,n} y f € So(R"). Obtenemos Ry f(t1, 1) c.t.p. en Ry X
R™! fijando %), y “reordenando” f de modo no creciente como una funcién
de la variable x;, sdlo.

Sea P, la coleccién de todas las permutaciones o = {ky, ..., k,} del con-
junto {1,...,n}. Para cada o € P, pongamos R,f = Ry, -+ R, f. Es facil
ver que R, f decrece mondétonamente con respecto a cada variable y es equi-
medible con |f| (para més detalles, ver ([27], §2)).

Es fécil verificar que

Ro(f+9)(t+5) SR f(1) + Rog(s) (1,5 € RY).

Ademés se cumple el siguiente lema [27].
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Lema 1.1. Sean f, € So(R") (k = 1,2,...) y supongamos que la sucesion
{fx} converge en R™ en medida a f € So(R™). Entonces para cada per-
mutacion o € Py,

kh’m Rofr(t) = Rof(t) para casi todo t € R}

De aqui en adelante escribiremos
n(t) =[]t teRy
k=1

Definicién 1.3. Supongamos que 0 < ¢ < 00, 0 < p < oo yseao € P,
(n > 2). Denotamos por L%’ (R™) la clase de las funciones f € Sy(R") tales
que

RY

1/p
| fllgpze = (/n [W(t)l/qyaf(t)]p%> < 00

(ver [6]). Definamos también

Lgip<Rn) - ﬂ L?ﬁi(Rn)7 Hf”q,p;?%: Z ”f”q,’P;Ra'

U'Efpn aean

Es facil ver que

[fllgsx < cllfllgpz (0 <p<s<o0) (1.9)

Si ¢ > p, entonces para cada o € P, y cada f € Sy(R"™),

Hf”q,p < C”qu,p;Rr (1‘10)

(ver [52]). Asi,
Ly C LT (q>p).

Es més, es una inmersién propia [52].

1.3. Espacios funcionales basicos

Para mds informacién sobre los espacios que definiremos ver [26].
De aqui en adelante diremos que f € C{°(R™) si f es una funcién in-
definidamente diferenciable en R™ y con soporte compacto.
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1.3.1. Espacios de Sobolev

Como ya se dijo antes, los espacios de Sobolev aparecieron en conexién
con problemas de fisica matematica.

Sea f una funcion en R". Denotaremos por D7 f = g;{ (j=1,...,n;r€
J
1p—
N). D;f = D;f.
Para un multiindice & = (o, ..., q,) con componentes enteros «; > 0
escribimos

D*f=D{"--- Do~ f.
Se le llama orden de la derivada D®f al orden del multiindice «, es decir,
o] = a1+ -+ + a,.
Denotaremos por L;,.(R") el espacio de las funciones localmente inte-
grables.

Definicién 1.4. Sea f € L, .(R™) y sea a un multiindice. A la funcién
g € Lio(R") se le llama derivada generalizada (o débil) de orden a de la
funcién f, si para toda funcién ¢ € C§°(R"),

/ _9(2)¢(z)dz = (—1)l 5 f(x)D*¢(z)dx.

En este caso denotaremos también g = D* f. Se sigue de un Lema del calculo
variacional [19, §1] que, si existe la derivada generalizada, es tnica, salvo
conjuntos de medida nula.

Definicién 1.5 (Espacio de Sobolev isétropo). Sear € N, 1 < p < oc.
El espacio de Sobolev W (R") es la clase de todas las funciones f € LP(R")
tales que poseen todas las derivadas generalizadas D*f € LP(R™) del orden
la] <.

La norma en W; se define como

Iflwy = > 11Dl

laf<r

y, por desigualdades multiplicativas entre derivadas [12] (que también son
ciertas para derivadas generalizadas), es equivalente a

1f 1l + D 1Dl

|a|=r
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Definicién 1.6. Sean n,r € N, 1 < p < o0, j € {1,...,n}. El espacio de
Sobolev con respecto a la j-ésima variable, W, (R™), es la clase de funciones
fen LP(R") con derivada parcial generalizada D} f € LP(R™). Asi, su norma
es
1w, = [1fllp + D5 flp-

Definicién 1.7. Sean € N. Sean r1,...,r, € N, 1 < p < 0o. El espacio de
Sobolev anisGtropo W, (R") es la clase de las funciones con la siguiente
norma finita

Es decir, Wb (R") es la interseccién Nf_, W) 7(R™).

Notese que en la definicién de espacio anisétropo no es necesaria la exis-
tencia de las derivadas mixtas.

Analicemos ahora las relaciones existentes entre el espacio isétropo Wy (R")
y el anisétropo W' (R"). Es claro que el primero estd contenido en el se-
gundo. No obstante, si 1 < p < oo (ver, por ejemplo, [26, Theorem 2.4]),

Wy (R) = Wy (R,

y sus normas son equivalentes. Sin embargo, para p = 1,7 > 2, no es cierto

(ver [5]).

1.3.2. Espacios de Nikol’skiil

La aparicién de estos espacios estuvo ligada a la Teoria de Aproximacién.

Definicién 1.8 (Diferencias). Sea f una funcién en R*, r e N, h € Ry
1 < k < n. Se define su diferencia de orden r y paso h respecto a la variable

T} COMO
,

AL f(x) = S (1) (;)f(x + jhey) (1.11)

J=0
(ex es el vector coordenado unidad).

Definicién 1.9. Sea 1 < p < co. A la funcién
wi(f;0)p = sup [[AL(h)fl, (0<d<oo,reN,1<k<n)
0<h<s

se le llama mddulo parcial de continuidad de orden r para la funcién f res-
pecto a la variable x en la métrica LP.
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Definicién 1.10 (Espacios de Nikol’skii). Sea r > 0, y sea k un entero
arbitrario tal que k > 7. Denotamos por H, (R") al espacio de Nikol’skii de
funciones f de LP(R™) para las cuales

W (f:8), = O(0").

Aunque parezca que la definicién depende de la eleccién del entero k > r,
en realidad no es asi debido a las desigualdades de Marchaud [4, pg. 332].

Definicién 1.11. Supongamos que r; > 0, (j = 1,...,n) y que k; son
enteros arbitrarios tales que k; > r;. Entonces, el espacio H)'"(R") se
define como N?_, H,’.(R"), con la norma

donde .
Hf”h;J] = Slilg uirjwjj(f; U)ﬁ'
; u

1.3.3. Espacios de Besov

Los espacios de Besov aparecieron como generalizacién de los espacios
de Nikol’skii para tratar problemas de Teoria de Aproximacion y sobre las
trazas de espacios de Sobolev.

Ahora, al igual que en [37, §4], definimos el espacio de Besov en la direc-
cién del eje coordenado ;.

Definicién 1.12. Sear > 0,1 < p,0 < ooy 1 < j < n. Definimos el
espacio By, (R") como la clase de funciones f € LP(R") para las cuales

11l ,, = W F e+ 11f ey, < 00, (1.12)

P05 P07

donde 16
<, o dh
I, = ([ issosi )

Cada eleccién de k > r de tipo entero da lugar a seminormas equivalentes.
Ademés, el resultado de sustituir la expresion [|A¥(h)f]|, por el médulo de
continuidad wf( fih), también nos lleva a normas equivalentes ([5, §4] y [37,

§4]).
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Definicién 1.13 (Espacio de Besov anisétropo). Sean rq,...,r, > 0,
1 < p,0 < oo. Llamaremos Espacio de Besov anisétropo, B;}é”"“ (R™), a la
interseccion ﬂ?le;fe; ;- Asi,

=

=
=
{
3
I

n 0o s edt 1/6
o =1+ | [T o g] T <o,
j=1

donde k; son enteros tales que k; > r;.

Por simplicidad, para > 0, denotaremos B, 4(R") = B, (R").
Es importante que si 1 < 0 < n < oo,

Brl,...,rn (Rn) SN B;}T},Tn (R”) (113)

p,0

(ver, por ejemplo, [43]). Asi, los espacios B ;""" (R") se hacen mas grandes
al aumentar 6.
En relacién con los espacios de Nikol’skii, es facil ver que

B;}é,’f‘n (Rn) PN H;l,...,’r‘n (Rn) .

Ademds, si f € B~ (R") para algiin 1 < ) < oo, entonces

Es por esto y por (1.13) que se define B]iz:»™(R") = Hyt+"(R").
Por otra parte, las relaciones entre los espacios de Besov y los de Sobolev
son las siguientes: sean r € N, 1 < j < n, entonces (ver [26, Theorem 4.5])

By, i(R") — W] (R") — B]

Dsp;J D,2;7

(R") (1<p<2),

B’I‘

D:2;]

(R") = Wy, (R") < By, (R") (2<p < o).

p,piJ

Y las inmersiones son estrictas si p # 2.

1.3.4. Espacios de Lipschitz

Algunos de los problemas importantes que nos llevan a los espacios de
Lipschitz son problemas de teoria de las series trigonométricas de Fourier.
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Definicién 1.14. Sea 1 < p < oo, r > 0 y sea 7 el menor entero tal que
7 > r. Decimos que f € LP(R™) pertenece al espacio de Lipschitz con respecto
a la variable j-ésima A7 (R") si
w]f(f; 9), =0(6").

Subrayamos que la diferencia con la Definiciéon 1.10 existe sélo en el caso
r € N. Y es que aqui tomamos el médulo de continuidad de orden r y en el
espacio de Nikol’skii el mas débil de orden r + 1.

Es claro que

A;;j(Rn) C H;;j(Rn)7
y ademds la igualdad se cumple si y sélo si r ¢ N. Por otro lado, por el
teorema de Hardy-Littlewood [37], si r € N,
Ay (R™) = WE(R™) - (p>1).
Para p = 1 se tiene (ver [26, §4])
{f € L'(R") : D} f € Lioe(R™)} N AL, (R™) = WT,(R").
Denotaremos por

1715, = 1l + 171y, donde (7], = supd~wj (),

Definicién 1.15. Seanr; > 0 (j =1,...,n) y denotemos por 7; los menores
enteros tal que r; < 7;. El espacio de Lipschitz anisétropo Ajb-"(R™) se
define como N7_, A (R™). Asi,

D;J
1 llazsemn = 1Fllp + 1 llygseen,

1.4. Resultados auxiliares

Denotaremos por mes; A la medida de Lebesgue de un conjunto medible
ACR~

Para cualquier conjunto E C R™ de tipo F,, denotaremos por E’ la proyec-
cién ortogonal de E sobre el hiperplano coordenado z; = 0.

Con la notacién anterior enunciamos el siguiente lema (ver [15, 4.4.2]).
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Lema 1.2 (Desigualdad de Loomis-Whitney).
(mes, E)"" ' < Hmesn_l E7. (1.14)
j=1

Como siempre, para cada © = (z1,...,2,) € R" denotamos por 7 el
vector (n — 1)-dimensional obtenido de eliminar la k-ésima coordenada de z.
Sea f € So(R™), t > 0y sea E; un conjunto de tipo F, y medida ¢ tal
que
|f(x)| > f*(t) paratodo x € E;.

Denotamos por A;(t) la medida (n — 1)-dimensional de la proyeccién E}
(j=1,...,n). Por (1.14), tenemos que

[Tx@ = (1.15)

El siguiente lema fue probado en [24] (ver también [26]). No obstante, como
es un resultado relevante para la tesis, reproduciremos aqui su demostracion.
Usaremos la notacién que acabamos de introducir.

Lema 1.3. Sean > 2,1, € N (k=1,...,n). Supongamos que una funcion
localmente integrable f € So(R™) tiene derivadas débiles D" f € Liy(R™)
(k=1,...,n). Entonces para todo 0 <t <71 <oo yk=1,...,n tenemos

ro<x |ro+ () oo (1.16)

Ak(t)
Y 1
T kT /\k(t)
) < K | f* . 1.1
F(t) < [f(7)+<Ak(t)> ot (2 )] (1.17)
donde K es una constante que depende solo de ry,...,1, y
¢k(:ek):/|pgkf(x)|dxk, i € RV (L18)
R

Demostracion. Podemos suponer que para casi todo 2, € R™ ! la funcién f
tiene todas las derivadas parciales con respecto a x; de orden r, — 1 y son
absolutamente continuas en zj en cualquier segmento (ver, por ejemplo, [26,
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Teorema 2.5]). El conjunto de todos los 7, € R™™! que tienen esta propiedad
lo denotamos por Fj.
Sea 0 <t < T < oo, donde f*(¢) > f*(7). La medida del conjunto

{z:|f(@)] = ()}

es al menos t. Elegimos un subconjunto E; de tipo F, y de la misma medida.
La recta que pasa por (0,Zy) y es perpendicular al hiperplano z; = 0 se
denota por L;,. Pongamos

Q =A{z:[f(x)] > f(1)};

entonces |@Q| < 7. Sea Ay, el conjunto de todos los 7 € EF N P, para los que
Q N Lz, es medible en Ry

27
Ae(t)

mes; (Q N Ly, ) <

Como 5
-
> _W(EF— A
|Q| - )\k(t) mes, 1( t k)7

en consecuencia mes,,_1 Ay > A\g(t)/2. Denotamos
a(Zy) = supf{xy : (xy, Tx) € By}, Iy € Ay.

Entonces |f(a(Zg), Zx)| > f*(t) (f es continua con respecto a xj para Iy €
Py). Usando el Lema 6 de [24], para cada ) € Ay obtenemos

FosE = s il (yg) [ D@

<@ - e ) / D@, )

Ak(t)
donde

I(iy) = [@(ﬁ:k), (@) + 2rk (s + 1)#05)1 .

Debido a la definicién de v, (1.19) implica que

) < @ — D)) + ( ) belin).

Ae(t)
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Pero como mes,,_1 Ay > A,(t)/2, tomamos el infimo sobre &) € Ay y obtene-
mos

ro e -nrmse(( ) u (M),

que es precisamente la estimacién (1.17).
Ahora consideremos el conjunto

T = {LC C Xy € Ag, 1 € I(i‘k)}
Notese que Ty, es medible porque la funcion « lo es. Ademas,
|Tk| S 2Tk(7’k —|— 1)7’

Integramos la desigualdad (1.19) con respecto a Ay y teniendo en cuenta que
mes,,_1 Ax > \i(t)/2, obtenemos

&) <@ =Df(r) +er™ N ()™ [ |DEEf(a)lde <

Ty

<@ -nrm () ORI
con lo que (1.16) queda probado. ]

En los siguientes capitulos utilizaremos en varias ocasiones la siguiente
desigualdad tipo Hardy.

Lema 1.4. Sea ¢ una funcion medible no negativa en R,. Sean §, o > 0 y
sea 1 <~ < o0o. Supongamos que (3 es una funcion medible y positiva en R
tal que B(u)u=° crece. Entonces

/OOO h=*"tdh (/{hz,ﬁ(u)} go(u)a;_“)7 < C/OOO ﬁ(u)—aso(u)vi_“ (1.20)

P ( /{ o @(u)%u)y <c [ eyt oz

donde c es una constante que solo depende de o, y 7.
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Demostracion. Como ((u)u™ T, esto implica que la funcién inversa f=*
existe en R, y satisface la condicién

G (2u) < 2Y° 37 (w). (1.22)

Denotemos por [ la parte izquierda de (1.20). Tenemos

0 B1(h) 7
I E/ h"tdh (/ go(u)@> =
0 0 u
L(2=kp)
— | heldn / —“
/O (Z 2 k— 1h u

A continuacion, por la desigualdad de Minkowski

0 o9 B2~ kh du
<y / h="ldh / —
=0 0 8- (2 k— lh u

= Z g~kaly /00 2z _u
—_ 0 z/2 u

Por otro lado, usando la desigualdad de Holder y (1.22)

O O
[ e el [ ew )
B=1(z/2) u 0 u

En consecuencia, por el teorema de Fubini

oo B(2) d 0o
I< c/ z_o‘_ldz/ gp(u)”—u = c/ Blu)”
0 0 u 0

Los mismos razonamientos prueban (1.21). O
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Capitulo 2

Estimaciones para normas de
diferencias de funciones en
espacios anisotropos de Sobolev

Este capitulo es el resultado de un trabajo conjunto entre el autor y su
director de tesis, V.I. Kolyada, [28].

Como ya dijimos en la introduccion de la tesis, consideramos funciones en
R™ para las cuales, las derivadas parciales generalizadas, D;* f, pertenecen a
espacios de Lorentz diferentes LP#*F, Para este tipo de funciones encontramos
estimaciones Optimas para normas tipo Besov.

2.1. Introduccion

En primer lugar, recordemos el teorema clasico de Sobolev ya mencionado
en la Introduccion.

Teorema 2.1 (Sobolev). Sean n,r € N. Sea 1 < p < n/r. Entonces, para
toda f € W (R"),

Il <e S UD e ¢" = —2—. (2.1)

n—rp

laf=r

Sobolev probé esta desigualdad en 1938 para p > 1. Usaba un método de
representaciones integrales que no funcionaba en el caso p = 1. A finales de
los cincuenta, Gagliardo y Nirenberg probaron (2.1) para todo 1 < p < n/r.

29
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La desigualdad (2.1) ha sido generalizada y mejorada en varias direc-
ciones. En [5, 26, 30, 37, 48, 49] se pueden encontrar més detalles sobre el
tema y referencias a los trabajos originales y a las mejoras.

Para los espacios anisétropos de Sobolev se tiene el siguiente resultado:
sean 71, ...,7, € N. Definamos r = (3_7_, 7‘]-_1)*1. Sea 1 < p < . Entonces,
para toda f € Wyt (R"),

I/

- . np
. < E D}’ = ) 2.2
> Cj:1 | j fllps q n—rp (2.2)

Lo que implica inmediatamente la inmersion
Wy (RY) o L ().

En el caso p > 1 la inmersion anterior fue probada con el método de repre-
sentaciones integrales de II'in (ver [5, §3]). En el caso p = 1 fue probada por
Solonnikov [46] con otros métodos.

La desigualdad (2.2) se puede fortalecer poniendo en su parte izquierda

la norma de Lorentz ||. || ,, que (por (1.7)) es mas fuerte que ||.||,+. Esto es,
fllgr < € X IDY £l (2:3)
j=1

Para p > 1 este resultado se obtiene por interpolacién (ver [39, 45]). Para p =
1 se usan estimaciones de reordenamientos no crecientes [24]. Este método
se ha simplificado bastante en [27], donde se usan reordenamientos iterados.

Ademas, puede verse en [26] que los métodos de reordenamientos no cre-
cientes dan un resultado andlogo en el caso en que las derivadas Dj, f puedan
pertenecer a diferentes espacios LP+. En este capitulo suponemos que las
derivadas pertenecen a espacios de Lorentz LP#*¢ diferentes (donde s, = 1 si
pr = 1) y obtenemos un resultado analogo al de [26] en el Corolario 2.2.

Al exponente ¢* = np/(n — rp) que aparece en las inmersiones anteriores
se le llama exponente limite. Un problema que también tratamos en este
capitulo es la inmersion en L? con exponente no limite. Es bien conocido el
siguiente resultado.

Seanr,n € N, 1 <p < ootalesquel/q>1/p—r/ny0 <6 < oco. Entonces,
para cada funcién f € W (R")

I/
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Como se ve, al contrario que en el teorema clasico de Sobolev, el exponente
de inmersion no es limite. En [24] se demuestra una version andloga para los
espacios I/t~ En el Corolario 2.1 obtenemos el resultado correspondiente
para el caso general en que las derivadas pertenecen a espacios de Lorentz
LPesk diferentes (sp = 1 si pp = 1).

Sin embargo, como ya se dijo en la Introduccién, nuestro logro principal
es obtener estimaciones éptimas para normas de diferencias (ver (1.11)) de
funciones en R™ con derivadas parciales generalizadas D" f en diferentes
espacios de Lorentz.

Las primeras estimaciones 6ptimas para normas de diferencias de fun-
ciones en espacios de Sobolev fueron probadas por V.P. II'in [5, vol.2, p.72]:

sineN r,...,7, € N r= n(zn 7"_1)_1, l<p<qg<ooya =

i=1"4
Tk [1 -2z (l - l)] > 0, entonces
T \P q

n 00 pdh 1/p n .
> (/ (A= | A () flg] 7) <c Dl (2.4)
k=1 /0 1

Lo que implica la inmersién
Wyt (R") < By (R"). (2.5)

Es facil ver que la desigualdad (2.4) falla si p = n = 1. En este caso, la
desigualdad (2.4) queda:

< dh
| wrams < psi.
0
Por ejemplo, sea la familia de funciones definidas en [0, 1]
x/e stz € [0,¢],

fe(r) =41 sizele,1—¢l,
(1—xz)/e sizell—egl].
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0¢ l—Elll

Se tiene que ||Df.|l; = cy [[A(h)fellq > cht9si2e <h<1—e.

Sin embargo, fue probado en [21] que (2.4) es cierta en el caso p = 1,
n > 2.

La desigualdad (2.4) para p = 1, n > 2 se utilizé para demostrar algunas
estimaciones de transformadas de Fourier en espacios de Sobolev (ver [40],
[25]). De este modo, mediante estos resultados, podemos comparar las de-
sigualdades (2.1) y (2.4). Consideremos el caso p = 1, n = 2. La desigualdad
(2.1) significa que para cada funcién f € W} (R?) su transformada de Fourier
fpertenece a L*(R?). A la vez, como se muestra en [25], se puede deducir
facilmente de (2.4) un resultado mds fuerte; esto es, si f € W} (R?), entonces
f € L¥(R?). Nétese que esta afirmacién no se sigue de (2.3). En este sentido,
la desigualdad (2.4) mejora a la (2.3).

Ahora podemos especificar nuestro problema principal: encontrar las es-
timaciones éptimas de tipo (2.4) para el caso en el que las derivadas D;* f
pertenecen a espacios de Lorentz distintos LP¥*F. El resultado principal de
este capitulo es la siguiente desigualdad (ver Teorema 2.2 méas adelante)

%) . N edh 1/6; n
([ 1yt 5) < 10 - 29
k=1

No explicaremos aqui las condiciones sobre los parametros. Como ya se dijo
antes, técnicamente, el caso mas complicado es en el que algunos de los py’s
son iguales a 1 y otros de ellos son mayores que 1. La dificultad principal es
encontrar los valores dptimos de los pardmetros 6;; queremos enfatizar que
éste es el resultado principal del capitulo. En relacién a esto, notar que la
desigualdad de Il'in [5, Vol.2, p.72] es similar a (2.6) en el caso py = s > 1
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(k=1,...,n), pero con el valor del pardmetro = max;<x<, Pk, que No es
optimo cuando los p, son diferentes.

La base general de nuestro método esta contenida en los lemas 2.2, 1.3 y
2.4 que se enunciaran mas adelante. Estos lemas fueron probados anterior-
mente por Kolyada. En este trabajo, aparece demostrado el Lema 2.2 por
primera vez. Los lemas 1.3 y 2.4 dan estimaciones de reordenamientos no
crecientes de una funcién en términos de sus derivadas. También usamos el
esquema de la prueba de la desigualdad (2.4) desarrollada en [24]. Nétese
que en nuestro caso se precisa realizar modificaciones esenciales de dicho
esquema.

2.2. Resultados auxiliares

Lema 2.1. Sea ¢ € LP*(R;) (1 < p,s < 00) una funcidn no negativa no
creciente en Ry. Entonces para cada § > 0 existe una funcion ¢ € C*(Ry)
tal que:

(Z) 1/1@) < gD(t), te R+,'

(ii) o(t) t/7=% decrece y o(t) t/P*° crece en Ry;

(iir) ellps < cll@llp,s
donde ¢ es una constante que solo depende de p y §.

Demostracion. Podemos suponer que § < 1/p. Definimos

e1(t) = 2755_1/73/ ul/p_6¢(u) d_u

t/2 u

Es claro que ¢y (t) t1/7=9 decrece y

t

o1 (t) > 2t5—1/%(t)/ POl du > (1)

t/2

Ademas, aplicando la desigualdad de Hardy [4, p.124] obtenemos facilmente
que

11 (B)llp,s < € llllp,s - (2.7)

Definimos ahora

o(t) = (5 +1/p)t=1/P~° /0 o1 (w)u’ TP c;_u . (2.8)



34 CAPITULO 2.

Entonces ¢(t)t'/P*9 crece en Ry y

o(t) > 1(t) > p(t) teR,.

Ademss, el cambio de variable v = u% en la parte derecha de (2.8) nos da

que
20

I () = et / n(0/) do.
0

donde n(u) = ¢(u)u'/P~ es una funcién decreciente en R, . Por tanto,
/7= (t) decrece. Finalmente, usando la desigualdad de Hardy y (2.7), lle-
gamos a (iii). El lema esta probado. O

Comentario 2.1. Gracias a este lema podemos, para una funcién en L»*(R. ),
hallar una mayorante derivable, cuya norma LP*® es comparable con la de la
primera y ademas cuyo crecimiento y decrecimiento esta controlado. Notemos
también que, debido a las propiedades de ¢, si ¢ »~ 0, entonces ¢ es positiva.

Por otra parte, sean 1, E Ny 1 <p, <ooparak=1,....,n (n>2).

Llamaremos
n 1 -1 n 1 -1
n
r=mn — : p=— — (2.9)
' 1 1 1
fyk_1——(5 ———> (2.10)
. \T" D D

Entonces v, >0y

k=1
Veamoslo:
ro1 1\ 1 1 1\ 1 1 "1
-4+ == =1+ (———>—<1+ <y =
(L4 )Ti=14 (-2 )i <1+ Ei<nds

j=1 #k

De aqui, v, > 0. La igualdad (2.11) se sigue inmediatamente de (2.9).

Para probar nuestros resultados principales usaremos estimaciones del re-
ordenamiento de una funcién dada, en términos de sus derivadas D" f (k =
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1,..,n) (ver Lema 1.3). Por tanto aplicamos simultdneamente n estima-
ciones cuyas cotas superiores contienen funciones que pertenecen a espacios
de Lorentz distintos entre si. El siguiente lema nos permite obtener una esti-
macién promedio o “estimacion conjunta” que envuelve dichas n estimaciones

de modo afilado.
Utilizaremos las notaciones (2.9) y (2.10).

Lema 2.2. Sean 1, € N, 1 < py,s, < 0o para k =1,....n (n > 2) y
sg =1 si pp = 1. Definimos

-1
n e~ 1
S—;(sz)-
J=1

Sea

1
0 < < -minmin(y;, 1 — ;). (2.12)
4 v;<1
Supongamos que @ € LP»*(Ry) (k= 1,...,n) son funciones positivas con-

tinuamente diferenciables con ),(t) < 0 en R, tales que @y, (t)t"/P* = decrecen
y o ()P40 crecen en R, Definamos para u,t > 0

) e, if pe=1,
M, 1) = { (t/u) > ou(t), if px > 1,

o(t) = sup {lmln M (U, t H , Up > 0} (2.13)

Entonces:
(i) se cumple la desigualdad

1
([ - <>dt) <CHH¢ e (214
0

(ii) existen funciones positivas ug(t) en C'(R,) tales que

[Tu(t) =" (2.15)

o(t) = melup(t),t) (teR,, k=1,... n); (2.16)
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(111) para todo k tal que

1 1
—>--Z (2.17)
Pe P N
la funcion ug(t)t°~" decrece en R ;
() si pp =1, entonces
O ug(t
| e e <l (2.18)
0

Demostracion. Fijamos t > 0 y denotamos

z n
/’Lt(u) = min nk(uk7t)7 U= (u17"'7un) GRJr
1<k<n
Es una funcién continua en R’;. Notemos que cada funcién 7(s,t) es estric-
tamente decreciente y continua con respecto a s en R;. Ademads, ny(s,t) — 0
cuando s — +o00. En consecuencia,

pi(u) — 0 cuando  maxuy — +00.

Esto implica la existencia de un punto v* € R’} tal que
n
pw)=o(t) vy [Jur=r"
k=1

Por otro lado, para cada k = 1, ..., n existe un tinico punto u(t) > 0 tal que
me(ug(t),t) = o(t). Es claro que uj < ug(t) para todo k (si no tendriamos
que py(u*) < o(t)). Supongamos que u; < wu;(t) para algin j. Escogemos
wy € (uf,ui(t)) y elegimos uy € (0,u;) (Vhk # j) tal que [T, uj = "'
Entonces obtenemos que u:(u’) > o(t), en contradiccién con la definicién

de o(t). Asi, up = ug(t) (k=1,...,n), y tenemos que las funciones u(t)
satisfacen a la vez las igualdades (2.15) y (2.16).
Ademas, para cada j =1,...,n
1;(u (8), 1) = 1 (un(t), ). (2.19)

De donde se sigue que existen funciones ¢;(s,t) € CY(R%) (j=1,...,n—1)
tales que
o,

E(s,t) >0, (s,t)€R, (2.20)
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w;(t) = Yi(un(t),t) (G=1,...,n—1). (2.21)
En efecto, si p; = 1, entonces (2.19) implica que
Nj(uj(t) = 7 m, (un (1), 1),

donde \;(s) = s'"ip;(s) es una funcién continuamente diferenciable con
Ni(s) <0 (s>0). Asi, (2.21) se cumple con

%‘ (57 t) = )‘j_l(tl_rjnTL(S? t))v

claramente, ¢; € C'(R3) y satisface (2.20). Si p; > 1, entonces (2.21) se
cumple con la funciéon

W;(s,t) = tlp; () /ma(s, O™,

que también estd en C'(R2) y satisface (2.20).
Debido a (2.15) y (2.21) se sigue que para cualquier ¢ > 0

D(un(t),t) =",
donde -
O(s,t) = s [ [ i(s.0).
j=1

Como ®'(s,t) > 0, obtenemos que u, € C'(R,) y por tanto, por (2.21),

u; € CY(R,) para todo j = 1,...,n. La afirmacién (ii) estd probada. Notemos

también que por (2.16) la funcién o es continuamente diferenciable para R .
Ahora probaremos que para todo t > 0

r/n—1/p—246 < o'(t) < r/n—l/p+(5.

2.22
t = o(t) ~ t (222)
Nuestras hipotesis sobre ¢, implican que para cada k =1,...,n
1 1 ' (t 1 1
(— - 5) Lo @ (— +5> - (2.23)
Dk t ox(t) Pk t
Ademas, si p,, > 1, entonces por (2.16)
"(t (T (T

o)~ T Mw® e
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y por (2.23)
re—1/pp— 9 w(t) o'(t)  ry—1/pp+9 wy (1)
T e O
Si pr, = 1, entonces tenemos por (2.16)
(:((:)) _ Tk t_ 1 _ (’rk + O@(t))zzlzgg, (226)
donde ! (aa(8))
_ " P\ Uk
W)= [Pt )
Debido a (2.23) (px = 1),
—0 < ag(t) <. (2.27)

Derivando (2.15), se sigue de (2.11) que para cada t > 0 existe m = m(t) tal
que

<

w(t) o m
U (t) = &
Si pm > 1, entonces por la primera de las desigualdades (2.25),

0-/<t) > Tm_l/pm_rm/ym_(s _ r/n—l/p—6
o(t) ~ t B t '

Si p,, = 1 (en este caso 7, < 1), entonces por (2.26) y (2.27)

o'(t) - Tm — 1 — Y (T + 0) _ r/n—1/p—29¢
o(t) = t t '

Y ya tenemos la primera desigualdad en (2.22). Para probar la segunda de-
sigualdad hay que notar que por (2.11) y (2.15) para cada t > 0 existe | = [(t)

tal que

wu)

ul(t) t '
Solo queda aplicar la desigualdad derecha de (2.25) en el caso p; > 1 0 (2.26)
y (2.27) en el caso p; = 1.

Para probar (iii) asumimos que k satisface la condicién (2.17) (esto es,
vk < 1). Sea py > 1. Por (2.24), (2.23) y (2.22),

LU e o) | )

v

<
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<t Lp—r/n—1/py+20 ey + 20
- t t
Entonces, por (2.12),
W) 1o

Uk(t) t ’

<
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lo que implica (iii) (en el caso py > 1). Si px, = 1, entonces por (2.26) y (2.22)

W(t) =1L r/ntd
U (t) - t

(rk + ag(t))

_TEYk +9
-
Y de aqui (ver (2.12)),

u.(t) TEYE + 0 < TrYE + 0 <1—5
up(t) = (e +ap®))t = (rg—0)t — ¢
que implica (iii).
En (iv) suponemos que py = 1. Por (2.26) y (2.22)
u.(t) S re—1+1/p—r/n—24¢ _
uk(t) - t

Tk — 0
—

IN

(71 + ax(t))

Y de aqui (ver (2.12)),

= et ar ) = (et 0~

(1) Tk — 0 e —0 0
t

Tenemos que

| et <
<5 [t = 3ol

Por tanto, obtenemos (2.18).
Solo resta probar la desigualdad (2.14). Por (2.16), tenemos

g(t)r/wk):( t )’”/" {%(Uk(t))uk(tq’"/("”” G el

uk(t) t
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r/n
t
1)/ () — t T/("Tk)7 ; > 1.
otayord = () Ty, s

Multiplicando estas igualdades y usando (2.15), conseguimos

r/n Uk (t) /) r/(nry)
oft) =" T |2 o) [T ey, (2.28)
pr=1 pr>1
Ahora denotamos —
qx = .
TS
Entonces
n 1 n
S—=1 1y Sk _ 5
ey Ik oy Prdk b

Por 1ltimo, aplicando la desigualdad de Hélder con exponentes ¢, y usando
(2.18), se obtiene de (2.28)

/ ts(l/p—r/n)—lo_(t)sdt S

0
<c [T el TT lwlism.

pr=1 pp>1

Y la prueba esta terminada. O

Lema 2.3. Sea f una funcion no negativa y medible en R", y sea E C R"
un congunto medible con |E| = p > 0. Entonces, para cada 0 < T < p, el
conjunto E puede descomponerse en dos subconjuntos medibles disjuntos P
y S tales que |S| =171y

sup f(x) < fnf f(),

zeP zeS

/P fla)de < / " @t

La demostracién del Lema 2.3 se encuentra en [24].

Lema 2.4. Sean>2,r, e N, 1 <pp,sp<ooparak=1,....nys, =1
st pp = 1. Definimos

—1 —1
"1 n e~ 1
) )

(2.29)
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s = ; (i ﬁ) N (2.30)

k=1

Supongamos que una funcion localmente integrable f € So(R™) tiene derivadas
débiles D,* f € L= (R™) (k=1,...,n). Entonces para cada £ > 1

1) <K [f(Et)+ o), (2.31)

donde 7 = maxry, la constante K depende solo de ri,...,r, y
00 1/s n
(/0 /P =r/m =1y (t)s dt) <c [TID Fllp/ . (2.32)
k=1

Demostracion. Para cada k= 1,...,n fijo, tomamos (ver (1.18))

_ ¢Z(t/2)7 si = 1’
Y(t) = ¢i(t) = { (D FY™ (1), s i: > 1.

Entonces [|¢|li = 2||D}f[l1, si p1 = 1, y por la desigualdad de Hardy [4,
p.124]

Hwkak:sk < CHDzkaphSk?
si pp > 1. A continuacién aplicamos el Lema 2.1 con ¢ definida como en el
Lema 2.2. De esta forma obtenemos las funciones que denotamos como ()
(k = 1,...,n). Ademads, con estas funciones ¢ definimos la funcién o(t)

mediante la férmula (2.13). Por Lema 2.2, obtenemos la desigualdad (2.32).
Usando el Lema 1.3 con 7 = £t, obtenemos

Fo <k |re+e () el

sipr>1,y
) < K [f*(&t) e (AL@) sokw(t))] ,

si pr, = 1. Teniendo en cuenta (2.13) y (1.15), obtenemos de forma inmediata
(2.31). O

Notese que en el caso py = ... =p,, S =...=5, el Lema 2.4 estd en
realidad contenido en [26] (ver los Lemas 7 y 8 en [24]).
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2.3. Corolarios de los lemas. Inmersiones a
espacios de Lorentz

Corolario 2.1 (Inmersién sin exponente limite). Sea f una funcion que
satisface las condiciones del Lema 2.4 y f € LY(R"™) + LP°(R") para algin

po > 0 tal que

1 1 r
Po p n
Sea méx(1,py) < q < ooy
1 1 r
G (2.33)
g p n
Entonces para cada § > 0, f € LY (R") y
[fllgo < ¢ [IfllLrrrr + H 1D fll e ] (2.34)
k=1

Demostracion. Podemos suponer que 6 < min(1,pg, s). Sea f = g+ h, con
g € L'(R") y h € LP(R"). Aplicando la desigualdad de Holder, obtenemos

o dt

n= [T ipre) S <

gﬂUmwmwmff /[WWWM

1 1

<c [(/OOO g*(t)dt)e + (/Ooo h*(t)POdt)e/pO] :

De donde se deduce que

9dt]<
7| =

Ji < N FllTr oo (2.35)

Sea 0 < 6 < 1. Aplicando (2.31) con ¢ = (2'/K)4, obtenemos gracias a la
desigualdad de Holder y a (2.33):

oo dt L. dt
%El wWwW7§L+W/[MvwW7+

)

1
1
+c/ 9171 (1)0at < Jy + 55t
0
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1 0/s
+c ( / (/P _T/”)_la(t)sdt) .
0

Por (2.35), Js < co. Ahora la desigualdad (2.34) se sigue de (2.32) y (2.35).
[

El siguiente corolario nos da una generalizacion del clasico teorema de
inmersion de Sobolev con exponente limite.

Corolario 2.2. Sea rp € N, 1 < pp,sp < ocoparak =1,....n(n >2)y
sk, =1, si pr = 1. Sean r,p y s los nimeros definidos por (2.29) y (2.30).
Supongamos que p < n/r y se define ¢* = np/(n — rp). Entonces, para toda
funcion f € C®(R"™) de soporte compacto tenemos

I/

oo S JTIDEFIG. (2.36)
k=1

Este resultado se sigue inmediatamente del Lema 2.4. En [26, Theorem
13.1] se da un esquema diferente de la demostracion de (2.36). En el caso
pr = s, > 1 (k= 1,...,n) la desigualdad (2.36) estd contenida en [5,
Ch.4]. Para r; = --- =1, = 1 (2.36) estd demostrado en [47]. En [26] (ver
también [47]) podemos encontrar una descripcién detallada de los resultados
anteriores partiendo desde la desigualdad clasica de Sobolev.

2.4. El Teorema principal

Teorema 2.2. Sean > 2, r, € N, 1 < pg,sp <ooparak=1,....,nysy=1
st pp = 1. Sean r,p y s los numeros definidos por (2.29) y (2.30). Para cada
p; (1 <j <n) que cumpla la condicion

r 1 1
pi=—+——->0,
n pj

cogemos cualquier q; > p; tal que

y denotamos
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1 1_%]' %j
Q; = ;15 — = _,
J 77 ’

(9]- S Sj

Entonces para toda funcion f € So(R™) que tenga derivadas débiles D)} f €
LPese(R™) (k=1,...,n) se cumple la desigualdad

00 s . 0. dh 1/60; n .
([ Bty 5 < S IDE . @30
k=1

donde ¢ es una constante que no depende de f.

Demostracion. En primer lugar hay que notar que las condiciones impuestas
hacen que 0 < s; < 1. Llamaremos

gk(x) = [Di* f ()]

Ademas, sin pérdida de generalidad, supondremos que j = 1 y definimos
para h > 0

folx) = AT (h) f ()]
Para casi todo € R" tenemos (ver [5, Vol.1, p.101])

h h
fn(x) g/o /0 gi(x+ (ug + -+ +upey) duy -+ - du,, . (2.38)

Y de aqui,
Jr(t) < h7 g™ (1) (2.39)

Vedmoslo: para cualquier subconjunto A C R™ con |A| =t

[ @i s [ gdy =1t
A BCR",|B|=t /B
Y de esto, se sigue (2.39).

Si pr = 1 (en este caso s; = 1), entonces se deduce de (2.38) que
fn € LY(R™). Si p; > 1, entonces (2.39) implica que f;, € LP>*1(R"). Ahora
podemos aplicar el Corolario 2.1 y tenemos que f;, € L%!(R"™).

Denotamos para h > 0

NMEM%M=/tWHﬁ@ﬁ<w-
0
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Sea & = (1K) y

Q(h) ={t >0 : f(t) = 2K f;(&t)} (2.40)

donde K es la constante del Lema 1.3. Entonces

/ et (e < 2K / L L (Got)dt =
R:\Q(h) 0

_ e 1
ekl / P g0t = 3 (h).
0
Por tanto,

J(h) <2 /Q =20 (2.41)

Ahora conseguiremos estimaciones para f; (¢). Denotamos

V() = /ng(x)dxk, sipr = 1.

Seae=(1—13)/2y

, rn -+ r o
0<d<emin (— — 1) , —minmin(y;, 1 —;) | . (2.42)
r 2 <1
Ahora para cada k = 1,...,n aplicamos el Lema 2.1 con 9(t) = ¥;(t/2) en
el caso pr = 1y ¥(t) = g™ (t) en el caso pr > 1. Obtenemos que existen
funciones pi(t) (k=1,...,n) en R, tal que

L N T () A (2.43)
Ve(t/2) < @i(t), sipr =1, (2.44)
gr (t) < pn(t), sipy>1, (2.45)
y
H(pkak,sk <c HDZkapk,Sk' (2'46)

Ahora, para estimar f;(t) para h > 0 fijo y t € Q(h). Sea E(t,h) un
conjunto de tipo F, y medida t tal que

fn(x) > fr(t) paratodo x € E(t,h). (2.47)
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Denotamos por A (t, h) la medida (n — 1)-dimensional de la proyeccién or-
togonal de E(t,h) en el hiperplano coordenado zy = 0. Por Lema 1.3, (2.44)
y (2.45), tenemos que para cada t € Q(h)

fit) < (ﬁ) U AR, sipe=1,  (248)
£ < e (Ak(i h>> o), sip> 1. (2.49)

A continuacién aplicamos la desigualdad (1.14) y el Lema 2.2 y obtene-
mos que existe una funcién o(t) no negativa y funciones positivas wug(t)
(k =1,...,n) continuamente diferenciables en R satisfaciendo las siguientes
condiciones:

i) <co(t), teQ(h), (2.50)

o0 1/s n

(/ ts(l/p—r/n)—la_(t)sdt> <c H ||D2kf||;£(?;:'“) ’ (2.51)
0 k=1

@ ) or(u(t)),  sipe=1,

7= { (t/ua () 2i(8), sipp> 1, (2:52)

n

[T w(t) =", (2.53)

k=1
uy (1)t°~1 decrece, (2.54)
g (t r .
/ ’“t( )gok(uk(t)) dt < c||DEflly, sipr = 1. (2.55)
0

La estimacién (2.50) la usaremos para t “suficientemente pequeno”. Para ¢
“grande” necesitamos una estimacion diferente, que incluya h.

En primer lugar, tenemos la estimacién (2.39). Sin embargo, esta esti-
macién no funciona en el caso p; = 1 (el operador g — ¢** no es acotado en
LY.

Probaremos una estimacion que pueda ser aplicada para todos los valores
de p; > 1. Denotamos

Bt) = t/ur(t). (2.56)
Probaremos que para cada h > 0y cada t € Q(h)

fu() < eh™ =2 B() X (1), (2.57)
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donde e = (1 —3¢1)/2y

w = = { wOAOVE Tl sy

(ver (2.52)). Por (2.46) y (2.55),

IxXllpr.s1 < € 1DF fllpr.s - (2.59)

Para h > ((t) (t € Q(h)) la desigualdad (2.57) se sigue directamente de
(2.50) y (2.58). Supongamos que 0 < h < ((t), t € Q(h). Si p; > 1, entonces
(2.57) es la consecuencia inmediata de (2.39), (2.45) y (2.58).

Sea p; = 1. Primero supondremos que existe 1 < j <n tal que

At h) = %Uj(t) (@)WW :

Si p; > 1, entonces por (2.49) y (2.52)

fose (o) w0 (5m) =0 (5)

Si p; = 1, entonces aplicamos (2.48). Notemos que
1

Teniendo en cuenta que para §; = er;/r; la funcién ¢;(u) u*~% decrece y la
funcién o;(u) ul*% crece (ver (2.42) y (2.43)), obtenemos que

Ot 1) 0, (s (8, h)) < (%uj(t)) =4 %(ujé(t))

<

< (s (1) p5(u;(2))-
Por tanto, por (2.48)

t
u;(t)

De estas estimaciones y (2.52) se sigue la desigualdad (2.57), donde x(t)
estd definida como en (2.58).

Fitt) < e =gty ) o35 (1).
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Ahora supongamos que para todo j =1,...,n.
1 1/
Ni(t ) < sus(t) (5(0) /). (2.60)
Lo primero de todo, se tiene que

t
Mt h) < o (2.61)

Ademas, para cualquier subconjunto de tipo F,: A C E = E(t, h) denotamos

por A; la proyeccién ortogonal de A sobre el hiperplano x; = 0. Si

TN 1

mes, 1 A1 < L (1 (%) ToZ

v(t, h), (2.62)

N | —

entonces

t
mes, A < —.
2
Esto es, si no tendriamos por (2.62) y (1.14)

tn_l

Hmesn_l A > m =

i=2

L (e

— (52 (1),

h

j=2

que contradice la hipdtesis (2.60).
Usando el Lema 2.3, descomponemos la proyeccién Fi(t, h) en subcon-
juntos medibles disjuntos P y S tales que

1
mes,_1 .5 = 57(75, h)

t/(2h)
/ ()i < / i (w)du (2.63)
P v

(t,h)/2

Se sigue de la observacion de arriba que la medida del conjunto

E' ={x € E(t,h) : 1€ P}
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es al menos t/2. Para &7 € FEj(t,h) denotamos por T'(#;) la seccion del
conjunto E(t, h) por la recta que pasa por Z; y es perpendicular al hiperplano
1 = 0 (nétese que T'(#1) es un conjunto de tipo Fy). Para casi todo & €
Ei(t, h) tenemos (ver (2.38))

f(t) mes, T(in) < / fo(@)da <

T(21)

< / D7 f ()]s = e ().
R

Integrando esta desigualdad con respecto a 2y sobre P y teniendo en cuenta
(2.63) y la desigualdad

N | =+

/m681 T(Zﬁl)di‘l = |E,| Z
P

conseguimos (ver también (2.44))

ATt t/h
frt) < ; / o1 (u)du . (2.64)

Para 0 < h < f(t) tenemos
Yt h) <u(t) <t/h.

Es més, sean = e/ (22 — 1). Por (2.43), o1 (u) u' ™7 crece y o1 (u) u' ¢ decrece
en (0,00). Asi, tenemos

t/h u1(t) t/h
/ o1(u)du = / o1 (u)du + / o1 (u)du <
¥ v

(tvh) (trh) ul (t)

< pr(ur(®)ur () (@t )7 4+ er(ua(t))un(t) 5 (t/h)" Je =
— ch Bt (D (i (1)).
Y de aqui y (2.64) se sigue (2.57).
Finalmente, considerando (2.50) y (2.57), obtenemos que para cada h > 0

y cada t € Q(h)
fi(t) < c®(t, h), (2.65)

donde
O(t,h) = min(a(t), K 6(t)x (1)) (2.66)
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y x(t) esté definida en (2.58).
Y de ahi, tenemos (ver (2.41))

J’(h)gc/ tYu =1t h)dt
0

J= / h=o =1 g (R)rdh <
0

00 0 01
< c/ h10—1gp (/ tl/‘”l@(t,h)dt> .
0 0

Entonces, tenemos (por (2.66))

0o 01
J<ec / h=o=14p </ ¢/ —1a(t)dt) +
0 {h>p(1)}

oo %1
. / pri—ai—e)i—-1gp (/ /o _1ﬁ(t)€x(t)dt) ] =c(h+ o).
0 {r<B®)}

Por (2.54), la funcién B(t)t~° crece en R,. Como J; tiene la forma de la
integral de la parte izquierda de (1.20), aplicamos el Lema 1.4 y obtenemos

> dt
Ji < c/ ﬁ(t)*aloltgl/qla(t)"l?
0

Y de esta dltima desigualdad y (2.58) llegamos a
Jy < c/ /ety ()0 g (1) -)0 gy (2.67)
0

Ahora notemos que J, tiene la forma de la integral de la parte izquierda de
(1.21). Asi, el resultado de aplicar Lema 1.4 sobre .J; da que

Jo < c/ th/n=Iy () g e
0

Por (2.58) la ultima integral es la misma que la de la parte derecha de
(2.67). Por tanto, tenemos que

J < c/oo g/ n=ly (1) g ()0 gt
0
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Ahora aplicamos la desigualdad de Holder con exponentes u = s1/(5¢1601) y
uw = s1/(s1 — »161). Notemos que

1
(1 —3¢)01u' = s, b _ s w=s(--").
@i phu p n

Asi conseguimos, utilizando (2.51) y (2.59):

0o (1—501)/s
g e (([Tmmtora) " ops, <
0

pP1,51 —

n 1—>5c
<c (H ||D;jf||£f,(g”)> DY FII7 s -
j=1

Como
n

r
>t

| nr;

obtenemos (usando la relacién entre medias aritmética y geométrica) la de-
sigualdad (2.37). El teorema esté probado. O

Comentario 2.2. Primero recordaremos la definicién de espacio de Besov en
la direccién de los ejes coordenados z; (ver Definicién 1.12).

Ahora nétese que las hipétesis del Teorema 2.2 no implican la pertenencia
de la funcién f a ningin L*(R™). Sin embargo, si anadimos la hipdtesis de
que f € LP(R™) para algin py > 1 y que g; > po, entonces por el Corolario
2.1 tenemos f € L%!(R"). Asi, con estas condiciones adicionales el Teorema

2.2 implica que f € B;_’;ej;j(R”) y

n
1Flles, e [I|f|lpo 3 IDE s
3°05°

k=1

Comentario 2.3. Es importante subrayar que los valores de los parametros
0, encontrados en el Teorema 2.2 son 6ptimos. Para verificar esta afirmacién
consideraremos el siguiente ejemplo.

Supongamos que n =2, 11 =19 =1, 1 < p1,pa < 00Oy §1 = p1, S92 = Po.
Ademas, asumamos que

1 1\ 1 1 1 .
p=2(—+ — < 2. Entonces —>-——=- (i=1,2).
P11 P2 pi p 2
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Sea q; > p; tal que
1

1
_ > —_
qa p
Como en Teorema 2.2, definimos

1
5"

_ Up—1l/aq
1/pr—1/p+1/2°

1_1—%1 Al

%1:1

06 p P
Para 0 < € < #,, definimos los siguientes nimeros
2/p—1 2/p—1
a - Y - )
1+2(1/p1 — 1/p) 1+2(1/p2 — 1/p)
pill+2(1/p1 = 1/p)] 01 —¢ K pall +2(1/p2 — 1/p)] 01 — &
Supongamos ademds que « > 1—1/p; y > 1—1/ps (lo cual se cumple si
p1, P2 son “pequenos” ). Entonces, llamaremos para (z,y) € [—1,1]?

N e\’ P e\’
ool,y) = [ (1og|x—|) Tyl (l°g|z7|) |

a1 = I 9

g

Sea
D ={(z,y) € [-1,1]* : @o(z,y) < 1}
y
fe) =t = { [P e €D

Realizando calculos rutinarios, se puede ver que la funcién f cumple las
siguientes propiedades:

(i) para todo 1 <v < 2p/(2 —p) f € L*(R?);

(44) % € LP(R?), g—i € LP(R?);
00 . dh
i) [ Al m ] G = oo

Esto implica que los valores de 6 en el Teorema 2.2 no se pueden hacer
mas pequenos.



2.4. EL TEOREMA PRINCIPAL 93

Realizaremos a continuacion los calculos con los que se obtiene (i), (ii) y
(ii).
Demostracion. En primer lugar probaremos (i).
Sea 0 < 1 < 1/2 tal que t*(log ¢)° y t°(log €)? sean crecientes en (0,7).
Sea ko € N tal que para todo k > kg

o—k/ap—d/a < n oy o~ k/BE/B < n.
Para cada k > ky definimos el rectangulo

P, = [0,27F/ag=0/2) x [0,27*/BE=1/A).
Notemos que P,y C P, C [0,7]? para cada k > k.

Por la manera de definir f, es obvio que la afirmacién (i) es equivalente
a que para cada 1 <v <2p/(2 — p)

1
/ ———dxdy < o0.
Py, P0(@,Y)"

Definamos Qy = P, — Pry1, (k> ko).

2_%_1(%: +1)°7 Qk

kL
2 o

(k+1)"= 2%k %

Es facil ver que si (z,y) € Q, entonces

278 < wolz,y), (2.68)
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donde ¢, es una constante positiva que sélo depende de «, 3,7 y . Entonces

————dzdy = / d:cdy <c 25| Qp 2.69
/Pko wo(z,y)" Z wo(z,y)” Z Qxl. ( )

k=ko
Ademaés
Qx| < [Pl = 27"k, (2.70)
donde a =1/a+1/3,b=d/a+ /0. Teniendo en cuenta las definiciones de

a, B3, 7, 0 tenemos

2]9 2 91

a=—, = —

2—p’ 2—pb —¢
(

(2.71)

Entonces, por (2.69), (2.70) y
1<p<2)

2.71), st 1 < v < 2p/(2 — p) (recordemos

1 (o)
——dxdy < ¢ ok(v=a)p=b ~ +00,
/Pko (100(1.7 y)’/ Z

k=ko

y queda probado (i).
Ahora demostraremos que % € L (R?). Esto es equivalente a

> 1,13

k=ko

P1

dxdy < oo.

o (¢o(z,y)7")

Derivando obtenemos, para (z,y) € Py,

D onan)™) = —gute) e ()’ — o5 (g )7

Entonces,

5% el ™)| = o) 20 (10 )’

9 e e\’
< eolw,y) % (log =) (a+0).

De esta estimacién y (2.68) se obtiene

I,

p1

5
gle= b (log E) " drdy <
x

dedy < c2%kP /

9 1
% (@0(% y) ) o
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ko _6
a «

:C(Oéfl)pl <1Og E)dpl dx
T

Como (o — 1)p; > —1, es facil ver que existe k; € N tal que si k > ky

27 ak™
< (92m—k/B} /8 /
0

)
27 ak”T @
/ glo—bm (log E>6pl dr < c27Fn [2’5153]1’“.
0 x

Y de estas dos ultimas desigualdades, si k > ki, tenemos

1

dady < c2Mpr (3 —al bt im (2.72)

) ;x (900(36’73/)71)

donde a y b fueron definidos en (2.71). Debido a las definiciones de «, § y
(2.71) se cumple

1 o 0
a=p(l+—-) vy —b+-—p= L—_——
« « e—0
A partir de aqui y de (2.72) es inmediato que
a p1
O (¢o(z,y)™")| dady < .

k=k1

De modo analogo se ve que g—i € LP2(R?), con lo que (ii) queda demostrado.
Definimos \(z) = 2/%(log £)°®=7/5_ Sea

Rh) ={(z,y) eR*: 0 <z < h,0<y<Aa)}

Es claro que, eligiendo 0 < pu suficientemente pequeno, podemos tener que
para cada 0 < h < p,

R(h) C (0,n)?, 2h € (0,7), (2.73)

(z>2a/ﬁ < A(x)

€ (&

si0 <z <h. (2.74)

Ahora, si0 < h < p

1AL (R)Flo > / F(2y) — Fx + hyy)| " dady =

R(h)
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[N Crer Rz
= — xdy.
Ry \Po(T,y) oz + h,y)

1 1 1 1

wo(z,y)  wolr+hy) — wolz,y)  wo(2z,9)
_ (22, y) — @o(@,y)
wolz,y)po(2,y)

Definamos u(x) = = (log 5)5. Notemos que, debido a la definicién de 1, u(x)
es estrictamente creciente en (0,7). De aqui se sigue facilmente que

u(2z)
u(x)

Si (z,y) € R(h)

(2.75)

(<

<2¢ 0<x<n/2, (2.76)

donde ¢ = wu(n)/u(n/2) > 1 es una constante. Por otro lado sea v(y) =
y° (10g 5)7 Se cumple (usar (2.74)) que

v(A(z)) < cu(x) 0<x<h<pu. (2.77)
Como @qg(z,y) = u(z) + v(y), juntando (2.75), (2.76) y (2.77), se llega a
L L > «c-1) (x,y) € R(h),0 < h < p.

volz,y)  wolr +hy) —  ulw)
Asi,si0O< h<p
h h N
IAL(R)f]12 = c/ )\(x)u(x)_qldx:c/ 2 (log =) de,
0 0 T

donde d = % —aqp yl= 5%’ — 0¢1. Como (por las definiciones de a, 3, v, d,

a))d=oqy—1yl= 9:—(]_16 es facil ver que

1 d e\
|21 (W7 = ch™ (log 3 ) 0<h<p
y en consecuencia
= —ou O1—e d_h > : E - @ —
[T [ os) - e

que es la afirmacién (iii). O



Capitulo 3

Inmersiones para espacios de
Besov anisétropos

3.1. Definiciones y resultados conocidos

Recordemos las definiciones 1.12 y 1.13 de espacios de Besov dadas en
Capitulo 1. Ahora presentaremos un espacio de Besov anisétropo en todos
sus parametros.

Definicién 3.1. Sean e N;r; > 0,1 <p; <o00,1<6; <00 (j=1,...,n).
Diremos que f € b\ o, (R") si f € So(R™) y la siguiente seminorma

K :---:p7L§01 -----
es finita
n

i”f“ ) - Z /oo(t_rjw’?i(f;t) ')Gjﬂ 1/6;
=t 23 05 0 J pi) "y

=1

(Tj < k’j € N)

Como ya se dijo en la Introduccion, una parte fundamental de la teoria de
inmersiones fue desarrollada en los cincuenta por Nikol’skii, que construyo la
teoria de inmersion para los espacios Hj'™ que llevan su nombre. Mas
tarde fue construida por Besov una teoria similar para los espacios B;fé""rn.

Uno de los resultados centrales de la teoria de inmersiones de los espacios
de Nikol’skii-Besov es el siguiente analogo del Teorema de Hardy-Littlewood
[5, vol.2, pg.62], ya nombrado en la Introduccién. La desigualdad (5) puede
interpretarse como un teorema de inmersién de varias métricas para los es-
pacios de Besov. Es decir, es el siguiente teorema.

57
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Teorema 3.1. Seanr; >0 (j=1,....n),r=n(>"_1/r;) ' y1 <0 < .
Sean 1 < p < q < oo tales que

y o = srj (j1,...,n), entonces

Bm,“.,rn(Rn) NN BZle’“wan (R”) (31)

p,0

Para 6 = oo, la inmersién (3.1) toma la forma
H;l"“’rn(Rn> N ngl,..‘,an(Rn)'

Esta ultima inmersién fue probada por Nikol’skii [36]; junto con el Teorema
de Sobolev (ver (2.1)) son clésicos dentro de la teoria de inmersiones de clases
de funciones diferenciables de varias variables.

En el libro [5, vol.2, pg.62] este teorema fue generalizado para el caso en
que, para cada variable distinta z;, la norma de las diferencias se toma en
las métricas LPi distintas, pero con ¢ el mismo para todo x;.

Nuestro objetivo principal es estudiar los espacios totalmente anisétro-
pos, e.d., los espacios donde no solamente p varia, sino también 6. En otras
palabras, vamos a estudiar las inmersiones de varias métricas para los espa-
cios b o, (R™). El resultado principal de este capitulo es un teorema
de este tipo con los valores éptimos de los parametros.

Ademas en este capitulo obtenemos las inmersiones a los espacios de
Lorentz para los mismos espacios.

Por dltimo, en el apartado 3.5, daremos algunas aplicaciones de los re-
sultados obtenidos en este capitulo. En concreto, probaremos algunas de-
sigualdades tipo Sobolev para espacios anisétropos en el caso limite ¢* = oo.
Especificaremos mejor el problema en dicho apartado.

3.2. Resultados auxiliares
El siguiente lema fue probado en [26, pg.167].

Lema 3.1. Sea f € So(R")(ver (1.1)) una funcion localmente integrable,
ki€ Nyp, €[l,00) (i =1,...,n). Supongamos que §;(t) (1 < i < n) son
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funciones positivas en Ry = (0,00) tales que
[[owy =t ¢>o0). (3.2)
i=1

Entonces, para todo 0 <t < s < o0,

PO < =D e mix o (3) ub (). 63

ie{1,...,n}
donde k = max k; y ¢ es una constante que solo depende de p; y k;.

El proximo lema es un analogo del Lema 2.1 del Capitulo 2. Dada una
funcién con unas propiedades de monotonia y de integrabilidad podemos
mayorarla por otra con propiedades de integrabilidad comparables y de la
cual podemos controlar su crecimiento y decrecimiento.

Para 1 < p < oo denotaremos £ = LP(R,,du/u); pongamos también
L2 = L>*°(R, ) (ver [18]).

Lema 3.2. Sean o > 0, 0 > 1. Sea 9 (t) una funcion no negativa, no decre-
ciente tal que t=*(t) € LY. Entonces, para cada § > 0 existe una funcion o
en Ry continua y derivable tal que:

i) (1) < p(0),

i) p(t)t0 decrece y ()t~ crece,

ii1) |[t=%p(t)]| e < c||[t™(t)||z6 donde ¢ es una constante que sdlo depende
de o y a.

La demostraciéon sigue el esquema de la del Lema 2.1, asi que no la in-
cluiremos.

SeanneN, 0<r;<o0,1<p;<ooyl<f;<ocoVje{l,...,n}. En
este capitulo denotaremos

-1 —1 -1
"1 n e 1 n = 1
r=n —| 5 p=- — | ; 0== E — (3.4)
(Z Tj) " (yz—; pjrj) " (j—l erj)

j=1
o L(zeloty, 55)
i\ Dj D

Entonces .
> =1 (3.6)
j=1

El siguiente lema emplea las notaciones (3.4) y (3.5).
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Lema 3.3. Sean € N, 0 <r; < o0, 1 <p; <ooyl <0 <oo para
Jj=1,...,n. Supongamos que 3; > 0 para todo j y sea

1
< — mi it .
0<o< 5 1r§nj1£n{ﬁjr]} (3.7)
Sean @; funciones positivas en Ry, estrictamente crecientes y continuamente

derivables, que satisfacen @;(t)t™" € L% . Ademds p;(t)t™"i0 crece y ;(t)t "0
decrece. Definimos

.....

o(t) = inf {jgéxn{t VPipi(8;)} : H(5 =t 6 > 0} (3.8)

Entonces:
i)Se cumple la desigualdad

</OOO 401 /p=r/m)= ()9dt) ﬁ e Ollo] . (39

ii)Existen funciones positivas, 0;(t), continuamente derivables en R, tales
que

[IRGEY: (3.10)

j=1
Y
o) = 0y (5,() (EE Ry, = 1,....m) (3.11)
iii) para cada j =1,....n
ORI Ok (3.12)

w) para todo j =1,....n

o) (5. 0; 1/
( / [_%Ogj?f;)(fj)} %) < et ()l (3.13)

donde ¢ depende de o, r;, pj, n

Notese que el lema que acabamos de enunciar es un analogo del Lema
2.2 y estd enfocado a elegir los §;(t) (j = 1,...,n) adecuados para lograr la
mejor estimacién posible de tipo (3.3).
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Demostracion. En primer lugar, debido a (3.6) y a que 5; > 0 para todo j,
se tiene que 3; < 1 para todo j.
Notemos que

Jm o;(d;) =0y lim ¢;(0;) = oo,

j—0 d;—00
Ahora fijemos t € R.. Es claro que existe un tdnico punto §; = §;(t) > 0
tal que o(t) = t~/Pip;(6;(t)). Sea ahora cualquier 1 < v < oo. Nétese que
o(t) < t7YPip,(5;(t)y). Entonces

o(t) < min {t7710;(6;(t)7)}-
1<j<n

Por la definicién (3.8) de o(¢) tenemos que existen oy, . . ., d, tales que [[}_, 65 =
ty

-----

Por tanto, §; < d;(t)y para todo j implica

t=]0 < []o)
j=1 Jj=1

Tomando lfmites cuando 7 tiende a 1 tenemos ¢ < [[7_, d;(t). Pero si sucediera
[1}_, d;(t) > t podriamos elegir 0 < 07 < d;(t) tales que [[_, §; = ¢. Por
tanto o (t) =t /Pip;(6;(t)) > t/Pip;(8}). Entonces

o(t) > méx {0}y []6 =1,

-----

j=1

lo que contradice (3.8), que es la definicién de o(t). Asi pues, las funciones
d;(t) satisfacen (3.10) y (3.11) simultdneamente.
Ademas, para cada j =1,...,n, por (3.11)

05(t) = 5 (TP, (8, (1))). (3.14)
Entonces por (3.10)
t = ®(,(t),1),
donde

n—1

(s,t) = s [ o7 (t"/7 /™ gu(s))

j=1
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que es una funcién de C'*(IR?) estrictamente creciente respecto a s. En conse-
cuencia tenemos que 6, € C*(R;) y por tanto, por (3.14) §; € C'(R,) para
todo j = 1,...,n. Acabamos de probar (ii).

Nuestras hipdtesis sobre ¢; implican que para cada j =1,...,n
i — "(t —r 5
b Al o+l (3.15)
t ©;(t) t

Adema3s

o'(t) _ —1/p;  #5(5(t))
ORI 10
Ahora derivamos (3.10) y te
t>0existe m=m(t)yl=1I

iendo en cuenta (3.6) tenemos que para cada
t) tales que

B 0
<_
/ Yy

Entonces

—1/p  p(a(t)) L _o'(t) _ —1/pm | @ (0m(t)) Bim
t 901(5l(t))5l(t)_ = = ()

Ahora, usando (3.15) obtenemos

_1/pl+ﬁl(rl - ) Ul(t) _1/pm+ﬁm(7ﬂm+5)
t a(t t '

)
Y debido a que 0 < (3, 5,, < 1y a (3.5) logramos:

r/n—1/p—0 - a'(t) < r/n—1/p+9
; =) = f '

(3.17)

Ademas, por (3.17) y (3.16)

Bir; — 8 _ ¢5(05(t))
LS o0,0)

Entonces §; crece y usando esta tltima desigualdad y (3.15)

5]7“] o (75) ﬁJT‘J 4+
(ry +0)t ;< 50 = (o)t

ﬁj’f‘j—i—CS

05(t) <
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Y de aqui, junto con (3.7), se llega a

5; ()
j(t)
y hemos probado (3.12). La afirmacién (iv) es consecuencia inmediata de

aplicar la desigualdad izquierda de (3.18) y el cambio de variable u = §;(t).
Finalmente, multiplicamos (3.11) elevado a 1/r; y usamos (3.10)

<

<

SIS

f (3.18)

Oq

n n /7

nr —n/(r r —n/(r 90(6(20) Y

()T = /pH D = /(WH{W .
j=1 i=1 J

Asi

(/ooo Zf6(1/19_7”/")‘1cr(ﬂ%f) v </0°°ﬁ [%} o %) 1/0 )

SIE .

y aplicando (3.13) llegamos a (3.9). El lema estd demostrado. O
En el siguiente lema usamos las notaciones (3.4) y (3.5) también.

Lema 3.4. Seann € N, 0 < r; < 00,1 <p;, <oyl <0 <oo(j=

1,...,n) tales que B; > 0 para todo j. Entonces, para toda funcion f €
So(R™) M Lipe(R™) tal que f € b;’,'_j.:;’;;el _____ 0, (R"),

P < @~ D€ +el©)olt), paratodog>1  (319)
Y

([ ) <oy e 8)

(3.20)
donde r; < kj € N, k' = max k;
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Demostracion. Primero aplicamos el Lema 3.1 a f consiguiendo la estimacién
(3.3). Ahora definimos 0 < 6 = L min;{g;r;} y aplicamos el Lema 3.2 al
modulo de continuidad obteniendo

wfj(fsu)pj < @i(u), eiuwuTT T, @i (uuT |

y
1 _r
. © dh\ %
sl < [Tabm, ) 7 e
Entonces logramos (3.19) con o(t) de la forma (3.8). Sélo queda aplicar Lema
3.3 y usar (3.21). O

3.3. Inmersiones a espacios de Lorentz

Teorema 3.2 (con exponente no limite). Supongamos que una funcion
[ satisface las condiciones del lema 3.4 y f € L*(R™) + LP°(R™) para algin

po > 0 tal que
1 1 r

Po P 1
Sea méx(1,py) < g < ooy

1 1
Ss-- D (3.22)
q p n
Entonces, para cada @' >0, f € L% (R") y
oo < ¢ | 17lzrom + TT0S N, 37 (323)
j=1

La demostracién sigue el mismo esquema que la del Corolario 2.1 del
Capitulo 2. Lo tnico que cambia es en que donde usdbamos (2.32), (2.34),
(2.33) y (2.32) ahora ponemos (3.19), (3.22), (3.23) y (3.20).

Teorema 3.3. Sean € N, 0 < 7; < oo, 1 < p; <oo,1 < 6; < o0
(1 <j<n). Definimosr, py0 como en (3.4) y supongamos que (ver (3.5))
B; >0(1<j<n)yp<?= Definimosq* =np/(n—rp). Entonces para toda
funcion f € Li,.(R™) y de soporte compacto se cumple

T

1
6., nr;

- ~ =15, Ki 0 p. 9]-@ 7
!\fl!q*,eécg(/o o (i, o5 ) "
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Esta afirmacién se deduce inmediatamente del Lema 3.4. Nétese que la
condicién de que f € Lj,.(R™) y sea de soporte compacto puede sustituirse
por f € LPo(R™) para algin 0 < py < ¢*. Asi tendriamos la inmersién

Loy, o (RY) — LTO(R).

P1,-- 7p’n7

3.4. El Teorema principal

Teorema 3.4. Seann € N, 0 < r; < oo, 1 < p; < o0, 1 < 0; < o0
j€A{l,...,n}. Sean r, p y 0 los nimeros definidos en (3.4) y supongamos
que para todo 1 < 7 <n

1 1

g p N
y llamamos

1 1 ( 1 1 )
;= - 5 - )
’ Biri \pj @
1 1-— %j %j
ap =Ty = .
J JJ o 2] Hj
Entonces, para toda funcion f € So(R") tal que f € b, 5 (R?), s
cumple la desigualdad
R o dh
i (B || AT (h) Fllgpn) == <CZHf! o (3.24)

(donde r; < k; € N); lo cual implica la inmersion

B g (R o B (RY),

D1, ,pn791, “ q15eesGni05 5,0,

Demostracion. Supongamos que 7 = 1. Notemos que 0 < 7r; < 1. Fijamos
ahora r; < k; € N para cada ¢ = 1,...,n. Denotamos para h >0y xr € R"

fula) = |AT (h) f(2)].
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Como || fullp, < Wi (f;h)p, < +o00, fr € LP*(R™) y aplicando el Teorema 3.2

tenemos que f; € L7 (R™).
Denotamos para h > 0

J() = [ fallas = / /0 f (1)t < oo
0

Sea § = (2"7%)1 y

Q(h) = {t > 0: fi(t) = 27" fi(&t)}

donde k = max k; como en Lema 3.1. Entonces

/ (=t e (t)dt < 24 / £ f (Got)dt =
R4 \Q(h) 0

_ o 1
— 2k+1§0 /a1 / tl/ql_lf;(t)dt _ §J(h)
0

Por tanto

J(h) < 2/Q(h) tYa=Lg(t)dt = 2.J'(h).

Asi, nos basta con acotar fj, en Q(h). Ahora elegimos

1
0<6= §m1n{ﬁ,n}

En virtud del Lema 3.2 existen funciones ¢;(t) en Ry (i = 1,...

nuamente derivables tales que
P Ly @)

wfi(ﬁt)pi < ¢i(t);
17" i (t) || co: < CHtiriwfi(ﬁt)pi o = c| f]

-
b 7 .
Pi,0;31

(3.25)

(3.26)

,m) conti-

(3.27)

(3.28)
(3.29)

Ahora, aplicando Lema 3.1, (3.28) y (3.25) tenemos para todo t € Q(h)

fi(t) < ¢ méx t_l/pigoi(c?,-(t)),

1<i<n

con 0; funciones cualesquiera en R, tales que [[;_, d;(t) = t.
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Debido a (3.26) y (3.27) podemos aplicar el Lema 3.3 y tenemos que existe
una funcién no negativa o(t) tal que

fr@) < co(), (3.30)

. 1/6 n
(/ t"ﬂ/pr/n)la(t)@dt) <c][ ettt
0 i=1

Existen funciones positivas, u;(t), continuamente derivables en R, tales que
[[io w(t) =ty

o] (3.31)

o(t) =t YPig;(u(t)) i=1,...,n. (3.32)

w31y w(e (3.33)

0o 1/61
</O [u1(t)_ms01(U1(t))]el%) < |l ()| os - (3.34)

La estimacién (3.30) se puede usar para t “pequeno”. Para t “grande”, uti-
lizaremos la siguiente estimacién, que es consecuencia de una desigualdad
tipo débil y (3.28).

Fi6) StV fullp, < EVPrr (f; h)py < 67V 01 (R). (3.35)
Entonces ~
J'(h)g/ tY0=1p (¢, h)dt, (3.36)
0
donde
®(t,h) = min{o(t),t VP pi(h)}. (3.37)
Entonces,

J= / h= =1 J(R) % dh <
0

00 0
<c / h—10=14p, (/ tl/ql_l/pl_lgpl(h)dt) +
0 {h<u1(t)}

00 o
+ / h—alﬁi—ldh (/ tl/‘h—lo-(t)dt> = [Jl + JQ]
0 {hzu (1))
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Debido a (3.33), u; es estrictamente creciente en R, y

S

IN
+10

(3.38)

S
—_
—~

~+
~—

Por tanto, el cambio de variable u;(z) = h y (3.38) nos conducen a

* , dz ([ %
J, < C/ ul<z>fa191g01(u1(z))91_z (/ tl/qll/plldt) _
0 z z

> / / /d
:(3/ u1(Z)*Ml%(ul(Z))glz(l/qH/pl)al;Z- (3.39)
0

Ahora vamos a por Jy. Debido a (3.33), aplicamos la desigualdad (1.20) del
Lema 1.4 y tenemos

o At

Jy < / a1 4 g ()1
0

Por (3.32), la ultima integral es la misma que la de la parte derecha de (3.39).
Por tanto tenemos que

00 210
= L A e
—Jo uy () ¢

Y usando la desigualdad de Holder con exponentes u = 6;1/(30167) y v/ =

01/(6 — 310,) (nétese que (1 — 30)0u = 0, (2 — 2%y = g(L — 1)),

q1 P p

'] 0 %1/91 o V0
JU% < / p1(ua ()] dt / to(l/p_r/n)a_(t)eﬂ (1=3a)/ |
N 0 ul(t)r1 t 0 t

Y de aqui y (3.34), (3.31) y (3.29) se sigue

~—

n r(l—sxq)
0, = T
< e (Il ) TN, ) ™
i=1
que implica (3.24). El teorema queda demostrado. ]

Comentario 3.1. Como ya hemos dicho, el Teorema 3.4 implica la inmersion

B g (RY) o B (RY),

D1y5Pn30150.,0n
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Comentario 3.2. En el caso en que #; = - -- = ,, = 0o, obtenemos la siguiente
inmersion de espacios tipo Nikol’skil.

n n

o < E Ti .
Z Hthq]]y =¢ - Hthp;%j
7j=1 j=1

3.5. Anexo. Inmersiones limite de Sobolev.
Espacios L(oo, q).
En este apartado trataremos algunos casos limite del Teorema de Sobolev.

Para ilustrar mejor el problema recordaremos los siguientes hechos. Como ya
hemos dicho antes, el Teorema de Sobolev afirma que si 1 < p < n se tiene

np
n—p

WiR") — LT (RY) ¢ =

El caso en que p = n (o lo que es lo mismo ¢* = 00) es el caso limite del que
nos ocuparemos. Es bien conocido que en este caso (n = 1)

W (R) — L>(R).

Ademas, para n > 1, en [7, 16], de forma independiente, se prueba que si €2
es un dominio abierto de R™ con |2 < oo se tiene

WHR"™) C H,(Q), (3.40)

donde

19 o (g " sl
HA(©) = 17 | lliey = [ / (%) d—] < oo},

1+ log = s
Es mds, Hansson [16] mostrd que la inmersién anterior es ptima en el sentido
de espacios invariantes por reordenamientos.

Sin embargo, es posible mejorar este resultado no ya en términos de espa-
cios invariantes por reordenamientos, sino de desigualdades. En este sentido
[21, 22] se tiene

F) = f1(t) < et (IVF)™(2). (3.41)
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En [31, 2, 3| se introdujeron y estudiaron espacios relacionados con la
desigualdad (3.41). Asi, se ve en [2] que el espacio de Sobolev

Wy oo (R™") = {f : V[ € LR}
verifica
wyy o (R™) C weak-L>®(R™);

donde weak-L> son los espacios de Bennett-De Vore-Sharpley?
weak-L(R") = {f « || f[lweak-Lo (@) = igg{f**(t) — [ (t)} < oo}

Ademéds, con los espacios (no lineales) definidos para ¢ > 0 como

00 1/q
Lo ) ®) = {7+ [l = [ 1700 = P0IT) - <o)

se demuestra [47, 31, 3] que
WIR™) C L(oco,n)(R™). (3.42)
Nétese que (3.42) es también consecuencia de (3.41). En [3] se ve como (3.42)
mejora a (3.40). Ademas se tiene que, si 1 < p < ¢ < 00,
L = L(oo,1) C L(oo,p) C L(c0,q) C weak-L>,

y las inclusiones son estrictas.

Ahora estamos en disposicién de especificar nuestro objetivo: encontrar
una desigualdad del tipo (3.42) para 6rdenes de suavidad r > 1y espacios
anisotropos.

Es facil ver que, aplicando induccion sobre el orden de suavidad e inmer-
siones para suavidad 1 de [47, Theorem 8], se llega a

”.f“L(oo,n/r) S & Z ”Da.an/r
la|<r

No obstante, este método inductivo no funciona si no asumimos la existencia
de derivadas mixtas. Por tanto, no nos sirve para obtener desigualdades del
tipo

[ F | £(o0mnr) < CZ ”D;‘f”n/r?

J=1

1Ln,o<>
2

es el espacio de Marcinkiewicz weak-L"™.
weak-L> no es un espacio lineal y ||.|lweak-L> N0 €s una norma.
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o inmersiones para espacios anisétropos (ver Definicién 1.7). Este es precisa-
mente el tipo de resultados que obtenemos a continuacion.

Teorema 3.5. Sea 2 < n € N. Sean r1,...,7, € N. Definamos r =
n(d 5, - L)1 Supongamos que 1 < n/r. Sea f € So(R") que tiene las
derivadas débiles D' f € LM"(R") (j = 1,...,n). Entonces se cumple la

desigualdad
([ro-ror®) " <o imps,. oo
j=1

Demostracion. Elegimos ¢ > ® maxi<j<,{r;} fijo. Pongamos a; = Tire <1

(j =1,...,n). Entonces, se cumple la desigualdad
> 1 llyes, =< ¢ DS fllngr, (3.44)
j=1 b j=1

la cual corresponde al Teorema 2.2 en el caso particular p; = s; =n/r > 1
y ¢; = ¢ (notemos que entonces p = s = n/r, »; = n/(rq), 8, = n/r)

(j=1,...,n).
Por otro lado, se obtiene facilmente que

(/Ooo[f*(t) _ f*(Qt)]"/rCit> <c [H Hbejjﬁg] . (3.45)

De hecho, consideramos el Lema 3.4 con r] =5, pj = q, 0;
1,...,n) y & = 2. Nétese que en este caso particular 3; =

3=

=n
O%% (donde
a=n(d]_, a;')™t =n/q) y k;j = 1. Por tanto, combinando (3.19) y (3.20)
se obtiene (3.45).

Por otra parte tenemos

Fro-rosg [ rea=g ] e

2

5 [ = e

Y de aqui y la desiguadad de Hardy [4, p.124],

dt

[ - e < i

c[Trw-renrrd. e
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De (3.44), (3.45) y (3.46) se sigue inmediatamente el resultado deseado.
[

Notemos que (3.43) implica la inmersién

W (R™) < L(oo, n/r)(R").

n/r

Por otro lado, al igual que en Capitulo 2, podemos considerar también los
espacios cuyas derivadas generalizadas D;j f pertenezcan a diferentes espacios
LPi%i. Es obvio que repitiendo el mismo esquema de demostracion que el del
Teorema 3.5, tras algunos calculos aritméticos se tiene

Teorema 3.6. Sean>2,r; e N, 1 <p;, s, <ocoparaj=1,....,nys;=1
sip; = 1. Sean

-1 -1 -1
Z" 1 n Z” 1 n Z” 1
r=mn - ) p=—- - ) §=— - )
<j1 rj) " (jl ijj) " (j 1 rjsj)

y supongamos que p=n/r. Entonces, para todo f € Sy(R"™) que posea derivadas
débiles D} f € L% (R") (j =1,...,n) se tiene

* ko * sdt 1/8 . Tj
([T 0-rers) <10} ..
j=1
Comentario 3.3. Es trivial que, basandonos en el Lema 3.4 y en el Teorema

3.4, se prueba que, con r, p y 6 definidos como en (3.4), si p = n/r se tiene

prim (R") — L(o0, 8)(R").

P1se-sPni01,,0n



Capitulo 4

Teoremas de inmersién para
espacios de Lipschitz
anisotropos

4.1. Introduccion

En este capitulo probaremos teoremas de inmersién para espacios de Lips-
chitz anisétropos Ajt-" (ver §1.3.4).

Como fue mencionado antes, los primeros resultados éptimos sobre inmer-
siones de espacios de Lipschitz en L? fueron obtenidos en [20] (para ry < 1).
La demostraciéon estaba basada en el uso de reordenamientos no crecientes.
Més tarde, Netrusov [33, 34] estudié inmersiones de espacios Ajt"™ (p > 1)
para r; > 0 arbitrario. Su método estaba basado en representaciones inte-
grales especiales. Primero, demostré resultados 6ptimos sobre inmersiones
en espacios de Lorentz (una demostracién alternativa de estos resultados in-
cluyendo el caso p = 1 fue dada en [26] y estaba basada en reordenamientos
no crecientes). Ademds, él consider6 inmersiones a espacios de Besov.

Recordemos que I'in [5, §18.12] obtuvo el siguiente refinamiento de la
clésica desigualdad de Sobolev: si 1 < p < ¢ < oo, 1; € Ny s =1 —
n/r(1/p—1/q) > 0, entonces

ng,...,rn (R™) — B;;h--w%?“n(R")‘ (4.1)

En el caso p = n = 1 esta inmersion no se cumple. Fue probado por Kolyada
[21, 24] que la inmersién (4.1) es cierta en el caso p =1, n > 2, también.

73
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Para espacios de Lipschitz, Netrusov obtuvo el siguiente resultado [34]:
l<p<g<oo,r;>0(=1,....,n), talque x=1—n/r(1/p—1/q) >0
entonces

Ao (R™) — B&L- (R™). (4.2)

4150

Aunque no especifiquemos aqui las definiciones de los pardmetros, es im-
portante apuntar que los ;s son distintos dependiendo de si r; € N o no.

Queremos resaltar que los métodos de representaciones integrales emplea-
dos en [34] fallan en el caso p = 1. Es bastante conocido que este caso es el
mas complicado. En particular, la pregunta sobre la validez de la inmersién
para p = 1 habia quedado abierta.

Como ya mencionamos en la Introduccién, uno de los resultados princi-
pales de este capitulo es dar una expresién cuantitativa Optima para conseguir
un equilibrio entre estimaciones. Se trata de la siguiente funcién

p(t) = lrgl;rln{t?qbi(tli)}, teRY, ¢, € LRy, dx/z), l; €{1,...,n}.
Probamos una estimacién general con peso para esta funcién. Este resultado
nos da un método para estimar varias normas de modo unificado.

Luego, basandonos en estimaciones de reordenamientos conocidas, las
modificamos a una forma especial en la que intervienen funciones de los
espacios LY(R,dz/z), Ry = (0,00). La invarianza de estos espacios con
respecto a cambios de variable de tipo potencial juega un papel relevante.

Finalmente, combinando dichas estimaciones con la estimacion de la “fun-
cion-minimo” obtenemos los resultados principales de este capitulo. En primer
lugar, damos una demostracién nueva y mds simple de (4.2) incluyendo el
caso abierto p = 1. Probamos también estimaciones 6ptimas de normas de
Lorentz (definidas en términos de reordenamientos iterados).

Nétese también que los reordenamientos iterados fueron empleados en
teoremas de inmersién en los trabajos [20, 21, 23, 27, 38]. En particular,
fue probado en [27] que para espacios de Sobolev anisétropos es cierta una
version mas fuerte de una desigualdad tipo Sobolev con la norma de Lorentz
generalizada ||.[|;p.x-

En este capitulo obtenemos un resultado similar para espacios de Lips-
chitz. Esto es, demostramos una desigualdad de tipo Sobolev

If

la cual da una extensién de los resultados de Kolyada [26] y Netrusov [33, 34].

s < [ fllyprom, L <p<n/r,
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Observemos que en realidad probamos més que en la inmersién (4.2). Més
exactamente, demostramos la siguiente desigualdad

i (/Ooo [h_ai . dh)l/%’

Azﬁ (h)f”q,l;ﬁ] 7
i=1

<l (43)

Es claro que esto implica inmediatamente la inmersién (4.2) para todo p > 1.
Resaltemos que p = 1 estd incluido. Lo que es mds, comparando con (4.2),
la parte izquierda de (4.3) contiene la norma de Lorentz mas fuerte |[|.|,1.%
en vez de .||, (ver (1.10)). Hay que notar también que incluso es posible
reemplazar [|.|[;1,% por una norma mas fuerte ||.||,¢x para cualquier £ > 0.

4.2. Reordenamientos iterados

En la seccion §1.2 hemos definido los reordenamientos iterados y hemos
dado algunas propiedades bésicas. Como en [27], definimos también unos
promedios en términos de reordenamientos iterados.

Sea k € {1,...,n}, t; € Ry, 7, € R"!. Consideraremos los siguientes
promedios (recordar (1.4) y (1.6)):

Rif(tr, 2) = f27 (1),

Ahora, para cada o € P,,, pongamos
ReF() = R, - Ry, f(1), € R
Se cumple (ver [27, §2])
RS Nlp < cpllfllpy 1 <p<oo. (4.4)
Pongamos también
Rof(t) =Ry, -+ R, f(£), tERY
y para cada 1 < v < o0
_(V) as) v v
Ry f(t) = Ref" (D).

Este operador fue definido en [27] y usado para probar teoremas de inmersion.
Su propiedad importante es que

IR £y < ellfs. (4.5)
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4.3. Estimaciones

En adelante n € N. Sea 0 < r; < 400 (j = 1,...,n). Denotamos por 7;
el menor entero tal que r; < 7;.
Sea f € LP(R") (1 < p < 4+00). Para cada j = 1,...,n escribimos

fin(x) = A (h) f(2).

En esta seccién consideramos modificaciones de estimaciones de los reorde-
namientos iterados R, f y R, f; obtenidos en [27] y [26].

Para 1 < p < oo denotaremos £ = LP(R,,du/u); pongamos también
L2 = L>®°(R,)(ver [18]).

Lema 4.1. Sean € N, 1 < p < oo. Supongamos que F' € LP(R") es una
funcion no negativa, no creciente en cada una de sus variables. Entonces,
para cada § > 0 y cada j € {1,...,n} existe una funcion no negativa ¢ = ¢s;
en Ry tal que

i) F(t) < m(t)"P(t;),

it) |9llcr < (O F || Lrn),

i) p(u)u’ 1y pluyu= |.

Demostracion. Como F' es no creciente en cada una de sus variables, usamos
una desigualdad de tipo débil

1/p
F(t) < (i) ( / n_1F<t>pdt}> =x(f) (). (46)

Entonces g es no negativa y no creciente en R, y

lgllr®s) = [ Fllo@en)- (4.7)

Aplicando el Lema 2.1 obtenemos una funciéon g en R, tal que

9<9 lglly <c®lglly v glwu |, g)u* 1, u>0. (48)

Denotando ¢(u) = g(u)u'/?, por (4.6) y (4.8) obtenemos i). Despusés, ii) se
sigue de (4.7) y (4.8), y iii) se sigue de (4.8). O

Lema 4.2. Sean > 2, j € {1,. n}rJGNy1<p<ooSeaf€
W, (R™). Elegimos o € P, 1 <1 < n (l#07'j)), y0 << 1. Entonces,
existe una funcion no negativa ¢ = ¢, en Ry tal que:

1]l < el D3 £l (4.9)
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wu’ Ty ¢p(wu™ ] u>0; (4.10)
para cada K > 1
tom.
R, f(t) < 2Rt f (Ktmj, ?) + C(K)W(t)*l/pt%ﬁ(tl); (4.11)
Rofin(t) < cw(t)_l/”h”_‘st%jqﬁ(tl) para todo 0 < h < t,,, (4.12)

donde a} se obtiene de o moviendo el j-ésimo indice a la primera posicion,
m; =0 1(j) y ¢, ¢(K) no dependen de f.

Demostracion. Caso 1. Primero supongamos que p > 1. Denotamos por g; =
D} f. Por [27, (3.3) y (3.7)] tenemos que

A~

tm. _ t
R f(t) <27 Ry f (Ktmj, #) + C(K)trnzbjﬂj;gj(i) para todo K > 1,

(4.13)
donde 03» se obtiene de ¢ moviendo el indice j-ésimo a la primera posicion.
Ademas, por [27, (4.5)],

Rofin(t) < ch"R5g;(t). (4.14)

Ahora (ver (4.4)) notemos que R’ g;(¢) satisface las condiciones del Lema
4.1. Asi, para 0 y [ obtenemos una funcién no negativa ¢ tal que se cumple
(4.10),

Ry9;(t) < m(t)"Po(t), (4.15)

16]lcr < cl|R5g5lp-
Entonces (4.9) se sigue de la tltima estimacién y (4.4). Las desigualdades
(4.11) y (4.12) son consecuencias inmediatas de (4.15), (4.13) y (4.14).

Caso 2. Ahora supongamos que p = 1. Sea v = 1/(1 — §). Tenemos (ver
[27, (3.3) ¥ (3.10)])

~ ~

i _ £
Rof (1) < 29R f (xtmj, 73) (K (), (416)

donde
N —(1/) ~ N
Fj(tm;) = Ry 0i(tm;),  ¥5(25) = /jo(flf)dfl?j-
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Ademés, por [27, (4.11)]
Ro fin(t) < ch™ =0 Fj(tm,). (4.17)
Por (4.5) tenemos
1E51l g < ellillipn—r = llgjl- (4.18)

Asi, para cada | # mj, l € {1,...,n} y 0 < < 1 aplicamos el Lema 4.1 a

F; y obtenemos una funcién ¢(t;) satisfaciendo (4.10). Ademas,

Fy(tn,) < enltm,) " o(t).

Asi, con (4.16) y (4.17) conseguimos (4.11) y (4.12). Finalmente,
1ol < ellFls,
y (4.18) implican (4.9). O

Lema 4.3. Sean € N, j € {1,....n}, 0 <r; < ooyl <p < oco. Sea
f € LP(R™). Entonces, para cada o € P, y cada K > 1

~

Rof(t) <27 R0 f (Ktmj, %) + c(K)m() P (fitim, )y (4.19)
R fin(t) < w(t)fl/pw;j (f3 h)p, (4.20)

donde o’; se obtiene de o moviendo el indice j-ésimo a la primera posicion y

m; = o '(j).

Demostracion. Por [27, (3.3)], tenemos que para cada K > 1

_ tm. /
Rof(1) < 2R, f (Ktmj, 7]) RO, <§) , (4.21)

donde

R,®, (%) < (%) . (4.22)
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Elegimos un conjunto medible £ C R" tal que

B2 v o) 2o (50)

para todo x € E. Integrando sobre FE, aplicando el teorema de Fubini y
usando la desigualdad de Holder, logramos

P (7;(?) < % /E B, (z)dw =

1 (Fj-i-l)Ktm]. B
T <
T / ( [ (h)f(fv>|d:v> ih <

< 1
= (B,

(fj+1)Ktmj _
/0 JAT (B) £, dh <

< e(K)m(t) P} (f; b,y ) (4.23)

Ahora (4.21), (4.22) y (4.23) nos llevan a (4.19). La desigualdad (4.20) es
inmediata; de hecho, tenemos

R fin(t) < Fin(m(D)) < 77 frally < 7007 (£ 1),
]
Comentario 4.1. Si f € [ﬂj:rjeN W;JJ(R")] N [ﬂj:rﬁN H,(R")|, entonces
podemos aplicar simultaneamente las estimaciones obtenidas en los Lemas
42y43. Seac e P,, K>1,y0<d <1 Sir; €N, elijamos l; # o~ '(j)
y denotemos por ¢; la funcién ¢ = ¢;;, 55 definida en Lema 4.2. Si r; ¢ N

denotamos € = sup,,.ou 7w’ (f;u),. Ahora, combinando (4.11) y (4.19),

A~

R f(t) <2 Enjﬂz(,;f (Ktmj, t%) + e(F)m(t) ™7 po(#), (4.24)
j=1

donde m; = o71(j), ¥ = méx7; y

pot) = min{min{1r, 0,1, ) min{7, 2,3} (4.25)



80 CAPITULO 4.

4.4. El lema principal

En esta seccién probamos los lemas principales que forman la base de
nuestro método (ver Lemas 4.5, 4.6, y 4.7 debajo). Para ello sera conveniente
usar la siguiente proposicion auxiliar.

Lema 4.4. Sean m € N; 0 < o; < o0 (i = 1,...,m). Definimos o =
" o)7L Sean a,b > 0 tales que a/b < . Pongamos

p(z) = min{\, 20" A\, ..., 20" A} (2 € RY),

donde A\, M1, ..., A\, son constantes positivas. Entonces
b —a dz b—a/a o o
p(2)’m(2)*—— < cA H)‘i ' (4.26)
R m(2) i=1
donde ¢ es una constante que solo depende de «;, a, b.

Demostracion. Sea p;(z;) = min{\, 2" \;} i = 1,...,m. Denotemos por I la
parte de la izquierda de (4.26). Es claro que

I S/ ﬁpi(zi)gzzi_a iz :ﬁlia (4.27)

i =)

* ba _dz;
Ii — / pz(zl)il Zi_a_z-
0

Zi

donde

K3 (2

ba ()1 dz: o [ dz: o
L=)\" / pa—afi Aot / z:“ﬁ =c [)\ba_a)\ﬂ tei (4.28)
0 (

% %)l/ai %
Por (4.27) y (4.28) obtenemos inmediatamente (4.26). O
En adelante, sea n € N,0 < r; < 00,1 < 6; < oo. Supongamos que
¢; € L% son funciones positivas (i = 1,...,n). Definimos
p(t) = min{ty" du (1), 15° P2 (biy), - - 17 Pn(la) } (4.29)

donde ly,...,l, € {1,...,n}.
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Comentario 4.2. Nétese que la funcién p,(t) definida en (4.25) es un caso
particular de (4.29) (0; =psir € N, 0, =00, ¢p; = Q; sir; ¢ N).

El siguiente lema nos da la integrabilidad para funciones del tipo (4.29).

Lema 4.5 (Lema principal). Sean n € N;0 < r; < 00,1 < 6; < o0
(Z = 1,...,71). Sea p(t) = minlﬁiﬁn{t;iqsi(tli)}} ¢z € ‘Cei; lz € {Lan}

Definimos
-1 -1
"1 n e 1

(/R p@fﬂ@)””%) < CZH@ngm (4.31)

donde ¢ es una constante finita que solo depende de n,r;,0;.

Entonces

n
+
Demostracion. Podemos asumir que

> leille = 1. (4.32)
i=1

Ademss, podemos suponer que no todos los #;’s son iguales a infinito®.
Denotamos ¢(u) =37, .0 o ¢i(u)% (u > 0). Debido a (4.32) ||¢|| - < 1.
Sea

i=1,...,n;0;#00
Es claro que (J;_, By = R’}
Sin pérdida de generalidad consideramos la integral de la parte izquierda
de (4.31) sélo sobre B;. Para casi todo t € B; tenemos

p(t) < pp,(t) = min{tT o)V 12 (t) V0%, ..t p(t) Yo"}, (4.33)

De aqui

dt dt
p D5(t —rs/n_Y < / P et —rs/n_"
[ porso s < [ om0
OO —Ts ndt EN\S—(F.\—Ts/n d{?
:/ TG pp, (t, £)m(f1) /" — (4.34)
0 ti Jrot m(t1)

!si no, es equivalente a s = 0o y el resultado es trivial.



82 CAPITULO 4.

Para cada t; € R, fijo, aplicando el Lema 4.4 y (4.30), obtenemos
/ pp, (t, 1) m () "/ dty <
R
<l p(ty) ) TR () =2 = ety )t (4.35)
Usando (4.34), (4.35), y teniendo en cuenta que ||¢||;1 < 1, llegamos a

i
m(t) ~

JNCRIONE
By
Ahora obtendremos una generalizacién del Lema 4.5.

Lema 4.6. Asumamos las hipdtesis del Lema 4.5 y supongamos ademas que
existe 0 < 6 < %minlgi’k§n79k¢m{g—;} tal que

gi(wu’ 1Ty gi(w)u’ | (4.36)

para cada i tal que 0; < 0o. Entonces, para cada 0 <d < oo yj€{l,...,n}

o0 dt; : u
(/0 Hp(t)sﬂ(t)‘”/"||m<mldt‘j)t_-j> <e il (437)
J i=1

’ﬁ(fj)
donde ¢ es una constante que depende de n,r;, 0;,d, .

Nétese que cuanto més grande es d, mas débil es (4.37). Vedmoslo. Por
(4.36), p(t)m(t)° es creciente en cada una de sus variables. Asi, es facil ver
que

sup p(t)*m ()" < el p(t)m ()T

di; para cada 0 < d < oc.
. J )
tj€R7_~1_71 £

r(tj)

d -1
LARY,

Y de aqui se sigue que si ¢ > d > 0, entonces

s —rs/n .
o) (07 <

" 1/q
< c[|lp(t)* ()| i 14 < /R [p(t)sﬂ(t)‘”/”]dd#ﬁ <

dmn—1
LARY ur<£j)) nt
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< cllp(t)m ()7

dtj

d(mn—1
LARY 275)

Notemos también que para d = 1 se tiene la misma conclusién que en el
Lema 4.5. Asi, para la demostracién, podemos suponer que 0 < d < 1.

Demostracion. Como antes, podemos suponer que la condicién (4.32) se
cumple. Sean ¢ y By (k= 1,...,n) definidos como en Lema 4.5. Entonces,
la parte izquierda de (4.37) no es més grande que la suma »,_, I}, donde

1
> dtj \ "
I, = Dt —rs/n " . j .
k (/0 HP( )i (t) X8y ( )||Ld(R117eré)) _tj )

Consideraremos ;. Para casi todo t € By tenemos la desigualdad (4.33). Por
tanto,

* dt ;
I < ) (t) s e
e AU Rl P
Caso 1. Si j = 1, entonces
> —rs/n dt
I < / G (1) =2,
0 ty
donde .
d — S (+ \—rs/nid dtl
G(t)" = (B, (8)°m(£1) """ —=—
R m(t1)
Aplicando el Lema 4.4 a las variables t»,...,t,, obtenemos facilmente

Gt)? < et () /0] (1) =2 i = [ (1))

Esto implica (4.37).
Caso 2. Sea j # 1. Para t € R, denotamos por %, ; el vector (n — 2)-
dimensional obtenido de ¢ eliminando ¢;, ¢;. Entonces

s > —rs/n dt;
Ilg/o i IR0 1) e T (4.38)
donde A
—rsa/n n —rs/n s dt \J
R(ty,t;)" = t; Y / [7(F15) """ pg, (£)°] 4 —2
R?-2 7(t1,5)
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Fijamos t;, t; y aplicamos el Lema 4.4 a las coordenadas del vector tAl,j.
Obtenemos

rscl 4, 1 TS
R(t1,t;) < ety ™" min{t ¢(t) V9, £ (1) /9y 7 5 ) oo i

Ahora, definimos B(t;) = [t}"¢(t,)/%~/%]/"i Notemos que por (4.36)

ﬁ(h) AR (4.39)
Ademés ( = nrj 91 + Zl#] nmg ) = n7‘19 + Zzgﬁl nr;0 1)
s 7‘1
"I h(t = t 1 <t
Rt 1) < et 9 V"= Fa(n) O =y )

7(1 ) ity .
tj ! tl " ¢(t1) = tj 1 Rg(tl) S1 ﬁ(t1> Z tj.

Uniendo (4.38) y (4.40) tenemos

1/d
s (t dt
Ils < C/ t [puaca / Rl(tl)d_l +
0 ti \Jt;>80t1)} ty
o nr gy it
—f-C/ tjn " / Rg(tl)d—l .
0 t {t;<B(t:1)} b

Teniendo en cuenta (4.39), aplicamos el Lema 1.4 con v = 1/d (v > 1).
Usando las definiciones de 3, Ry, y Ry, y (4.30), conseguimos

IS < C/ ﬂ tl T5R1<t1)dt1

ty
rs Ty dt dt
+C/ ﬁtl nTlRQ(tl I—C/ ¢t1 1

Utilizaremos también la siguiente generalizacion del Lema 4.6.

Lema4.7. Seam e N,0 <r; <o00,1<6;, <oo(i=1,...,m). Definimos la
funcion p(z) = miny<;cm {2 ¢i(21,)}, @i € L%, 1; € {1,...,m}. Supongamos
también que existe 0 < § < %mfﬂlgi,kgm,ek¢oo{g—;} tal que

gi(w’ Ty gi(wu’ |
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para cada 1 tal que 0; < oo. Elegimos cualesquiera 0 < a; < oo verificando

—1 4.41
270 (’

Definimos a = > ;- . Entonces, para cada 0 < d < oo yj€{l,...,m}

i=1 7

0 i=1 )

fo%) . m . CiZ' a m
(/ O | Exl s )Z—?) <cS il (442)
’ J i=1

donde ¢ es una constante que depende de m,r;, a;,6;,d, 9.
Nétese que el Lema 4.6 es el caso particular a1 = ... = a,,.

Demostracion. Sea J la parte izquierda de (4.42). El cambio de variable
a; /b

7 =w; (b= minj<g<m ax) nos da

1
_ a —b . J
‘] =cC <A ||p(u) W(U) ||Ld(RT_1’TrT2;)) U] ) )

donde p(u) = minlgigm{u?Fi(uli)}, = riblas,y Fy(v) = ¢;(v¥/%) pertenece
a L% Notemos ahora que Fy(v)v® Ty Fj(v)v™® |. Asi, s6lo queda aplicar
el Lema 4.6 a la tltima integral (7' = m(>_1/r)™' = a tom y v/s'/m =
(>°1/r0;)~ = b por (4.41)) y conseguimos (4.42). O

z

4.5. Inmersiones de espacios de Lipschitz

Lema 4.8. Seanry,...,1, >0, 1 <p <oo. Sea f € At (R"). Entonces,
existe una sucesion de funciones fi, € C3°(R") (k € N) tal que:

Z)fk - f en LP}

Demostracion. Usaremos e-regularizaciones y funciones de corte.
Sea ¢ € C§°(R™) una funcién no negativa con la propiedad

/n o(x)dx = 1.
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A la convolucién
f(x)= [ flz—y)e " "p(y/e)dy >0,z R,
R’VL

se le llama e-regularizaciéon de f. Es bien conocido [5, Cap.1] que, si f €
LP(R™) (1 < p < 00), entonces f. € OF(R™), || fll, < [ fllp ¥

lim 1 — £.]l, =0. (4.43)
Notemos ahora que para cada j =1,...,n

A7 (h)(f)(z) = [AT (B)fl-(x) hER.

Y asi,

AT () (f)llp = AT (B)flellp < IAT (R) 1.

De aqui se deduce facilmente que w’(f.;9), < w?j(f; ), (6 > 0) y por tanto
tenemos

[ fellxgrn < Aflgrrn- (4.44)
Sea ahora g € C§°(R"™) una funcién positiva tal que g = 1 en [—1,1]" y
g = 0 en R” — [—2,2]". Supongamos ademds que [|¢g|lc = 1. Denotaremos

Para m € N definimos las funciones de corte como g¢,,(x) = g(z/m). Es
evidente que g,, € C3°(R") y que [|Digmllee < M/m' (j =1,...,1n;0 <i <
7).

Sea ¢ cualquier funcién de A (R™). Es claro que

Vg, — ¢ en LP cuando m — oo. (4.45)

Para m € N fijo denotemos por

I= sup 5_’"jw§j(@bgm,5)p.

0<d<m

Entonces,

gy = sup 6wy (Y, 0), <
Pi 550

< T+ m elgnll, < 1+ m e, (4.46)
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Por otra parte, es facil probar (por ejemplo, mediante induccién) que

187 (gl < 3 (7 ) 150001187~ (gl
=0

Ademas, se tiene (ver [26, (4.9)])
1A7 ™ (B)gmlloo < B 7D} ginlloo-

Juntando las dos tultimas desigualdades obtenemos

Fi—1

. - ' B\ T
187 (gl < 187 (el + e 3 stiyoil, (1) M,
1=0

y de aqui se sigue
fj—l

1<l + eMm 6l + M Y mi Dl sy (447)
5 P

i=1

Tengamos en cuenta que para 1 <¢<7; —1

Hw )\ifrjifj S C[Hpr + HwHAT]]
piJ P

(se deduce, por ejemplo, de la desigualdad de Marchaud [4, pg.332]). Uti-
lizando esta tltima desigualdad, (4.46) y (4.47) llegamos a que, si ¥ €

[ gmllagromn < Allxgrmm 4 p(m) [ ag-mm,s (4.48)

donde p(m) es una funcién positiva que no depende de @ y que verifica
lim,;, o (m) = 0.

Finalmente, es trivial que {f,-1gm} C C°(R) y que cumple (por (4.43)
y (4.45)) la condicién (i). Las desigualdades (4.44) y (4.48) nos indican que
para una subsucesién adecuada { fm,il Gm,, } se verifica (ii). O

Teorema 4.1. Sean 2 <n e N1 <p< oo, 0<r <o (i =1,...,n).
Definimos

—1 —1
1 1 '
r:n<§ —) : r':n<§ —) ;S:Q; ¢ = np_ (4.49)
T T r n—rp

=1 ir; €N
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Entonces, si p <n/r,

I/

donde ¢ es una constante que no depende de f.

o < I fllypiermn para todo f € ATV (RY), (4.50)

Demostracion. Primero supongamos que f € Ci°(R"). Sea S = || f|4.s:%-
Asi, S < .
Es muy conocido que si 1 < p < 0o
1l ~ Y D7 Fllp+ > supu Wi (f; )y, (4.51)
jir;eEN jrj¢N u>0

y la equivalencia también es cierta para p = 1 si nos restringimos a funciones
en C*(R™) [26].

Ahora, teniendo en cuenta (4.51) y el Comentario 4.1, integramos la de-
sigualdad (4.24) y obtenemos para cada o € P,

y

con p,(t) definido en (4.25). Consecuentemente

S=>If

oc€Pn

1/s
+(K) Y ( /R w(t)—ri—lpa(t)sczt) : (4.52)

n
occPy +

n

+

1/s 1/s
w(t)s/q*liRgf(t)Sdt> < KTV S (K ( / w(t)’?flpg(t)sczt>

n
+

sk, S 127K Sy

Ahora, aplicamos el Lema 4.5 con §; = psir; € N; 0, = ooy ¢; = € si
r; ¢ N (observar que los valores de s en (4.49) y (4.30) coinciden) y tenemos

1/s
(/ w<t>-f—1pa<t>8dt> e[S lole S0 @

1 r; €N ri¢N

Por tanto, poniendo K = (27 " 1n)?" y por (4.52), (4.53), la definicién
de Q;, y (4.9) obtenemos inmediatamente la desigualdad (4.50).

Lema 4.8). Asi, aplicando el Lema 1.1 y el Lema de Fatou obtenemos (4.50)
en el caso general. O
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Comentario 4.3. Si todos los r;’s son enteros, entonces s = p y obtenemos
la inmersién del espacio de Sobolev anisétropo en el espacio de Lorentz de-
mostrada anteriormente en [24, 27]. En el caso general, supongamos que
s < ¢*. Entonces el Teorema 4.1 nos da una demostracion alternativa de los
resultados relativos a las inmersiones en L9 [20] y L [34, 26].

Teorema 4.2. Sea 2 <n e N, 1 <p<qg<oo. Sea 0 <r; < oo (i =
1,...,n). Definimos r,s como en (4.49). Supongamos que

11
%:1—@(———)>0
r\p gq

Q= T,

y definimos

Entonces, para todo f € Aj-m(R™),

n &) . _ o dh 1/
S (7 1o 1a 0 sl ) < el (458

i=1
donde ¢ es una constante que no depende de f.

Demostracion. Consideremos el primer sumando de la parte izquierda de
(4.54). Denotemos fi5(z) = A" (h)f(z). Estimaremos J(h) = || finllg1r <

0o0. Como en el Teorema 4.1, podemos suponer que f € C§°(R").
Definimos ahora

0=

1
min{z(l — ), —minr;}.
n j

N | —

Entonces, por (4.51), procedemos de modo similar al Comentario 4.1. Apli-
cando los Lemas 4.2 y 4.3 a f; 5, obtenemos facilmente que para cada K > 1

~

. tin.
Rofrn(t) <27 Z:Ra;fl,h (Ktmja j) + C(K)W(t)_l/ppcr(t);
=1

donde p,(t) es la definida en (4.25). Es mas, de (4.12) y (4.20) se sigue que
sih < tp,,
Ro fra(t) < em(t)™Pu(t, h),
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donde
hr=0t0 n(t i N
,U(t, h) — m1¢1( ll)? S? € ) (455)
h™ €y, sir; ¢ N,
y ¢1(t;,) se define en Lema 4.2. Ademads, llamando
Po(t, h) = min{p,(t), u(t, h)}, (4.56)

obtenemos para cada K > 1

< b
Rofrn(t) <27 Rt fra <Ktmj, 7]) + c(E)m(t) " p, (¢, h).

J=1

Multiplicando por m(¢)/9~! e integrando sobre R, obtenemos

£ nllgrim, <274 KY9I(B) + ¢(K)Ji(h, o), (4.57)
donde
Ji(h,o) = m(t)"n Po(t,h)—. (4.58)
R? 7 (t)

Sumando las desigualdades (4.57) sobre todo o € P, y eligiendo K =
(27t +In1)e | tenemos

J(h) < ¢ > Ji(h,0). (4.59)

cePy,

Por tanto, denotando por I el primer término de la parte izquierda de (4.54),
tenemos (supongamos que y; < 00?)

1% 1/m
I= </ h_‘"”l_lJ(h)“dh) <d Z I(o),
0

UG?n

donde (por (4.59))

I(0) = ( /0 h R~ Jy(h, a)%%)m : (4.60)

2En caso contrario, ninguno de los 7;’s pertenecerfa a N, y el analogo de (4.54) se sigue
de (4.59), (4.58) y Lema 4.4.
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Pero ahora, es claro que (ver (4.56), (4.25) y (4.55))

_ by o1 <

ot h) < [1+ (2205, (1, ) (4.61)

donde

Po(t, ) (4.62)

min{h" ¢ (t;,), po (1)}, sir €N
min{h"Q, p,(t)}, sir; ¢ N.

Asi, debido a (4.60), (4.58) y (4.61) tenemos

I(0) < cly(0) + cly(o),

°° S dh\ V"
— -7 =) 5 1 i
o) = ([ 5O W s,

= (1 b o dn\'"™"
(/0 A= (t) " %’71(7) "5y (t, h)’YIHLl/M(R?%)T) .

e
—~
R)
SN—
Il

Sélo queda estimar estas dos ultimas integrales.
Juntando (4.62) y (4.25) obtenemos

5o (t, h) = mfn{hrlgbl(tll),ml’IlrjeN{t%jqu(tlj)},Hll/nrjgN{t:ﬁij}}, siri €N
ol min{h" Qy, min,, en{tm,; ¢;(t,)}, min, gn{ti, Q; 1}, sir ¢ N,

Asi, p,(t, h) tiene la forma de p(z) en el Lema 4.7 (p(z) = mini <<, {2 ¢i(z1,) },
i € ﬁei). Vedmoslo. Pongamos m =n + 1, r, 11 = 71,

letmla > Zn:tmna Zn+1:h-

Sir, €N, 0;=py ¢i(v)° T, ¢(v)v=° | (ver (4.10)).

1<i:1<n+1

Para estimar I, (o), notemos que tiene la forma de la parte izquierda de (4.42)
con

r .
a1:---:anzﬁ(1—%)'yl>0, 1 =171 >0, d=1/y, j=n+1
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Entonces a = 7, y (4.41) se cumple. Aplicando el Lema 4.7 conseguimos

Lio)<c | lIgiller + >

r; €N ri¢N
Y por la definicién de Q; y (4.9)
1:1(0) < C”fHA;l """ T (RP)

Ademés I5(o) es también como la parte izquierda de (4.42). De hecho,
r
1 = (1 +0)n >0, a1 = [5(1 — ) = 6lm >0,

a= (1= >0(i=2...,n), d=1/m, j=n+1.
n

Tenemos que a = v, de nuevo y (4.41) también se cumple. Aplicando el Lema
4.7 obtenemos la misma estimacién para I(o) que para [1(o). O

Ademads del Teorema 4.1 (inmersién con exponente limite) tenemos tam-
bién el siguiente teorema.

Teorema 4.3. Sean2 <neN, 1 <p<g<oo,y0<r,<oco(i=1,...,n).
Sea r como en (4.49). Supongamos que 1 —n/r(1/p —1/q) > 0. Entonces,
para cada 0 < & < 00

[fllgem < cll fllagrom @y, (4.63)

donde ¢ es una constante que no depende de f.

Demostracion. Lo primero podemos suponer que f € C§(R"), asi S =
|| fllq.e:x < 0o. Por (1.9) podemos suponer que 0 < £ < 1, también.

Por el Comentario 4.1 obtenemos (4.24) y (4.25). Definimos para ¢ =
mlteP,yi=1,...,n.

A={teR}:t;>1(i=1,....n)}, Ay;={te€R}: m i =7 <1}

1<i<n M

Es claro que

A U (O Aa,j) - R1

j=1
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Entonces, usando (4.24),

/ m(t) TR, f(1)edt < (27K TYIS)E 4 Iy + (K Z

+

donde

I = / TSR f()edE e T = / ()50 (et
A A

0,

Con los mismos métodos que en el Teorema 4.1 elegimos K = (n!27 tn+1+1/¢)a
y s6lo queda acotar Iy e I;. Aplicando la desigualdad de Holder con expo-

nentes p/& y (p/€)" tenemos (debido a (/g — 1)(p/¢&)’ < —1)

Io < | fII5-
Por otro lado, sea ( tal que
1>1: Elox sir; ¢ N
¢ %(l_s”—i—HT") sir;eN

Entonces, por la desigualdad de Holder

g\ g\
I. < )T — . / £) "t po (1) —— = J,.J
J = (/Ag’j 7T( ) m; W(t)) ( 17(( ) p ( ) ﬂ_(t) 1-J2,

donde v = -(1—2)€ y f = F(1+)&. El primer factor, J, es una constante
por la definicién de A, ;, ya que

! ! dt
/ r(t) o<y 2
Ao T(t)

57

1 .
:/ dth/ (t>—oz€'tg$' thmJ = c.
{im it ] (1)} 77 (b, )

Para el segundo factor, Jo, aplicamos el Lema 4.7 con

m=n, d=1, z; =t,,,

a;=af sii#jy aj=af+ ¢
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(como antes 6; = psir; € Ny y 6, = oo, ¢ = Q; si r; ¢ N). Finalmente
utilizamos la definicién de €; y (4.9). Asi,

y (4.63) esté probado. O

Comentario 4.4. Al tratarse de una inmersion con exponente ¢ no limite, la
inmersion

A;hu-ﬂ“n(Rn) AN Lqé(Rn)
se sigue facilmente de las inmersiones con exponente no limite por ejemplo
para espacios de Besov [26] o de otros espacios que midan la suavidad. La

novedad del Teorema 4.3 consiste en el empleo de la norma ||.|,ex (més
fuerte que la usual de Lorentz si £ < q).



Capitulo 5

Relaciones entre el modulo de
continuidad en meétricas
diferentes

5.1. Introduccién y definiciones

En este capitulo estudiamos las relaciones entre médulos de continuidad
en métricas diferentes. Como ya comentamos en la introduccién, este pro-
blema es mucho mas dificil que los considerados en los capitulos anteriores
sobre inmersiones éptimas de espacios definidos por parametros numéricos.
Por tanto, solo consideraremos el caso isétropo.

Primero veamos algunas definiciones béasicas.

Definicién 5.1 (diferencias). Sea f una funcién medible en R". Sea r € N,
h € R". Se define

A = 3017 (1) e+

Definicién 5.2. Sea ||.||x una norma para funciones medibles en R™. Lla-
maremos médulo de continuidad de orden r para la funcién f a la funcién

W(f;0)x = sup ||A"(h)fllx & >0,

[[hl|<é

donde ||h]| = ||A||co-

95
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Por simplicidad, denotaremos con w(f;d)x a w!(f;d)x.

Noétese que en las definiciones 1.8 y 1.9 se definen las diferencias y el
médulo de continuidad “parciales”, es decir, respecto a una variable. A los
que acabamos de definir podemos anadirles “totales” en caso de duda, para
distinguirlos de los de las definiciones 1.8 y 1.9.

Es trivial la relacion

Wi(f;0)x W' (f;0)x 1<j<n.

Asimismo, si 7 = 1y ||.||x es invariante por traslaciones en la variable, se
verifica

w(f;0)x < ij(f; d)x.

El problema del que nos ocupamos en este capitulo es el siguiente: dados
dos espacios X e Y diferentes. ;Cual es la relacion existente entre los médulos
de continuidad w"(f;0)x v w"(f;0)y?

Como ya vimos en la Introduccion, para el moédulo de primer orden, si
X = LP(R") e Y = LI(R"), la relacién puede expresarse mediante la de-
sigualdad (7). Recordemos que (7) es éptima en el sentido de espacios con
moédulo de continuidad mayorado por un médulo cualquiera [21, 14].

También mencionamos en la Introduccién que Kolyada [21] demostré la
desigualdad (8), la cual mejora a (7) en cierto sentido.

En este capitulo nos planteamos estudiar las relaciones entre el médulo
de continuidad de orden arbitrario en el caso en que X = LP*(R") e Y =
L% (R™) son espacios de Lorentz. En la seccién 5.3 demostramos la siguiente
generalizacién de la desigualdad (8):
zl) Cq
felP(R)yp>16p=s=1yn>2secumple:

oo 1/s ) 1/¢
([Tewrrng ) <o ([etomnsd) oo
) t 0 t

(5.1)

Esta generalizacién, esencialente, fue probada por Netrusov [35], para el
caso p > 1, utilizando unas representaciones integrales especiales. El logro
de este capitulo es obtener (5.1) en los casos restantes. Los métodos que
empleamos estan basados en teoremas de inmersion y en el uso de las medias

sean1§p<q<ootalqu695n< l)<7‘.SeanlSs,fgoo.Si
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de Steklov (que se definen en la seccién 5.2). Gracias a ellos conseguimos
simplificar la demostracién respecto a las anteriores de modo significativo.

5.2. La media de Steklov

Sea f € Liy(R™); r € N, b > 0. Se define el operador lineal media de
Steklov S} f como

r

T _ ™ _1\k—-1 r
ST () = h /m’h]ndul /[OﬂnduTZ( 1) <k)f(x+k(u1+...+ur)),

k=1
donde z € R™. Notemos que

(=S =n [

[O,h} n

dul.../ dun A (g + ) ().
[0,R]™

Si felPs(R") (1<p<oo,1<s<oodp=s=1) entonces:

1S5 F Nlps < ()1 fllp.s (5-2)
1f = Sifllps < elr)” (f5 h)p,s (5.3)
DSy fllps < e(r)h™" " (f; h)ps ol =7 (5.4)

(ov multiindice con componentes enteros). Estas desigualdades son bien cono-
cidas. Su prueba se reduce a tomar reordenamiento “**” o (sip = s = 1)
intercambiar el orden de integracién. Pueden verse en [4, (4.38), (4.36) y
(4.40)]. Ademas es facil ver que, si 1 < j < n, se cumple una desigualdad
semejante a (5.4), esto es,

HD;SZpr,S < c(r)h_rw;(f; h)p.s- (5.5)
Por otro lado [4, (4.16)]
ATB)SI (@) < ¢ / T M) Y DS+ ) ldz, (56)
> |a|=r

donde t € R" y t* =¢{* -+ - t%. Ademds M, (z) se define por:
My = xo1, My =M M, (r=12.).

Por tanto -
/ M, (z)dz <r. (5.7)
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5.3. Estimaciones para el médulo de continuidad

Como ya dijimos antes, los teoremas de inmersiéon son una herramienta
fundamental de este capitulo. Es conveniente formular algunos de los teore-
mas anteriores desde el punto de vista de este capitulo.

Lema 5.1. Seann,r e N, 1 <p < q¢ < o tales que 0 = n(% — %) < r. Sean
también 1 < s,§ < oo (s=1sip=1). Dada f € LP*(R"), entonces

W <3 ([ T1rtuatsnnr) 59

Comentario 5.1. De [26, 8, 18, 39] y del Teorema 3.3 se deduce como caso
particular Bg;g — L% que es esencialmente la desigualdad (5.8). No obs-
tante, en la parte derecha de (5.8), aparece el médulo de continuidad en la
métrica de Lorentz LP®, y por tanto, ya no es una norma usual de Besov. Es
por esto por lo que daremos una breve prueba “ad hoc” para este caso sencillo.

Demostracion. En primer lugar hay que notar que, como f € LP*(R"),

(/ t5/qf()dt) <oo, 0>0.
5 t

Por otro lado, una leve modificacién del Lema 10.3 de [26] nos lleva a:

A1) < (27— 1) f*(At) + cATt1/P wa(f; '), para todo A > 1.
i=1
Y de aqui se sigue
~ ([~ el yme dt)"*
- T n
e =X ([ engrrmg )
¢ inmediatamente tenemos (5.8). O

Comentario 5.2. Notese que el Lema 5.1 implica inmediatamente: si 1 < p <
g<o0,1<s5¢<o00,s=1sip=1y f e LP*(R"), entonces, para todo
0>0

5 d 1/¢
W' (fi0)qe < c ( /0 [t0w" (f; t)p,s]f%) 0=n (}3 - é) <r.  (5.9)

Esta desigualdad es una generalizacién de (7).
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Lema 5.2. Sean n,r € N, 1 < p < ¢ < o0 talque@zn(%—%) < r.
Sean 1 < 5,6 < oo n>2ys=1sip=1) Sea f € LP*(R") tal que
Yo ID:fllps < 00. Entonces se cumple la siguiente inmersion

> -r, . r Sdt 1/5 - T N
([T S)  <e il 1<i<n
=1

Demostracion. Supongamos n > 2. Aplicamos el Teorema 2.2 conry = ... =
Tpn =", P1=...=Pp =P, S1=...=8, =8y q =...=q, =q. Notese que
en este caso »; =1 —0/r, aj =r—10,0; = s.

Sin embargo, el Teorema 2.2 no se enuncia paran =1 6 s = oo. Como
en ambos casos tenemos que p > 1, daremos una demostraciéon esquematica
de este caso sencillo: se tiene la conocida estimacion (t,u > 0, A > 1)

(AT () < 2TAT() /] (Au) + A" min{t, '/} Y (DIf)™(w)  (5.10)

i=1

(se demuestra, por ejemplo, usando el Lema 1.3 (6 Lemma 8 de [24]) y la
desigualdad (2.39)).

Mediante (5.10) y la desigualdad de Hardy se prueba facilmente el Lema
5.2 para p > 1. O]

Lema 5.3. Sean 1 < ¢ < 0o, 1 < € < o0o. Sea f € LY¢(R™). Entonces, para
cualquier multiindice o con componentes enteros y de orden |a| = r se tiene

1D fllge < Cz 1D; fllg.e-
=1

Demostracion. Denotaremos por T) f al multiplicador de Fourier A\ aplicado
sobre f. Por el Teorema de multiplicadores de Fourier de Marcinkiewicz [37,
pg. 54] y el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz para espacios de
Lorentz [4, pg. 301] se tiene que si A es un multiplicador de Marcinkiewicz

||T>\f||q,£ < CHqu,E- (5-11)

Como A\(u) = signu (u € R) es un multiplicador de Marcinkiewicz [37, pg.58,
ejemplo 1], aplicando la desigualdad de Minkowski y (5.11) obtenemos

||f + ZTIinTqu,g <c Hf”q,ﬁ + Z ||Dirf”q,§ .
i=1 =1



100 CAPITULO 5.

Ahora pu(x) = (1+ |z[2)™2 (14 30, Ja;|") " es también un multiplicador de
Marcinkiewicz [37, pg.59, ejemplo 4]. Usando (5.11),

1Tty fllag < cllTivsr )

Lo mismo sucede con v(z) = z§* -+ - 2% (1 + |z|?)~"/2 [37, pg.59, ejemplo 5],
por tanto
[T agn fllqg <

Y juntando las tres estimaciones obtenidas llegamos a

1D fllge < ¢ lllfllq,f + IIfoIIq,gl :
=1

Aplicando esta tltima desigualdad sobre g(x) = f(dx) (6 > 0), conseguimos

D% fllge < ¢ [5_r||f||q,§ Y IIDIfIIq,f] )
i=1

y sélo resta hacer tender § a 0. O]

Comentario 5.3. A lo mejor el resultado es conocido, pero no hemos encontra-
do ninguna referencia. Es por ello por lo que hemos dado una demostracién.
Para el caso ¢ = £ es muy conocido. Puede verse en [5, vol.1, pg.171].

A continuacién, gracias a un uso original de las medias de Steklov, obtene-
mos un lema que nos permite estimar el médulo “total” de orden r cualquiera
en funcion de los moédulos parciales respecto a las variables.

Lema 5.4. Sea f € LY¢(R"). Sean u,h >0, q¢>1,1< ¢ < oo.

W' (fiu)ge < Kw" (th§+c< ) Zw (f5h)gg;

donde K es una constante que depende de r.

Demostracion. Debido a propiedades lineales se tiene que

W'(f;u)ge = sup |A"(t) fllge <

[t <u

< sup [|A"@)(f = Sif)llge + sup [[A"(0)S [ lloe = + Qo

[t <w [t <u
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Ahora, es trivial que (ver (5.3))
D <2 f = Spfllae < KW' (f; h)ge-

Usando la ecuacién (5.6), la desigualdad de Minkowski, y (5.7) deducimos
que

Oy <esup | [ M (2) ) DSy f(w + 20)[t]dz] g0 <

t||<u -
U el

<csup [ Mi(2) Y DSy fllgelt®ldz < eru” Y [ DSh fllqe.

tl<wJ—o0 _ _
laf=r |laf=r

Ademds, debido al Lema 5.3 y a (5.5) se tiene
O <ew Y D7l < cwh™ Y wil(fih)ag
i=1 i=1

]

Teorema 5.1. Sean n,r € N, 1 < p < g < o tal que@zn(%—%) <.

Sean 1 < s,§ < co. Entonces, si f € LP*(R") yp>1dp=s=1yn>2
se cumple, para todo 6 > 0:

([wewn,0®) " s ([wron,. %)%, (5.12)

donde ¢ es una constante que no depende de f ni de d.

Demostracion. Fijemos 0 > 0. Denotaremos por J la parte de la derecha de
(5.12). Para la demostracién podemos suponer la hipdtesis adicional de que
J < oo. Utilizando esta hipétesis y el hecho de que f € LP* estamos bajo las
condiciones del Lema 5.1 y como consecuencia de (5.8) tenemos que f € L%¢.

Denotaremos como I la parte izda. de (5.12) . Ahora aplicamos el Lema
5.4 con h = Au (A= (2K)~"Y0=% < 1) y tenemos

rene ([T ang®)

CATT Z(/ (W (f5 1))’ Cff) _IA+cATiL~. (5.13)

=1
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El cambio de variable At = z nos lleva a
Iy = KA™T 4+ c(A)8" 7w (f; 6)ge. (5.14)

Juntando (5.13), (5.14) y la definicién de A (ndtese que I < oo porque
f € L% y § < r) obtenemos

[<{Io+) 1L

1=1

donde
Iy = 59_Tw7"(f; 0)ge-

Usando la estimacion (5.9) se consigue
I(] S cd.
Por otra parte

1/s

o d
ns ([ - s )+

0o ; dt 1/s
w([easiond ) = ot e
0

Pero es claro que por (5.3)
wi (f = Spfit)ge < 2| f = S5 fllge < cw"(f50)qe-

Entonces,
Iy < cly.

Para acotar [;2, usando que f € LP* (5.2) y (5.4) tenemos que S§f
cumple las hipétesis del Lema 5.2. Aplicandolo se llega a que

> -r, T T Sdt 1/5 - T Qr
([easisins ) e IDsa. 619
j=1
Entonces, por (5.15) y (5.4) logramos
Ii’2 < Cdirwr(f; 5)2373.

Y como w"(f;8),s < 2"wW"(f;6/2),,s y es creciente en § se obtiene inmediata-

mente que ;5 < cJ.
O
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