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ECUACIONES EN RECURRENCIA

José Manuel Gutiérrez Jiménez

Universidad de La Rioja
Palabras clave
[ Sucesiones (1 Ecuacion caracteristica

1 Combinatoria [ Matemdtica Discreta

Las relaciones de recurrencia son una técnica que sirve para resolver algunos problemas combinatorios de
forma sistematica. Pueden ser de gran utilidad para problemas donde el niimero de objetos a considerar depende
de un pardmetro que va creciendo, haciendo inviables otro tipo de recuentos. En ocasiones, hay que tener una

buena dosis de ingenio para deducir una ley recurrente que nos permita abordar el problema.
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2.1 Introduccion

2.1 Introduccion

Antes de definir la que se entiende por una recurrencia. vamos a introducir algunos conceptos previos. Una

sucesion es una funcién f definida sobre el conjunto de los nimeros naturales N = {1,2,3,... }:
f:N—= Q.
Dependiendo de cémo sea el conjunto €2, podemos tener diversos tipos de sucesiones:

o {2 = Z: sucesiones de nimeros enteros.

o {2 = R: sucesiones de nimeros reales.

o {2 = C: sucesiones de nimeros complejos.
o Q = R?: sucesiones de vectores en el plano.

o O = R™*™: sucesiones de matrices de tamafio m X n.

Aunque puede haber sucesiones definidas en los conjuntos anteriores y en muchos otros (espacios de
funciones, por ejemplo), nuestro interés se centra en el caso de las sucesiones de nimeros reales, 2 = R.

Algunas matizaciones sobre la definicién de sucesion:

o Se suele denotar z,, = f(n) al n-ésimo término de la sucesién definida por f, que pasa a escribirse (x, ),
e incluso, abusando de la notacién, simplemente z,,.

o En algunos ejemplos puede ser conveniente definir la sucesiéon en N U {0} = {0,1,2,3,...}. Es mds,
el primer elemento del conjunto donde esta definida la sucesién puede ser 1, 0, —1, 2 o cualquier otro
nimero entero. Lo importante que a partir de un nimero dado estén todos los consecutivos hasta el

infinito.
Una sucesion se puede definir de distintas maneras:

o Mediante una férmula explicita, como por ejemplo x,, = n+2" 4+ (—1)". En una sucesién dada de forma
explicita, para calcular un término, simplemente hay que sustituir n por el valor correspondiente, como

puede verse en el Cuadro 2.1.

n |1 2 3 5 10 25
Tn | 2 7 10 36 1035 33554456
n

Cuadro 2.1: Algunos términos de la sucesion z,, = n + 2" + (—1)".

o Mediante una recurrencia, como por ejemplo, 1 = 2, T35 = 5, ,, = 3Tp—1 — Tp—2, 7 > 3. En una
sucesion dada de forma recurrente, para calcular un término, hay que calcular todos los anteriores, como

se hace en el Cuadro 2.2.

n |3 4 5 6 7 8
xn | 13 34 89 233 610 1597

Cuadro 2.2: Primeros términos de la sucesion z,, = 3x,,_1 — Tp,_32, cON 1 = 2, x9 = 5.

Dos problemas tipicos relacionados con las recurrencias son los siguientes:

1. Encontrar la forma explicita de una sucesioén dada en forma recurrente.
2. Plantear una recurrencia que nos ayude a resolver un problema combinatorio en el que, por ejemplo, sea

necesario contar algo que dependa de un nimero natural n.
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2.1 Introduccion

Vamos a ilustrar este planteamiento con un par de ejemplos clésicos.

Ejemplo 2.1 (Las torres de Hanoi, Edward Lucas, 1883) Tenemos una torre de n discos, apilados uno sobre
otro en orden decreciente, insertados en una de tres agujas. El objetivo es pasar toda la torre de discos de una
aguja a otra, moviendo sélo un disco cada vez y de forma que nunca puede colocarse un disco mayor sobre
otro menor. Si, por ejemplo, tenemos n = 64 discos, ;cudntos movimientos son necesarios para resolver el

problema?

El problema planteado por Lucas estaba basado en una leyenda en la que unos monjes tenian que mover

los 64 discos. Cuando hubieren acabado su tarea, el mundo llegaria a su fin.

Solucion Para resolver el problema, podemos tener en cuenta algunos consejos. El primero es introducir una
notacion adecuada. Por ejemplo, llamaremos T}, al niimero minimo de movimientos necesarios para pasar una
torre de n discos de una aguja a otra. Después podemos encontrar la solucion del problema para los casos mds
sencillos. En este problema, para una torre con pocos discos. En la Figura 2.1 se muestra el caso de una torre
con 3 discos.

Asi, es sencillo comprobar que Ty =1, Ty =3; T3=7;, Ty=15.

1 1
I

Se mueve el disco de la aguja 1 a la aguja 3 Se mueve el disco de la aguja 1 a la aguja 2.

-y

Se mueve el disco de la aguja 3 a la aguja 2 Se mueve el disco de la aguja 1 a la aguja 3. Se mueve el disco de la aguja 2 a la aguja 1

FREPREY
1 — —

Se mueve el disco de la aguja 2 a la aguja 3. Se mueve el disco de la aguja 1 a la aguja 3

Figura 2.1: Movimientos necesarios en el problema de las Torres de Hanoi para el caso de 3 discos.

Una vez analizados los primeros casos y antes de calcular Ty directamente, puede resultar conveniente
buscar una estrategia recursiva para resolver el problema. Dicha estrategia viene dada por los siguientes pasos:
o Paso I: transferir los n — 1 discos superiores a la aguja intermedia.
o Paso 2: pasar el ultimo disco a la tercera aguja.
o Paso 3: mover los n — 1 discos de la aguja intermedia a la tercera.

En términos de T, el niimero de movimientos necesarios para transferir una torre de n discos es:

o T,_1 para transferir los n — 1 primeros discos a la aguja intermedia.
o Un movimiento para pasar el ultimo disco a la tercera aguja.

o T,_1 para transferir los n — 1 discos de la aguja intermedia a la tercera.
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2.1 Introduccion

Se llega asi a la recurrencia:

T, =211 +1, Ty =1 2.1

Con ayuda de la recurrencia de la ecuacion (2.1) podemos resolver el problema combinatorio de las Torres
de Hanoi. Incluso, para valores de n pequerios, podemos encontrar la solucion sin muchas dificultades, como

se muestra en el Cuadro 2.3.

n|1 2 3 4 5 6 7 8
T, |1 3 7 15 31 63 127 255

Cuadro 2.3: Primeros términos de la sucesién dada por (2.1).

Ahora bien, para valores de n grandes el proceso se vuelve largo y pesado. Es conveniente buscar la forma

explicita de la sucesion. A la vista de los primeros términos podemos conjeturar que
T,=2"-1 n>1. (2.2)

Sin embargo, esto no es una prueba. Una demostracion rigurosa de la formula (2.2) puede hacerse usando el
principio de induccion. En primer lugar, tenemos que la base de la induccion se cumple, ya que paran = 1
se tiene Ty = 2' — 1 = 1. En una segunda etapa, supongamos ahora que la férmula es cierta paran < k 'y

probemos que entonces también es cierta para n = k. Como
T, =211 + 1,
usando la hipotesis de induccion para k — 1:
T, =202t —1)+1=2F—1,

por lo que la formula también es cierta para n = k. De esta forma, hemos probado que T,, = 2" — 1 para

n € N. Para el problema de los monjes propuesto por Lucas (n = 64), se tiene que
Tsq = 18446744073 709 551 615.

Para hacernos una idea de lo desorbitadamente grande que es esta cantidad, vamos a suponer que los monjes
hacen un cambio cada segundo. Entonces, el mundo se acabaria aproximadamente 600 000 millones de afios
después del primer movimiento. Teniendo en cuenta que la edad del Universo se estima que es 13770 millones

de arios, han de pasar algo mas de 43 veces la edad del Universo.

Ejemplo 2.2 (Plano dividido por rectas de Jacob Steiner, 1826) ;Cuadl es el nimero maximo de regiones
R,, en que queda dividido el plano por n rectas?

Solucion En este caso, el propio enunciado del problema ya nos proporciona una notacion adecuada R,, para
la solucion del mismo. Antes de intentar resolverlo, hacemos un par de reflexiones que nos pueden ayudar a
buscar la solucion. Asi, hacemos notar que para alcanzar el mdximo niimero de regiones, no puede haber dos
rectas paralelas ni tres rectas que sean concurrentes (esto es, que coinciden) en un punto.

A continuacion analizamos los casos mds sencillos. Si no hay ninguna recta, n = 0, sélo hay una region
(Ro = 1). Si hay una recta habrd dos regiones (Ry = 2). Para dos rectas el niimero de regiones es Ro = 4y
para tres rectas, Rz = 7.

El siguiente paso es buscar una recurrencia que nos permita resolver el problema. Si la recta n-ésima
corta a cada una de las n — 1 rectas anteriores, dicha recta queda dividida en n segmentos, cada uno de los

cuales divide una region existente en dos partes. Por tanto

R,=R,_1+n.

_ 28—



2.2 Recurrencias lineales

Como Ry = 1, podemos encontrar una formula explicita para R, usando la recurrencia una y otra vez. En
efecto,
R, = Ry_1+n
= R, o2+(n—1)+n
Ry s+(n—2)+(n—1)+n

Ro+1+2+ - 4+n=1+1+2+ - +n.

Asti, obtenemos finalmente la expresion
n(n+1)

Rn:1+ 2 5

n > 0.

2.2 Recurrencias lineales

En ocasiones se puede encontrar un procedimiento para calcular el término general de una sucesién que
viene dada de forma recurrente, como hemos visto en los ejemplos de la seccion anterior. Lo mismo ocurre
cuando tenemos una recurrencia lineal con coeficientes constantes. Existen técnicas que permiten determinar
la solucién en este caso y que se pueden encontrar en muchos libros de texto relacionados con la Combinatoria
o la Matemaitica Discreta. Por sencillez, en esta seccién vamos a plantear el caso de las recurrencias lineales de
segundo orden. Los resultados y técnicas que vamos a desarrollar se pueden extender sin mucha complicacién

a 6rdenes superiores.

Definicion 2.1

Una recurrencia lineal de segundo orden es una sucesion (ay,) que viene definida de la forma

An+2 = ClGnt1 + c2an + f(n), n >0,
donde c1 y co son dos niimeros reales conocidos 'y f : N — R es una funcion conocida. Para que (a,)

esté bien definida es necesario conocer los dos primeros términos, digamos ag 'y a1. Si f(n) =0, la

recurrencia se dice homogénea.

Presentamos a continuacién, de forma muy resumida, una técnica para resolver recurrencias lineales de
segundo orden. La misma estd basada en encontrar todas las soluciones de la recurrencia homogénea asociada

y una solucién particular de la recurrencia no homogénea.

2.3 Recurrencias lineales homogéneas

Existe una técnica para encontrar el término general de una recurrencia lineal de segundo orden homogénea

Upt2 = C10n+1 + C2ap, n 2> 0. (2.3)
Se basa en los dos hechos siguientes:

1. EI término general de una recurrencia lineal de primer orden homogénea a,,+1 = qay, conn > 0, es de
la forma a,, = agq™

2. Si (x,) e (yn) son dos sucesiones que satisfacen la ecuacién (2.3), entonces la sucesion (z,), tal que
zn = Az, + By,, con A, B € R, también satisface la ecuacién (2.3).
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2.3 Recurrencias lineales homogéneas

Como en las recurrencias de orden uno, podemos buscar si existen progresiones geométricas a,, = A" que
satisfacen

Upt2 = C1Apy1 + C2apn, n 2> 0.

Entonces, se tiene que cumplir A2 = ¢ A" 4 ¢y A, Dividiendo por A", se obtiene la ecuacién caracteristica.

Definicion 2.2

La ecuacion caracteristica de una recurrencia lineal de segundo orden homogénea (2.3) es la siguiente

ecuacion polinomica de segundo grado

)\2—61)\—62:0

Se distinguen tres situaciones, dependiendo de que las raices de la ecuacidn caracteristica sean:

o Dos nimeros reales diferentes: A\; y As. La solucidn es
ap, = AN} + By,
o Una tnica raiz doble \. La solucién es
an = (A+ Bn)\".
o Dos niimeros complejos conjugados: A; = re'd y Ao = re~"_ La solucién es

an = 1" (Acosnf + Bsennb).

En todos los casos, las constantes A y B se deducen de las condiciones iniciales ag y a1.

Ejemplo 2.3 (La sucesion de Fibonacci) Este problema se atribuye a Leonardo de Pisa, alias Fibonacci,
matemadtico italiano del siglo XII. Su enunciado es el siguiente: un hombre encerrdé a una pareja de conejos
en un lugar rodeado por un muro por todas partes. ;Cudntos pares de conejos pueden producirse a partir del
par original durante un afio si consideramos que cada pareja engendra al mes un nuevo par de conejos que se

convierten en productivos al segundo mes de vida?
¥y
I —
] |
| T T

Figura 2.2: Evolucién de la poblacién de conejos en el problema de Fibonacci.
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2.3 Recurrencias lineales homogéneas

Solucién Para resolver el problema, empezamos siguiendo los consejos sugeridos en la seccion anterior. En
primer lugar, introducimos una notacion adecuada llamando, por ejemplo, F,, al niimero de pares de conejos

en el mes n-ésimo. Con ayuda de la Figura 2.2 analizamos lo que pasa en los primeros meses:
=1 F=1 FF=2 F=3 F5=5.
Con esta una informacion, podemos deducir una relacion para los términos de la sucesion:
F,=F, 1+ F, 9, n>3.
La ecuacion caracteristica es, en este caso,
M —A-1=0.
Sus soluciones son A = (1 + \/5) /2, por lo que la solucion de la recurrencia es de la forma
n n
F,=A (1 +2\/5> +B <1 _2‘/5)

Los coeficientes Ay B se determinan a partir de los dos primeros términos de la recurrencia, Fy = Fy = 1.

Asti, tenemos las siguientes ecuaciones:

Paran =1: A<1+\/g>+B<1_2\/5>:

2

2 2
Paran =2 A(l—;\/g> +B<1_\/5> =1.

2
Mediante una simple resta, las ecuaciones anteriores pueden escribirse como
(A+ B)+V5(A - B) =2,
3(A+ B)+V5(A—B) =2.

De aqui se deduce que A+ B = 0y A — B = 2/\/5. Por lo que finalmente A = 1/v/5, B = —1//5. La
solucion para la sucesion de Fibonacci es

() - ()

2 2

V5

Los niimeros F,, se llaman nimeros de Fibonacci. Notemos que, a pesar de su apariencia, por construccion,

F, = , n>1.

son nimeros enteros.

En la expresion de los niimeros de Fibonacci, aparece una constante famosa, la razén durea,

1++5
o= —5",

también conocida como divina proporcidn, sobre la cual se cuentan un gran niimero de curiosidades y propie-
dades.

Por ultimo, la solucion al problema de los conejos planteado por Fibonacci es F1o = 144.

Ejemplo 2.4 ; De cudntas formas se puede cubrir un rectdngulo de base 2n, n € N, y altura 3 con baldosas de

tamafio 2 x 1? Encuentra una recurrencia que te ayude a resolver el problema.

1 2 3 4 2n -3 2n -2 2n—1 2n
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2.3 Recurrencias lineales homogéneas

Solucién Para resolver el problema, introducimos una notacion adecuada. Por ejemplo, llamaremos u,, al
niimero de tales recubrimientos. Empezamos calculando los casos mas sencillos. Por ejemplo, para n = 1, se

tiene que uy = 3, como se ve en la Figura 2.3.

Figura 2.3: Soluciones al problema de las baldosas para n = 1.

Para n = 2, tenemos que cubrir un rectangulo 4 x 3. El niimero de recubrimientos posibles es us = 11,

como se aprecia en la Figura 2.4.

Figura 2.4: Soluciones al problema de las baldosas para n = 2.

Se puede llegar a una recurrencia para resolver el problema por razonamientos muy diversos. Por ejemplo,

si volvemos a analizar el caso para n = 2, vemos que los posibles cubrimientos son:

o 3 veces los cubrimientos obtenidos para el caso n = 1, coloreados en azul.
o Mads dos cubrimientos «especiales», que son los coloreados en rosa.

En consecuencia, ug = 3u1 +2=3x3+2=11..
Si analizamos el caso para n = 3, vemos que los posibles cubrimientos son:

o Los del caso n = 2, adjuntando cada uno de los del caso n = 1 a la derecha (3us).
o Los del caso n = 1, adjuntando cada uno de los dos especiales de tamario 3 X 4 a la derecha (2u;).

o 2 nuevos bloques especiales de tamario 3 x 6 (véase la Figura 2.5).

Figura 2.5: Los 2 nuevos bloques especiales de tamafio 3 x 6 en el problema de las baldosas para n = 3.

En consecuencia, ug = 3uo +2u1 +2 =3 x 11+ 2 x 3+ 2 =41.
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2.4 Recurrencias lineales no homogéneas

Repitiendo este razonamiento, llegamos a la expresion
apy1 = 3an + 2ap-1 + 2an_2 + -+ 2a1 + 2,
Sin mds que tener en cuenta que
an = 30p—1 + 2ap—9 + 2ap_3 + - -+ 2a1 + 2.
y restar ambas expresiones, se obtiene la recurrencia:
pt1 — Ap = 30p — Ap—1 = Apy1 = 4ay — ap_1.
Si ahora queremos resolver la recurrencia para encontrar el término general de la misma, buscamos la
ecuacion caracteristica, que en este caso es N> — 4\ + 1 = 0. Las raices de la misma son \} = 2 — /3 y

Ao =2+ V3. Por tanto
an = AN + By,

con a1 = 3, ap = 11. Para obtener Ay B debemos resolver el sistema
AN + Bl =3
AN 4+ B =11
para obtener finalmente la expresion explicita de la sucesion (a,)
(3+v3) (2-v3)"+ (9+5v3) (2+V3)"
Gp = .
! 6(2+V3)

A pesar de su «fiera apariencia», esta sucesion estd formada por niimeros enteros positivos. Los primeros

2.4)

términos de esta sucesion se ven el el Cuadro 2.4.

n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a, |3 11 41 153 571 2131 7953 29681 110771 413403

Cuadro 2.4: Primeros términos de la sucesién dada por la ecuacion (2.4).

2.4 Recurrencias lineales no homogéneas

Consideremos ahora el caso de una recurrencia lineal no homogénea dada por la ecuacién

Any2 = ClGp41 + 20y + f(n), (2.5)

donde f(n) es una funcién conocida de n, distinta de la funcién nula.

La solucién general de la ecuacion anterior depende de 2 constantes arbitrarias y su estructura es de la
forma:

an = a’ +aP,
donde aZ es la solucion general de (2.5) con f(n) = 0y a? una solucién particular de la ecuacién (2.5).

El método de los coeficientes indeterminados es una técnica que permite encontrar soluciones particulares
m

_ n . . . . ‘ n
cuando f(n) = p(n)r"™, con p(n) un polinomio de grado conocido y r € R (generalizable a E pi(n)r}).
j=i
Si 7 no es solucién de la ecuacién caracteristica de la recurrencia homogénea, este método consiste en
buscar una solucién de la forma

ab = q(n)r".
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2.5 Recurrencias no lineales

Si r es raiz de la ecuacion caracteristica de multiplicidad m, entonces se busca a? = n"™q(n)r".

En ambos casos, ¢(n) y p(n) son polinomios del mismo grado.
Ejemplo 2.5 Encuentra la solucién de la recurrencia no homogénea a,, = 4a,,—1 — 6n, n > 1, con ag = 3.

Solucion Es sencillo comprobar que la solucion de la recurrencia honogénea a,, = 4a,_1 es a, = C4", con C
una constante. Dado que el término independiente de la recurrencia no honogénea es —6n, esto es, un polinomio
de grado 1, buscamos una solucion particular de dicha recurrencia que sea de la forma a,, = An + B. Sin mds

que sustituir en la propia recurrencia, tenemos
An+ B =4A(n—1)+4B — 6n.

Igualando los coeficientes de ambos polinomios, tenemos que A = 4A — 6, B = —4A + 4B. Por tanto, A = 2,
B = 8/3. La solucion es a,, = 2n + 8/3 + C4™.

La constante C' la determinamos a partir de la condicion inicial: ay = 8/3 + C = 3, luego C = 1/3 y la
solucion es

8 + 4™
a, = 2n + —; .

2.5 Recurrencias no lineales

El problema de encontrar el patrén general que sigue una cierta sucesion de nimeros puede dar lugar a
recurrencias no lineales para las que, al contrario de las recurrencias lineales con coeficientes constantes, no

existe un método general de resolucién. Hay algunos resultados generales que pueden ayudar:

Proposicion 2.1 (Regla del “bocadillo”)

Si ap, < by, < ¢y y las sucesiones (ay) y (cn) convergen al mismo limite L, entonces (by,) también

converge a L. Si a,, < by, y (ay,) tiende a infinito, entonces (by,) también tiende a infinito.

Proposicién 2.2 (Principio de Weierstrass)

Toda sucesion de niimeros reales monotona y acotada es convergente.

Ejemplo 2.6 Demuestra que la sucesién definida por la recurrencia

ap =0, apy1 =v12+a,, n>0,

es monotona creciente y acotada superiormente por 4. Encuentra su limite.

Solucién Usaremos unos razonamientos inductivos. En primer lugar, ag < a1 pues 0 < /12. Supongamos

que an_1 < ay, entonces a, = \/an_l +12 < Vap + 12 = any1, y (an) es creciente.

Por otra parte, es claro que ag = 0 < 4. Supongamos a,—1 < 4, entonces a, = \/an—1 + 12 < V16 =4
y, por tanto, (ay,) estd acotada superiormente.

En consecuencia, por el Principio de Weierstrass la sucesion (ay,) tiene un limite L = lim a,, que

n—oo
podemos encontrar tomando limites en la propia expresion de la recurrencia:

L? = L+ 12 = L = 4, ya que necesariamente L > 0.
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2.5 Recurrencias no lineales

Ejemplo 2.7 (La férmula de Herén para aproximar raices cuadradas) A Her6n de Alejandria (10-70 d.C.

aproximadamente) se le atribuye la férmula para calcular el area de un tridngulo, conocidos sus lados a, b y c:
V(s —a)(s —b)(s —¢), cons = (a+b+c)/2.

Para poder aplicarla, es necesario saber calcular raices cuadradas o . .. al menos aproximarlas. Para calcular la

raiz cuadrada de un ndmero A > 0, se parte de una aproximacion inicial a de v A y se propone como nueva

aproximacion (a + A/a)/2. En general se repite el proceso para obtener la siguiente sucesion recurrente:

1 A
ant1 == |an+—), n>0.
2 an

Demuestra que esta sucesion converge, en efecto, a la raiz cuadrada de A.

Solucion Vamos a probar que si ay > V A, la sucesion definida por la recurrencia de Heron a, 1 = f(an)

1
con f(x) = 3 (:L’ + x>’ cumple VA < apy1 < an, n > 0. En consecuencia, es monotona decreciente y

acotada inferiormente por VA, que es su limite.
Notemos que f(VA) = VA. Ademds, f es creciente en (V' A, 0), ya que f'(x) > 0 para x > VA

Entonces a1 < ag. En efecto,
a1 = (ap + A/ag) /2 < ag <= ai > A,

que es cierto pues ag > VA. Por otra parte, veamos que VA < ay. Por el Teorema del Valor Medio, existe
& € (VA ag) tal que
a1 = VA= f(ag) = f(VA) = (&) (a0 — VA).

Como f'(x) > 0 parax > V' A, es cierto VA < a.
De forma parecida se prueba por induccion que VA < an+1 < ay para n > 0. Por el principio de
Weierstrass, existe L = lim a,, con L > v A . Tomando limites en la expresion de la sucesion:

n—oo
L_;<L+§>éL2_AL§/>ZL—\/Z.

Hemos visto que si se toma como punto de partida un valor ag € (\/Z, o0) se obtiene una sucesion
mondtona decreciente a ' A. Sin embargo, si ag € (0, \/Z), a € (\/Z, 00). A partir de aqui la sucesion es
monétona decreciente a v/ A. Este ejemplo pone de manifiesto la importancia del punto de partida a la hora de
estudiar la convergencia de una sucesion recurrente no lineal.

El andalisis grdfico de la funcion que define la sucesion,

fla) = <x+‘;1>

nos permite hacer algunas consideraciones grdficas interesantes:. En primer lugar, los posibles limites! de la
sucesion (ay,) son puntos fijos de f, es decir puntos tales que f(L) = L . Estos puntos son intersecciones de
las grdficas de y = f(x) y de la diagonal y = .

Podemos hacer un andlisis grdfico de una sucesion (a,,) obtenida por iteracion de una funcion f siguiendo

los siguientes pasos:

o Dibujar sobre los mismos ejes las grdficas de y = f(x) y de la diagonal y = x.
o Situar el punto de partida ag sobre el eje de abcisas y desplazarse verticalmente hasta la grdfica de

y = f(x), obteniendo un punto cuya abcisa es f(ap) = a.

1E] limite de una sucesion, si existe, es Gnico. Ahora bien, para distintos puntos de partida se obtienen sucesiones diferentes y, por tanto,
posibles limites diferentes.
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o Desplazarse horizontalmente hasta la diagonal y = x.

o Volver a desplazarse verticalmente hasta cortar la curva y = f(x), obteniendo un punto cuya abcisa es

fla1) = aa.

o Repetir el proceso las veces que se consideren oportunas.

. . ) . . 1 2
En la Figura 2.6 se muestra la representacion grdfica de las iteraciones de any1 = 5 <an + ) , Con

ag = 5 (izquierda) y ag = 0.3 (derecha). Ambas converge a V2 & 1.41421.
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Figura 2.6: Analisis grafico de un par de iteraciones dadas por la férmula de Herén para aproximar V2.

Ejemplo 2.8 La funcion logistica A pesar de su aparente sencillez, las iteraciones de la funcién logistica
O(z)=Xx(l—x), NER,

esconden interesantes sorpresas. Un experimento interesante es calcular, con ayuda de una calculadora o de un

ordenador, unas cuantas iteraciones de
Tnt1 = Ux(zn) = Azn (1 — xp)
para distintos puntos de partida y distintos valores de A y ver qué ocurre.
Solucion Para fijar ideas, tomemos el punto de partida xq = 0.5, asi como distintos valores de ).

A = 1: (zy,) es mondtona decreciente a 0.

A = 2: (xy,) es constantemente 1/2.

SN~

A = 2.5: (xy,) es convergente, de forma oscilante, a 0.6.
A = 3.2: a partir de un cierto n, (x,,) va tomando los valores 0.513045 y 0.799455.
A = 3.3: la tendencia repetitiva aumenta a cuatro términos 0.38280, 0.826941, 0.500884 y 0.874997.

A = 3.8: no se aprecia ningtin tipo de orden en los términos de la sucesion.

ISAN I

Podemos estudiar con detalle la convergencia de la funcion logistica en algunos casos:

I. X =1yx9 = 1/2. En este caso xny1 = l1(xy) = xn(1 — xy,). Es muy sencillo comprobar que
0 < xpy1 < xp paran > 0. Por lo tanto lim z, = 0.
n—oo
2. A=3/2yx0 = 1/2. Ahora xy 11 = l3)5(n) = 3/22,(1 — xy) y se tiene que 1/3 < w41 < T, para
n > 0. Por lo tanto lim z,, = 1/3.
n—oo
3. X = 2yxy = 1/10. La sucesion estd definida por x,11 = la(xy) = 2x,(1 — x,) ¥, en este caso,

Ty < Tny1 < 1/2 paran > 0. En consecuencia, 1im x, = 1/2.
n—oo
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El estudio para otros valores de A es mds complicado y requiere de técnicas y herramientas numéricas. Se

puede detectar la aparicion de comportamientos ciclicos e, incluso, de comportamientos caoticos.

@ Hemos visto unas cuantas técnicas cldsicas para trabajar con recurrencias, tanto lineales como no

lineales. Existen muchas otras técnicas: cambios de variables, recurrencias dobles, funciones generadoras, etc.



Ejercicios Propuestos

= Ejercicios Propuestos -

. Se quiere recubrir un rectdngulo de tamafio 2 X n con baldosas de tamafios 2 x 2 y 2 x 1. Encuentra

una relacioén de recurrencia para calcular a,,, el numero total de recubrimientos diferentes que pueden

hacerse.

. Busca el término general de la sucesion recurrente

Gnp,
1+a,

apg = 1, An+1 = , n > 0.

. Estudia la convergencia de la sucesién 41 = 2,,(2 — z,), n > 0, con 29 = 0.1.

. Un matematico despistado escribe mal la sucesién de Fibonacci, cambiando el signo de la suma por el

del producto:

ap=1 a1 =2, apt1 =anap—1, n=>1

(Cudl es la formula general de la sucesion obtenida?

. Calcula la férmula general de la sucesion (b, ) dada por

by =8, by =26,

n(n 4+ 1)bpyo = 4n(n + 2)bpt1 — 3(n + 1)(n 4+ 2)b,, n >0.

. La sucesion (¢, ) cumple

Cl = 1,
c c
Cn+m+cn7m:W7 >n=>0
Encuentra el término general de (c;,).
. Se define la sucesion (d,,) por
do =d; =1,

dn+1 =1+dpdp—1, n=>1

Prueba que dog17 no es divisible entre 4.

. Se define la sucesion (e, ) por

61:62:1,

2
es+2
enil = (Z = n > 2.
e

Prueba que (e,,) es una sucesién de nimeros enteros.

. Tenemos n objetos numerados del 1 al n y tenemos n lugares para dejarlos, también numerados del

1 al n. Sea f,, el nimero de formas de dejar los objetos sin que haya ninguno en su lugar (este tipo
de permutaciones se llaman desarreglos o desordenes). Calcula una recurrencia para f, y encuentra su

término general.
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Pista: Analiza los casos mas sencillos para f; = 0, fo = 1, f3 = 2, etc. Usa una notacién adecuada que

te ayude a buscar una recurrencia. Por ejemplo, puedes expresar los desarreglos de 3 elementos en forma

1 2 3 1 2 3

2 3 1) 31 2)°
Piensa en los desarreglos de n como elementos de la forma:
Pruebaque fi = 0; fo = 1; fr, = (n—1)(fn—1+ fn—2),n > 3. Equivalentemente, fo = 1; f, —nf,—1 =
(—1)", n > 1. La solucién es

de permutacion:

y en los de la forma ( j # 1)

-~ (1)
fn= Z o n > 0.
k=0
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