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Resumen: La programacion lineal es un primer acercamiento del estudiante
universitario a la optimizacion numérica, cuyos conceptos suelen requerir un
alto nivel de abstraccion, por lo que es importante entender la forma en que
se construyen los conceptos relacionados con este método en su version gra-
fica y aquéllos mas abstractos, involucrados en el método simplex. En este
articulo se reportan los resultados obtenidos a partir de un estudio en el que
se utiliza la teoria APOE y la modelacion, en la ensenanza de este método a
estudiantes de un primer curso universitario de algebra lineal. Los resultados
obtenidos muestran, en primer término, que este acercamiento favorece la
construccion con sentido del modelo geométrico, asi como la de su relacién
con los pasos del algoritmo simplex. Estas construcciones juegan un papel
importante en la comprension de los conceptos involucrados en la formaliza-
cion de este ultimo. Este estudio contribuye a la literatura, en tanto que el tema
de la programacion lineal ha recibido muy poca atencion de los investigadores
a pesar de que forma parte de diversos cursos de algebra lineal. Ademas, los
resultados ponen de manifiesto la posibilidad de que los estudiantes compren-
dan los conceptos involucrados en el método simplex.
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Abstract: Linear programming constitutes university students’ first approach to
numerical optimization. The involved concepts require a high level of abstrac-
tion. It is thus important to understand how they are constructed. This study
presents the results obtained from the use of an APOS Theory based didactical
model together with a simple modeling problem to teach the elementary linear
programing concepts starting from the basic problem and finishing with the
simplex algorithm to students in their first Linear Algebra course. Results show
that this didactic approach fosters a meaningful construction of the geometri-
cal model and of its relation to the simplex algorithm steps. These constructions
play an important role in the understanding of the concepts involved in the
formalization of this algorithm. This study contributes to the literature in study-
ing a topic, linear programming, which has received very little attention from
researchers, although it is part of many linear algebra courses at the universi-
ty level. Moreover, results show that students understand the concepts involved
in the simplex algorithm.

Keywords: Linear programming, simplex method, geometric representation, APOS
Theory, modeling.

1. INTRODUCCION

La programacion lineal se incluye cada vez mas en diversos programas universita-
rios. Ello representa un reto para los estudiantes, ya que los conceptos de algebra
lineal que son su fundamento requieren de un alto grado de abstraccion lo que,
de acuerdo con diversos trabajos de investigacion sobre la ensenanza y el apren-
dizaje del algebra lineal, dificulta el proceso de aprendizaje de los estudiantes
(Sierpinska, 2000, Salgado y Trigueros, 2015), quienes en ocasiones se enfocan
en la memorizacion de los procedimientos para la resolucion de problemas, sin
lograr comprender los conceptos abstractos subyacentes (Thomas y Stewart, 2011).

Las dificultades asociadas al aprendizaje del algebra lineal han impulsado
la investigacion sobre el aprendizaje y la ensenanza de esta disciplina y, en
particular, el desarrollo de modelos basados en diversos marcos teoricos de la
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educacion matematica para representar la forma en que los estudiantes apren-
den los conceptos del algebra lineal. Uno de estos es la teoria APOE la cual
provee los elementos tedricos que permiten describir la posible forma en que
un individuo construye conceptos matematicos especificos. En este contexto se
encuentran diversos estudios que han centrado sus esfuerzos en el desarrollo
de actividades y modelos de ensenanza de distintos conceptos del algebra lineal
y que, muestran que con base en esta teoria se puede identificar las construc-
ciones que un estudiante genérico debe llevar a cabo para aprender un con-
cepto (Possani, et al, 2010; Trigueros y Possani, 2013; Figueroa et al, 2018).

El presente trabajo busca modelar como los estudiantes universitarios que
cursan algebra lineal aprenden los conceptos elementales de programacion
lineal y qué construcciones son necesarias para la comprension del metodo
simplex, que es la técnica general que se utiliza para resolver este tipo de pro-
blemas de optimizacion.

2. REVISION DE LITERATURA

Existe muy poca literatura concerniente al aprendizaje de la programacion lineal.
En un primer estudio enfocado en estrategias de solucion de problemas en un
contexto visual, Shama y Dreyfus (1994) identificaron las estrategias mas fre-
cuentemente utilizadas por los alumnos. Estos autores encontraron que los
alumnos utilizaron en su mayoria estrategias visuales poco sofisticadas y que
el proporcionar una técnica visual usando curvas de nivel de la funciéon objeti-
vo no resulté en un cambio significativo de estrategia de los alumnos. Recien-
temente, Liang et al. (2020) realizaron un analisis conceptual del problema de
programacion lineal de funciones objetivo de dos variables en un contexto
grafico mediante el analisis del razonamiento covariacional de seis profesores
en servicio.

Por otra parte, diversas investigaciones muestran que utilizar un modelo
matematico como base para la ensenanza de conceptos, tiene un impacto posi-
tivo en la construccion del conocimiento por los estudiantes (Lesh y Doerr, 2003;
Lesh y Lehrer, 2003; Kelly y Lesh, 2000), ademas de que se obtienen mejores
resultados de aprendizaje respecto a métodos de ensenanza centrados en la
ensefanza abstracta de las matematicas (Tall, 2004). La idea de utilizar modelos
en la ensenanza de los conceptos matematicos es, ademas, compatible con la
teoria APOE (Trigueros, 2014).
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Este trabajo pretende aportar a la literatura, mediante un estudio acerca de la forma
en que los estudiantes construyen los conceptos relacionados con la programacion
lineal, iniciando desde la solucién del problema en un contexto grafico mediante
una funcion objetivo de dos variables, como base para llegar a la construccion del
método simplex, método general de solucion de este tipo de problemas.

Para esto, se disend un modelo hipotético basado en la teoria APOE, una
descomposicion genética (DG) que describe las construcciones que un estudian-
te debe llevar a cabo para aprender el método simplex. Esta descomposicion
genética se tomd como base para desarrollar una serie de actividades utilizan-
do un problema de programacion lineal de maximizacion de dos variables,
relacionado con el descenso de un alpinista por una montana.

Las preguntas de investigacion del estudio son: éCudles son las construcciones
necesarias para que un estudiante universitario comprenda el significado de la
programacion lineal? y éComo favorece el diseno didactico, basado en modelacion
y en actividades basadas en la descomposicion genética, las construcciones de los
estudiantes del significado del método simplex? ¢Qué papel juega en ello la com-
prension de la relacién entre los planteamientos grafico y algebraico en la solucion
de un problema de modelacién simple de programacion lineal?

En esta investigacion se utilizd6 como marco tedrico la teoria APOE que se
presenta a continuacion.

3. TEORIA APOE

La teorfa APOE se centra en modelar como un individuo genérico construye los
conceptos matematicos (Armnon et al, 2014). Esto permite entender el desarrollo del
conocimiento de los alumnos y asi, poder disenar mejores métodos de ensenanza
de la matematica. La teorfa APOE es una teorfa cognitiva, basada en la episte-
mologia de Piaget y adaptada con el fin de investigar la construcciéon del conoci-
miento matematico a través de las estructuras y los mecanismos de construccion
de conocimiento que propone esta teoria, la cual se describen a continuacion.

3.1 ESTRUCTURAS Y MECANISMOS MENTALES

La teoria APOE considera que un individuo aprende un concepto matematico al
construir las estructuras mentales que dan nombre a la teoria: Acciones, Procesos,
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Objetos y Esquemas. El fundador de la teoria, Dubinsky (/bid), planted que el
aprendizaje de cualquier concepto matematico involucra la construccion progre-
siva de estas estructuras. El individuo realiza Acciones sobre Objetos previamente
construidos; estas se definen como transformaciones sobre el Objeto, que siguen
instrucciones guiadas externamente y que pueden encadenarse en la solucion
de problemas. Cuando el individuo reflexiona sobre las Acciones y es capaz de
ejecutarlas sin apoyo externo o de predecir su resultado sin necesidad de llevarlas
a cabo, estas se interiorizan en un Proceso. Cuando el individuo ha construido
un Proceso tiene control interno sobre él, manteniendo su caracter dinamico.
El Proceso se define como una construccion interna del individuo que puede
revertirse y también coordinarse con otros Procesos para dar lugar a nuevos Pro-
cesos. Cuando el individuo puede considerar al Proceso como un todo, sobre el
cual es posible hacer nuevas transformaciones, este se encapsula en un Objeto
sobre el cual el individuo puede operar. Los Objetos pueden desencapsularse en
los Procesos que les dieron origen para construir nuevos Procesos y Objetos. La
construccion del conocimiento se considera en la teoria como algo dinamico. El
individuo siempre esta construyendo estas estructuras. Mediante la construccion
de relaciones entre ellas se van construyendo Esquemas que, en la teoria, se
definen como conjuntos de Acciones, Procesos, Objetos y otros Esquemas pre-
viamente construidos y relacionados entre si. Estos dltimos son estructuras que
son evocadas por el individuo cuando enfrenta un problema matematico. Estas
estructuras son dinamicas, evolucionan continuamente conforme el individuo
construye y reconstruye relaciones entre sus componentes y asimila 0 acomoda
nuevas estructuras. Cuando un Esquema puede considerarse como una estructura
coherente, puede ser tematizado en un Objeto sobre el cual es posible operar. La
construccion de cualquier concepto, de acuerdo con esta teoria, comienza con
la posibilidad de hacer Acciones sobre Objetos existentes o mediante la encap-
sulacion de un Proceso obtenido de la coordinacion de Procesos previamente
construidos a partir de Acciones.

Los mecanismos de construccion de las estructuras: interiorizacion, coordi-
nacion, reversion, encapsulacion, tematizacion y los diferentes tipos de relaciones
que se establecen entre las estructuras son formas de representar el mecanismo
piagetiano de construccion del conocimiento: la abstraccién reflexiva. Tanto las
estructuras como los mecanismos no se construyen de manera lineal, por el
contrario, el individuo puede requerir, por ejemplo, de la construccion de nuevas
Acciones 0 nuevos Procesos, o de coordinar Procesos para encapsular un Pro-
ceso en un Objeto.
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La figura 1 muestra de forma esquematica y resumida la relacion entre las
cuatro estructuras mentales y los mecanismos que les dan origen.

Esquema

interiorizacion

Acciones

l Procesos coordinacion

reversion
Objetos
w

desencapsulamiento

Figura 1. Estructuras y mecanismos mentales de la Teoria APOE

3.2 LA DESCOMPOSICION GENETICA

Considerando que el objetivo final de la teoria es intentar modelar y predecir la
forma en que los estudiantes aprenden un concepto matematico o un tema, un
instrumento fundamental de la teoria es la descomposicion genética, que es un
modelo hipotético que describe las estructuras y mecanismos que un estudiante
genérico necesita construir para poder aprender dicho concepto o tema. La des-
composicion genética incluye, también, la descripcion de las estructuras previas
requeridas para iniciar la construccion del concepto.

La descomposicion genética es, ademas, un modelo que pretende predecir
las estructuras y mecanismos necesarios para construir un concepto matemati-
co. Como cualquier modelo, es necesario validar mediante investigacion y pue-
de ser refinada o invalidada a partir de los resultados experimentales. Lo
importante es que realmente prediga la forma en que un estudiante genérico
aprende el concepto. La descomposicion genética se utiliza también como un
modelo en el diseno de actividades de ensenanza.
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El diseno de la descomposicion genética puede provenir de la experiencia
que el investigador ha tenido al aprender y ensefar el concepto en cuestion, de
su conocimiento de la teoria APOE, de los resultados de investigaciones previas
sobre el tema o del desarrollo historico del concepto; en este primer estado se le
da el calificativo de preliminar. En este analisis al menos dos preguntas deben
responderse: ¢Se observan en los datos del estudio las construcciones que pre-
dice la descomposicion genética? y éPromueve la estrategia didactica empleada
la construccion de la programacion lineal de manera que los pasos del método
simplex tengan sentido para los estudiantes? Con base en las respuestas es posible
redisenar la descomposicion genética, sin implicar que sea definitiva, dado que
siempre se puede realizar un nuevo refinamiento hasta que se valida, cuando da
cuenta de los resultados obtenidos en la experimentacion. Es relevante notar que
una descomposicion no pretende ser Unica. Es posible que distintas descompo-
siciones genéticas coexistan. Lo importante es que se valide experimentalmente.
Por otra parte, la descomposicion genética propone un modelo de construccion
del conocimiento que debe ponerse a prueba experimentalmente. Los resultados
obtenidos permiten validar, refinar o rechazar el modelo, de manera que mediante
ciclos de su aplicacion, se logre validar en el sentido de que da cuenta de las cons-
trucciones de los estudiantes y utilizarla en el diseno de actividades que incidan
en un mejor aprendizaje del concepto en cuestion. La descomposicion genética no
busca plasmar las posibles diferencias individuales sino describir las estructuras
que un “estudiante genérico” debe construir para aprender el concepto en cuestion.

4. METODOLOGIA

Para analizar la forma en que el estudiante construye los conceptos elementa-
les de programacion lineal se formulé una descomposicion genética preliminar
con base en la experiencia como estudiante de uno de los investigadores y la
experiencia como profesor del otro. Con base en ella, se disend un problema de
modelacion y un conjunto de actividades para ser empleadas al impartir este tema
a un grupo de 35 estudiantes de tercer semestre de las carreras de ingenieria
y de economia y que, también sirvieron como fuente de informacion para esta
investigacion.

La profesora que impartio el curso contaba con amplia experiencia. El traba-
jo en clase consistié en fases correspondientes al Ciclo ACE de ensenanza de
la teoria APOE, es decir, discusion en equipos en el problema y en actividades
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de reflexién (A) seguidos de plenarias de discusion de todo el grupo con la
maestra (C). Los equipos iniciaron su discusion sobre el posible modelo para el
problema presentado. Conforme avanzaron, la maestra fue introduciendo las
actividades disenadas cuando lo consideraba pertinente. El tema se tratd en
cuatro sesiones de dos horas cada unay se incluyeron dos tareas con ejercicios
(E) del libro de texto recomendado por el temario del curso. Uno de los investi-
gadores observo las clases y completd una guia de observacion para cada
sesion. Todo el trabajo de los estudiantes se recogio. La profesora completo a su
vez una bitacora al final de cada una de las clases dedicadas al tema. Final-
mente, cada uno de los investigadores analiz6 independientemente los datos
provenientes de todos los instrumentos, los resultados obtenidos se discutieron
y se negociaron hasta llegar a un consenso con los investigadores, garantizan-
do la objetividad del andlisis.

4.1 DESCOMPOSICION GENETICA PRELIMINAR

La descomposicion genética disenada se compone de dos Esquemas y las
estructuras relacionadas en ellos. El primero, corresponde a las construcciones
geométricas de programacion lineal y el segundo, a las relacionadas con la
construccion con sentido de la relacion con los pasos correspondientes al método
simplex. Estos Esquemas se relacionan entre si a través de la construccion de
relaciones primero de correspondencia que con la practica y reflexion devienen
en relaciones de transformacion entre el método geométrico y el algoritmo del
método simplex.

Las construcciones previas necesarias para la construccion del concepto de
programacion lineal en dos dimensiones son Esquemas de funcion de varias
variables, conjunto y sistemas de ecuaciones lineales. El estudiante hace las
Acciones de graficar sobre el Objeto ecuacién lineal para cada una de las ecua-
ciones correspondientes a la igualdad en las restricciones del problema. Median-
te la reflexion sobre las Acciones, el estudiante las interioriza en los Procesos de
ecuacion correspondientes. Estos Procesos se coordinan con el Proceso de con-
junto y el resultado de la coordinacién es el Proceso de conjunto de ecuaciones
y representacion grafica de un conjunto de ecuaciones. El estudiante coordina
el Proceso de encontrar las intersecciones de las rectas con el Proceso de con-
junto en el Proceso de representacion grafica de un conjunto y de las intersec-
ciones de conjuntos. Este ultimo Proceso se coordina con el Proceso de plano
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cartesiano en un Proceso que permite al estudiante determinar el conjunto en
el plano que representa la interseccién de los conjuntos determinados por las
diferentes rectas y sus intersecciones y su representacion grafica en el plano
cartesiano. Este Proceso se encapsula en el Objeto conjunto factible, determina-
do por las restricciones del problema de Programacién Lineal cuando el estu-
diante puede considerarlo como un todo sobre el cual puede hacer Acciones de
determinar puntos dentro, en la frontera, en los vértices y fuera del conjunto
factible. El Proceso de interseccion de ecuaciones se coordina con el identificar
y encontrar los vértices del conjunto factible. Este Proceso se encapsula en el
Obijeto vertice del conjunto factible.

Paralelamente, del Esquema de funcion multivariada se toma el Proceso de
funcién de dos variables y se coordina con el Proceso de optimizacion de una
funcion en un nuevo Proceso de optimizacion de una funcion multivariada, el
cual se encapsula en el Objeto funcion objetivo del problema cuando se requie-
re hacer Acciones sobre ella como, por ejemplo, evaluarla en distintos puntos. A
su vez, las Acciones de evaluacion de la funcion objetivo se interiorizan en un
Proceso que se coordina con el de trazo de sus curvas de nivel en el Proceso
de determinar valores de la funcién en puntos del conjunto factible, mismo que
se coordina con el Proceso region factible en el Proceso que permite encontrar
la solucion grafica de un problema de programacion lineal. Este Proceso se
encapsula en el Objeto solucion del problema de programacion lineal cuando
es posible hacer Acciones sobre la solucion, como por ejemplo compararla con
la solucion de otro problema de programacion lineal. El Esquema geometria de
un problema de programacion lineal se construye con los Procesos u Objetos
construidos a través de las construcciones anteriores. El estudiante puede evocar
este Esquema para resolver geométricamente problemas simples de optimizacion
que se identifican como problemas de programacion lineal.

La construccion del sequndo Esquema inicia con la realizacion de Acciones
sobre las restricciones del problema agregando variables (variables de holgura)
a cada ecuacion de tal manera que las inecuaciones en las restricciones se
conviertan en ecuaciones, seguidas de Acciones en las que se evaluan las
variables de holgura con el fin de encontrar puntos fuera y dentro de la restric-
cion, para determinar que el signo de la holgura asociada a cada restriccion
depende de la posicion del punto elegido para evaluarla respecto a la restriccion.
La interiorizacion de estas Acciones permite construir los Procesos variables de
holgura, tamano del problema y problema aumentado cuando el estudiante las
interioriza y es capaz de determinar el nimero de holguras necesarias en el
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problema y el signo de las variables de holgura dependiendo de la posicion del
punto elegido, dentro, sobre o fuera de la restriccion. El estudiante hace Acciones
sobre los puntos correspondientes a los vértices de la regién factible y de com-
paracion entre ellos que le permite concluir que en un vértice al menos dos de
estas variables deben valer cero. Estas Acciones se interiorizan en un Proceso
que se coordina con el Proceso de submatriz en el Proceso de asociar una
submatriz cuadrada a la matriz asociada a las restricciones del problema. Este
Proceso se coordina con el Proceso de tamano del problema en un Proceso que
permite encontrar variables basicas y no basicas. A su vez este Proceso se coor-
dina con el de conjunto en el Proceso de formaciéon de dos conjuntos: conjunto
de variables basicas y conjunto de variables no basicas, los cuales se encapsu-
lan en dos Objetos distintos.

Por su parte, la coordinacion de los Procesos de costo reducido y el de solucion
de un problema de programacion lineal permite la construccion de un Proceso
de prueba de optimalidad en el que es posible establecer una relacion entre los
signos de los costos reducidos y un optimo. Paralelamente, la Accién de modificar
la base, se interioriza en un Proceso que se coordina con los correspondientes a los
conjuntos de variables basicas y no basicas en un Proceso que denominaremos de
cambio de vertice. Las estructuras construidas y las relaciones entre ellas permiten
construir un Esquema que el estudiante evoca cuando se construye el método
simplex como un Proceso y que permite relacionarlo con el esquema geométrico
correspondiente en un nuevo Esquema. A este Esquema cuyos elementos son los
Esquemas anteriores y el Proceso método simplex podemos denominarlo como
Esquema de conceptos basicos de programacion lineal. La construccion de las
relaciones antes mencionadas entre los dos esquemas permite que el Esquema
compuesto por los dos esquemas anteriores evolucione.
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Figura 2. Representacion de los elementos principales de la descomposicion genética
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4.2 EL PROBLEMA DEL ALPINISTA

Con el fin de introducir los conceptos basicos de programacion lineal en el
curso de algebra lineal se diseno el siguiente problema para introducir el tema:

Un alpinista se encuentra atrapado en lo alto de una montana, para sobrevivir
necesita acceder a la mayor cantidad de aire de la que pueda disponer. A su vez,
sabe que entre mas logre descender mayor sera el aire disponible. Por cada paso
que el alpinista camina hacia el norte este descendera dos metros, mientras que al
dar un paso al este descenderd tres. Por otro lado, en la falda de la montana hay
un bosque al que el alpinista no puede entrar pues debe permanecer visible para
los equipos de rescate. Los linderos del bosque (tomando como origen la posicion
del alpinista) se describen por las ecuaciones:

y=x+1
y=—x+7
y=—2x+11
y=x—4

De igual manera, por la forma de la montana, el alpinista no puede caminar al oeste
o0 al sur desde donde se encuentra cqué debe hacer el alpinista para sobrevivir?

En el problema se relaciona la falda de la montafna, y por lo tanto la disponibi-
lidad de aire con la funcién objetivo, mientras que las restricciones del problema
se relacionan con los linderos del bosque. Resolver el problema del alpinista es
equivalente a resolver el problema de programacion lineal. En la figura 3 se
muestran la funcion objetivo asi como un esquema de la region factible.
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(0,0) (4,0)

Figura 3. Graficas asociadas al problema del alpinista

4.3 ACTIVIDADES Y METODOLOGIA DE LA CLASE

Partiendo del problema del alpinista y tomando como guia la descomposicion
genética se disenaron dos hojas de actividades con once y doce preguntas
respectivamente. Las actividades de las hojas de trabajo se muestran, conjunta-
mente con su analisis, utilizando la descomposicion genética, en las tablas 1y
2, respectivamente. La primera se enfoco en el problema de programacion lineal
y los conceptos geométricos del problema, mientras que la segunda hoja las
preguntas se dirigieron a la construccion de las variables de holgura y a la
descripcion geometrica de los pasos del pivoteo.
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Tabla 1. Actividad 1 y su analisis

Pregunta

Objetivo

1. ¢En qué area puede moverse el alpinista,
dado que no puede entrar al bosque?

Con esta primera pregunta se busca que el estu-
diante haga las Acciones y Procesos requeridos
para dibujar el conjunto factible del problema,
considerando las restricciones de no negatividad.

2. ¢El alpinista podria moverse tres pasos al este
y cinco pasos al norte? dtres al este y dos al
norte? (dos al este y tres al norte? {Cudntos me-
tros descenderia en cada uno de estos puntos?

Acciones para determinar puntos factibles y no
factibles. A su vez, Acciones de evaluacién pun-
tual de la funcién objetivo.

3. Describe matematicamente el area donde
puede moverse el alpinista

Accion de consideracion de las desigualdades
para considerar el interior de la figura obtenida
como parte de la region factible del problema.

4. Con base en los pasos que el alpinista pue-
de dar al este y al norte {qué funcion describi-
ria los metros que desciende el alpinista?

Accion de determinar la funcion objetivo del pro-
blema a partir de los pasos al este y al norte del
alpinista: relacién con las variables de decision.

5. ¢Hacia dénde debe caminar el alpinista
para descender lo mas posible y tener la ma-
yor cantidad de aire disponible?

Acciones o Procesos de solucion del problema
usando conocimientos previos.

6. ¢Es posible que el alpinista logre descender
cinco, diez, quince y veinte metros?

Construcciéon de la coordinacion de los Proce-
sos de region factible y funcion objetivo.

7. ¢En doénde podria pararse el alpinista para
descender tres, siete, once, diecisiete, dieciocho
y veinte metros?

Acciones de construccion de las curvas de nivel
de la funcién objetivo que cruzan la regién fac-
tible y que quedan fuera de ella. Acciones de
comparacion de las curvas de nivel en términos
del valor de la funcion objetivo. Acciones de
comparacion de las curvas de nivel que pasan
por cada uno de los vértices de la region facti-
ble. Interiorizacion de las Acciones en Procesos
que permiten encontrar la solucion del proble-
ma geométricamente.

8. Si el alpinista se quedara parado en el inte-
rior de la region donde se puede mover élogra-
ria descender lo mas posible’ épor que?

Construccion del Proceso que permite descartar
o interpretar el significado de una solucion en
las caras del conjunto factible. Discusion de la
posibilidad de solucion multiple o la inexisten-
cia de una solucion. Construccion del Proceso
que permite descartar una soluciéon en un pun-
to en el interior del conjunto factible.
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9. Si el alpinista se quedara parado en uno de
los linderos de la region donde se puede mo-
ver, pero No en una esquina dlograria descen-
der lo mas posible’ épor qué?

Proceso de célculo de la funcion objetivo en los
veértices y comparacion de resultados. Construc-
cion del Proceso que permite descartar o inter-
pretar el significado de una soluciéon en las
caras del conjunto factible. Discusién de la po-
sibilidad de solucion multiple o la inexistencia
de una solucion.

10. {Cudntos metros desciende el alpinista en
cada uno de los vértices?

Formalizacion en equipo de que la solucién
ocurre en un vertice, pero que no todo vértice es
solucion. Proceso de calculo de la funcion obje-
tivo en los vértices y comparacion de resultados.

11. Siel alpinista se quedara parado en un vertice
de la region ¢lograria descender lo mas posible?

Proceso de cdlculo de vértices y comparacion de

resultados.

Tabla 2. Segunda actividad y su analisis

Pregunta

Objetivo

1. Suponiendo que el alpinista se encuentra en
el (0,0) éCuantos pasos al norte tendria que dar
para llegar al primer lindero? ¢Si se encontrard
en (1,0)? éSi se encontrara en el (1,1)?

2. Considerando estos pasos como una nueva
variable ¢{Como se puede utilizar ésta para trans-
formar la restriccion de desigualdad en una de
igualdad equivalente?

3.¢Qué valor tomaria esta variable si el alpinista
estuviera sobre el lindero? {Puede ser negativa
esta variable si el alpinista se encuentra dentro
de la region?

Las primeras tres preguntas buscan que el
estudiante agregue una variable de holgura
a la primera restriccion, aun mas se espera
que se relacione a ésta con la distancia verti-
cal hacia la restriccion, dando un sentido es-
pacial y geométrico a la variable.

4. ¢Como representarias el resto de las restriccio-
nes con restricciones de igualdad equivalente?

Tras trabajar con la primera restriccion, esta
pregunta busca que se le dé el tratamiento
analogo al resto de las restricciones.
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5. Considerando el problema con restricciones de
igualdad {Cuantas variables tiene en total el pro-
blema? {Cudntas soluciones tiene el sistema de
restricciones de igualdad?

Con la finalidad de evidenciar el tamano del
problema, se pregunta explicitamente por el
numero de variables que intervienen en el pro-
blema, a su vez, para comenzar a introducir las
variables basicas y no basicas, se pide que
analice la forma de la matriz de tecnologias y
como ésta determina el nimero de soluciones

6. ¢Cuantas variables tendrian que ser cero para
que se pueda llegar a un sistema con solucién
Unica?

Continuando con el andlisis de variables ba-
sicas y no basicas, la sexta pregunta busca
exhibir como se pueden escoger diversas va-
riables y volverlas arbitrariamente cero, for-
zando asf a que haya una unica solucion.

7. Suponiendo que el alpinista no tiene que dar
ningun paso para alcanzar la tercera y la cuarta
restriccion ¢En qué punto del conjunto factible se
encontrarfa? ¢Cudl es la solucion del sistema de
restricciones?

8. Para el caso en que el alpinista se encontrara
en cada uno de los vértices ¢Cual seria la solu-
cién del sistema de restricciones?

Ambas preguntas tienen un mismo objetivo,
que el estudiante de valores a las variables
cuando se encuentra en cada uno de los ver-
tices del problema y que los relacione con
una solucion al sistema de restricciones en
términos de variables basicas y no basicas.

9. Con base en las tres preguntas anteriores
¢Qué representaria graficamente asignar el valor
cero a variables del problema para que el siste-
ma tenga una solucion unica?

Introduccion de variables basicas y no basi-
cas, relacionando su asignacion con cada
uno de los veértices del problema. Relacion
con geometria: al ir cambiando la seleccién
de variables basicas hay un pivoteo entre los
vértices del conjunto factible.

10. Partiendo de que el alpinista se encuentra en
el (0,0) éQué tan inclinada estd la montafa en
direccion a los vértices adyacentes? ¢En qué di-
reccion deberfa moverse, con cual restriccion se
topara primero?

Para comenzar a construir el concepto de cos-
to reducido se pregunta qué tanto se descien-
de cuando el alpinista se busca mover hacia
vértices contiguos, se espera que el estudiante
se fije en el coeficiente de la funcién objetivo,
a su vez, se busca introducir la idea geométri-
ca de la prueba del cociente, es decir, encon-
trar la primera restriccién con la que uno se
topa al moverse en direccion a otro vertice.

11. Partiendo ahora del (51), el (43) y el (34)
¢Qué tan inclinada esta la montana en direccion
a los vértices adyacentes? éHacia cudl vértice
convendria moverse?

Se reafirma lo buscado con la pregunta ante-
rior, haciendo un énfasis en que este movi-
miento implicaria moverse a otro vértice.
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12. ¢Qué camino seguird el alpinista para dispo- | Conclusion del problema. El profesor intervie-
ner de la mayor cantidad de aire? ne por Ultima vez en la clase, formalizando lo
que representa un costo reducido y su rela-
cién con moverse a un vértice adyacente. Se
cierra la discusion sefalando el camino que
el alpinista sequiria para llegar a la frontera.
A su vez, se sugiere que se retome el tema de
la dimension del problema, en este momento
se puede mencionar que, si bien las construc-
ciones trabajadas tienen un fuerte compo-
nente geométrico, hay un trasfondo
algebraico que se puede generalizar a pro-
blemas de mayor tamano; abriendo asi la
puerta para el analisis del método simplex.

El problema vy las actividades se trabajaron en un curso de algebra lineal cur-
sado por 22 alumnos, obligatorio para estudiantes de economia y finanzas, esta
precedido por dos cursos de calculo y aborda los temas clasicos de un curso
introductorio de esta disciplina. El trabajo en el problema y las actividades
correspondieron a tres sesiones de clase de dos horas cada una. La estrategia
didactica utilizada por la maestra fue el ciclo ACE: Los estudiantes trabajaron
en equipos de entre tres y cinco participantes en el problema de modelacién
durante un tiempo. Cuando la maestra considerd pertinente pidio6 a los estudian-
tes trabajar en equipo con las actividades disenadas previamente (A). Durante
la primera sesion los estudiantes trabajaron en el problema y en una de las
hojas de actividades. Durante la segunda se continu6 el trabajo en equipo en
el problema y con la otra hoja de actividades. En cada una de estas dos sesiones,
la profesora intervino en momentos clave y organizé una discusioén en grupo
(D) con la finalidad de fomentar la reflexion de los estudiantes, discutir y forma-
lizar los conceptos que aparecian en la discusion. En la tercera sesion, la profe-
sora introdujo el método simplex a partir de las construcciones realizadas por
los estudiantes en las dos sesiones anteriores. Adicionalmente, se disend una
pregunta de examen con la intencion de complementar la informacion obtenida
de los instrumentos previamente descritos. La pregunta se incluyé en la evalua-
cion parcial realizada al terminar la ensenanza del tema.

Toda la informacion recopilada fue analizada por cada uno de los investiga-
dores independientemente y sus apreciaciones se negociaron hasta llegar a un
acuerdo. Los resultados del andlisis se discutieron con la profesora y se incluy6
su punto de vista en el analisis final.

86 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 34, NUM. 1, ABRIL DE 2022



El papel de los conceptos geométricos como base para el aprendizaje del método simplex

5. RESULTADOS

Los estudiantes exploraron en primer término el problema. En todos los equipos
se encontrd que los participantes hicieron un esquema en el que mostraron la
coordinacion de los Procesos geométricos descritos en la descomposicion gené-
tica al utilizar las restricciones del problema y reconocer el espacio en el que el
alpinista podria moverse y sus vertices:
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Figura 4. Alumnos definiendo y dibujando el conjunto factible

También consideraron ‘los pasos que el alpinista puede dar al norte y al este’,
lo que les permitio hacer Acciones de evaluacion sobre puntos relacionados con
el problema, para verificar su factibilidad. Una conversacion tipica durante el
trabajo en equipo fue la siguiente:

El alpinista no puede moverse al (3,5).

Pero si al (3,2) porque asi no llega al bosque.

Y también puede moverse al (2,3).

Oigan, nos falta ver cuanto desciende en cada punto.

Para eso hay que evaluar los puntos en la funcion objetivo que escribimos.

O x>
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Figura 5. Alumnos evaluando la factibilidad de diferentes puntos

Durante la primera discusion la maestra prequnté a los estudiantes qué podian

decir acerca de la solucion y, la mayoria de los equipos respondieron que la
soluciéon debia estar en un vertice, basando su respuesta en el calculo con la
funcién objetivo en los puntos de interés.
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Figura 6. Grupo concluyendo que la solucién sucede en una “esquina”

Los estudiantes evidenciaron las Acciones propuestas en la descomposicion
genética para construir por si mismos los Procesos y los Objetos asociados a la
solucion del problema en términos graficos. La discusion en grupo con la maestra
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mostro que las actividades de la primera hoja de trabajo fueron suficientes para
formalizar las construcciones de los alumnos en los diferentes grupos. Durante
la segunda sesion se trabajo en la construccion de la relacion de las construc-
ciones geométricas con las construcciones necesarias para comprender el méto-
do simplex. En esta sesion la guia de la profesora jugd un papel importante. Una
construccion fundamental es la de variables de holgura. Los alumnos las agre-
garon a las restricciones y mostraron la construccion de un Proceso al identifi-
carlas como indicadores de la distancia vertical de un punto respecto a la
restriccion al interiorizar las Acciones de localizacién de puntos dentro, fuera y
sobre los linderos de la region factible:
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Figura 7. Asociacion de las holguras con la distancia a la restriccion

La siguiente discusién en un equipo muestra la construccion del significado de la
variable de holgura por parte de estos estudiantes:

Entonces équé significa la variable?

Pues si estas adentro es positiva.

&Y si estas afuera?

Entonces es negativa.

Aj4, y si es cero, entonces estas sobre la restriccion.

Solo puede ser cero o positiva, de otra manera, estaria entrando al bosque.
Asi es, no puede ser negativa.

w00 > Wz

Esto muestra que las Acciones (evaluacion, localizacion, comparacion) se inte-
riorizaron como un Proceso que los estudiantes tomaron como base para cons-
truir las demdas estructuras que la descomposicion genética preliminar
contemplaba dentro del segundo Esquema.
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Por ejemplo, al preguntarles la maestra por la solucion de cada uno de los
subsistemas cuadrados factibles de la matriz de restricciones, los estudiantes
concluyen: que las soluciones corresponden a cada uno de los vértices con
razonamientos similares a los del siguiente equipo:

A: Haciendo dos variables cero, entonces el alpinista esta sobre dos linderos.
B:  Entonces esta en la interseccion.

A: iSil entonces es un vértice.
B

Esto quiere decir que los subsistemas cuadrados te dan los vértices.

Se observd ademas que al trabajar en las actividades varios equipos hicieron
las Acciones involucradas en la solucion de los subsistemas cuadrados y rela-
cionaron dichas Acciones con cada uno de los vértices del conjunto factible:
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Figura 8. Asociacion de una solucion Unica del sistema de restricciones con los vértices

Estos estudiantes mostraron la interiorizacién del Proceso de variables basicas y
no basicas. Para ellos la construccion de este Proceso implica la construccion de
relaciones entre lo geométrico y lo algebraico que se muestran cuando al elegir
un conjunto de variables basicas y no basicas se esta situando al problema en
la interseccion de un conjunto de restricciones y que implica que posicionarse en
un vertice se relaciona con la solucion del subsistema de restricciones.

La discusion en grupo con la profesora abordd la modificacion del conjunto
de variables basicas y no basicas, y se llego a la conclusion de que al intercam-
biar variables de conjunto se lleva a cabo un cambio a un vértice adyacente.
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En la tercera sesion la dindmica de la clase cambio. La maestra, tomando en
cuenta el tiempo disponible y la dificultad del método simplex decidié guiar la sesion
plenaria para promover su construccion a partir de preguntas y argumentacion
con todo el grupo. La atencion de la profesora se centro en la construccion de la
asociacion de cada uno de los pasos del método simplex con las construcciones
previas de los estudiantes enfatizando las construcciones previstas en el sequndo
Esquema. Un resultado de esta discusion fue la asociacion de los estudiantes de la
seleccion del mayor costo reducido en la funcion objetivo con el movimiento del alpi-
nista en la direccion con mayor disponibilidad de oxigeno. También evidenciaron
la relacion de los cambios en el conjunto de variables basicas con un movimiento
en la grafica en busca de vértices y del conjunto de variables no bdsicas con la
activacion de un conjunto de restricciones que colocaba al alpinista en la orilla
del conjunto factible.

La profesora comento a los investigadores al final de esta sesion: “En com-
paracion con experiencias anteriores ensefando este tema, con este enfoque
los estudiantes lograron entender el funcionamiento y la construccion del méto-
do simplex. El trabajo anterior hizo mas facil la comprension de pasos como el
pivoteo, que usualmente les cuestan mucho trabajo’. También coment6 que “El
hecho de relacionar explicitamente cada uno de los pasos del método simplex
con la operacion geomeétrica correspondiente hizo que los estudiantes reflexio-
naran y cuando se dieron las definiciones entendian por qué se definen asi y
qué significa cada paso del algoritmo’”.

Los resultados de los estudiantes a la pregunta de evaluacién mostraron
evidencia positiva. Al preguntarles acerca del método simplex algunos de los
estudiantes mostraron su construccion como Accion al describirlo como una
serie de pasos.
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Figura 9. Alumnos describiendo al método simplex como Acciones
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La mayoria de estudiantes evidenciaron la construccion del método, al menos,
como un Proceso. Describiendo el significado de los pasos en término de las cons-
trucciones propuestas en la descomposicion genética preliminar. Por ejemplo, un
estudiante acompano la descripcion algebraica del método con una grafica en
la que recorre los vértices y los analiza y otro describi6 a la tabla simplex como
una forma resumida de todo el trabajo que realizé en la construccion del Esquema
geomeétrico y su relacion con la geometria del método simplex.
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Figura 10. Alumnos describiendo al método simplex como un Proceso

En una de las preguntas, varios estudiantes evidenciaron la importancia de las
construcciones geométricas como base para la construccion del método simplex.
Asi, al dar la posicion en un vértice y preguntar cuantas tablas faltarian para
llegar al optimo, estos estudiantes claramente relacionaron cada vértice y el
cambio entre ellos con una iteracion mas del algoritmo.
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Figura 11. Descripcion de la iteracién como un movimiento sobre el limite de la region factible
Se analizaron también las respuestas que mostraban construcciones incomple-

tas de algunos alumnos. Ello se muestra en las respuestas de los siguientes tres
casos representativos. En el primero, el estudiante describié al método simplex
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como un analisis exhaustivo de todos los vértices del problema en lugar de una
busqueda en una secuencia de vértices.
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Figura 12. Descripcion del simplex como un analisis exhaustivo de vértices

En el segundo caso, el estudiante relaciona el pivoteo con un cambio en las
restricciones pero lo describe como un cambio en la region factible.
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Figura 13. Descripcion del pivoteo como cambios en las restricciones

En el tercero, el estudiante no utiliza un apoyo grafico o visual para contestar
las preguntas.
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Figura 14. Resolucion del problema sin apoyo visual

El analisis detallado del trabajo, las intervenciones y las respuestas de los estu-
diantes durante el transcurso de la experimentacion mostro, por otra parte, que
algunos alumnos utilizaron el Esquema de espacio vectorial, en particular el
concepto de dimension en la construccién de la region factible, intentando
evidenciar el espacio en el cual se encuentra cada restriccion.

Figura 15. Alumnos utilizando conceptos de espacios vectoriales y calculo multivariado

También se observd que muchos estudiantes construyeron el ¢ptimo en un
vértice espontaneamente antes de construir el Proceso solucién grafica del
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problema, por lo que puede considerarse que esta construccion podria omitirse
de la descomposicion genética.

Figura 16. Alumnos encontrando el éptimo por inspeccion visual

De la misma manera, se observé que Unicamente mediante la coordinacion del
Proceso de variables basicas y no basicas y el Proceso que dio origen al Proce-
so solucion de un problema de programacion lineal, los estudiantes pueden
construir el Proceso de optimizacion en un vertice.
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Figura 17. Construccion del ¢ptimo en un vértice como Proceso

Estas observaciones conducen a considerar la pertinencia de refinar la descom-
posicion genética preliminar. agregando las construcciones previamente men-
cionadas, misma que estd siendo reconsiderada, dado que la descomposicion
genética propuesta resultd ser un buen modelo del proceso de construccion del
método simplex y que las actividades promovieron en los estudiantes las cons-
trucciones necesarias para dar significado a la introducciéon de los conceptos.

6. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Una vista en conjunto de los resultados, permite afirmar que la construccion de
los conceptos geométricos y de los pasos del algoritmo simplex predicha por las
construcciones de la descomposicién genética, permitio a los estudiantes cons-
truir el método de solucion como un Proceso. Este resultado se manifiesta en el
hecho de que, en muchos casos, estos estudiantes mostraron evidencia, en sus
respuestas, de haberlo construido con significado.

Através de los resultados encontrados queda claro que los conceptos geome-
tricos juegan un papel importante en la construccion de las relaciones, por una
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parte, entre los conceptos del método geométrico y los conceptos algebraicos
asociados al método simplex y, por otra, en la posibilidad de dar sentido a los
pasos del metodo simplex. A juicio de los profesores que ensefan este tema,
con quienes discutimos al inicio del proyecto, los estudiantes no logran estable-
cer estas relaciones. El énfasis hecho en las actividades disenadas para este
trabajo permite, claramente, la construccién del método simplex con significado.

Los estudiantes se involucraron con el problema, incluso se ponian en el
papel del alpinista. Se puede considerar que el uso de un problema interesante
para los alumnos y del cual podian apropiarse permitio a los estudiantes ima-
ginar la situacién. El problema motivo el uso de Esquemas construidos previa-
mente por los estudiantes para explorar el problema y avanzar en su solucion
geomeétrica. El uso de actividades destinadas a promover la reflexion de los
estudiantes y la construccion de las estructuras de la teoria APOE previstas en
la descomposicién genética permitio a la mayoria de los estudiantes participan-
tes dar sentido a las construcciones geométricas involucradas en la solucion del
problema de programacion lineal.

Si bien algunos de estos alumnos dieron muestras de una construccion de
tipo Accion del método simplex, también fueron capaces de relacionar algunos
de sus pasos con el procedimiento seguido al resolverlo geometricamente. Aque-
llos estudiantes que mostraron la construccion del método simplex como un
Proceso sustentaron esta construccion en las construcciones geométricas que
se contemplaron en el segundo Esquema de la descomposicion genética, lo cual
los condujo a establecer claras relaciones entre, por una parte, los pasos alge-
braicos del pivoteo y el cambio de variables basicas y, por otra, un cambio a un
vértice adyacente. Construyeron asi, una relacion soélida entre el algebra y la
geometria del problema de programacion lineal.

Los resultados obtenidos ponen de manifiesto que el paso entre la solucion
geometrica del problema de programacion lineal y la comprension de los con-
ceptos algebraicos abstractos del método simplex no es directa. La posibilidad
de lograrlo requiere de la construccion de estructuras y de relaciones especificas,
como las que se promovieron en este estudio. Este estudio contribuye a la lite-
ratura con la presentacion de una base solida para trabajar el tema en otros
cursos semejantes y también en el diseno de cursos mas avanzados, por ejem-
plo cursos de programacion lineal e investigacion de operaciones, donde posi-
blemente habra necesidad de complementar la descomposicion genética con
otras construcciones.
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Se puede afirmar también que, al ser esta una de las primeras investigacio-
nes sobre la ensenanza de la programacion lineal y, sobre todo, la primera que
introduce no solamente el aprendizaje del método grafico de solucion, sino que
ahonda en la construccion con significado del método algebraico, el presente
articulo contribuye con estrategias que permiten a los estudiantes aprender con
significado un método que suele memorizarse sin comprension.

La evaluacion de la descomposicion genética permitio observar algunas cons-
trucciones que los estudiantes pueden hacer sin necesidad de actividades especifi-
cas, asi como evidenciar aspectos que requieren de una reflexién para determinar
si es necesario introducir en ella nuevas construcciones. Si bien esta descomposicion
genética puede considerarse como validada, tomando en cuenta lo anterior, se esta
trabajando en una descomposicion genética refinada que podra tomarse como
base para nuevos estudios. En esta descomposicion se consideraran construcciones
intermedias necesarias para hacer el paso entre el método geométrico y el método
algebraico mas fluido, refinando la construccion de las variables de holgura y el
pivoteo como indicadores de movimientos en el conjunto factible y de la posicién
de un punto respecto a las restricciones, de manera que los pasos del algoritmo
simplex se relacionen con la activacion de una restriccion, la desactivacion de otra
y el cambio a un vertice adyacente.
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