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Resumen: El presente estudio contribuye al cuerpo de investigaciéon acerca del
desarrollo del razonamiento covariacional en futuros profesores de matematicas.
Reportamos las acciones mentales y niveles de razonamiento covariacional loga-
ritmico-exponencial percibidos en dos estudiantes de sexto semestre de una
licenciatura en matematicas, durante un experimento de ensenanza desarrolla-
do por un futuro profesor de matematicas que esta inmerso en un proyecto de
investigacion. Las tareas del experimento inician con una construccién geomé-
trica de puntos de una curva utilizando GeoGebra para que los estudiantes
exploren las variaciones y describan la curva que ajusta los puntos y logren
determinar una expresion general para la construccion de cualquier punto al
reconocer las dos progresiones: la aritmética y la geométrica. Sin embargo, evi-
dencian la complejidad de desarrollar un razonamiento covariacional continuo
a partir de una tarea que incentiva el razonamiento covariacional discreto.

Fecha de recepcion: 24 de abril de 2019; Fecha de aceptacion: 22 de julio de 2020.

! Facultad de Matemadticas de la Universidad Auténoma de Guerrero, mmartinez@uagro.mx, orcid.
0rg/0000-0001-5646-4048

2 Facultad de Mateméticas de la Universidad Auténoma de Guerrero, mferrari@uagro.mx, orcid.org/0000-
0002-8759-4387

3 Facultad de Matematicas de la Universidad Autbnoma de Guerrero, gmartinezsierra@gmail.com, orcid.
0rg/0000-0002-2462-7401

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 1, ABRIL DE 2021 41



Manuel Trejo Martinez, Marcela Ferrari Escold, Gustavo Martinez Sierra

Palabras clave: Razonamiento covariacional, Experimento de ensefianza, Geo-
metria dindmica, Construccion geométrica.

Abstract: The present study contributes to the body of research about the
development of covariational reasoning in future mathematics teachers. We
report the mental actions and levels of logarithmic-exponential covariational
reasoning perceived in sixth semester undergraduate students in mathematics
during a teaching experiment developed by a future mathematics teacher who
is immersed in a research project The tasks of the teaching experiment begin
with a geometric construction of points of a curve using GeoGebra for students
to explore the variations and describe the curve that adjusts the points. The
students determine a general expression for the construction of any point by
recognizing the two progressions: arithmetic and geometric. However, they show
the complexity of developing a continuous covariation reasoning from a task
that encourages discrete covariation reasoning.

Keywords: Covariational reasoning, teaching experiment, Dynamic Geometric,
Geometric construction.

1. INTRODUCCION

El razonamiento covariacional es un constructo teérico ampliamente utilizado
dentro de un creciente cuerpo de investigacion centrado en explicar el desarro-
llo cognitivo relativo a la coordinacion de cantidades que varian simultanea-
mente (Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, y Hsu, 2002; Saldanha y Thompson, 1998;
Thompson y Carlson, 2017). El razonamiento covariacional son las actividades
cognitivas involucradas en la coordinacion de dos cantidades variables mientras
se atiende la relacion de las formas en que ambas cambian (Carlson et al, 2002,
p. 357). Razonar covariacionalmente implica realizar acciones mentales, en dife-
rentes niveles de desarrollo, involucradas en la concepcién acerca de la variacion
de dos cantidades que varian.

Se ha demostrado que el razonamiento covariacional es fundamental para
que los alumnos comprendan numerosos conceptos matematicos en nivel bachi-
llerato y superior; como son las relaciones exponenciales (Castillo-Garsow, 2010;
Confrey y Smith, 1995; Ellis, Ozgur, Kulow, Dogan, y Amidon, 2016; Ellis, Ozgur,
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Kulow, Williams, y Amidon, 2012; Ferrari-Escold, Martinez-Sierra, y Méndez-Gue-
vara, 2016), las funciones trigonométricas (Moore, 2010, 2012, 2014)K. C. (2010,
la razén de cambio (Johnson, 2012, 2015a, 2015b), el concepto de funcion
(Carlson et al, 2002; Johnson, 2012, 2015a, 2015b), el teorema fundamental del
calculo (Thompson, 1994b), graficos de funciones (Carlson et al, 2002; Moore,
Paoletti, y Musgrave, 2013) y ecuaciones diferenciales (Castillo-Garsow, 2010).

El razonamiento covariacional es considerado como una forma fundamen-
tal del razonamiento matematico de los estudiantes, que es utilizado cuando
aprenden el concepto de funcion (Johnson, McClintock y Hornbein, 2017). Exis-
ten dos perspectivas de covariacion: una estatica y otra dinamica. De manera
general, desde la perspectiva estatica, las cantidades de una variable se asocian
con las cantidades de otra variable; en tanto que, desde la perspectiva dinamica,
los cambios en una variable estan asociados con cambios en otra variable
(Johnson, 2012).

Particularmente, Confrey y Smith (1994) proporcionan una perspectiva de
covariacion estatica de una funcién cuando se toma como una yuxtaposicion
de dos progresiones, cada una generada independientemente a través de patro-
nes de datos, evidencia que emerge de su estudio sobre la funcion exponencial.
En tanto que Carlson et al. (2002) trabajan desde una perspectiva dinamica que
parte de interpretar y representar modelos graficos, entre otros, el llenado de
recipientes. Referente a la funcion exponencial, Ferrari-Escold, et al. (2016), resal-
tan dos formas de aproximarse a dicha funcion. La primera aproximacion hace
referencia al trabajo de Thompson (2008), Ellis et al (2012), y Castillo-Garsow
(2010) sobre razén de cambio, donde se considera que la tasa proporcional en
la cual una funcion cambia con respecto al valor de la funcion, en un determi-
nado instante, es una caracteristica que define a las exponenciales. Es decir, Vx
€ R, f(x) es una funcion exponencial si existe h € R, tal que f&+h) es yna
constante que depende del tamano de h. fe0

La segunda forma de aproximacién reconoce que la funcion exponencial
puede ser vista como la yuxtaposicion de dos progresiones, cada una de ellas
construida de manera independiente (Figura 1) a través de analisis numéricos
e identificacién de patrones (Confrey y Smith, 1994). En un sentido formal, la
construccion de una funcion exponencial es la construccion de un isomorfismo
entre los mundos de contar (aditivo) y multiplicar (multiplicativo) a través de
la covariacion.
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Figura 1. Recreacion de ejemplo tomado de Confrey y Smith (1995, p. 85)

A partir de la segunda aproximacion podemos pensar en construir la funcion loga-
ritmo y la funcion exponencial desde el mismo razonamiento covariacional, el cual
surge al considerar ambas funciones como la yuxtaposicion de dos progresiones
una aritmética y otra geometrica, bajo la misma mirada de Napier y Briggs que, a
principios del siglo XV, buscaban una herramienta para facilitar cdlculos; en tanto
que Newton, Huygens y Agnesi, a finales del mismo siglo, se enfocan en describir
fendmenos que involucran continuidad (Ferrari y Farfan, 2010).

El propésito de esta investigacion es indagar el desarrollo del razonamiento
covariacional logaritmico-exponencial en futuros profesores de matematicas
desde una perspectiva estatica de covariacion hacia una perspectiva dinamica
mediante la construccién geométrica de puntos con el software GeoGebra, el
uso de tablas y hojas de calculo, asi como la graficacion o ajuste de puntos que
involucra un acercamiento a la continuidad de la funcion.

2. MARCO TEORICO

De acuerdo con Carlson et al. (2002), el razonamiento covariacional es entendi-
do como las actividades cognitivas individuales involucradas para coordinar la
variacion simultdnea de dos cantidades al reflexionar sobre la variaciéon que
existe entre ambas. Senalan que, si se quiere determinar la capacidad que tiene
un individuo de razonar covariacionalmente, se deben analizar, en conjunto, los
comportamientos y las acciones mentales (AM) exhibidos al responder tareas
especificas de covariacion. Para estos investigadores, un estudiante logra cierto
nivel de razonamiento covariacional de acuerdo con la imagen global que
apoya las diversas acciones mentales exhibidas durante las tareas de covaria-
cion. En su marco conceptual de razonamiento covariacional consideran cinco
niveles de desarrollo. Senalan que la habilidad de razonar covariacionalmente
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alcanza un nivel de desarrollo cuando mantiene las acciones mentales asocia-
das a los niveles inferiores. La imagen que describe los niveles es caracterizada
por Thompson (1994a), como aquello que se enfoca en la dinamica de las
operaciones mentales. Es importante mencionar que el razonamiento covaria-
cional es mas sofisticado a medida que la imagen se va desarrollando.

En ese sentido Ferrari-Escola et al. (2016) proponen una reformulacion (Tabla
1) de los niveles de desarrollo del razonamiento covariacional descritos por
Carlson et al. (2002), pues el objetivo de su investigacion fue identificar el razo-
namiento covariacional logaritmico-exponencial de estudiantes de bachillerato
desde un acercamiento discreto hacia un analisis continuo de la funcién loga-
ritmica. Reformulacion que utilizamos para nuestra investigacion como marco
conceptual.

Las acciones mentales y su entrelace en niveles de razonamiento covaria-
cional emergen del estudio epistemologico reportado por Ferrari (2008), en don-
de se identificaron elementos esenciales que, consideramos, caracterizan la
covariacion logaritmica-exponencial. Percibimos alli que construir progresiones
(una aritmética, otra geométrica), reconocer y vincular las operaciones aritméticas
involucradas, asi como la convencién matematica (log,1 = 0;a > 0, a = 1) surge
para generar un sistema logaritmico facilitador de calculos, en tanto que en la
exponencial (a®= 1, a > 0) para extender la estructura algebraica mas alla de
los numeros naturales.
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Tabla 1. Razonamiento covariacional logaritmico-exponencial

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5
AML1.Coordi- Se percibe Implica Articular AM1, | Incorporar Coordinar
nacion entre cuando se reflexionar AM2y AM3, | AM4 las acciones
los numeros. trabaja con los | sobre AM1 e propician la refuerza el mentales
Reconocer elementos de incorporar internalizacion | nivel anterior | anteriores
ordeny construccion de | AM2 mientras | y coordinacion | al reconocer | con AMS5,
secuencia en los puntosy se | se trabajaen | de las nuevas promueve
cada reconoce el como cambian | operaciones acciones'y internalizar
progresion. orden de los las cantidades | involucradas, | propiedades |y coordinar
elementos de las | involucradas. mientras se sobre acciones
progresiones. piensa en el objetos a sobre
L N conjunto de través de la rogresiones
AM2. Coordinacién de la direccién nunjweros construccion prog
de la cantidad del cambio en cada ) y y .
) L. . . operaciones, | de nuevos operaciones
progresion numeérica. ldentificar si N .
- sin aun puntos de la | aritméticas
la progresion aumenta o .
- coordinar las | curva. que
disminuye al reconocer )
) L progresiones. conducen a
operaciones aritméticas entre I
numeros y, por lo tanto, el cambio o
L : ) ) covariacion
aritmético (diferencia) y el cambio -
s ) logarftmica-
geométrico (cociente). )
exponencial.

AM3. Coordinacion de las operaciones aritméticas
que generan las progresiones. Esto implica la
asociacion de la multiplicacién con la suma como
la operacion que permite la construccion de puntos

de la curva.

AMA4. Coordinacion de las operaciones que completan las
progresiones numéricas al extender el conjunto de numeros
naturales al racional, y el conjunto de nimeros racionales al real,
para obtener la reversibilidad de las operaciones.

AMS. Coordinacion de las progresiones. Implica relacionar una coordenada de un
punto con la otra coordenada del mismo punto, es decir, abstraer la relacién
funcional de forma numeérica, gréfica o analitica (formula o expresion algebraica).

Tomado de Ferrari-Escola et al, 2016.
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3.- METODOLOGIA

Dada la complejidad de los contextos de ensefanza/aprendizaje y la necesidad
de una metodologia sensible a ellos, consideramos adecuada para nuestra
investigacion sobre desarrollo del razonamiento covariacional logaritmico-expo-
nencial la metodologia de investigacion basada en disefio. Seguiin Molina, Cas-
tro, Molina y Castro (2011) es una metodologia cualitativa que “persigue
comprender y mejorar la realidad educativa a través de la consideracion de
contextos naturales en toda su complejidad, y del desarrollo y andlisis paralelo
de un diseno instruccional especifico” (p.75). Para Molina et al. (2011) el objeti-
vo de esta metodologia es “analizar el aprendizaje en contexto mediante el
diseno y estudio sistematico de formas particulares de aprendizaje, estrategias
y herramientas de ensenanza, de una forma sensible a la naturaleza sistémica
del aprendizaje, la ensenanza y la evaluacion” (p. 76).

Como parte de nuestra investigacion, trabajamos tres cursos con 16 estu-
diantes del séptimo semestre de la licenciatura en Matematicas con especialidad
en Matematica Educativa de la Facultad de Matematicas de la Universidad
Autonoma de Guerrero (UAGro), México. Los cursos fueron: (1) Desarrollo del
pensamiento matemdtico, donde se profundizarian temas matematicos iniciados
con disenos de aprendizaje validados en otras investigaciones; (2) Taller de
material diddctico, donde se analizaria y discutiria el diseno de aprendizaje que
se habia desarrollado en el curso 1, mismo que redisenarian creando un nuevo
disefo de aprendizaje, y, (3) Iniciacién a la investigacion, donde aprenderian a
realizar un estado de arte y articular los elementos trabajados en los otros dos
cursos para disenar un experimento de ensenanza y ponerlo en escena.

Dentro de la metodologia de investigacion basada en disefo se enmarca el
‘experimento de ensefanza’, considerado como una secuencia de episodios de
ensenanza disenados por un investigador. En este experimento participan uno
0 mas estudiantes y un testigo (otro investigador o el profesor del curso), y se
determina un método de recoleccion de datos. Los datos son utilizados para
redisenar episodios siguientes y realizar andlisis retrospectivo del experimento
de ensenanza desarrollado (Steffe y Thompson, 2000).

Los 16 estudiantes, futuros profesores de matematicas, fueron organizados
en cuatro equipos de cuatro integrantes designandoles un tema matematico
para investigar. Se les invitd a trabajar sobre funcion lineal y funcion cuadratica
(cuyos disenos de aprendizaje fueron tomados de Méndez, 2013); asi como sobre
funcion exponencial y funcién logaritmica (cuyos disefios de aprendizaje fueron
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tomados de Ferrari, 2008). Todos los equipos entregaron, al finalizar su séptimo
semestre, un trabajo final reportando su analisis del experimento de ensefanza
que desarrollaron con estudiantes de la facultad (Esquema 1), el cual no se
reportan en el presente articulo.

Cursos de séptimo semestre: Area Matemitica Educativa

Desarrollo del pensamiento Taller de material Iniciacion a la
matematico didactico investigacion
| ! }

Disefio  de  aprendizaje Andlisis  del disefio  de Conocer investigaciones
validado como disparador del aprendizaje validado y su sobre el tema matematica y
tema matemdtico a estudiar. redisefio. generar un experimento de
Equipo 1 Equipo 2 Equipo 3 Equipo 4

Funcion lineal Funcion cuadritica Funcién exponencial Funcién logaritmo

r

Bunny, rediseiia el
experimento de
ensefianza que
surgio del equipo 4.

}

Experimento de ensefianza
desarrollado por Bunny en
el aula de Matemitica

Escolar.
Equipo I: Equipo 2:
ElyE2 E3 vy E4

Esquema 1. Organizacion de la investigacion.

En este articulo nos centramos en el analisis de las producciones de los par-
ticipantes del experimento de ensefanza sobre funcién logaritmica disenado
por Bunny (pseudonimo), integrante del Equipo 4, quien cursaba el octavo
semestre. Bunny desarrolla su experimento de ensenanza en el curso Mate-
matica Escolar con estudiantes de sexto semestre de la facultad. Bunny se
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encontraba desarrollando su trabajo de tesis de licenciatura enfocado a los
logaritmos en coordenadas polares, habia tomado 90% de los cursos de la
licenciatura en matematicas y del area de matematica educativa. Habia partici-
pado en congresos nacionales e internacionales referentes al ambito educativo
donde colaboro en el desarrollo de distintos talleres o laboratorios, ponencias y
carteles referentes a covariacion logaritmica-exponencial. Su trayectoria acadé-
mica nos motivo a invitarlo a esta investigacién sobre formacion inicial y cova-
riacion, de la cual se desprende el presente escrito.

El objetivo de la investigacion es contribuir a la literatura que indaga acerca
de como lograr el desarrollo del razonamiento covariacional a través de contes-
tar la pregunta: {Qué niveles de razonamiento covariacional logaritmico-expo-
nencial se perciben en futuros profesores de matematicas de sexto semestre de
licenciatura? En particular, en esta investigacion, indagamos el desarrollo del
razonamiento covariacional logaritmico-exponencial en futuros profesores de
matematicas, provocado por un experimento de ensenanza basado en la cons-
truccion geométrica de puntos de una curva logaritmica, segun la construccion
geométrica de puntos que aporta Descartes en su obra de Geometria (1630) que
Confrey y Dennis (1997) analizan en su articulo.

Asi, 1a contribucion de nuestra investigacion es dar evidencia empirica de
como el experimento de ensenanza fomenta el desarrollo del razonamiento
covariacional logaritmico-exponencial, segun la reformulacién de Ferrari-Escolg,
Martinez-Sierra y Méndez-Guevara (2016).

3.1. PARTICIPANTES Y RECOLECCION DE DATOS

En el experimento de ensefianza participaron cuatro jovenes de entre 22 y 24
anos, tres hombres y una mujer, inscritos en el curso Matematica Escolar de
sexto semestre del area de Matematica Educativa de la Facultad de Matematicas
de la UAGro. Dentro de la trayectoria escolar de los participantes encontramos
asignaturas de formacion basica como: Algebra lineal (I al 1), Geometria, Geo-
metria Analitica (I y II), Calculo (I al IV), Analisis Numérico, entre otras. Su forma-
cion de especialidad en matematica educativa marca como asignaturas cursadas
al momento de su participacion: Tecnologias en la Matematica Educativa, His-
toria de las Matematicas, Fundamentos de la Educacion, Analisis del Sistema
Educativo, Metodologia de la Ensefnanza, por mencionar algunas.
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Los cuatro participantes fueron distribuidos en dos equipos (Equipo 1y
Equipo 2), de dos integrantes cada uno. Las tareas se desarrollaron como parte
del curso en dos sesiones, cada una de 100 minutos.

En las dos sesiones se trabajo sobre logaritmos, iniciandose con la construc-
cion geométrica de una curva logaritmica utilizando GeoGebra. Estas sesiones
se desarrollaron en el laboratorio de modelacion de la Facultad de Matematicas
en Acapulco. El equipo de investigacion estuvo integrado por: Bunny, que desa-
rrollaria las sesiones, testigos encargados de tomar notas de campo (autores de
este articulo) y dos auxiliares que videograbaron las sesiones.

Para la toma de datos se contd con tres videocamaras, dos de ellas se
ocuparon para grabar la actividad de los dos equipos participantes, la tercer
videocamara estuvo a cargo de un testigo, con la resposabilidad de grabar la
actividad general del salén de clases. De igual manera, se registraron las
grabaciones de pantalla desde los equipos de cémputo utilizados para evi-
denciar el trabajo realizado en el software. También se recabaron, al término de
cada sesion, los archivos “.ggb” generados en GeoGebra. Se rescataron los
archivos de audio de cada sesién, asi como las hojas de trabajo de los estu-
diantes y las notas de campo de los testigos.

Se presentan en este escrito, luego del andlisis de los datos obtenidos, algu-
nos elementos sobre las acciones mentales y los niveles de razonamiento cova-
riacional logaritmico-exponencial percibidos en dos estudiantes del Equipo 1
(E1 y E2) mientras desarrollan las tareas en el experimento de ensefianza.

3.2. TAREAS

El sustento del diseno de las tareas descansa en el estudio epistemologico
reportado por Ferrari (2008) respecto a logaritmos donde se destaca la impor-
tancia, que en siglos pasados, se otorgaba a las construcciones geomeétricas
dentro del estudio de las variaciones y el cambio. En el mismo sentido Dennis
y Confrey (1997) rescatan de la obra de Descartes, la construccion geométrica
de puntos en un plano propiciando la asociacién de las coordenadas con su
variacion, es decir, favoreciendo argumentos covariacionales. En el disefio de las
tareas involucramos la geometria dinamica en la construccion de una curva
logaritmica con el uso de un circulo unitario; de ciertas rectas tangentes y
secantes; asi como también, la semejanza de tridngulos. Elementos que fueron
trabajados en el curso de Desarrollo del Pensamiento Matematico y que fueron
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reproducidos en el experimento de ensenanza con pequenos retoques persona-
les del estudiante Bunny.

De esta manera, el diseno del experimento de ensenanza estuvo constituido
por dos actividades que se encaminan hacia la construccién geomeétrica de
puntos pertenecientes a la funcion logaritmo base 2, para lo cual se ultilizo
GeoGebra. La dinamica de clase implementada por Bunny fue la siguiente:

1. Iniciar la sesion con las instrucciones de trabajo para guiar a los estudian-
tes en la construccion geométrica de puntos de la curva (Figura 2):
1.1. Construccién del punto P,
* Particionar el eje y: v,=0; y,=0.5; y,=1: y;=1.5; y,=2
* Insertar una circunferencia unitaria cuyo centro sea el origen del
sistema de coordenadas cartesianas y la cual determina el punto
X, = (1,0).
* Trazar una linea recta (s) que pase por el origen y un punto A
(cualesquiera) de la circunferencia logrando un angulo de incli-
nacion de 45 grados (Figura 2-a).
* Trazar una recta tangente a la circunferencia por el punto Ay
determinar x, (Figura 2-b).
* Trazar una recta vertical por x; y una recta horizontal por y, y
determinar el punto P, (Figura 2-c).

Figura 2. Construccion de los primeros puntos.

2. Dartiempo a los participantes para construir mas puntos de manera indepen-
diente; analizar variaciones en datos e intentar ajustar la curva; identificar las
variables en juego y su comportamiento “variacional’; percibir la covariacion
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existente y ajustar una curva a dichos puntos; tareas que serian orientadas
mediante preguntas preparadas para incentivar la discusion (Tabla 2);

Tabla 2. Preguntas guia del disefio de aprendizaje

Numero de
pregunta

Preguntas

Consideraciones

11

¢Qué forma creen que
tiene la curva que pasa
por todos los puntos
construidos? Dibujarla
y explicar sus ideas.

Se espera que los estudiantes realicen un primer esbozo
de la curva, sin ser exactos, ya que solo se consideran pun-
tos en el primer cuadrante del plano. Esto los llevaria a
percibir la forma de la curva e imaginarla continta.

12

¢Como se comportan
los puntos construidos
de la curva?’

Se espera una descripcion en base a la observacion de
puntos, como por ejemplo, son crecientes, decrecientes, es-
tan ubicados en cierto cuadrante, etc. que daria indicios de
AM1 y AM2

13

¢Cuanto cambian las
variables
involucradas?”

Se espera que reconozcan, en primer lugar, las variables en
juego, y luego trabajen con el comportamiento numérico,
para poder determinar los patrones de crecimiento de las
dos progresiones en juego. Evidenciarian mayor uso de
AM1 y AM2, fortaleciendo tacitamente los niveles 1y 2.

14

éConsideran que el
punto ‘B" pertenece a
la curva? iPor qué?

Se espera que reconozcan un punto especial de la curva
B=(1, 0), el cual les permitiria explorar o reconocer algunas
caracteristicas importantes de la funcion en juego y quizas
estabilizar AM3.

15

éSe pueden encontrar
puntos de la curva a
la izquierda del punto
«B»? Expliquen por
qué y de ser necesario
den ejemplos

Se espera que esta pregunta ayude a romper esquemas que
pudieran haber sido establecidos referente al tipo de funcién
que se esta trabajando, ya que con la ubicacién de mas
puntos se hacen visibles la asintota de la funcién logaritmo
base 2. Exige también esta tarea la reversibilidad (AM4)

16

¢Como ajustar los
puntos? Es decir, lograr
una curva que pase
por todos ellos écual
sera?”’

Se espera que con el analisis cuantitativo desarrollado en
la pregunta 3y las caracteristicas visuales encontradas en
las preguntas 4 y 5, identifiquen la covariacion de ambas
progresiones en juego, y asi identifiquen la covariacion lo-
garitmica-exponencial inmersa y enunciar la curva logarit-
mo en base 2, lo cual evidenciaria la AM5.
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3. Finalizar cada sesion invitando a los estudiantes a presentar los avances de
manera plenaria donde Bunny cuestionara algunos aspectos con el fin de
profundizar y reforzar el trabajo realizado.

3.3. ANALISIS DE DATOS

El andlisis de los datos se realizd de manera retrospectiva lo cual nos permitio
reflexionar sobre los datos obtenidos durante todo el experimento de ensenan-
za (Molina, et al. 2011). Consideramos que las herramientas teoricas y metodo-
logicas de la investigacion estan estrechamente ligadas a la pregunta/problema
de investigacion. De hecho, nuestro proceder tedrico, metodoldgico y analitico
es analogo a muchas investigaciones en el campo de investigacion acerca del
razonamiento covariacional (e.g. Moore, 2013, 2014). La particularidad de nues-
tra investigacion es la reformulacion de (Ferrari-Escold, Martinez-Sierra y Mén-
dez-Guevara, 2016) para el desarrollo del razonamiento covariacional
logaritmico-exponencial.

Se inici6 el analisis de los datos mediante el proceso de familiarizacion, a
traves de mirar, en repetidas ocasiones, los videos recabados, incluso se realizo
una mejora en el audio eliminando ruido de las grabaciones mediante las
herramientas proporcionadas por el software Audacity ®. Sequido de ello se
realizo la transcripcion de las grabaciones de video; se revisaron y digitalizaron
las hojas de trabajo resultantes de las sesiones; se reviso la construccion hecha
en GeoGebra y la grabacion de la pantalla recabada, todos estos elementos nos
ayududaron a entender, de mejor manera, como fueron elaborados cada uno
de los elementos geométricos de la construccion en GeoGebra. Cabe mencionar
que los estudiantes involucrados presentaban un nivel basico en el uso del
software lo cual implicé mantener la configuracion predeterminada en aspectos
como: ejes, cuadricula, vistas algebraica y grafica, asi como el uso de dos cifras
decimales. Este ultimo aspecto jugd un papel importante durante el analisis de
las variaciones realizada por los estudiantes. Para analizar los datos nos apoya-
mos en el marco conceptual de covariacion logaritmico-exponencial expuesto
en Ferrari-Escold, et al. (2016), asi como no perder de vista el objetivo propuesto,
por lo que utilizamos el analisis continuo (Molina, et al. 2011) al final de cada
sesion, que nos permitio tomar decisiones y reorientar el trabajo de ser necesa-
rio. Con las transcripciones completas los autores identifican, por separado,
momentos donde se vislumbran en los estudiantes aspectos covariacionales o
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elementos relacionados al crecimiento, o variacion de las variables en juego,
para luego triangular y validar los episodios seleccionados como evidencia de
las acciones mentales y los niveles de razonamiento covariacional percibidos
en la primera sesion del experimento de ensenanza.

4. RESULTADOS

El experimento de ensenanza inicia con la explicacion de Bunny para la cons-
truccion de dos puntos (P, y P,) de la curva a analizar. Esta actividad tuvo una
duracion aproximada de 23 minutos, debido a que fue necesario instruir a los
estudiantes en las herramientas de GeoGebra que se utilizarian. Después de
la construccion de los primeros dos puntos, se les solicita construir mas pun-
tos y analizarlos hasta lograr reconocer la curva; con tantos puntos como
consideraran necesarios.

El Equipo 1, inicia construyendo los puntos P;=(1.42, 0.5) y P,= (2.01, 1) con
cierta imprecision, debido a que no han ajustado la inclinacion de la recta inicial
a 45° como se les solicita en la actividad (Figura 2-a), y eso les perturba para
analizar numéricamente el crecimiento de los puntos.

Luego de las explicaciones de Bunny y la construccion de los dos primeros
puntos, E1 'y E2 acuerdan construir dos puntos mas (P; y P,), utilizando aproxi-
madamente 5 minutos en esa tarea (Figura 3).

» Vista Algebraica X~ Vista Grafica
Cénica t[C~
e x+y =1
® dix%+y? =403
® ex?+y?=16.2:
Punto

® A=(0.71,0.71)

® B=(1,0)

® C=(1.42,1.42)
D = (-2.01,0)

® E =(2.84,2.85)
F=1(-4.03,0)

® 0=(0,0)

e P, = (1.42,0.5)

e P, =201, 1

® P, = (2.84,15)

o P, =(403,2)

® X, = (142,0

® X, =(201,0)

® x; = (2.84,0)

® x, = (4.03,0)

e y, = (0,0.5)

ey, =01

® y; = (0,15)

°v, =02

Recta

PAPA T TR TR

Figura 3. Construccion de los puntos.
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4.1. EPISODIO 1: LOS PUNTOS SE VAN “ANCHANDO” DE MANERA CRECIENTE

Con los cuatro puntos construidos los estudiantes inician la busqueda de patro-
nes de crecimiento (Extracto 1) y como primera herramienta toman diferencias
entre ordenadas consecutivas (Extracto 1, Linea 029). Reconocen que deben
encontrar la variacion de las coordenadas de los puntos construidos. E2 men-
ciona: “‘cudnto van variando?, o {no crees que van variando?” (Extracto 1, Linea
026) refiriendose a las abscisas luego de que E1 sefiala que los valores de *y’
tienen un aumento constante de 0.5 en 0.5 (Extracto 1, Linea 023). Se observa
que los estudiantes logran identificar las dos variables en juego, pero solo expli-
citan la manera de variar las ordenadas “y’, cuya construccion se deriva de la
particién solicitada. El reto mayor es determinar como varian los valores de ‘X’
que emergen de la construccion geométrica propuesta, ya que buscan una
regularidad en la diferencia de dos valores consecutivos.

Extracto 1. Diferencia entre valores de x

Linea Participacion Figura

022 E2: x, la distancia que hay de...

023 E1: 142. bueno nada mas con estos puntos; estos ~ ® P, = (1.42, 0.5)
son los que hice... los de las “y" nada mas van e P,=(2.01,1)
tand to 5. _
aumentando punto e P, = (2.84, 1.5)
024 E2: &Y los de “X.. ¢ Calculadora? e P, =(4.03,2)
025  EL ¢Para qué? @ x, =(142,0)

026 E2: Para ver cuanto van variando, éo no crees que
van variando?

027 E1: Sivan variando aqui son 51 0 52, ac4 no?
[refiriéndose a la distancia entre las abscisas de
P,y P,] Este de acd son 83 [indicando a la
distancia entre las abscisas de P,y P,|.

028 E2: 059 [usa la calculadora para la distancia entre
las abscisas de P,y P;l.

029 El: Elotro es 4.03 - 2.84 son..
030 E2: 59,83y 1.19 [anotando en su hoja de trabajol.
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Hasta ese momento los estudiantes han percibido que las variables van en
aumento y que para ‘y" son de 0.5 en 0.5, mientras que siguen buscando deter-
minar la variacién de ‘X’ mediante diferencias. El trabajo no los conduce hacia
algo concreto, sin embargo, mediante la observacion de los puntos construidos,
conjeturan que se trata de un “parabolad’, debido a que consideran que el gra-
fico “deberia ser simétrico”. Incluso a la hora de graficar la curva en la hoja de
trabajo, su trazo inicia en el origen y generan una curva que va creciendo con
la concavidad hacia arriba (Figura 4).

Figura 4. Puntos se van a ir “anchando’.

Observamos entonces que los estudiantes identifican qué varia, pero, no logran
aun determinar cuanto varia, al menos no para los valores de ‘X', sélo visualizan
que ambas variables crecen. Discuten sobre si se trata de un crecimiento cua-
drdtico (E1) o exponencial-logaritmico (E2), sin llegar a una conclusion conjun-
ta para definir como varia el crecimiento de los puntos.

En este episodio evidenciamos cémo se perciben indicios de AM1 y AM2 en
las discusiones y trabajo de los estudiantes, debido a que logran identificar las
dos variables en juego y que ambas crecen. Los comportamientos exhibidos por
estos estudiantes al responder la tarea fueron indicios de los niveles de coordi-
nacion y de direccion (Nivel 1y Nivel 2). Buscan también, de manera cuantitativa,
la variacién de una de ellas (la variable “x') sin lograr aun el patrén de crecimien-
to, mientras que para la sequnda variable (‘y") observan que es creciente de
manera directa por la particion indicada en la tarea, por tanto, conocen cuanto
varia. Esto induce a los estudiantes a percibir que los puntos construidos se van
‘anchando” de manera creciente, como lo comenta E2 a su companero, lo que
implicitamente involucra el hecho de que la razén de cambio va siendo cada vez
mas pequena.
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4.2. EPISODIO 2: PARA VALORES NATURALES PODEMOS SUMAR 1 Y DUPLICAR

Los estudiantes llegan a un momento de confusion, su analisis numérico
mediante diferencias no les ha permitido identificar la variacion de los valores
de X’; en tanto que la parte grafica los lleva a conjeturar que podria tratarse de
una parabola. Bunny interviene para apoyarlos y les hace la observacion de que
el angulo de inclinacion de la recta S (Figura 2-a) no mide 45° y les solicita
ajustar el angulo. Con ello los puntos construidos se tornan mas comodos,
incluso aparecen numeros naturales como se puede observar en la Figura 5
donde los puntos de la izquierda son los que construyeron primero y los puntos
de la derecha son los que obtuvieron después del ajuste del angulo.

e P,=(142,05 P, =(141,0.5)
e P,=(2.01,1) P,=1(2,1)
® P, =1(2.84,15) p,=(2.83,1.5)
® P, =(4.03,2) P, = (4,2)

Figura 5. Los nuevos puntos.

Con los nuevos puntos (extracto 2), reconocen que van apareciendo, primero,
un numero decimal y después uno entero; aparece un decimal y luego un ente-
ro, y asi siguiendo en ambas variables. Construyen entonces otro punto (solo la
abscisa) utilizando una circunferencia para probar su conjetura de nimero

“

decimal, entero, decimal, entero y predicen que para el valor 3 de “y" el valor de
la coordenada ‘X" va a ser 8, asi determinan el punto Ps= (8,3). Los estudiantes
reconocen que las ordenadas enteras 1, 2 y 3 estan relacionadas con los valores
enteros de las abscisas 2, 4 y 8 respectivamente. Es decir, observan el cambio

u uon

en X" y el cambio en “y’. Mas aun, pudieron determinar que los valores en "X
aumentan al doble (extracto 2, linea 105) y los valores en “y" de uno en uno,
fortaleciendo asi las AM1 y AM2 parcialmente, ya que no logran aun el patron
general de crecimiento de cada variable en conjunto, esto los mantiene dentro

de los primeros dos niveles de razonamiento (coordinacion y direccion).
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Extracto 2. Va aumentando el doble

Linea Participacion

097 E1: Es queenlos puntos 1,2 3enellllegael 2 parax y=2va4, eny=3se

va al 8y los decimales en y.. esta... tiene decimales en x en los puntos.

098 Bunny: ¢Encontraste que aqui es 2, 4, 8? [indicando las abscisas].

099 E1. Si

100 Bunny: El siguiente entonces écudl serfa?

101 E1l: El siguiente va a quedar con decimal, va a tener decimales pues.

102 Bunny: &Y el siguiente?

103 E1: Elsiguiente serfa... {Cudl es el siguiente Chavo? pienso que 16, pero si 16.

104 Bunny: 16 ¢Por qué?

105 E1: Porque va aumentando, el punto que tenemos es 2, luego el doble seria
4, luego el doble es 8, el doble de 8§, 16.

En este momento, los estudiantes observan que ambas cantidades (valores de
x y valores de y) crecen con cierto incremento; el doble en valores enteros de ‘X' y
aumento de 1 en valores enteros de ‘y’, lo cual podemos identificar como AM1
e inician un acercamiento mas robusto de AM2, pese a que no logran incorpo-
rar en su discusion los puntos intermedios construidos que involucran nimeros

no enteros.

4.3. EPISODIO 3: LAS PROGRESIONES

E1ly E2 han determinado que en las coordenadas de los puntos construidos
se podian encontrar nimeros decimales o enteros. Para las coordenadas de
valor entero descubrieron que se puede ir duplicando los valores de las abs-
cisas 'y sumar 1 en las ordenadas para obtener el punto siguiente con coor-
denadas enteras. Sin embargo, aun no han logrado percibir con mayor fineza
el patron de crecimiento de las variables, es decir, solo pueden determinar P,,
P, v P, dejando los huecos de P, Py y Py que precisamente son puntos cuyas
coordenadas son decimales. Para salir de esa encrucijada necesitan el apoyo
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de Bunny quien los induce a observar que el valor de la abscisa del punto P1
se puede considerar como una aproximacion a la raiz cuadrada de dos (extrac-
to 3, linea 165). Con ello reescriben los puntos que han construido (extracto
3, linea 171).

Extracto 3. Reemplazando por raiz de dos

Linea Participacion

165 Bunny:  Aj, las ‘y" siempre crecen 0.5 en 0.5. Bueno, lo que yo haria primero es poner
los puntos que tengo alli, que voy a analizar, que quiero cuantificar, ponerlos
aqui mas claro éno? [refiriéndose a escribirlos en papell. Digo, también en la
pantalla es mas complicado poner los X, claro. {Cudles son solamente los P?
Y quizas ahi encontrar algo, si no funciona la resta, no sale nada uniforme en
la resta, queé otra puedo encontrar en la variacion? .. ... .. 1.41.. ese 141 {No
les evoca nada? ¢No se acuerdan qué ndmero es?

166 E2: Esto es raiz cuadrada de 2 [indicando el 1.41 del punto P, en la lista de puntos
que han escrito], esto es raiz cuadrada de 4 [indicando la abscisa del punto P,].

167 E1: Entonces, es como ésta, pero no..

168 E2:  Asi lo dejamos [refiriéndose a la pregunta 4 sobre B=(1,0)].

169 El: Sivya.

170 E2: Pero lo podemos tomar como un punto x sub cero.

171 E1:  Si reemplazamos esto por lo que dijimos hace rato, éste es la raiz de 2, ésta

raiz de 4, ésta raiz de §, raiz de 16, raiz de 32, raiz de 64 y el punto que esta
aqui es la raiz de 1, es el que tenemos, pues a ver cdmo concebimos eso que
habiamos dicho.

Al realizar la reescritura de las coordenadas de los puntos (Figura 6), logran una
perspectiva mas amplia sobre la forma de variar los valores de “x". Con ello
pueden ver que para obtener el siguiente punto debian duplicar el valor anterior
y sacar la raiz cuadrada (para x) asi como aumentar 0.5 para los valores de ‘y'".
Sin embargo, dudan sobre queé colocar cuando y = 0 y a su abscisa la asocian
con ‘raiz de 1", que corresponde al punto ‘B" de la construccion geométrica,

punto sobre el que se les pregunta si pertenece o no a la curva (tarea 1.4).
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Figura 6. Reescribiendo los valores de x.

Los estudiantes logran coordinar las operaciones de duplicar y extraer raiz cua-
drada en las abscisas y sumar 0.5 en las ordenadas, que les permite generar las
progresiones para ‘X" y ‘y". Consideramos que comienzan a incursionar en los
elementos de AM3, podemos decir que sus comportamientos expresados sugie-
ren una habilidad de razonamiento covariacional (Nivel 3) de coordinacion de
operaciones aritmeéticas que generan las progresiones. Mantienen esta estrategia
de duplicar en las abscisas hasta incorporar la aplicacion de la raiz cuadrada
para lograr atrapar todas las abscisas construidas geométricamente. Se percibe,
en la discusion de los estudiantes, que pierden de vista la base 2 de la progre-
sion geomeétrica analizada, al no reescribir la raiz cuadrada como exponente.
Finalmente, el andlisis anterior los lleva a expresar las variaciones encon-
tradas mediante dos expresiones algebraicas, que articulan mediante la nota-
cion de un par ordenado (Figura 7). Consideramos que la covariacion estuvo
latente durante todo su trabajo (linea 097 del extracto 2) y logran determinar
una sola expresion para denotar la forma en que varian los puntos, pero de
manera discreta, es decir, dejando las progresiones en términos de “n’, toman-
dolo como el representante de los ndmeros enteros que permiten determinar

puntos de la curva estudiada.

IOS Puﬂ{’oS Je ’Q Q(Q}CO- Fieven l ,'O(ma
i (L\r}ali) g t ho@mos N=-1 0“90@/'705

o ponte (1T, 1) = (071,-.5) el
cvol pef borece o lo. Curvo..

Figura 7. Progresion geométrica y aritmética.
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Comienzan a percibir que también existen puntos a la izquierda de P, (Figu-
ra 7) elemento de reversibilidad en su razonamiento (AM4, nivel 4 es decir,
coordinacién de las operaciones que completan las progresiones numéricas,
extender de numeros naturales a enteros, racional y finalmente reales) de forma

u_n

discreta, ya que extienden su “n” natural hacia los enteros, dando un ejemplo

1

(J;,—i). Si bien, en los esbozos a lapiz de la forma de la curva estudiada es
continua y asi la consideran en sus discusiones, no logran comprobar su con-
jetura del crecimiento de los puntos al no establecer la expresion algebraica en
términos de y = f (x) requerido por GeoGebra para graficar la curva. Sin embar-
go, (x/z_"g) da indicio de que han logrado explicitar el crecimiento de la curva
de manera discreta, es decir, emerge en su trabajo una forma de expresar la
covariacion logaritmica-exponencial aunque ellos adn no se atreven a asegurarlo.

La primera sesién finaliza invitando a los estudiantes a compartir sus con-
clusiones. En primer lugar, participa el Equipo 2 (no reportado en este articulo)
el cual se dedica la mayor parte del tiempo a construir geométricamente nueve
puntos de la curva. En su exploracion, al igual que el Equipo 1, percibe dos
progresiones geométricas distintas, una de nimeros naturales y otra de nimeros
decimales que construyen multiplicando por 2 (abscisas); cada una de las cua-
les relacionan con una progresion aritmética que construyen sumando 1 (orde-
nadas). Comentan que para determinar los puntos de numeros enteros se
puede utilizar el par (2" n) pero que aun no lograban encontrar la formula para
la progresion que involucra decimales.

El Equipo 1, al coincidir con la exploracion que exponen sus companeros se
limitan a presentar su tabla numérica (Figura 5) y su conclusién (Figura 6), res-
pecto a que los puntos pueden ser construidos con un unico par (\/z_ng) Comen-
tan que reconocer la raiz cuadrada de 2 les permitié unificar sus exploraciones;
ideas que sorprenden al Equipo 2y les aporta nuevos elementos a utilizar.

La instruccion para la segunda sesion, fue revisar y analizar lo que se habia
trabajado en la primera sesion para ver si lograban percibir otros aspectos. Los
estudiantes en su inquietud por descubrir la curva trabajada realizan una bus-
queda de informacion sobre funciones exponenciales y logaritmicas, eso lo
demuestran ya que al iniciar esta sesion tanto E1 y E2 afirman que la funcion
estudiada es f(x) = log,x. A partir de ahi enfocan el trabajo de la segunda sesién
a comprobar su afirmacion utilizando las expresiones logradas en la primera
sesion. Al final explican a sus companeros que generaron un sistema de dos
ecuaciones igualando las variables a su conjetura sobre la forma de determinar
cualquier punto, es decir, escriben en el pintarron:
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Despejando ny utilizando funcion inversa logran la férmula que necesitaban
para que GeoGebra uniera los puntos con una grafica. Se observa que no
reflexionan sobre el pasaje de ‘nimeros enteros” a ‘ndmeros reales” al generar
este sistema de ecuaciones, sino que con naturalidad aceptan la continuidad
de la funcion.

5. DISCUSION

En este articulo presentamos los resultados de un experimento de ensenanza
que tuvo por objetivo propiciar el desarrollo del razonamiento covariacional
logaritmico-exponencial en futuros profesores de matematicas. El experimento
de ensenanza se basé en la construccion geométrica de puntos de la funcion
logaritmica que se desea estudiar con los participantes, retomando argumentos
primigenios del Calculo (siglo XVII), que fueran rescatados de los trabajos de
Ferrari (2008) y Confrey y Dennys (1997).

Encontramos que la construccion geométrica de puntos, utilizando Geo-
Gebra, propicia un acercamiento a reconocer la covariacion logaritmica-expo-
nencial discreta trabajandose tacitamente con la continuidad de la curva al
solicitar “el ajuste” de los mismos, tareas que hay que seguir afinando e
investigando. En este sentido, coincidimos con Thompson y Carlson (2017)
sobre que propiciar el razonamiento covariacional es crucial en el desarrollo
matematico de estudiantes, en particular, al construir expresiones algebraicas,
formulas, tablas numeéricas o graficos que les permitan describir variaciones
simultaneas generando nuevos significados.

Al inicio del experimento los participantes construyeron puntos de la curva
e intentaron identificar el tipo de variacion que observan en las variables. Per-
cibimos alli indicios de AM1 y de AM2 (los primeros dos niveles de coordinacion
y direccion), pero retenido por el entremezcle de coordenadas con pares de
numeros enteros y aquellas coordenadas con pares de numeros reales. Lo pri-
mero que perciben es multiplicar por 2y sumar 1, “saltando” asi los puntos cuyas
coordenadas involucran decimales. Demoran en descubrir que el patron general
de crecimiento de las abscisas es V2 y, el de las ordenadas es 0.5. Problema
que reporta Gruver (2017) sobre la dificultad percibida en su investigacion sobre
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diferenciar las relaciones lineales de las exponenciales y el cbmo crecen, misma
que aborda desde una recta numérica con subdivision exponencial de segmen-
tos generada desde los datos proporcionados a los estudiantes. Sin embargo, su
atencion esta hacia las propiedades aritméticas de los logaritmos, no tanto hacia
el reconocimiento de la covariaciéon presente.

Ellis et al. (2016, p. 176), por su parte, mencionan que sus hallazgos sugieren
que razonar con cantidades covariando es un aspecto critico para construir una
comprension particular del crecimiento exponencial. Idea que compartimos, desde
nuestra perspectiva, pues se trata de abstraer la covariacion logaritmica-exponen-
cial desde un estudio de cantidades variando, una (ordenadas) desde la suma
y otra (abscisas) desde la multiplicacion. Coincidimos también con Kuper y
Carlson (2017) quienes reportan que en su exploracién reconocen que es crucial
que los estudiantes determinen los factores de crecimiento parcial y general para
reflexionar sobre la covariacion logaritmica. Conclusiones que reforzamos con
nuestros datos, iniciados desde una construccion geomeétrica.

5.1. SINTESIS DE RESULTADOS

En este apartado sintetizamos la produccion de E1y E2 durante la primera sesion
del experimento de ensenanza, presentado en este articulo, mediante la Tabla 3
organizandola segun las acciones mentales y los niveles de razonamiento cova-
riacional logaritmico-exponencial que consideramos haber percibido en estos
estudiantes seguin la adecuacion tedrica de Ferrari-Escold, et al. (2016).
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Tabla 3. Acciones Mentales de los estudiantes

Acciones Mentales Nivel 1y 2 Nivel 3 Nivel 4y 5
AML1. los estudiantes identifican que | Estos niveles se Los estudiantes se | Los estudiantes
existe cambio constante en la diferencia | entremezclan, ya despegan de la logran una

de ordenadas consecutivas y aplican la
misma estrategia en las abscisas: “Aqui
son 51 0 52, aca no? Este de aca son 83"
(Extracto 1) sin éxito de encontrar una
constante de crecimiento.

Los estudiantes cambian la estrategia de
‘diferenciar’ numeros consecutivos a
‘multiplicar’. Es decir, desde P, (21) y P,
(4,2) predicen Pg (83) y Py (16,4): “Porque
va aumentando, el punto que tenemos
es 2, luego el doble serfa 4, luego el do-
ble es 8, el doble de 8, 16" (extracto 2).

AM2. Desde el inicio reconocen que am-
bas variables crecen con diferentes for-
mas de hacerlo, sin aun lograr determinar
un Unico factor de cada progresion que
provoque su crecimiento, lo logran par-
cialmente en el conjunto de los nimeros
naturales.

que la primera
tarea de esbozar la
‘forma” de la curva
desde los puntos
construidos, genera
discusion entre
crecimiento
‘cuadratico” o
‘logaritmico’.
Distinguir entre
ambos recae en
reconocer las
progresiones
presentes
(geométrica en las
abscisas y
aritmética en las
ordenadas)

AM3. Logran la dupla de factores de crecimiento: 0.5 para or-
denadas y V2 en las abscisas, unificando el cémo y cuanto
crece la curva. ‘Si reemplazamos esto por lo que dijimos hace
rato, éste es la raiz de 2, esta raiz de 4, esta raiz de §, raiz de 16,
rafz de 32, raiz de 64 y el punto que esta aqui es la raiz de 1
es el que tenemos pues a ver como concebimos eso que ha-
bfamos dicho” (extracto 3).

Unica estrategia
que utilizan al
analizar la forma
de crecimiento de
las ordenadas de
los puntos
construidos
(diferencia)
agregando la de
multiplicar. Logran
entonces la dupla
de factores de
crecimiento: 0.5
para ordenadas y
en las abscisas,
unificando el
como y cuanto
crece la curva, es
decir, cual es el
siguiente punto.

AMA4. Se abre la discusion desde las coordenadas con niimeros
naturales hacia coordenadas con nuimeros reales de manera
discreta, evidenciando timidamente reversibilidad en su razo-
namiento, al menos presentan un ejemplo: (\f

1

1
Er

formula unica
para generar
nuevos puntos.
Si bien no logran
una expresion
general que
“ajuste” los
puntos en esta
primera sesion,
evidencian
avances hacia
estos niveles de
razonamiento

AMDS. Generan una expresion general para describir la curva de manera discreta, es
decir, dan una “formula” general para construir cualquier punto (\/2";3) que eviden-
cia que perciben la covariacion logaritmica-exponencial sin lograr, en la primera

sesion, una expresion y = f (x)
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Observamos entonces que, durante gran parte del experimento de ensenan-
za E1 y E2 se enfocan en determinar como obtener el siguiente punto de la
curva mediante un analisis cuantitativo, apoyandose en GeoGebra para com-
probar su conjetura, no para construirlos. Con este estudio logran coordinar las
operaciones aritmeticas (al menos para los nimeros naturales) de multiplicar
por 2 y sumar 1, que les permite generar las progresiones para ‘X" y ‘y". Sin
embargo, van dejando huecos, aquellos que implicaban ndmeros reales, aso-
mandose asi a AM3 de manera sesgada sin poder aun relacionarlas con el
comportamiento logaritmico. Ello fortalece lo que Ferrari-Escold, et al. (2016) se
refieren al mencionar que si bien, concebir la simultaneidad de dos variaciones
diferentes cuyos cambios se afectan entre si conduce al razonamiento covaria-
cional, la complejidad cognitiva radica en percibir la coexistencia y la codepen-
dencia de las progresiones.

5.2. SOBRE LA CONTINUIDAD TACITA

Respecto al tipo de variacion, Castillo-Garsow (2010, 2012) distingue dos con-
cepciones de variacién continua que denomina “chunky” y “smooth’, elementos
que son considerados también por Thompson y Carlson (2017) como los niveles
mas avanzados del razonamiento covariacional (Covariacién continua a trozos
- Covariacion continua suave). Consideran entonces, que la variacion continua
a trozos implica pensar que los valores varian discretamente, es decir, que exis-
ten huecos entre dos puntos consecutivos aunque el fenomeno estudiado sea
constante y donde el estudiante tiene una imagen tacita de un continuo entre
valores sucesivos. En tanto que, consideran que la covariacion continua suave
implica concebir los cambios (aumentos o disminuciones) en el valor de una
cantidad o variable tal como ocurre, simultdneamente, con los cambios en el
valor de la otra variable, y se abstrae que ambas variables varian de manera
continua y suave. Ellis et al, (2016), coincide con esta idea, ya que consideran
que el razonamiento covariacional temprano en estudiantes que logran descri-
bir numéricamente el crecimiento de un cactus, precede a su capacidad de
desarrollar reglas de correspondencia de la forma y = f (x).

En nuestro diseno, provocamos en los participantes la concepcion de varia-
cion simultanea discreta durante las tareas, debido a que nuestro experimento
de ensenanza inicia desde la construccion geométrica de puntos invitandolos a
reflexionar sobre covariacion continua al solicitar ajustar los puntos, ya que la
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tarea general es describir la curva que “une’ los puntos. Observamos que E2
menciona que los puntos se van ‘ensanchando” refiriéndose a las abscisas,
implicando la desaceleracion del crecimiento de la curva, es decir, evoca a la
funcién logaritmica que es discutida por su companero que insiste en que se
trata de una parabola. Idea que se diluye al insistir con hacer diferencias entre
cantidades consecutivas, estrategia apropiada para funciones polinomiales pero
desafortunada para funciones trascendentes.

Un software como GeoGebra, exige una expresion analitica para trazar una
funcion determinada, desafio que propone como cierre de la discusion las tareas
disenadas en el experimento de ensenanza. Su pantalla ‘vista grafica’, permite
visualizar la forma de crecimiento de los puntos que geométricamente se cons-
truyen; asi como, la pantalla “vista algebraica” explicita las coordenadas de cada
punto determinado. Un razonamiento covariacional cuantitativo de los estudian-
tes se percibe al construir una columna de pares ordenados de la cual organizan
sus ideas sobre los patrones de crecimiento de cada ordenada (multiplicacion
para las abscisas y sumar para las ordenadas). Coincidimos con Ellis et al, (2016)
respecto a que los estudiantes abstraen el crecimiento implicado covariacional-
mente considerando un nuevo valor como producto de un valor anterior y un factor
de crecimiento, forma de pensar que corresponde intrinsecamente a una covariaciéon
continua a trozos. Si bien logran, luego de investigar en internet, la férmula:
f(x) = log,x y explicar su hallazgo desde una manipulacién algebraica de un sis-
tema de ecuaciones (segunda sesion del experimento de ensefianza); no podemos
asegurar que hayan evolucionado a un razonamiento covariacional continuo
suave. Visualmente observan como la curva pasa por todos los puntos que han
construido, es decir, logran ajustar los puntos pero no se cuestionan sobre como
establecer la continuidad de la funcién cuando pasan de utilizar “n” representan-
te de los enteros que también involucra a algunos numeros irracionales a ‘X" y *y/
como numeros reales. Es decir, de un dominio discreto a R* y de un codominio
de numeros racionales a uno de niimeros reales.

Para Thompson y Carlson (2017), la instruccién matematica escolar generalmen-
te enfatiza la perspectiva de correspondencia a expensas del razonamiento covaria-
cional, lo que puede fomentar una imagen de funcién restringida, ya que no se
anima a los estudiantes a pensar en el cambio entre variables. Incluso, para nosotros,
es necesario desarrollar en los estudiantes la habilidad de reconocer funciones
desde un razonamiento covariacional cuantitativo que involucra el reconocimien-
to de patrones de crecimiento que abonen a la determinacion de una expresion
algebraica y construir nuevos significados de la continuidad de funciones.
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6. CONCLUSIONES Y FUTURAS INVESTIGACIONES

En el experimento de ensefanza desarrollado, en los dos futuros profesores
estudiados, se evidencia fragilidad en sus estrategias matematicas ya que, en la
primera sesion, si bien logran una expresion general (V2%2) para la construccion
de puntos no perciben que la base es 2. Tampoco identifican la raiz cuadrada
como un exponente de 2. Vinculan ambas progresiones mediante un ndmero
natural “n”, provocado por la construccion geomeétrica, que extienden hacia los
enteros. Visualizan la continuidad de la curva en la pantalla de GeoGebra, la
esbozan en su hoja de trabajo con lapiz pero no logran, en los primeros 100
minutos de trabajo, generar una expresion analitica que demanda aceptar un
dominio de numeros reales positivos que tacitamente estan considerando.

Dado el caracter cognitivo de nuestra investigacion consideramos que el
hecho que nuestra evidencia empirica surja de la cognicion de dos de los par-
ticipantes no representa una debilidad. De hecho, este tipo de exploraciones con
unos pocos participantes es comun en el campo de investigacion acerca del
razonamiento covariacional (e.g. Moore, 2014; Paoletti y Moore, 2017). En este
sentido, nuestros resultados invitan a continuar afinando el disefio de aprendi-
zaje desde construcciones geométricas, ya perdidas en el ambito escolar asi
como en las investigaciones, mismas que hemos evidenciado provocan explo-
raciones generadoras de razonamiento covariacional en estudiantes, dandoles
la posibilidad de probar sus conjeturas numéricas al predecir nuevos puntos de la
curva estudiada.

Consideramos importante seguir explorando el pasaje de lo discreto a lo
continuo desde construcciones geométricas, argumento que sustenta las prime-
ras ideas de Calculo en siglos pasados a manos de personalidades como Des-
cartes, Newton, Huyens, Agnesis o Euler. Un ambiente de geometria dinamica
nos permite replantearnos el significado de funciones particulares como las
funciones trascendentes y su continuidad en el razonamiento de los estudiantes
al contar con herramientas como “vista algebraica-grafica-hoja de calculo-calculo
simbolico” cuya articulacion podria fortalecer el desarrollo del razonamiento
covariacional logaritmico exponencial de futuros profesores.
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