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Resumen

La investigacion en Educacién Matemética suele centrarse en compartir los resultados de la aplicacién de
instrumentos de obtencién de informacion. Si bien dichos instrumentos suelen describirse en la seccién de
metodologia, el proceso de su desarrollo no suele ser muy transparente para el lector. En esta investigacién
el objetivo es abordar dicha problematica y describir con todo detalle el proceso de generacién de un
cuestionario, basado en el modelo MTSK, para la exploracién del conocimiento del profesor acerca de la
pardbola, entendida como cénica. Se presenta el disefio de un instrumento de cardcter cualitativo que
permite hacer una aproximacion al conocimiento matematico del profesor acerca de la parabola, poniendo
énfasis tanto en el uso de la teorfa, como de la triangulacidn, interna y externa, como elementos clave en
el disefio metodoldgico. El principal aporte fue determinar pautas para el disefio de cuestionarios basados
en el modelo MTSK, las cuales pueden ser tomadas en cuenta al margen de los contenidos matematicos.

Palabras clave: educacion matematica; conocimiento matematico; funciones; parébola, cuestionario,
MTSK; conocimiento del profesor.

Abstract

Research in mathematics education usually focuses on sharing results from the application of instruments
to obtain data. Even though these instruments are usually described in the methodology section, their
development process tends to not be transparent for the reader. The objective of this paper is to study this
problem and describe in detail the process of creating a questionnaire based on the MTSK model, in order
to explore the teacher's knowledge of parabolas, understood as conic sections. We present the design of
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a qualitative instrument that allows for the approximation of the teacher's mathematical knowledge of
parabolas, emphasizing on the use of theory, as well as both internal and external triangulation, as key
elements in the methodological design. The main contribution of this paper is to give guidelines for the
design of questionnaires based on the MTSK model, which can be taken into account regardless of the
mathematical contents.

Keywords: Mathematics education; mathematical knowledge; functions; parabola, questionnaire, MTSK,
teacher's knowledge.

Resumo

Apesquisana Educacao Matematica tende a estar centrada no compartilhamento dos resultados daaplicacéo
de instrumentos de alcance de informacdo. Embora tais instrumentos se inclinem a estar descritos na secao
de metodologia, o processo de seu desenvolvimento tende a ndo ser muito transparente para o leitor.
Nesta pesquisa o objetivo é abordar essa problematica e descrever detalhadamente o processo de criacdo
de um questionario, com base no modelo MTSK, para a exploracéo do conhecimento do professor sobre a
parébola, entendida como conica. E apresentado o desenho de um instrumento de caracter qualitativo, que
permite fazer uma aproximacdo ao conhecimento matematico do professor sobre a parabola, colocando
énfase tanto no uso da teoria quanto da triangulacéo, interna e externa, como elementos-chave no desenho
metodoldgico. A principal contribuicdo foi determinar pautas para o desenho de questiondrios baseados no
modelo MTSK, que podem ser levadas em consideracao independentemente dos contetidos mateméticos.

Palavras-chave: educacdo matematica; conhecimento matematico; funces; pardbola, questionario,
MTSK, conhecimento do professor.

INTRODUCCION entre mediados de 2018 y 2019, una bus-

Las investigaciones sobre el conoci-
miento del profesor han tenido diferentes
focos en los ultimos afos, uno de los princi-
pales es la evaluacion del conocimiento ma-
tematico, fundamentalmente de los profeso-
res de Educacion Primaria (e.g. Baumbert y
Kunter, 2013; Hill, Ball y Schilling, 2008).
Pero, en recientes foros internacionales (e.g.
ICME 13, PME 43) se ha puesto de relieve
el estudio del conocimiento del profesor de
Educacion Secundaria.

En trabajos desarrollados desde el
MTSK (Carrillo-Yafies et al., 2018), se han
hecho acercamientos, tanto al conocimiento
del profesor sobre algebra (Guerrero, Flo-
res-Medrano y Carrillo, 2015), como al de
las funciones (Espinoza-Vazquez, Zakaryan
y Carrillo, 2018). Sin embargo, tras realizar,

queda bibliografica en repositorios de tesis
doctorales, asi como en revistas internacio-
nales especializadas en educacién matema-
tica, no hemos identificado investigaciones
ligadas al conocimiento profesional acerca
de la parabola, interés central de este arti-
culo. Asimismo, identificamos la problema-
tica de la no sistematizacion en el disefio de
herramientas de recojo de informacion en
estudios ligados a la exploracion del cono-
cimiento de profesores.

Entendemos que la investigacion
cualitativa suele tener un caricter abierto
en las dinamicas de obtencion de datos, al
contemplar observaciones de aula (partici-
pantes o no), y entrevistas habitualmente
(semi) estructuradas y (semi)abiertas. Sin
embargo, en las investigaciones revisadas,
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la descripcion de como se desarrollan las
herramientas de investigacion se limita a
una descripcion de los dominios o subdomi-
nios de conocimiento de los que se pretende
obtener informacion. En Carrefio y Climent
(2019), se establece:

Se propone completar un cuestionario
de respuesta abierta, compuesto por cua-
tro situaciones de ensefianza, tres de las
cuales abordan la identificacion de as-
pectos determinantes en la concepcion
de distintos cuadrilateros, las caracte-
risticas necesarias para definirlos y la
clasificacion jerarquica de los mismos.
... la Situacién 3 ... indaga, a priori el
conocimiento matematico base incluido
en el KoT y el conocimiento de la defini-
cion como practica matematica (KPM),
en un contexto de enseflanza que precisa
de los futuros profesores el reparo en el
conocimiento matematico de los hipoté-
ticos estudiantes involucrados en la si-
tuacion dada (KFLM). (pp. 33-34)

Si bien entendemos que cualquier tra-
bajo de investigacion tiene la necesaria aco-
tacion derivada de las estructuras habituales
de publicacion, nuestro interés se centra en
los detalles del disefio de herramientas de
obtencion de informacién, especialmen-
te en los cuestionarios. Asi, la descripcion
anterior no nos permite profundizar en los
detalles de las decisiones tomadas por los
investigadores al definir su instrumento de
obtencion de informacion.

En esta investigacion tenemos como
objetivo abordar dicha limitacion y explici-
tar, con el maximo detalle posible, el proceso
de elaboracién de un cuestionario, basado en
el modelo MTSK, para explorar el conoci-
miento matematico de profesores de secun-
daria peruanos acerca de la pardbola. Mas
alla del detalle del cuestionario cuyo disefio
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mostraremos, daremos pautas para el disefio
de cuestionarios basados en el modelo MTSK.

REFERENTES TEORICOS

Esta investigacion tiene dos referentes
principales en cuanto a su fundamentacion.
Por un lado, el modelo de conocimiento espe-
cializado del profesor de matematicas supone
el referente para acercarse a la estructuracion
de los elementos de conocimiento profesio-
nal que se pretenden explorar en el cuestio-
nario. Por otro lado, los elementos referidos a
la comprension de la pardbola aportan la con-
crecion, respecto del contenido matematico
que nos interesa aqui, los cuales permitiran
dar contenido al propio cuestionario.

Conocimiento profesional: MTSK

En este trabajo usamos el modelo de
conocimiento especializado del profesor de
matematicas —-MTSK— (Carrillo et al.,2018)
para disefiar un cuestionario, como herra-
mienta analitica que permite profundizar en
el conocimiento del profesor, cuyos inicios
se basan en los dominios del conocimiento
de la materia y el conocimiento didactico del
contenido propuestos por Shulman (1986).
El MTSK tiene una vision intrinseca de la
nocién de especializacion (Scheiner, Mon-
tes, Godino, Carrillo y Pino-Fan, 2019), que
asume que el conocimiento del profesor es
especializado siempre que sea tutil para la
profesion docente. Asi, el MTSK se cons-
tituye como un modelo que permite anali-
zar el conocimiento que el profesor pone en
juego en cualquier tarea relacionada con la
docencia, como la preparacion de clases, la
discusion con otros docentes, la ensenanza
en aula o la reflexion posterior. Propone dos
dominios de conocimiento: conocimiento
matematico (MK) y conocimiento didactico
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del contenido (PCK), y un tercer dominio
que abarca las creencias del profesor sobre
la matemadtica, su ensefianza y su aprendi-
zaje. En este trabajo nos centraremos en el
dominio de conocimiento matematico, por
lo que no describiremos los otros.

El dominio MK abarca el conoci-
miento matematico que el profesor usa, o
puede usar, en cualquier actividad; el cual
debe trascender al contenido matematico
que se pretende que aprenda un estudiante
del nivel en el que ensefia, no solo en can-
tidad de conocimiento sino también en la
naturaleza de este. E1 MK se descompone
en tres subdominios: conocimiento de los
temas (KoT), conocimiento de la estructu-
ra matematica (KSM), y conocimiento de la
practica matematica (KPM).

El KoT abarca lo que conoce el pro-
fesor respecto al tema que ensea, asi como
la forma en que lo conoce. Incluye el cono-
cimiento de conceptos, definiciones, fend-
menos, procedimientos, registros de repre-
sentacion, propiedades y sus fundamentos,
que no solo pueden ser objeto de ensenan-
za-aprendizaje, sino que a su vez pueden de-
finir nuevos entes matematicos. Es asi como
un profesor puede conocer una o multiples
definiciones de un concepto matematico, asi
como uno o varios algoritmos asociados a
un procedimiento.

El KSM abarca el conocimiento que
el profesor posee sobre las conexiones entre
contenidos matematicos. Estas conexiones
pueden darse entre elementos del mismo
tema matematico o entre elementos de temas
diferentes. Incluye cuatro tipos de conexio-
nes: las de simplificacion, las de compleji-
zacion, las auxiliares, y las transversales.
Las conexiones de simplificacion y comple-
jizacion hacen referencia a establecer rela-
ciones de un contenido dado con conteni-
dos curriculares previos o posteriores, Utiles
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para su ensefianza. Las auxiliares vienen da-
das por la introduccion de un contenido ma-
tematico en un momento concreto, con un
rol coadyuvante al trabajo matematico que
se esta realizando (e.g. el uso de la regla de
Ruffini al calcular ceros de una derivada).
Las conexiones transversales vienen dadas
por la relacion con elementos matematicos
transversales, como la proporcionalidad.

El KPM contempla el conocimien-
to matematico del profesor de naturaleza
sintactica, es decir, ligado a las reglas de
construcciéon de un nuevo conocimiento
matematico. Aqui, encontramos un conoci-
miento de diferentes formas de validacion
(Stylianides, Bieda y Morselli, 2016), como
la demostracion; y de elementos relaciona-
dos con la resolucion de problemas, como
las heuristicas y practicas ligadas a la cons-
truccion de teoria (Bass, 2017).

Por otro lado, la exploracion del co-
nocimiento profesional ha tenido diversas
aproximaciones metodoldgicas. Asi, encon-
tramos investigaciones que siguen enfoques
cuantitativos y cualitativos. Los estudios
cuantitativos, por lo general, pretenden eva-
luar el conocimiento de los profesores (e.g.
Hill, Sleep, Lewis y Ball, 2007; Borko et al.,
1992; Leinhardt y Smith, 1985), y en ellos
se suelen usar cuestionarios y entrevistas.
Estos cuestionarios se “basan en escenarios
de ensefianza en el aula y estdn entrelaza-
dos con conocimiento del contenido” (Ball,
1990, p. 452). Encontramos estudios cua-
litativos en los que una técnica habitual de
recojo de informacion es la observacion en
aula, la cual suele complementarse con en-
trevistas o cuestionarios. Para el tratamiento
analitico de los datos se recurre al uso de
instrumentos y procesos adaptados al topico
de estudio (Borko et al., 1992; Leinhardt y
Smith, 1985; Hill et al., 2007), en busca de
profundizar en el conocimiento matematico
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del profesor para la ensefnanza, pues “la ha-
bilidad de los maestros no solo implica des-
treza para resolver problemas sino también
para comprender el contenido de las formas
necesarias para ensenarlo” (Hill, et al., 2007
p. 125). Las observaciones proporcionan
oportunidades interesantes para acceder al
conocimiento matematico que el profesor
moviliza en accion (Flores-Medrano, Escu-
dero y Aguilar, 2013).

El MTSK ha sido aplicado en diferen-
tes niveles educativos (primaria, secundaria
y superior), tanto con profesores en activo
como en formacién. Metodolégicamente,
desde su génesis se defiende que se requie-
re de una aproximacion multimetodologi-
ca para profundizar en la complejidad del
conocimiento del profesor. En general, los
estudios desarrollados desde una perspec-
tiva interpretativa hacen aproximaciones
basadas en estudios de caso, usando obser-
vaciones de aula, entrevistas y cuestionarios
(Carrillo y Contreras, 2017). En estudios
que usan MTSK, los cuestionarios han sido
usados tanto para la exploracion del cono-
cimiento profesional ligado a determina-
dos temas (e.g. Carrefio y Climent, 2019),
como para recoger datos en investigacio-
nes cuantitativas (e.g. Montes, Contreras,
Linan, Mufioz-Catalan, Climent y Carrillo,
2015). El MTSK sirve como herramienta
tedrica y analitica que permite identificar
el conocimiento especializado del profesor
de matematica y comprender su naturaleza,
de manera sistematica y organizada para su
analisis (Escudero, 2015).

Parabola

Aqui presentamos antecedentes re-
lacionados con la cognicién y el trabajo
matematico sobre la pardbola. Cabe desta-
car que los trabajos ubicados en reposito-
rios y revistas especializadas en educacion
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matematica, tras una busqueda con la pa-
labra clave ‘parabola’ y un analisis de los
articulos resultantes de dicha busqueda, no
dan cuenta de referencias ligadas al conoci-
miento profesional de la parabola, sino mas
bien a reflexiones sobre estrategias para su
ensefianza, de forma que se usardn resulta-
dos ligados a su aprendizaje.

En el contexto peruano, el Ministerio
de Educacion (MINEDU) es la entidad en-
cargada de formular las politicas educativas,
normar la gestion pedagogica y desarrollar
estrategias que promuevan la capacitacion
de docentes. En el Curriculo Nacional de la
Educacion Bésica y el Programa Curricular
de Educacion Secundaria (MINEDU, 2016),
se propone que los estudiantes deben ser ca-
paces de resolver problemas relacionados
con la pardbola en diversos contextos, asi
como también el desarrollo de capacidades
como modelar objetos con formas geomé-
tricas, comunicar su comprension sobre las
formas y sus relaciones geométricas, usar
estrategias y procedimientos para orientar-
se en el espacio, y argumentar afirmaciones
sobre relaciones geométricas. Sin embargo,
Gomez y Ruiz (2014) hacen notar que el
trabajo matematico sobre la pardbola no se
estd desarrollando en toda su extension en
contextos peruanos, y aseguran la falta de
resolucion de problemas en contextos signi-
ficativos como el de tiro parabolico o el de
la luz proyectada por faros. Gémez y Ruiz
(2014) también mencionan la necesidad de
enriquecer las estrategias y recursos de los
docentes haciendo uso de GeoGebra, de la
proyeccion de un video o una calculadora
cientifica, que implique una metodologia in-
novadora en el aula.

Por otro lado, Del Rio (2018) indica
que uno de los principales problemas que
tienen los estudiantes en el aprendizaje de
la parabola es que la consideran un objeto
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matematico abstracto, que no tiene mucha
utilidad en la vida humana vy, por ello, le
restan importancia. Es comtn observar que
los estudiantes tienden a un aprendizaje me-
moristico de las ecuaciones, tienen dificul-
tades para relacionar diversas expresiones
algebraicas y no relacionan de forma logica
la representacion algebraica con la geomé-
trica (Gémez y Carulla, 2000). Precisamen-
te, Just y Carpenter (1985) sefialan que los
estudiantes identifican las figuras cdnicas
en un contexto general, enunciandolas o vi-
sualizandolas en un esquema grafico; pero
al hacer un trabajo que involucre sus repre-
sentaciones, caracteristicas, propiedades y
aplicaciones, no manifiestan diferencias en
su interpretacion ni reconocen las propieda-
des de sus elementos. Asimismo, estudian-
tes universitarios muestran concepciones
equivocadas y errores frecuentes en la reso-
lucion de tareas con la parabola (Lopez-Me-
sa, Aldana-Bermudez y Alonso-Arboleda,
2013), posiblemente relacionados con el
aprendizaje errado de este concepto desde
el bachillerato, se da una definicion institu-
cional sin tener en cuenta los objetos perso-
nales (Godino y Batanero, 1994). También
presentan dificultades cuando relacionan los
graficos con las formulas o ecuaciones, no
identifican el eje de simetria de una parabo-
la y otras conicas (Ruiz, 2014).

Respecto al tratamiento de la pardbola
como una conica, Santa y Jaramillo (2007)
sefialan que los estudiantes resuelven pro-
blemas apoyados en procesos algoritmicos
y memoristicos, omitiendo la comprension
del concepto y evidenciando un desconoci-
miento de la relacion existente entre sus ele-
mentos. Por ejemplo, si la pardbola es rota-
da o traslada respecto a su posicion inicial,
los estudiantes encuentran dificultades para
reconocer las propiedades que se mantienen
invariantes. En este sentido, Lara (2016)
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sefiala que los estudiantes de educacion
basica tienen problemas con la compren-
sion de la parabola como lugar geométrico
y considera que esto se debe, por un lado,
al poco dominio que tienen los docentes
acerca del concepto pardbola; y por otro,
al escaso conocimiento que tienen sobre el
uso de recursos didacticos que favorecen su
aprendizaje, como el uso de las TIC que fa-
cilitan una interactividad rapida y dindmica
con el objeto matematico.

Por otro lado, ¢l estudio de las conicas
desde la geometria analitica continiia dando
mayor énfasis a los dominios algebraicos
sobre los geométricos, enfocando el apren-
dizaje en la algoritmia y la memorizacion,
donde los procesos algebraicos solapan las
construcciones geométricas. Es comun que,
en contextos donde se trabajan las conicas
desde la geometria analitica, la exigencia a
los alumnos se centre en el dominio de las
expresiones algebraicas de las conicas. Sin
embargo, su funcion en la actividad mate-
matica es mas ilustrativa; es decir, no cons-
tituye un contexto de interaccion con la na-
turaleza geométrica de la conica.

Asimismo, la evaluacion censal de
estudiantes y la evaluacion muestral de es-
tudiantes de Peru, realizadas en octubre y
noviembre de 2018 (MINEDU, 2016), mues-
tran que existe una caida pronunciada en los
resultados, donde la proporcion de alumnos
con rendimiento satisfactorio en matemati-
cas bajo del 37,4 % al 14,6 % en colegios
publicos, y del 25,4 % a 14,9 %, en centros
privados. El andlisis de estos resultados lle-
va a reflexionar sobre el desempefio docen-
te en relacidon con sus conocimientos y sus
précticas pedagdgicas. Por ello, el MINE-
DU viene organizando, en los ultimos anos,
programas de capacitacion docente, con el
fin de implementar los cambios curriculares
de manera adecuada y buscando mejorar el
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conocimiento disciplinar de los profesores.
Incluso, el actual Curriculo Nacional inclu-
ye ejemplos de secuencias didacticas a fin
de que los docentes tengan claro el trabajo
matematico que se espera que los estudiantes
desarrollen, aunque dichas secuencias, en el
caso de la parabola, muestran un tratamiento
exclusivamente algebraico.

Como podemos ver, a pesar de los
cambios curriculares que se vienen dando
en Perd, la metodologia de ensefianza si-
gue siendo tradicional, con énfasis en que
los estudiantes reproduzcan procedimien-
tos previamente realizados por ellos. Ante
esto, consideramos que “el profesor es un
agente crucial en los procesos de ensefnan-
za y aprendizaje de la matematica” (Rodri-
guez-Flores, Picado-Alfaro, Espinoza-Gon-
zalez & Rojas-Gonzalez, 2018, p. 90) y de
alli nuestro interés por conocer el conoci-
miento profesional que posee.

METODOLOGIA

Protocolo de la investigacion

Este articulo presenta un instrumento
que ha sido validado desde una aproxima-
cidon cualitativa, disefiado en la ciudad de
Lima, cuyo proceso se inicié a mediados de
2018 y culmin6 en 2019. El protocolo segui-
do para su disefio consta de las siguientes
etapas, descritas sintéticamente: 1) sensibi-
lizacion con referentes tedricos provenientes
de investigaciones con MTSK, investiga-
ciones sobre pardbola y revision del Curri-
culo Nacional peruano; 2) adaptacion de las
categorias de MTSK propuestas por Carri-
llo-Yafiez et al. (2018) y elaboracion de los
indicadores para cada categoria; 3) valida-
cion de las categorias e indicadores a través
de un proceso de triangulacion entre inves-
tigadores internos, investigadores externos
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pertenecientes al grupo SIDM (Seminario
de Investigacion en Didéctica de la Matema-
tica) de la Universidad de Huelva, Espafia, y
referentes teoricos; 4) reformulacion de los
indicadores, los cuales se muestran en la Ta-
bla 1 de este documento; 5) formulacion y
validacion de las preguntas del cuestionario
por proceso de triangulacion, en el Anexo 2
se encuentra la tabla de preguntas asociadas
a cada indicador y a cada categoria; y 6) ela-
boracion de la version final del cuestionario
(ver Anexo 1), incluyendo la reformulacion
de preguntas a partir de las observaciones
dadas por los expertos.

Los tres expertos externos consul-
tados para la triangulacion de esta experi-
mentacion se eligieron siguiendo criterios
que aseguraran su profundo conocimiento
en lo que se les solicitaba asesoramiento.
Asi, se eligio a investigadores con publi-
caciones de impacto sobre el conocimiento
especializado del profesor de matematicas,
cuya trayectoria investigadora les permitia
aportar informacion relevante respecto del
potencial del instrumento que aqui se pre-
senta. Asimismo, los tres cumplen con los
criterios de profesor experto planteados por
Rojas, Carrillo, y Flores (2012): tienen mas
de cinco afios de experiencia docente, han
destacado en evaluaciones institucionales,
son docentes recomendados por sus pares,
participan en procesos de actualizacion de
contenido (tanto matematico como de edu-
cacion matematica), muestran preocupacion
por la mejora de los procesos educativos.

Diseno del cuestionario

Esta investigacion tiene como objeti-
vo el disefio de un instrumento de caracter
cualitativo que permita explorar el cono-
cimiento matematico del profesor con res-
pecto a la pardbola. Se eligio el cuestionario
como instrumento, por su potencial como
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herramienta de obtencion de informacion,
asi como por la posibilidad de que, en caso
de que se decidiera escalar la investigacion,
pudiera ser administrado a una cantidad
amplia de sujetos (Bryman, 2001). Para ello
se comenzd con una sensibilizacion teo-
rico-metodoldgica sobre estudios previos
realizados con MTSK (Carrillo, Climent,
Contreras y Mufioz-Catalan, 2013; Flo-
res, Escudero y Aguilar, 2013; Flores-Me-
drano, Escudero-Avila, Montes, Aguilar y
Carrillo, 2014; Montes, Aguilar, Carrillo y
Muioz-Catalan, 2013; Montes, Flores Me-
drano, Carmona, Huitrado y Flores, 2014).
Luego, se procediod a construir los indicado-
res para cada una de las categorias, ligados
a la nocion de pardbola, que fueron adapta-
dos de las categorias propuestas por Lifian,
Barrera e Infante (2014), los cuales se usa-
ron para detectar debilidades conceptuales
y procedimentales en el conocimiento del
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profesor sobre la division entre fracciones.
Para establecer los indicadores por catego-
ria se hizo una primera adaptacion de las ca-
tegorias propuestas por Lifian et al. (2014),
posteriormente se pasd a un proceso de
triangulacién, tanto al grupo de investiga-
dores interno como al externo (Flick, 2007).
Para dicha triangulacion se tom6 en cuenta
la discusion de investigadores expertos y el
analisis del Curriculo Nacional (MINEDU,
2016), donde se evidencia el conocimiento
que se pretende que aprendan los estudian-
tes sobre la pardbola.

A continuacion, mostramos los sub-
dominios, las categorias y los indicadores
por categoria que hemos considerado para
el MK. Notese que no todas las categorias
de los subdominios estan contempladas, lo
que se justifica en la necesaria acotacion que
se preveia que debia tener el cuestionario.

Tabla 1. Indicadores sobre el conocimiento de la parabola en MTSK

Subdominio Categoria

Indicador

Definiciones

Conocimiento de la parabola como un lugar geométrico.

Propiedades

Fenomenologia
KOT

Registros de representacion

Procedimientos

Conexiones de simplificacion

KSM

Conexiones transversales

Jerarquizacion y planificacion
como forma de proceder en
la resolucion de problemas
matematicos

KPM

Conocimiento de la parabola como la conica que resulta de la interseccion entre
un cono recto y un plano paralelo a su generatriz.

Conocimiento de la propiedad de equidistancia en una parabola y de la longitud
del lado recto.

Conocimiento de las propiedades de simetria que presenta una parabola respecto
a su eje focal.

Conocimiento sobre la modelacion de una situacion cotidiana usando la defin-
icion de parabola como lugar geométrico.

Conocimiento de la representacion grafica de una parabola y su conversion a
una representacion algebraica.

Conocimiento de la determinacion de una representacion algebraica para la
parabola a partir del reconocimiento de sus propiedades.

Conocimiento del procedimiento para determinar la ecuacion ordinaria de una
paréabola a partir de su ecuacion general, completando cuadrados.

Conocimiento de la relacion entre la ecuacion ordinaria de una parabola y su
ecuacion general, completando cuadrados.

Conocimiento de la relacion entre la ecuacion de una parabola y la regla de
correspondencia de una funcion cuadratica.

Conocimiento de la relacion entre parabolas y funciones cuadraticas.
Conocimiento de la relacion entre parabolas, funciones cuadraticas y ecuaciones
cuadraticas.

Elaboracion y uso de diversas estrategias en la resolucion de problemas con
parabolas.

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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Tras la concrecion de los indicadores
para el caso de la parabola, se procedio a
generar las preguntas del cuestionario, de
modo que cada una de ellas permita obtener
informacion sobre una o varias categorias.
Por ejemplo, para el subdominio del conoci-
miento de los temas, y en particular las cate-
gorias de definicion, propiedades y registros
de representacion, se planted la siguiente
cuestion (ver Figura 1).

En esta pregunta, nos interesa com-
prender como el profesor entiende la defi-
nicioén de parabola como lugar geométrico,
que es la definicion central, la cual se puede
vincular con otros conocimientos relaciona-
dos. Para ello, el docente requiere mostrar
una estrategia que permita localizar puntos
equidistantes a la recta L y al punto P, ha-
ciendo uso de algun registro de represen-
tacion como el trazo de su eje de simetria,
con el cual se puede determinar el vértice
de la pardbola, punto que geométricamen-
te se puede hallar usando la definicion de
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igualdad entre segmentos. De manera ana-
loga, se pueden hallar otros puntos de la pa-
rabola con representaciones auxiliares como
el trazo de un segmento desde un punto a
otro punto, y el trazo de un punto a una recta
dada, lo cual podria beneficiar la compren-
sion sobre las representaciones geométricas
de distancias o de la definicion de parabola.
Asimismo, resulta interesante saber si el do-
cente moviliza otras propiedades atribuibles
al eje de simetria de la curva, como aquella
que indica que dicho eje divide en dos mita-
des congruentes a la parabola y, por tal, un
punto de esta curva se ve reflejado simétri-
camente en la otra mitad de esta misma.

En el siguiente ejemplo (Figura 2),
ademas de centrarnos en el conocimiento de
los temas en cuanto propiedades, registros
de representacion y procedimientos, se
pretendié profundizar en el subdominio del
conocimiento de la practica matematica,
respecto a la jerarquizacion y planificacion
para la resolucion de problemas.

Dada una recta fija L y un punto fijo P.

.])

Responda lo siguiente y justifique sus respuestas.

a) (Es posible encontrar puntos que equidisten de L y de P? Explique su respuesta.

b) Si la respuesta al item a) es afirmativa, trace por lo menos tres puntos que equidisten
de L y de P. Puede hacer uso de regla y compas.

¢) (Cuantos puntos podemos encontrar que equidisten de L y de P?

FiGurA 1. PREGUNTA 1 DEL CUESTIONARIO

Nota: Elaboracion propia de la investigacion.

Elizabeth Advincula Clemente « Marisel Beteta Salas « José Carlos Ledn Rios « Isabel Torres Céspedes o 198
Miguel Montes

10" BUN@RIDUIDIUNE)SIAL ] ¢ BIDUIIDIUN/ID IR BUN'SBISIAIMMM ) » 1707 Qun(-A1enue( ‘607-061 ‘dd ‘T " N ‘S¢ TOA VIDONHTIDINN


http://dx.doi.org/10.15359/ru.35-1.12
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.en
mailto:revistauniciencia%40una.cr?subject=Uniciencia

DOI: http://dx.doi.org/10.15359/ru.35-1.12
E-ISSN: 2215-3470
CC: BY-NC-ND

un punto que pertenezca a dicha parabola.

Dada una parabola con eje focal la recta y = x y que pasa por el punto P(—2; 4), determine

Figura 2. Pregunta 4 del cuestionario
Nota: Elaboracion propia de la investigacion.

Esta cuestion permite indagar sobre
el conocimiento que tiene el profesor res-
pecto a algunas propiedades elementales de
la parabola, como el hecho que el eje focal
es el eje de simetria de la pardbola. Ade-
mas, nos interesa comprender como utiliza
el conocimiento cuando el eje de simetria
o eje focal de la pardbola no es paralelo a
los ejes del plano cartesiano. Esto requiere
que se jerarquice y planifique una secuencia
de resolucion. Para ello el profesor debe co-
nocer como determinar graficamente el si-
métrico de un punto respecto a una recta, es
decir, trazar una recta perpendicular al eje
de simetria que pase por el punto P, hallar
el punto de interseccion M entre dichas rec-
tas y, finalmente, hallar el punto simétrico
de P, haciendo uso de la definicion de dis-
tancias iguales entre segmentos. Ademas,

algebraicamente debera escribir la ecuacion
de una recta, resolver un sistema de ecua-
ciones para hallar el punto de interseccion y
hacer uso del punto medio de un segmento.

En el ejemplo siguiente (Figura 3), se
vuelve a incidir en la definicion de pardbola
y sus propiedades, pero se pone énfasis en el
papel de los registros de representacion, asi
como en la practica matematica de modeli-
zacion, concretada en el reconocimiento de
la parabola como lugar geométrico en situa-
ciones pseudorrealistas.

Esta pregunta se propone de manera
complementaria a las anteriores, y omite la
referencia a los ejes coordenados. Creemos
que el docente debe conocer y comprender
los contenidos de la parabola (definicion,
propiedades y registros de representacion) en
situaciones no intrinsecamente matematicas.

Cristina va a realizar una fiesta en el jardin de su casa y necesita ubicar 3
mesas con bocaditos de modo que estas queden ubicadas a la misma
distancia de una mesa central (representado por un punto) y de uno de los
bordes de una piscina rectangular. Determine la ubicacion de las 3 mesas A
tomando en cuenta la ubicacién mostrada para la piscina y la mesa central. RS

Mesa
central

Figura 3. Pregunta 5 del cuestionario
Nota: Elaboracion propia de la investigacion.
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Aqui, el docente requiere desarrollar una es-
trategia que, basada en la definicion de pa-
rabola, permita localizar, de manera grafica,
puntos equidistantes al borde de la mesa y al
punto representado por la mesa. Asimismo,
creemos fundamental el uso registros de re-
presentacion grafica, como el trazo del eje
de simetria o el trazo de segmentos que re-
presenten la distancia desde los puntos que
queremos determinar a la mesa y al borde de
la piscina, ya que permiten al profesor com-
prender el significado de la parabola en con-
textos o escenarios distintos.

A continuacion (Figura 4), mostramos
un ejemplo de una pregunta que incide en
el uso de conexiones con elementos auxilia-
res, como son las ecuaciones, asi como en
la identificacion de la expresion habitual de
una parabola.

Esta pregunta permite incidir en los
procedimientos habituales que siguen los
profesores al abordar el trabajo matematico
con parabolas. Queremos conocer un pro-
cedimiento estandar de los docentes para
abordar la complecion de cuadrados a par-
tir de la ecuacion general de la parabola. En
este caso, profundizamos en cémo elaborar
el proceso de completar cuadrados y cuando
realizar este procedimiento.

Asi, se disefio un cuestionario con un
total de 20 preguntas con las que se preten-
de, desde su disefio, obtener informacidén
de todos los subdominios de conocimien-
to matematico de los profesores a los que
se aplicd. Mostramos, por limitaciones de
espacio, solo una sintesis del estudio de
potenciales respuestas a la pregunta 1 del
cuestionario (Figura 1).

DOIL: http://dx.doi.org/10.15359/ru.35-1.12
E-ISSN: 2215-3470
CC: BY-NC-ND

En el apartado a) se proyectaron dos
potenciales respuestas:

. Respuesta 1: Un docente podria afir-
mar que si es posible encontrar pun-
tos que equidisten de L y de P, y que
dichos puntos cumplen la condicién
geométrica de la pardbola (conjunto
de puntos de un plano que son equi-
distantes a un punto fijo llamado foco
y una recta fija llamada directriz). En
este caso, el docente estaria movili-
zando la definicion de pardbola como
lugar geométrico (KoT, definicion).

. Respuesta 2: Un docente podria de-
cir que es posible encontrar un solo
punto, refiriéndose al punto medio
del segmento PI, considerando que /
es el pie de la perpendicular trazada
desde P a la recta L. En este caso, el
docente estaria dando como respues-
ta un caso particular, mostrando no
tener interiorizada la definicion de
parabola (KoT, definicion).

Para el apartado b) se contemplaron
tres posibles respuestas:

. Respuesta 1: Un docente podria ubi-
car un punto utilizando la condiciéon
geométrica de la parabola y los ins-
trumentos de dibujo proporcionados.
Podria ubicar el vértice de la parabo-
la, trazando una recta perpendicular
a larecta L que pasa por el punto Py
ubicando el punto / que resulta de la
interseccion entre la recta L y la per-
pendicular trazada, y luego ubicar el

Halle el vértice de la parabola con ecuacién 2y? — 12y + x + 20 = 0.

Figura 4. Pregunta 9 del cuestionario
Nota: Elaboracion propia de la investigacion.
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punto medio del segmento PI. Po-
dria ubicar otro punto que seria el
punto de intersecciéon Q que resulta
al trazar una recta paralela a la recta
L que pasa por el punto P y un arco
de circunferencia con centro en Py
radio PI. Finalmente, podria ubicar
otro punto que podria ser el punto
R, punto simétrico de Q respecto del
punto P (simetria respecto a un pun-
to) o punto simétrico de Q respec-
to a la recta perpendicular a L que
pasa por P (simetria respecto a una
recta). En este caso, ¢l docente daria
indicios de que conoce la definicion
de pardbola como lugar geométri-
co, realizando trazos que le permi-
ten obtener los tres puntos, usando
la condicion de equidistancia (KoT,
propiedades), simetria de un punto
respeto a otro punto o de un punto
respecto a una recta (KoT, propie-
dades, sistemas de representacion).
Respuesta 2: Un docente solo podria
ubicar un punto, el vértice, tal como
se explico en el parrafo anterior. En
este caso, el docente solo estaria
mostrando un caso particular, apor-
tando evidencias de no poseer co-
nocimiento sobre la pardbola como
lugar geométrico, o de no poseer des-
treza en la construccion geométrica
de puntos que cumplan las condicio-
nes impuestas.

Respuesta 3: Un docente podria
ubicar el vértice de la parabola,
tal como se explicé anteriormente.
Luego, podria ubicar un punto T
sobre la recta L, trazar el segmen-
to PT, la mediatriz relativa a PT y
una recta perpendicular a la recta L
que pase por el punto 7, y determi-
nar el punto de interseccion S entre
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la mediatriz relativa a PT y la recta
perpendicular a L que pasa por 7.
Finalmente, podria determinar un
punto mas por simetria, el punto U
simétrico a S respecto al eje focal
trazado inicialmente. En este caso,
el docente evidenciaria conocer la
construccion de la pardbola trazan-
do una recta perpendicular y una
mediatriz (KoT, propiedades, regis-
tros de representacion).

Para la pregunta c), se asumieron, a
priori, dos posibles respuestas:

. Respuesta 1: Un docente podria decir
que se pueden obtener infinitos pun-
tos, los cuales pertenecen a una para-
bola (KoT, definicion, sistema de re-
presentacion), podria llegar a afirmar
que puede existir una relacion funcio-
nal entre dos variables y discutir, si el
resultado es o no una funcion (KSM,
conexiones de complejizacion).

. Respuesta 2: Un docente podria decir
que solo se pueden trazar 3 puntos. En
este caso, lo habitual seria que el do-
cente solo identificase los tres puntos
mas faciles de ubicar (KoT, registros
de representacion).

Tras este proceso, se determind que
de la pregunta 1 podria obtenerse informa-
cion del KoT, especialmente en relacion con
la definicion, las propiedades y los registros
de representacion, como, potencialmente,
del conocimiento de la estructura matema-
tica. Pero, no se descart6 la posibilidad de
obtener informacién de otros subdominios
no esperables. Luego, se refind la redaccion
de algunas preguntas, y se dio por cerrada la
version final del cuestionario (ver Anexo 1).
Detallamos, a continuacion, una sintesis del
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proceso seguido para el disefio del cuestio-
nario (ver Figura 6).

REFLEXIONES FINALES
Y PROYECCION DE LA
INVESTIGACION

Este trabajo pretende aportar transpa-
rencia sobre el proceso de génesis metodo-
logica para desarrollar instrumentos de ob-
tencion de informacion en estudios sobre el
conocimiento del profesor, en nuestro caso,
en aquellos basados en el modelo MTSK, si
bien creemos que esta afirmacion es exten-
sible a la investigacion realizada desde cual-
quier perspectiva tedrica, donde los matices
del desarrollo de las herramientas metodo-
logicas tienden a estar opacadas por otros
aspectos de las investigaciones realizadas.

Respecto del proceso seguido para
desarrollar el cuestionario, en primer lugar,
creemos de fundamental importancia pro-
fundizar en el contenido matematico que se
trata de explorar, a fin de poder obtener el
mayor partido posible al cuestionario y sus
posibles respuestas. Esta profundizacion
debe contemplar tanto una sensibilizacion
hacia los conocimientos matematicos in-
volucrados en la investigacion, como hacia
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los procesos de ensefianza y aprendizaje re-
lacionados con estos mismos. En segundo
lugar, destacamos la relevancia de la trian-
gulacion en el proceso de disefio del cuestio-
nario, tanto por parte de los investigadores
que llevan a cabo la investigacion, de forma
que se pueda asegurar la intersubjetividad
(Bryman, 2001) de lo realizado; como por
parte de expertos externos en las diferentes
dimensiones que se abordan, ya sean los
constructos teoricos que se estan abordando
o en la ensefanza de estos.

En este momento, el cuestionario ya ha
sido implementado, y nos encontramos en el
analisis de sus resultados. Sin embargo, con-
sideramos que resulta interesante compartir
el proceso, de cara a poder ofrecer un pro-
tocolo de desarrollo de cuestionarios repli-
cable en otras investigaciones. En proximas
publicaciones ofreceremos los resultados de
la aplicacion del cuestionario, asi como, de
ser el caso, una descripcion de las modifica-
ciones que entendiéramos necesarias en el
cuestionario, derivadas de su aplicacion.
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Figura 6. Sintesis del proceso
Nota: Elaboracion propia de la investigacion.
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ANEXO 1: CUESTIONARIO

Reconociendo la parabola

Conteste las siguientes preguntas justificando sus respuestas. Para ello puede usar los instru-
mentos de dibujo que se le han proporcionado.

1. Dada una recta fija L y un punto fijo P.

1. Dada una recta fija L y un punto fijo P.

.P L

Responda lo siguiente y justifique sus respuestas.

a) (Es posible encontrar puntos que equidisten de L y de P? Explique.

b) Si larespuesta al item a) es afirmativa, trace por lo menos tres puntos que equidisten de
Ly de P. Puede hacer uso de regla y compas.

¢) (Cuantos puntos podemos encontrar que equidisten de L y de P?

2. El siguiente grafico muestra un cono de revolucion.

Identifique la curva que se obtiene al realizar un corte transversal paralelo a la generatriz del
cono mostrado.
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3. La figura que se muestra a continuacion es un rectangulo formado por dos cuadrados.
Trace, de ser posible, una parabola que pase por alguno de los vértices del rectangulo.
Justifique su respuesta.

4. Dada una parabola con eje focal la recta y = x y que pasa por el punto P (-2; 4), determine
un punto que pertenezca a dicha pardbola.

5. Cristina va a realizar una fiesta en el jardin de su casa y necesita ubi-
car 3 mesas con bocaditos de modo que estas queden ubicadas a la
misma distancia de una mesa central y de uno de los bordes de una
piscina rectangular. Determine la ubicacion de las 3 mesas tomando
en cuenta la ubicacion mostrada para la piscina y la mesa central.

Mesa
central

6. Una parabola se representa en el sistema de coordenadas cartesiano RS. En dicho sistema
se indica la orientacion del semieje positivo R y el semieje positivo S. Si la distancia del
vértice V al eje R y al eje S es 2 y 4 unidades, respectivamente, y la distancia del foco F al
eje RR y al eje S es 5 y 4 unidades, respectivamente; determine la ecuacion de la parabola.

EjeS

Elizabeth Advincula Clemente « Marisel Beteta Salas « José Carlos Ledn Rios « Isabel Torres Céspedes o 207
Miguel Montes

ID"BUN@RIDUIDIUNE)ISIAI <] » BIOUIIIIUN/ID DB BUN'SLISIAITMMM & « 1707 ‘Qun(-Lrenue( ‘607-06T 'dd T *,N ‘S¢ "[OA VIDNAIDINN


http://dx.doi.org/10.15359/ru.35-1.12
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.en

DOIL: http://dx.doi.org/10.15359/ru.35-1.12
E-ISSN: 2215-3470
CC: BY-NC-ND

7. Halle la ecuacion de la parabola con vértice en el punto (1; 1) y directriz x = 3.

8. Dada la ecuacion de la parabola x* — 8x — 10y — 4 = 0, transférmela a su forma ordinaria
y encuentre sus principales elementos.

9. Halle el vértice de la parabola con ecuacion 2y — 12y + x + 20 = 0.

10. Dadas las ecuaciones siguientes: (x —2)*=—4 (y + 3)
y-57=12(x-2)
(Cual de ellas corresponde a una funcién en las variables x e y? Justifique su respuesta.

11. Analice el valor de verdad de las siguientes proposiciones. Justifique sus respuestas.
a) Toda parabola representa a una funcion cuadratica.
b) Los puntos (-2; 0), (0; 4) y (2; 0) pertenecen a la grafica de una funcion cuadratica.

12. Explique la relacion que existe entre el discriminante de la ecuacion ax* + bx +c =0y el
namero de puntos de interseccion de la grafica de y = ax* + bx + ¢ con el eje X.

Elizabeth Advincula Clemente « Marisel Beteta Salas « José Carlos Ledn Rios « Isabel Torres Céspedes o 208
Miguel Montes

10" BUN@RIDUIDIUNE)SIAL ] ¢ BIDUIIDIUN/ID IR BUN'SBISIAIMMM ) » 1707 Qun(-A1enue( ‘607-061 ‘dd ‘T " N ‘S¢ TOA VIDONHTIDINN


http://dx.doi.org/10.15359/ru.35-1.12
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.en
mailto:revistauniciencia%40una.cr?subject=Uniciencia

DOIL: http://dx.doi.org/10.15359/ru.35-1.12
E-ISSN: 2215-3470
CC: BY-NC-ND

ANEXO 2: CATEGORIAS E INDICADORES SEGUN MTSK Y
PREGUNTAS ASOCIADAS A LA PARABOLA

Subdominio

Categoria

Indicador

N.° pregunta

KOT

KSM

KPM

Definiciones

Propiedades

Fenomenologia

Registros de
representacion

Procedimientos

Conexiones de
simplificacion

Conexiones
transversales

Jerarquizacion y
Planificaciéon como
forma de proceder
en la resolucion

de problemas
matematicos

Conocimiento de la parabola como un lugar
geométrico.

Conocimiento de la pardbola como la conica que
resulta de la interseccion entre un cono recto y un
plano paralelo a su generatriz.

Conocimiento de la propiedad de equidistancia en
una parabola y de la longitud del lado recto.
Conocimiento de las propiedades de simetria que
presenta una parabola respecto a su eje focal.
Conocimiento sobre la modelacion de una situ-
acion cotidiana usando la definicion de parabola
como lugar geométrico.

Conocimiento de la representacion grafica de una
parabola y su conversion a una representacion
algebraica.

Conocimiento de la determinacion de una repre-
sentacion algebraica para la parabola a partir del
reconocimiento de sus propiedades.
Conocimiento del procedimiento para determinar
la ecuacion ordinaria de una parabola a partir de su
ecuacion general, completando cuadrados.
Conocimiento de la relacion entre la ecuacion
ordinaria de una parabola y su ecuacion general,
completando cuadrados.

Conocimiento de la relacion entre la ecuacion de
una parabola y la regla de correspondencia de una
funcion cuadratica.

Conocimiento de la relacion entre pardbolas y
funciones cuadraticas.

Conocimiento de la relacion entre parabolas, fun-
ciones cuadraticas y ecuaciones cuadraticas.

Elaboracion y uso de diversas estrategias en la
resolucion de problemas con parabolas.

1

11

12

5,6
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