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Resumen

Algunos problemas de afijacion en el muestreo son considerados resueltos por técni-
cas de programacion matematica. La afijacién optima de tamanos de muestra en
Muestreo Aleatorio Estratificado (M.A.E.) son considerados problemas de progra-
macién dindamica. En el caso multivariado el problema de programacién convexa
es fundamental para la identificacion y los métodos para solucionarlos son indi-
cados. En este articulo, se presentan los problemas de estimacién de tamanos de
muestra en muestreo aleatorio estratificado univariado y multivariado, siguiendo
las ideas expuestas por Arthanari & Dodge (1981). Finalmente, se ilustra mediante
un ejemplo el método de morral.

Palabras clave: muestreo aleatorio estratificado, Knapsack, optimizacién, pro-
gramacion matematica.

Abstract

Some sampling allocation problems which can be solved by mathematical program-
ming techniques are considered. Optimal allocation of sample sizes in Stratified
Random Sampling (SI.), for example, can be regarded as a dynamic programming
problem. In the multivariate case, the underlying convex—programming problem is
stated and some solution methods are indicated. We have followed the illuminating
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ideas exposed in Arthanari & Dodge (1981). Finally, an example to illustrate the
so-called Knapsack method is presented.

Key words: mathematical programming, Knapsack, optimization, stratified ran-
dom sampling.

1. Introduccion

Tal como lo seniala Arthanari & Dodge (1981, pp.216) en macroeconomia y ma-
croeconomia se necesita establecer informacion a través de encuestas, enumeracion
de individuos, etc.

La teoria del muestreo ayuda a la seleccion de muestras de una poblaciéon segin
ciertos mecanismos probabilisticos. Lo mas simple es asignar igual probabilidad a
cada unidad de la poblacién en la muestra (Muestreo Aleatorio Simple, M.A.S.).
Se asocia con o sin reemplazo. Otra forma simple es asignar probabilidades dis-
tintas con base en algin otro criterio en una medida de tamano (Probabilidad
Proporcional al Tamano, P.P.T.).

Dentro del diseno de muestreo se consideran diversas maneras de seleccionar uni-
dades y de calcular los tamanos de las muestras.

El problema de derivar informacién estadistica sobre una caracteristica de una
poblacién a partir de una muestra de datos puede formularse como un problema
de optimizacién.

Problema 1.

min Costo de Encuesta.

s. a. La pérdida de precision quede dentro de ciertos limites.

Esta funcién objetivo depende del tamano de la muestra, tamano de las unidades
de muestreo, el plan de muestreo y lo que busca la encuesta. Alternativamente se
puede tomar el problema 1 de la siguiente manera:

min La perdida de precision.

s. a. Fl costo se acomode a un presupuesto.

Para nuestro trabajo estamos interesados en el problema concreto de afijacion
6ptima de tamanos de muestra en M.A.E, ilustraremos el uso de la programacién
matematica para escoger el tamano de muestra en diferentes situaciones.

2. Afijacion 6ptima para el M.A.E. univariado

Se daran algunos conceptos y definiciones basicas del M.A.E., se recomienda la
lectura de un libro cldsico como Cochran (1977).
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Sea U = {U;,Us, ..., Uy} una poblacién particionada en subpoblaciones o estra-
tos. Las caracteristicas de la poblacién se infieren a partir de las muestras de cada
uno de los estratos, explotando la ganancia de precisién de las estimaciones.

Sea N; el numero de unidades del estrato i-ésimo y ZZ-L:l N; = N, donde L es el
numero de estratos, IV es el niimero de unidades en la poblacién, mientras que n;
el tamano de la muestra del i-ésimo estrato. Se asume que las muestras se toman
independientemente en cada estrato.

El problema de afijaciéon éptima es determinar los n;, el objetivo en este problema
es minimizar la varianza de la estimacién de la caracteristica de la poblacién bajo
estudio (ganancia de precisién), la restriccién es el nimero de muestras tomadas
(presupuesto disponible), esto con el fin de minimizar el costo total del muestreo
para la precisién deseada.

Considérese la estimacién insesgada de la media poblacional Y, donde Y es la
caracteristica bajo estudio. Sea 7; la estimacién insesgada de la media Y; (en el
estrato -ésimo), esto es,
L
_ 1
Yi= — Yih-
%
h=1

Sea ¥y, dada por

1 L
Ygr = N Zlez
=1

el cual es una estimacién insesgada de la media poblacional Y.

La precisién de esta estimacion estd medida por la varianza de la estimacion mues-
tral. Asi consideremos V (7,;) definida como

L
_ 1 _
i=1

donde N
1 & (1 1
V@) = 5o 2 =T (- )
1 h:l 1 1

Ya definidos los conceptos anteriores, determinemos el problema de escoger n;
(i=1,...,L), tal que Zle n; =n,yla V(7,,) es minima. Esto es

Problema 2.

L
min  V(y,) = ZWiszxi (Funcion Objetivo)

i=1
L
s. a. an =n  (Funcién Lineal) (R1)
i=1
1<n;<N;,n; €Z" (i=1...,L) (R2)

donde W; = N;/N, §2 = YN (yin — ?if J/(N; —1) y & = 1/n; — 1/N;.
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Sea a; = W2S2 (i=1,...,L), entonces la funcién objetivo se puede escribir de la
siguiente manera

L L L 1 1 a a
WizSizxi = a;T; = Q; | — — — = —_— = -—
i=1 i=1 i=1
L . . o
Puesto que ), a;/N; es constante, entonces es suficiente considerar minimizar
L o
> i1 ai/n;. Reescribiendo el problema 2 tenemos:
L

min E Yi_gz (Funcion Objetivo)
: n;
=1

L

s.a. an =n (R1)
i=1
1<n;<Njyn €Z" (i=1...,L). (R2)

Notamos que la funcién objetivo es no lineal, ademés si olvidamos (R2) podemos
usar Multiplicadores de Lagrange para encontrar n; de cada muestra. Recordemos
que minimizar V(g,,,) es equivalente a minimizar:

L
* s.a. g(ni,...,np) :Zni—nzo.
i—1

S

f(nl,...,nL) :Z

i=1

S

Hallando Vf y Vg tenemos:

2
ny ng

Nétese que Vg # 0. Por la condicién de Lagrange V f —AVg = 0, bajo la restriccién
g(ny,...,np) =0, es decir:

L

a:

——=A=0 (i=1,...,L) s.a Y ni=n

@ i=1

Considerando A negativo y solucionando las ecuaciones tenemos:
a . S Vai

ni=4/— (=1,...,L) s.a. n==""—"—.

A VA

Despejando de la restriccion se tiene:
L
VA= iz
n

Por tanto
VE _ @
\/X Zi:l \/ Ak
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Nota. Se pueden presentar los siguientes problemas:

= n; > N;, entonces, aqui se tendria que redistribuir, ya que se presenta un
sobremuestreo.

= n ¢ 77, entonces, se redondea.

= n; < 1, entonces, tendriamos que tomar como minimo una unidad en cada
estrato.

2.1. Interpretacién grafica

Se ha notado que la funcién objetivo Z es convexa si a; > 0, para todo ¢. Nuestro
interés es minimizar una funcién estrictamente convexa sobre una region convexa,
creada por una ecuacién lineal y 2L restricciones acotadas arriba y abajo. Cuando
L = 2 la region factible y la regiéon objetivo pueden ser observadas en la figura 1.

Ty

Figura 1: Region factible y funcion objetivo cuando N1 y No son ambos mds grandes
que n.
Fuente: (Arthanari & Dodge 1981)

La situacién que se observa en la figura 1 es ideal, por un lado tanto Ny y No son
mas grandes que n y ademds el éptimo es el punto de tangencia de la recta con la
familia de hipérbolas y se encuentra dentro de la region factible.

La situacién que se observa en la figura 2 no es ideal, puesto que el éptimo se
encuentra fuera de la region factible, por lo cual el tamano de muestra nj > Nj.
Un problema de sobremuestreo.

Comunicaciones en Estadistica, junio 2010, Vol. 3, No. 1



12 Alfonso Sanchez, Leonardo Solanilla, Jairo Clavijo & Alex Zambrano

n

Figura 2: Region factible y funcion objetivo cuando unicamente No es mas grande
que n.
Fuente: (Arthanari & Dodge 1981)

Tenemos una funcién objetivo no lineal Z y una restricciéon de igualdad lineal
ny+---+np=n
y restricciones acotadas arriba y abajo sobre n;,
1<n; <N; (i=1,...,L) n;,€Z"

Un método de programacién lineal que resuelve este problema es el método Knap-
sack que se describird en la siguiente seccion.

2.2. Método de iteracion Knapsack

El método knapsack (que podriamos traducir como método del morral) es un
método iterativo de programacién matematica entera, el cual puede ser usado para
resolver una funcién objetivo no lineal con restricciones lineales como se presenta
en el problema 2.

Se define f(k,r), donde k maneja el estrato, 1 < k < L, r maneja el tamano de la
muestra en el estrato, 0 <r < N;, r € ZT U {0}, tal que

. ko a
min o,

s.a Ef:1ni=7"niez+,léniSNi (i=1,...,k)

f(k,?“) =

Se describe a continuacién este método encontrando sucesivamente f(k,r) para
cada estrato
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Paso 1:
min ﬁ}
f(l,'f') = {nl
s.a n1:T,1§n1SN1
solucién:
@ 1 <r<N
fmy=¢r ==
o r<léor>DN;
Paso 2:

min ﬂ—i—“—?}
f(2,r) = {"1 n2
s.a nitny=r,1<n; <Nj,n; €ZF,i=1,2

si fijamos ng, la funcién anterior se reduce a:

) =22 g {2

ng s.a ni=r—no, 1<n <Ny, €Z7F

a
=24 f(1,r —no)
n2

pero como ns no es fijo

f(2,7r) = min {Zz —&-f(l,r—m)}

na=1,...,n

Paso 3:

pan = (P AR
s.a ni+na+ny=r,1<n; <N;,n; €27,i=1,2,3

si fijamos ng, la funcion anterior se reduce a:
{ a1 4 ay
=ty i )
K

n3 s.a ni+nyg=r—mn3, 1<ny <Ni,1<ny <Ny ni,ngeZ®

a
=i+f(2,r—n3)
ns

pero como ng no es fijo
F3.r) = min {" (- n3>}
| -

nzy=1,....,n
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Etc. Si conocemos f(k,r) entonces:

potn = min {5 -

ngr1=1,...,n N1

Paso final (L-ésima): Ubicando el valor minimo de f(L, ), esa posicién nos da
nr. Del anterior (L-1)-ésimo el valor f(L — 1,n — ny) nos da el ny_;. El
(L-2)-ésimo f(L—2,n—n;—nr_1) nos da el ny,_o. Asf hasta que finalmente
encontramos el 6ptimo para n;.

2.3. Ejemplo

La siguiente tabla tomada de Cochran (1977), muestra el nimero de habitantes
(miles) de 64 grandes ciudades en los E.U. en el afio 1930. Las ciudades estén
agrupadas en tres estratos. Supongamos que se desea tomar un total de 24 muestras
entre los tres estratos.

Tabla 1: Numeros de habitantes (en miles), para el ano 1930, en 64 grandes ciu-
dades de los E.U (por estrato)

1 2 3

90.0 57.8 36.4 30.8 253 19.5 139 14.0 16.3
82.2  48.7 317 272 232 183 170 119 11.6
781  44.2 32.8 284 26.0 16.3 150 13.0 12.2
80.5 45.1 30.2 255 29.2 201 143 12.7 134
67.0 45.9 28.8 27.0 14.7  11.3 10.0
123.8  46.4 29.1 214 16.4 11.5 10.7
57.3  40.0 25.3  26.0 14.3 123 114
63.4  36.6 29.1  20.9 16.9 154 11.1

2.3.1. Método de multiplicadores de Lagrange

Calculamos los n; mediante el método de Lagrange (tabla 2).

Tabla 2: Calculos de los n; mediante el método de Lagrange

BEstratoi N; YV; Y S? Wi a; n;
1 16 1007.0 62.94 53843 0.25 33.65 17.05
2 20 5543  27.71 1424 031 139  3.47
3 28 3955 14.13  7.33 044 140  3.48
Total 64

Las soluciones redondeadas son 17, 3, 4 (tabla 2). Hay un problema de sobre
muestreo.
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2.3.2. Aplicacion del método Knapsack

Primero se calculan los f(1,r), para r = n; factibles. Luego calculamos f(2,7) y
f(3,7) (Tabla 3).

Tabla 3: f(k,r) para k=1,2,3 yr=1,...,24
r f(L T) ni f(27 T) n2 f(3’ ’I”) n3
1 33.65 1
2 16.83 2 35.04 1
3 11.22 3 18.22 1 36.44 1
4 8.41 4 12.61 1 19.62 1
5 6.73 5 9.80 1 14.01 1
6 5.61 6 8.12 1 11.21 1
7 4.81 7 7.00 1 9.52 1
8 4.21 8 6.20 8.40 1
9 3.74 9 5.50 2 7.60 1
10 3.37 10 4.90 2 6.90 2
11 3.06 11 4.43 2 6.20 2
12 2.80 12 4.06 2 5.60 2
13 2.59 13 3.75 2 5H.14 2
14 2.40 14 3.50 2 4.76 2
15 2.24 15 3.27 3 4.46 2
16 2.10 16 3.05 3 4.20 2
17 2.87 3 3.97 3
18 571 3 374 3
19 2.57 3 3.52 3
20 2.45 4 3.33 3
21 2.38 5 3.17 3
22 2.33 6 3.03 3
23 2.30 7 2.92 3
24 2.28 8 2.80 4

Encontramos que f(3,24) = 2.814977 para n3 =4, con r =24 —4 =20y k = 2
tenemos un f(2,20) = 2.467863 para un ny = 4, finalmente con r = 20 — 4 = 16
y k=1 tenemos f(1,16) = 2.109619 para un n; = 16. Por lo tanto, la asignacién
optima de los tamanos de muestra es de 16, 4, 4.

Comparando la solucién obtenida estimamos la varianza de algunos métodos (Ta-
bla 4).

Tabla 4: Comparacion de varianzas

Asignacién (n1,m2,n3)  V(Jesy)
Método Knapsack (16,4,4) 0.5841
Asignacién mediante Lagrange (17,3,4) 0.5627
M.A.S. (8,8,8) 2.3410
Proporcional (6,8,10) 3.7127

La afijaciéon que mejor minimiza la varianza es el método de los multiplicadores de
Lagrange, pero incurrimos en sobremuestreo, mientras que el método de Knapsack
no incurre en este problema y ademds minimiza muy bien la varianza (Tabla 4).

2.4. Asignacién 6ptima con restriccion de presupuesto

Supongamos que el costo por muestra difiere por los diferentes estratos. Sea ¢; el
costo de una muestra en el i-ésimo estrato. Sea C' el presupuesto total disponible.
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Podemos definir el siguiente problema de asignacion éptima para el presupuesto
como:

i=1
L

S. a. Zcmi:C
i=1

Una solucién similar por el método Knapsack a este problema puede ser dada por

. ko oay
Flhve) = {mm i1 i

s.a Y.eni<c,1<n; <Nyyn, €Zt (i=1,...,k)

la cual tiene la siguiente férmula recursiva

nr=1,....,n

flk,¢) = min {%Jrf(kl,ccknk)}.
ng

Para todo ¢ factible implica que Zle ¢; < ¢ < C. El método encontrard este
optimo n; exactamente como el ejemplo anterior.

Problema 3. Similarmente se puede plantear minimizando el costo manteniendo
la pérdida de precision dentro de “ciertos” limites, es decir:

L
min E Ciny — C

‘@
IA

=1
L

[
=1

i
S. a. E

%
i

3

— s
IN

niSNi,nieZ”' (Zzl,L)

Hasta ahora se ha considerado una caracteristica en estudio. Pero si el muestreo
es multivariado, se deseard estudiar varias caracteristicas, para el problema de la
afijacion éptima no es tan simple dar una aproximacién. En la siguiente seccién
consideraremos minimizar el costo total para lograr prescribir la precision de la
estimacién de varias caracteristicas de la poblacion.

3. Asignacién 6ptima para el M.A.E. multivariado

Kohan & Khan (1967) han estudiando el problema de asignacién 6ptima para el
M.A.E. multivariado, de ello podemos describir lo siguiente. Suponemos p carac-
teristicas en estudio. Sea Y} la j-ésima caracteristica estudiada. Sea L ntimeros de
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estratos y N; unidades en el i-ésimo estrato, donde ZiLzl N; = N. Sea n; niimero
de muestras elegidas en el i-ésimo estrato (i = 1,..., L), las muestras aleatorias
en los L estratos es independiente. Sea ¥, la estimacion insesgada de Y;;, dada

por
1

Yij = — Zyijh
[

donde y;jp, es el valor observado de Yj en el i-ésimo estrato para la h-ésima unidad
muestral. Un estimador insesgado de la media poblacional Y; viene dado por

L
_ 1 _ .
yjst:NZNiyij, para j =1,...,p.
i=1

Teniendo esto, consideremos el problema de la afijaciéon éptima. La precision de
la estimaciéon es medida por la varianza estimada de la caracteristica poblacional,
para cada caracteristica. Esto es

L
Vi =V(¥ju) = Zaiﬂi,
i=1

donde a;; = W7S%, Wi = N;/N, S}, = S Wign — Y/ (Ny = 1) y 2 =

Sea C; el costo del muestreo de las p caracteristicas en el i-ésimo estrato, donde el

costo total seria: ;
i=1

Asumamos a;5, C; >0(i=1,...,L, j=1,...,p). El problema de afijacién puede
plantearse como:

Problema 4.

L
min ZCmi = K (Funcion Objetivo Lineal)
i=1

L
s. a. Z aijr; <vj (j=1,...,p) (Restriccion No Lineal)
i=1

1
0<wmislog (=11

1<n;<N;,n; €%

donde v; es el error permitido en la j-ésima caracteristica, es decir el limite supe-
rior del intervalo de confianza para V.

El problema anterior es un problema de programacion lineal entera pero con res-
triccién no lineal. Introduciendo una nueva variable X; = 1/n,, i = 1,..., L para
reescribir el problema 4 se puede reducir a la solucién del siguiente problema.
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Problema 5.

min Z — = K(X) (Funcion Objetivo No Lineal)

i=1 """

L
s. a. Zaini <b;, (J=1,...,p) (Restriccion Lineal)
i=1

1
N SXEL (=10

donde X = (X1,...,X1),b; =v; + S aij/N; (G =1,...,p).

La funcién objetivo es estrictamente convexa puesto que C;/X; es estrictamente
convexo para C; > 0. Las restricciones del problema 5 proporcionan una regiéon
factible convexa acotada, formada por inecuaciones lineales. La regién no es vacia
si (1/Ny,...,1/Ng) es factible. Asi, un éptimo X = (X7,..., X}) existe. La con-
vexidad estricta implica también la unicidad de la solucién éptima. La solucién al
problema de optimizacién ocurre en la frontera de este convexo.

El problema 5 es un problema de programacién convexa como el descrito en la
seccién 2. Para desarrollar las condiciones necesarias y suficientes es necesario
un X optimal. Entre algunos métodos para solucionar el problema 5 tenemos:
el método simplex, método de la direccién factible, método de la proyeccion del
gradiente, método del corte del plano, método de linealizacién, entre otros (Bazaraa
& Shatty 1979, Collatz & Wetterling 1975, Rustagi 1994).

Las soluciones mencionadas anteriormente al problema 5 son soluciones factibles
que deben ser redondeadas. Un método que encuentra soluciones sin redondear se
conoce como «branch bound», el cual se considera como una extensién al método
Knapsack en forma univariada.

3.1. Interpretacion grafica

Consideremos a L = 2 (nimero de estratos). La funcién objetivo viene dada por

01 CQ - ClXQ +02X1
X1 Xy X1 X5

Esta se puede reescribir de la siguiente manera

C C cC
Xi— =) (X — =2 ) = 2222,
K K K2
lo que nos muestra una hipérbola rectangular centrada en (C1/K, Cy/K). Cuando
K varia, el centro siempre estara sobre la recta

Xy O

%o
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el vértice de la rama positiva de la hipérbola rectangular ((Cy ++/C1C2)/K, (Cy+
VC1C3)/K), estaré sobre la recta

X G+ VOiG
X1 O +/CiCy

Las restricciones del problema 5 con los signos de igualdad representan las p lineas
rectas sobre el plano de dos dimensiones. Las cantidades a;; y v; son todas can-
tidades positivas, las pendientes de estas rectas son negativas y todas ellas estan
dadas en el primer cuadrante del plano X; X5 (ver Figura 3).

X o
14
1

11

Na

e

Figura 3: Funcion objetivo y region factible.
Fuente: (Arthanari & Dodge 1981)

Para obtener la asignacion 6ptima debemos encontrar la hipérbola regular para
algiin valor K, tal que toque el limite de la regién factible (ver Figura 3). En
general, cuando tenemos L estratos tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.1. El punto de contacto del hiperplano

L
ZaiXi =b (ai7b > 0),

i=1
con la funcidn objetivo K = Zle C;/X; es dada por X = (X4,...,Xy), donde

b\/ Cl a;
a; 371 \/Cja;

i =

(i=1,...,L)
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Demostracion. Consideremos L estratos y sea X; = 1/n; (i = 1,..., L). La funcién
objetivo dada por

L
C.

Las ecuaciones de los hiperplanos correspondientes a los contrastes lineales, des-
criben la funcién de restricciéon dada por

L
g(Xla"'aXL) = ZCL’LX’L =b
1=1

Mediante el método de Lagrange tenemos la condiciéon VK — AVg = 0 para g = 0.

Es decir,
<§12,,§%> —XMay,...,ar) =0,
tomando la i-ésima componente tenemos,
)C;Q +Xa;=0 (i=1,...,L)
despejando X; tenemos
Ci
Xi = Aa;’

reemplazando X; en la funcién de restriccién y tomando A\ negativo tenemos,
L
VA = iz Ve
= ; ;

’

asi,

- b\/ Ciai
a; 37y \/Cja;

Introduciendo el subindice j para las diferentes caracteristicas, tenemos el corres-
pondiente resultado para el j-ésimo hiperplano.

X;

Nota. Lo primero que se intenta:

= Encontrar los puntos de contacto de K con los p-hiperplanos.
= Escoger el punto de contacto que arroja el valor minimo K.
= Verificar que X que minimiza K es factible.

» n; = 5, redondear se es necesario.
k2

Este método no es factible cuando hay muchas caracteristicas y muchos estratos
(lo cual en la realidad muy pocas veces ocurre).
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3.2. Algoritmo Mejorado

Describiremos a continuacién un algoritmo eficiente para determinar la afijacion
O6ptima en un M.A.E. multivariado.

Paso 0: descarte del conjunto de restricciones del problema 5 los contrastes que no
son obligatorios, es decir, elimine los hiperplanos que introducen restricciones
redundantes (Ver Figura 4). Esto implica encontrar los j para cada vector
(bj/aij,...,bj/ar;) de los interceptos del j-ésimo hiperplano sobre los ejes
que estrictamente dominan el vector correspondiente de cualquier otro j.
Asuma que Iy = {j | 7 = 1,...,q} es el conjunto de los ¢ subindices de las
restricciones no redundantes.

H, Hy

H,

Figura 4: Region factible con Hs como restriccion redundante.

Paso 1: compute X; = (X1,,...,X1;) para cada caracteristica j € I, usando el

teorema 3.1, esto es,
bj\/Ciaij
Xij =

. .
ij Y i1 v/ Cjaij

Paso 2: encuentre j* tal que Zle 1/X;;+ sea el méximo de los j € I;.

Una forma alternativa para trabajar los pasos 2 y 3 se puede realizar construyendo
la tabla 5.
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Tabla 5: Pasos 2 y 3 del algoritmo para determinar la afijacién éptima en un M.A.E.
multivariado

i X; =Xy, XLj) Totalmj:ZL 1

i=1 X
1 X1 :(X117"~7XL1) Total mi
g X4=(Xug,...,X1q) Total myg

Si X ;- es factible, entonces redondear la solucién. Si X ;- tiene una componente
que no es factible, entonces fijar

1
Xy = {N 61 1: tenga el problema

se elimina el estrato y se repiten los pasos con los restantes.

4. Conclusiones

= Los métodos de Programacién Matematica, en particular la Programacién
Convexa, la cual visualiza problemas de afijaciéon éptima de muestra, en
muestreo aleatorio estratificado, permitiendo obtener resultados satisfacto-
rios.

= Kl método de los multiplicadores de LaGrange, en un ejemplo particular
presenta problemas de sobremuestreo, el cual puede ser evitado al replantear
el problema, con un algoritmo de Programacién Entera, conocido en la lite-
ratura como el problema de la mochila o el morral.

= El muestreo estratificado con multiples caracteristicas o multivariados gene-
raliza el método particular de la obtencién de muestras en el caso univariado,
por lo cual la Programacion Convexa es util en las dos situaciones.
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