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Resumen. En este artículo presentamos una fórmula explícita para la función
µG(r, s) = mı́n |A · B|, donde A y B son subconjuntos de un p-grupo finito
G con |A| = r, |B| = s y 1 ≤ r, s ≤ |G|.
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Small Sumsets in Finite p-groups

Abstract. In this paper we present an explicit formula for the function
µG(r, s) = min |A ·B|, where A and B are subsets of a finite p-group G with
|A| = r, |B| = s and 1 ≤ r, s ≤ |G|.
Keywords: Sumset, p-group, additive number theory.

1. Introducción

Sea (G, ·) un grupo finito. El conjunto suma (o conjunto producto) de dos subconjuntos

no vacíos A y B de G, denotado con A · B, esta dado por

A ·B = {a · b : a ∈ A y b ∈ B}.

Un problema de interés en Teoría Aditiva de Números, denominado el problema de los

conjuntos suma pequeños, es determinar una fórmula explícita que permita calcular el

mínimo de los cardinales |A · B|, donde A y B son subconjuntos de grupo G tales que

|A| = r y |B| = s, es decir, se desea hallar una fórmula que permita calcular los valores

de la función

µG : [1, |G|]× [1, |G|] �−→ N

definida por

µG(r, s) = mı́n {|A · B| : A,B ⊆ G, |A| = r y |B| = s} .
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Este problema en general no es fácil, pero Eliahou y Kervaire en [4] probaron que si G

es un grupo abeliano finito, se satisface la igualdad

µG(r, s) = κG(r, s) = mı́n
h∈H(G)

{(⌈ r
h

⌉
+

⌈ s
h

⌉
− 1

)
h
}
, (1)

donde H(G) denota en conjunto de órdenes de subgrupos de G. En el caso de que G es un

grupo finito no abeliano, se desconoce una fórmula explícita para µG(r, s), pero existen

grupos no abelianos para los cuales la igualdad (1) se cumple. Por ejemplo, Kemperman

en [6] demuestra que µG(r, s) = κG(r, s) cuando G es un grupo libre de torsion; Eliahou

y Kervaire en [5] probaron que esta ecuación también se tiene para grupos diédricos de

orden 2pn con p primo, y Benavides, Castillo y Mutis en [1] obtienen la misma expresión

para grupos hamiltonianos de la forma Q × (Z/2Z)k × G, donde G es cíclico de orden

impar. Sin embargo, la igualdad (1) no se puede generalizar para todo grupo finito no

abeliano, pues en el producto semidirecto G = C13×C3, donde Ci denota el grupo cíclico

de orden i, se tiene la desigualdad κG(6, 6) < µG(6, 6) (ver [2]).

El objetivo de este artículo es ampliar la clase de grupos finitos no abelianos para los

cuales se cumple µG(r, s) = κG(r, s). En particular, se demuestra que esta igualdad se

satisface en todo p-grupo finito.

2. La función µG en p-grupos finitos

En esta sección se demuestra que la fórmula obtenida para la función µG, cuando G es

un grupo abeliano finito, también se cumple para el caso en que G es un p-grupo finito.

En verdad, se demuestra el siguiente teorema:

Teorema 2.1. Sea p un número primo y sea G un p-grupo finito. Si r, s son dos enteros

tales que 1 ≤ r, s ≤ |G|, entonces µG(r, s) = κG(r, s).

Demostración. Dado que G es un p-grupo finito, existe un entero positivo n tal que

|G| = pn. Así, el conjunto H(G) de órdenes de subgrupos normales de G está dado por

H(G) = {1, p, p2, . . . , pn}. Sea px ∈ H(G) tal que

κG(r, s) =

(⌈
r

px

⌉

+

⌈
s

px

⌉

− 1

)

px.

Como todo p-grupo finito es soluble, entonces por Lema 2,2 de [5] se tiene

µG(r, s) ≤
(⌈

r

px

⌉

+

⌈
s

px

⌉

− 1

)

px = κG(r, s).

La desigualdad µG(r, s) ≥ κG(r, s) se probará por inducción sobre el orden del p- grupo

G. Para n = 1 se tiene |G| = p, luego G ∼= Zp, donde Zp denota el grupo de congruencias

módulo p; así G es cíclico, y por lo tanto µG(r, s) = κG(r, s).
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Supóngase que el teorema es válido para p-grupos de orden pn, con n > 1. Sean G un

p- grupo de orden pn+1 y T un subgrupo normal de G de orden pn. Entonces T es de

índice p y existe c ∈ G\T tal que G se puede expresar como la unión de p clases laterales

derechas disjuntas, así:

G = T ∪ Tc ∪ Tc2 ∪ · · · ∪ Tcp−1. (2)

Sean r, s enteros positivos con r, s ≤ pn+1, y sean A,B dos subconjuntos de G tales que

A y B realizan µG(r, s). Por la igualdad (2), T contiene subconjuntos A0, A1, . . . , Ap−1

de cardinales r0, r1, . . . , rp−1, respectivamente, y subconjuntos B0, B1, . . . , Bp−1 de car-

dinales s0, s1, . . . , sp−1, respectivamente, tales que

A = A0 ∪A1c ∪A2c
2 ∪ · · · ∪Ap−1c

p−1 =

p−1⋃

i=0

Aic
i, (3)

B = B0 ∪B1c ∪B2c
2 ∪ · · · ∪Bp−1c

p−1 =

p−1⋃

j=0

Bjc
j . (4)

Para cada 0 ≤ l ≤ p− 1, definamos

Fl = {(i, j) : 0 ≤ i, j ≤ p− 1 y i+ j ∼= l mód p}

y

Hl =
⋃

(i,j)∈Fl

(Aic
i)(Bjc

j).

Entonces,

|AB| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

(
p−1⋃

i=0

Aic
i

)


p−1⋃

j=0

Bjc
j





∣
∣
∣
∣
∣
∣
=

p−1⋃

l=0

|Hl|,

y dado que µG(r, s) = |AB|, se tiene

µG(r, s) ≥
p−1∑

l=0

(
máx {|AiBj | : (i, j) ∈ Fl}

)

≥
p−1∑

l=0

(
máx {µT (ri, sj) : (i, j) ∈ Fl}

)
.

La hipótesis inductiva aplicada al p-grupo T implica que

µG(r, s) ≥
p−1∑

l=0

(
máx {κT (ri, sj) : (i, j) ∈ Fl}

)
. (5)
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Ahora bien, el conjunto N0 de los enteros no negativos tiene estructura de espacio vectorial

sobre el campo finito Fp, donde la suma de vectores es la suma p- ádica. Sean V el subespa-

cio de N0 generado por el conjunto {1, p, p2, . . . , pn−1}, es decir, V = {0, 1, 2, . . . , pn− 1},
e It el segmento inicial de longitud t de V . Por el Teorema 2.1 y la Proposición 3.1 de [3]

se sigue que

µV(u, v) = |Iu ⊕p Iv| siempre que 1 ≤ u, v ≤ |V|.

Además de la definición de segmento inicial y de la Proposición 3.1 de [3], se obtiene
{

Iu ⊕p Iv = IµV (u,v) siempre que 1 ≤ u, v ≤ |V|,
Iu ∪ Iv = Imáx{u,v} para todo par de enteros no negativos u y v.

(6)

Sea M el grupo abeliano de orden pn+1 definido por M = V × Zp. Entonces el conjunto

H(M) de los órdenes de subgrupos de M coincide con el conjunto H(G) de los órdenes

de subgrupos de G, así que

µM (r, s) = κM (r, s) = κG(r, s). (7)

Ahora bien, viendo al grupo V como un subgrupo de M y tomando b = (0, 1) ∈ M , se

sigue que

M = V ∪ (V + b) ∪ · · · ∪ (V + (p− 1)b).

Para 0 ≤ i, j ≤ p − 1, sean Iri e Isj los segmentos iniciales de V de longitudes ri y sj ,

respectivamente, y considérense los conjuntos

E = Ir0 ∪ (Ir1 + b) ∪ (Ir2 + 2b) ∪ · · · ∪ (Iip−1 + (p− 1)b) =

p−1⋃

i=0

(Iri + ib),

D = Is0 ∪ (Is1 + b) ∪ (Is2 + 2b) ∪ · · · ∪ (Isp−1 + (p− 1)b) =

p−1⋃

j=0

(Isj + jb);

entonces |E| = r y |D| = s. Para 0 ≤ l ≤ p− 1, sea

Wl =
⋃

(i,j)∈Fl

(Iri ⊕p Isj ).

Realizando algunos cálculos, se puede observar que

E +D = W0 ∪ (W1 + b) ∪ (W2 + 2b) ∪ · · · ∪ (Wp−1 + (p− 1)b).

Aplicando la igualdad (7) se sigue que

p−1∑

l=0

|Wl| = |E +D| ≥ µM (r, s) = κM (r, s) = κG(r, s). (8)
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Utilizando las igualdades (6) se tiene

p−1∑

l=0

|Wl| =
p−1∑

l=0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

⋃

(i,j)∈Fl

IµV (ri,sj)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
=

p−1∑

l=0

(
máx

{
µV(ri, sj) : (i, j) ∈ Fl

})
,

pero V es un grupo abeliano; entonces,

p−1∑

l=0

|Wl| =
p−1∑

l=0

(
máx

{
κV(ri, sj) : (i, j) ∈ Fl

})
;

además, V y T son p-grupos del mismo orden, así que κV(ri, sj) = κT (ri, sj) para toda

(i, j) ∈ Fl y toda 0 ≤ l ≤ p− 1; entonces,

p−1∑

l=0

|Wl| =
p−1∑

l=0

(
máx

{
κT (ri, sj) : (i, j) ∈ Fl

})
. (9)

De la igualdad (9) y las desigualdades (5) y (8) se concluye finalmente que

µG(r, s) ≥
p−1∑

l=0

|Wl| ≥ κG(r, s). ����
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