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0. Entre las diversas actividades cientificas que a lo largo de su vida
ejercitd Rey Pastor destaca evidentemente la de matematico. Dentro de la
obra matemadtica, me parece que sobresale la que dedica al Andlisis Mate-
matico, aunque sus trabajos de Geometria en la segunda década del siglo son
ciertamente originales, profundos y extensos. Rey Pastor gané dos oposicio-
nes a catedras de Andlisis Matematico, para Oviedo y para Madrid; ejercié
toda su vida (exceptuando un periodo de excedencia) como catedratico de
Andlisis Matematico en la Universidad de Madrid. En sus afos en Alemania
se dedicé a la Geometria y también al estudio de las funciones analiticas y
de la sumacién de series. Publica estupendos textos de Andlisis de una
influencia incalculable. Y sobre todo, a partir de su entrada en la Academia
en 1920 se dedica, dentro de las matematicas, casi exclusivamente al Analisis
especialmente en los temas de convergencia y sumacién, y de la teoria de
funciones analiticas.

En esta conferencia tengo que limitarme necesariamente a una corta
seleccidn, casi s6lo una muestra, de la extensisima obra de Rey Pastor en
Andlisis Matematico. Expondré su trabajo de 1915, o sea un trabajo de su
juventud, sobre la resolucién del problema de Dirichlet (1). Luego me ocu-
paré de sus trabajos sobre convergencia y sumacion: dos trabajos anteriores
a 1930 (2.1), la gran memoria de 1931 (2.2) y su importante teorema publi-
cado también en 1931 (elaborado después de la citada memoria) en los Ren-
diconti del C.M. di Palermo (2.3). Luego mencionaré algiin otro articulo y

(*) Estas pdginas quieren ser una exposicién sucinta de las ideas que con alguna mayor exten-
si6én expuse en la conferencia.
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trataré de su trabajo sobre singularidades de funciones analiticas de 1933 en
la Rev. Mat. Hisp. - Amer. (3). Finalmente una conclusién (4).

1. Rey Pastor participa en el Congreso de la Asociacién Espaiiola para
el Progreso de las Ciencias, que tuvo lugar en Valladolid en 1915, con una
comunicacion: Resolucion elemental del problema de Dirichlet para el circu-
lo.

El problema es, pues, el de hallar una funcién arménica u en el interior
D de un circulo dado de radio R y que toma valores U también dados sobre
la circunferencia D del contorno. O sea hallar u tal que

{Au =0 en D
) u="U en oD.

El autor demuestra en primer lugar la férmula de C.F. Gauss (1977-
1855) o teorema del valor medio,

1 2n
Uy = 27 0 U(g)dg,

siendo u, el valor de u en el centro del circulo, por consideraciones elemen-
tales.

A continuacion calcula el valor u(C) de u en un punto cualquiera del
circulo, reduciéndolo a la férmula de Gauss, fiediante una simple transfor-
macién definida por una funcién lineal de la variable compleja, que trans-
forma el circulo en otro, el punto C en el centro del nuevo circulo y U en
U’. Obtiene asi muy ficilmente la férmula de H.A. Schwarz (1843-1921):

' 1 27
u(C) = 2_”j0 uU’(e) . dX(e),

donde X es un dngulo que se define elementalmente teniendo en cuenta que
la citada transformacién es conforme.

De nuevo por consideraciones geométricas sintéticas elementales, cal-
cula dX en coordenadas polares y obten la férmula de S.D. Poisoon (1781-
1840):

u(r,g) = 1_ o R%-r? ude *)
’ 2n 0 R%+1%-2Rr cos (8-2)

A partir de estos resultados, que demuestran la unicidad, no ofrece difi-
cultad demostrar también la existencia mediante comprobacién directa de
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(*). El autor termina el articulo con unas consideraciones sobre el cilculo
numérico de las soluciones.

Esta contribucién, a pesar de que carece de la ongmalldad y profundi-
dad de muchos de sus trabajos, es tipica de Rey Pastor en varios aspectos.
Es una nueva resolucién de un problema fundamental y famoso, con un
método breve, brillante y con técnicas elementales. Emplea consnderamones
geométricas, que nunca abandond, argumentadas con método sintético. E
incluso, finalmente, muestra su preocupacién por la aplicabilidad de las
Matemiticas.

2. Rey Pastor dedica muchos de sus trabajos a los algoritmos de conver-
gencia y sumacién; quizas con la posible excepcxén de sus trabajos de geome-
triaenla segunda década del siglo, son los mas importantes de su vida por
su originalidad y profundidad.

2.1. Ya en 1911 y en la Revista de la Sociedad Matemética Espafiola,
publica Rey Pastor un articulo “Sobre la sumacién de Series”. En el teorema
primero deduce una férmula que da la suma S, de los m primeros términos,
supuesto que se halle la funcién f tal que

n 1+f(n-1)
ulrl»—l a f(:) T (1)

Ello le permite sumar series en casos en los que los términos de la serie sean
funciones racionales de n. El articulo no deja de ser ingenioso, aunque todo
€l resulta elemental y no exento de confusién; ya que si la serie es conver-
gente f existe siempre y se tiene

f(n) = Flf:l) = _Sn—l

En el Congreso Internacional de Matematicas de 1928 en Boloma pre-
senta nuestro autor un profundo e interesante articulo sobre series, en el que
introduce las funciones semianaliticas. Merece citarse que ya en este articulo -
reivindica la definicién euleriana de series: “Dicamus ergo seriei culusque
infinitae summam esse expessionem finitam, ex cuius evolutione illa series
nascatur”. (Digamos, pues, que la suma de una serie infinita cualquiera es
[el valor de] la expresi6n finita, de cuyo desarrollo aquella serie nazca)'.
Moderniza esta definici6n asi: “Suma de una serie su, es el valor que toma
en el punto x = 1 1a funcién analitica cuyo desarrollo es sux" 2 En la
memoria que comentamos en el nimero sngulente 2.2, precisa todavna miés,

1. Euler, Opera Omnia, serie 1, vol. 10, p. 82.
2. Adi del Congreso Internacional (Bolonia, 1928), p. 336.
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definiendo en el n. 10: “Llamaremos suma generalizada de una serie numé-
rica u, al limite a que tiende la rama de su funcién generatriz definida por
la serie su,t", cuando t tiende radialmente a 1, partiendo del origen”.

Observemos que esta comunicacion al Congreso Internacional de Bolo-
nia es el primer trabajo de un conjunto de unos treinta, dedicados a la inves-
" tigacién de algoritmos de convergencia y sumacién. Este periodo puede con-
siderarse que termina en 1936 y culmina en los trabajos de 1931 y algunos
posteriores de 1933 y 1934.

2.2. Rey Pastor publica en Buenos Aires en 1931, la que sin duda es su
obra mds importante en Andlisis Matematico: Teoria de los algoritmos linea-
les de convergencia y de sumacién. Se trata de una memoria monografica de
exposicion sistemdtica de una Teoria, en la que se coordinan y clarifican
resultados previos de otros autores y en la que culminan numerosos resulta-
dos originales y profundos de su autor. Este trabajo es extensamente resefia-
do, no sin algunas observaciones, tanto por Raff en Jahrbuch ueber die Fors-
chritte der Mathematik, como por Ullrich en el Zentralblatt. Algunas intere-
santes precisiones sobre este mismo tema pueden verse en la conferencia
“Aplicaciones de los algoritmos lineales de convergencia y sumacién (Ren
dic. S.M. Milano, 7 (1933) 191-222) y en el articulo “Algunas relaciones
entre los algoritmos correlativos de convergencia y sumacién” (RMHA, 11
(1936), 67-70).

Mas interesante e ilustrativo que entrar aqui en una exposicién deta-
llada en la memoria, es, me parece, reproducir el acertado y bien ponderado
juicio de Babini, Gonzalez Dominguez y Santalé (1): “En su monografia
(1931-3) ensaya Rey Pastor una exposiciéon de conjunto de la teoria de algo-
ritmos lineales de convergencia y sumacién. Su punto de partida es la defi-
nicién euleriana de suma de una serie /~on que tanto se ha encarinado) y
definiciones andlogas de limite generalizado para integrales, funciones y
sucesiones. Establece Rey Pastor un cuerpo de teoremas donde se ponen en
claro las propiedades del método de sumacién derivado de esta definicién y
muestra cémo muchos resultados importantes se sitian naturalmente, como

“casos particulares, dentro de este esquema (los métodos de Euler-Knopp y
de Borel se prestan particularmente bien para ello, en virtud de su intima
conexién con la prolongacién analitica). Hace también Rey Pastor un estu-
dio detallado de los mds importantes métodos de sumacién; establece las
relaciones de inclusién o equivalencia que los ligan, y agrega teoremas nue-
vos, y nuevos métodos de sumacién (por ejemplo, el que él llama de “bime-
dios”). ’

Rey Pastor ha meditado mucho sobre el tema, y su libro se recomienda
por la elegancia y concisién de las demostraciones, tan caracteristicas de su
estilo. ;

La obra que condensaba la labor de los anos de mas fecunda actividad
matematica de Don Julio no tuvo la resonancia que quizas él esperaba. Cree-
mos adivinar que Don Julio sufrié algo asi como un desencanto, y su interés
por las series divergentes se desvanecié gradualmente.
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No resulta dificil descubrir el porqué de tal falta de resonancia. En efec-
to, en el momento en que Don Julio vuelca todo su esfuerzo en la teoria de
las series divergentes, éstas ya habian pasado de moda y hacia tiempo que
habian dejado de preocupar a las mas fuertes cabezas matematicas (el libro
de Borel data de principios de siglo; la memoria de Toeplitz, de 1911). Hacia
1925 el Analisis habia cambiado de rumbo: era el momento del triunfo del
“presque partout” en toda la linea, incluso en el &mbito de las funciones ana-
liticas (teorema de unicidad de los hermanos Riesz, y de Lusin-Privalov, cla-
ses HP de Hardy, funciones conjugadas de M. Riesz...). Bien es cierto que
los métodos de sumacion seguian (y siguen) teniendo vigencia de primer
orden en el campo de las series de Fourier. Pero es precisamente este domi-
nio, el que D. Julio nunca abordd, y las series de Fourier sélo de pasada se
citan en su libro”.

2.3. Vamos a concluir esta resena de trabajos de nuestro autor sobre
series con la exposicion de un “elegante teorema”, que segiin Babini, Gon-
zalez Dominguez y Santal6 (l.c.), “bien merece el nombre de Teorema de
Rey Pastor”. Se publica en los Rendiconti di Palermo®, también en 1931.

Rey Pastor, en la memoria resefiada en 2.2. y juntamente con los méto-
dos de convergencia y sumacién de Vallée-Poussin y Perron, introduce su
propio método, tomando como factores de sumacién

p, () = t(t=1) ... (t-r+1) - t7 = tt™,
de modo que, para una serie dada su,, el algoritmo de sumacién de Rey Pas-

tor arroja:

) t
(RP) s u= lim s tO"y
r=0 t—wo =0

Nuestro autor justifica este algoritmo demostrando que, cuando la serie
potencial

u,Z"

n

i ~ 8

n=0

converge, también converge el limite

t VAN
(RP) uZ'= lim {3z u (_t—) ),

r

Il ~» 8

0 t—> r=0

3. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 55 (1931), 450-455.
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y converge hacia el mismo valor que la serie potencial. Ademas, demuestra
que el método de sumacion de series numéricas (RP) es mds potente que el
de Euler-Knopp y no es comparable con el de Borel.

El teorema de Rey Pastor que hemos mencionado se enuncia: “Apli-
cando el algoritmo de Rey Pastor a la serie geométrica sZ, se tiene que (RP)
sZ' converge en el dominio interior de la rama exterior de la curva

| Ze VD) | = e,

y converge uniformemente en todo cerrado contenido en dicho dominio”.

Obsérvese que este dominio de convergencia es bastante mayor (unas
seis veces) que el circulo unidad, al que naturalmente contiene; el tinico
punto comun de ambos contornos es naturalmente Z = 1.

3. Los trabajos de Geometria de la segunda década y los de convergen-
cia y sumacioén de los aiios 1928-1936 no agotan la actividad investigadora de
Rey Pastor. Ya en 1926 dio a conocer su curso autografiado de lecciones
sobre Series e integrales D, o sea del tipo

foo e ~AOZ . £ (1) dt,
0

acerca de las cuales publicé luego varios articulos. También después de 1936
publicé todavia varios trabajos de investigacién en variados campos del Ana-
lisis, y especialmente sobre la teoria de las funciones analiticas. Como mues-
tra he elegido los dos trabajos que menciono a continuacién.

El primero se titula “Esquema de una teoria geométrica de las singula-
ridades de las funciones analiticas™ que publica en 1933. Es un tema relacio-
nado con el estudio de las series divergentes. En este articulo Rey Pastor
aborda el estudio sistematico de la situacién de los puntos singulares de una
funcién analitica f(Z) = sa, Z™!, que sea regular en el infinito. Lo hace
estudiando las propiedades de la indicatriz de crecimiento h(w) de una fun-
cién entera ¢(x) = s (a,/n!)x", siendo

log | &(t) |
hNw)= Tm —0ow—

t—>c© t

El tema del articulo es de enorme interés y su contenido es muy rico, aunque
a veces resulta dificil establecer la prioridad de los diversos autores mencio-
nados.

4. En Boletin del Seminario Matemdtico Argentino, 3 (1932-33) 157-162; y también en Rev.
Mat. Hisp.-Amer. 8 (1933) 225-230. Hay una segunda parte de este articulo en Bol. Sem.
Math. Arg., 4 (1936), pero no he podido consultarlo.
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El segundo trabajo se titula “Espacios D", y lo publica en 1940. Se
trata de espacios abstractos estructurados por una métrica asimétrica. Mas
concretamente, existe una distancia entre dos puntos, d(x,y), tal que d(x,y)
= 0, d(x,x) = 0, d(x,z) < d(x,y) + d(y,z); pero puede ser que d(y,x) #*
d(x,y) y que d(x,y) = 0 sin que sea x = y. El autor senala que tales espacios
surgen en el estudio de los espacios cuyos puntos sean subconjuntos de un
espacio compacto. También indica que su trabajo guarda relacién con otros
de Wilson y Kakutani. Muestra también este trabajo el polifacetismo de Rey
Pastor dentro de las Matematicas.

4. Los seis o siete trabajos cientificos de Rey Pastor que hemos rese-
fiado constituyen, como ya hemos indicado, una pequefia muestra. El
nimero del total de sus publicaciones cientificas sobre matemdticas en
Argentina, en Espana o en revistas extranjeras de prestigio es muy elevado
y desde luego muy superior al de cualquier otro matemadtico espafiol contem-
poréaneo, anterior o coetaneo suyo. Aunque algunas de estas publicaciones
tienen el caracter de una observacién o de un complemento o constituyen
meramente una nueva demostracién (mds corta y elegante), la calidad del
conjunto de sus trabajos cientificos ciertamente no desmerece respecto de la
calidad de las publicaciones de la comunidad matematica internacional. Ya
hemos mencionado la extraordinaria calidad de sus textos de Analisis Mate-
matico y debemos afiadir todavia la fecundisima labor investigadora llevada
a cabo por Rey Pastor juntamente con sus discipulos en el Laboratorio-
Seminario Matematico en Madrid y en el Seminario Matemaético argentino.
Consiguientemente la figura de Rey Pastor emerge con extraordinaria rele-
vancia en la historia de la matemdtica espaiiola contemporanea, hasta tal
punto que esta historia puede dividirse con mucho sentido en antes y des-
pués de Rey Pastor. Posteriores a Rey Pastor y dentro del Analisis Matema-
tico y en Espana ha habido y hay otras figuras que por su dedicacién y la
calidad de su labor investigadora son de la misma categoria o incluso supe-
rior a la de Rey Pastor. Citemos entre los que han muerto ya a Ricardo San
Juan y Ferran Suiier Balaguer.

El paso por Alemania dejé profunda huella en el bagaje cientifico de
Rey Pastor. Estudié Geometria, funciones de variable compleja y conver-
gencia de algoritmos infinitos. Su obra geométrica de la segunda década de
este siglo fue original, profunda y extensa. A pesar de ello, apenas tuvo reso-
nancia; el tema habia entrado en via muerta. El mismo nos describe su
inmenso dolor en su discurso de entrada en la Academia de Ciencias (14-11-
1920). Pero Rey Pastor no cejé, sino que con-nuevo impetu puso toda su
alma en la empresa de la renovacién matematica en Espaiia y en Argentina.
A partir de fines de la tercera década de este siglo y durante un par de lustros
se concentra sobre todo en el estudio de los algoritmos lineales de conver-
gencia y de sumacién. Obtiene numerosos resultados y construye una Teoria
original, profunda, sistematica y elegante. Nuevamente, su obra no es

5. En Revista de la Universidad de Tucumdn. Serie A, 1 (1940) 105-122.
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comentada ni encuentra un eco internacional que responda al valor de sus
investigaciones. La época de interés por la sumacién de series divergentes
habia pasado ya; o el interés se transferia al estudio de las series trigonomé-
tricas, las cuales habian sido casi totalmente preteridas por Rey Pastor.

(Podemos dar alguna razén del por qué de ambos fracasos, en Geome-
tria y en Andlisis? Rey Pastor viajd, asistié a congresos internacionales pre-
sentando comunicaciones, estaba informado y de vez en cuando publicaba
articulos agudos y elegantes sobre temas nuevos. Con todo, me parece que
a partir ya de 1920, Rey Pastor empieza a vivir una vida de progresivo ais-
lamiento de los centros en los que se crean las nuevas corrientes matemati-
cas. Espafia y Argentina son para él campos de fecunda labor, pero no son
lo suficientemente importantes o eficientes para producir una investigacion
original y prolongada que traspase las fronteras. Podriamos quizas decir que
no habian alcanzado todavia una masa critica. Rey Pastor sufrié probable-
mente con hondo dolor las consecuencias de esta situacion.
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