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Este trabajo se centra en procesos de traduccion de problemas grdficos
de comparacion multiplicativa a representacion verbal y simbdlica.
Pedimos a 89 estudiantes del primer curso de educacion secundaria que
inventaran un problema que se ajustara a un diagrama y que escribieran
una ecuacion que integrara las relaciones del diagrama. Los dos
procesos de traduccion se han mostrado dificiles para los estudiantes,
provocando diversidad de respuestas. El andlisis conjunto de las
respuestas revelo que la competencia de los estudiantes en el proceso de
invencion no es independiente de la traduccion algebraica.
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Interpretation of Multiplicative Comparison Diagrams by Secondary
School Students

This work focuses on translation processes of graphic multiplicative
comparison problems to verbal and symbolic representation. We asked
89 students of the first year of secondary school to invent a problem that
fits a diagram and to write an equation that integrates the relations of
the diagram. The two translation processes have proved difficult for
students, resulting diversity of responses. The analysis of the responses
revealed that the competence of the students in the process of posing is
not independent of the algebraic translation.
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Resolver problemas enunciados verbalmente, de caracter aritmético y algebraico,
es un aspecto clave del curriculo de Matematicas en la ensefianza obligatoria, y
también es uno de los aspectos mas problematicos. ;Por qué esto es asi?, ;como
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podemos ayudar a los escolares en estas tareas? (Ng y Lee, 2009). Consideramos
que la respuesta a estos y otros interrogantes pasa por realizar estudios que se
centren en categorias especificas de problemas, en los que se analicen en
profundidad los procesos de resolucion con estudiantes de un nivel escolar
determinado.

En la literatura especializada sobre resolucion de problemas se utiliza el
término representacion para referirse a la representacion interna del problema
que construye el resolutor, o bien a las formas externas de cardcter semidtico en
las que se plantea, reformula o resuelve un problema, y a las que se denominan
representaciones externas. Entendemos las representaciones externas en el
sentido de Castro y Castro (1997) como “notaciones simbolicas o graficas,
especificas para cada nocion, mediante las que se expresan los conceptos y
procedimientos matematicos, asi como sus caracteristicas y propiedades mas
relevantes” (p. 96).

La importancia de las representaciones externas en el proceso de aprendizaje
y resolucion de problemas ha sido ampliamente estudiada (Cuoco y Curcio,
2001; Goldin, 2002; Janvier, 1987, Martinez, Fernandez y Flores, 2011),
figurando como uno de los principales focos de investigacion la utilizacion de
representaciones de tipo grafico en la resolucion de problemas. Al respecto,
Hiebert y Carpenter (1992) subrayan que podemos concebir la comprension de
una operacion matematica como las conexiones que el sujeto puede establecer
entre las diferentes situaciones y representaciones de esa operacion. Los
diagramas, graficas, imdgenes y otros tipos de representaciones externas se
utilizan en diversas actividades de caracter cognitivo como aprendizaje,
comprension, resolucion de problemas, o toma de decisiones.

Con este trabajo abordamos puntualmente la resolucion de problemas de
comparacién multiplicativa con estudiantes espafoles de primero de educacion
secundaria obligatoria (ESO). Dada la importancia de las representaciones en el
pensamiento matematico, en la comprension y en la resolucion de problemas
(Rico, 2009), abordamos distintos procesos de traduccion entre representaciones.

USO DE DIAGRAMAS EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS

Un diagrama es una representacion visual que presenta la informacién en una
disposicion espacial (Diezmann y English, 2001). Los diagramas se consideran
como representaciones estructurales en los que los detalles superficiales no son
importantes (Pantziara, Gagatsis y Pitta-Pantazi, 2004). En resoluciéon de
problemas, un diagrama puede servir para representar la estructura de un
problema, por lo que su uso ha sido identificado como una de las estrategias y ha
sido incorporado como elemento metodologico en propuestas para mejorar la
eficiencia en la resolucion de problemas matematicos (Lewis, 1989; Uesaka,
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Manalo e Ichikawa, 2007; van Garderen, 2007; Yancey, Thompson y Yancey,
1989).

Se ha resaltado la importancia del uso de diagramas en la fase de
comprension o representacion de los problemas aritméticos o algebraicos de
enunciado verbal, ya que pueden ser utilizados para ayudar a descomprimir la
estructura de un problema, y asi sentar las bases para su solucién. Son futiles
también para simplificar una situacion compleja, para hacer los conceptos
abstractos mas concretos y obtener resultados de forma sencilla (Diezmann y
English, 2001; Novick, Hurley y Francis, 1999). Beckmann (2004) sefiala que los
problemas pueden ser mas dificiles de resolver sin un diagrama.

Diversas investigaciones han hecho hincapié en la importancia de cultivar en
los estudiantes capacidades en el uso de la heuristica, que incluye la promocion
de diagramas. Encontramos como precursor el trabajo de Polya (1945) vy,
posteriormente, Schoenfeld (1985), quien confirmé la eficacia de la heuristica y
el uso de diagramas como estrategia para la resolucion de problemas.
Particularmente, entre las multiples estrategias que se han sugerido para mejorar
la eficacia en la resolucion de problemas de matematicas, el uso de diagramas ha
sido descrito como una de las mas eficaces (Hembree, 1992).

En los trabajos de Willis y Fuson (1988) y Fuson y Willis (1989) se muestra
la mejora que ocasiona el uso de diagramas en la resolucion de problemas
verbales (cambio, combinacién y comparacion) de estructura aditiva. Los
estudiantes de primaria participantes, fueron capaces de hacer el diagrama
correcto para una categoria determinada, siendo los problemas de comparacion
los mas dificiles, incluso con la ayuda de los diagramas esquematicos.

Otros estudios han demostrado empiricamente los efectos beneficiosos de la
presentacion de diagramas especificos o representaciones visuales en la
resolucion de problemas (Aguilar, Navarro y Alcalde, 2003; Ainsworth y Th
Loizou, 2003; Cheng, 2004; Marshall, 1995; Mayer, 2003). Incluso se comparan
el orden de presentacion concluyendo que la presentacion de la imagen previa a
la presentacion de la narracion es mdas beneficiosa para la comprension que la
presentacion de la imagen posteriormente a la narracion (Verdi, Johnson, Stock,
Kulhavy y Whitman-Ahern, 1997).

En Pantziara et al. (2004) se explora el papel de diagramas en un proceso de
resolucion de problemas no rutinarios. Administraron dos pruebas a 194
estudiantes de sexto curso (12 afnos de edad), con seis problemas no rutinarios
que podrian resolverse con el uso de un diagrama. En una prueba se les pidié que
resolvieran los problemas de la forma que quisieran. En la otra prueba los
problemas iban acompafiados de diagramas y se les pidié que resolvieran los
problemas empleando esos diagramas especificos. Los resultados revelaron que
no hubo diferencia estadisticamente significativa entre las dos pruebas, y que los
diagramas hacen los problemas mas faciles para algunos estudiantes mientras que
para otros los hacen mas dificiles. Los autores concluyen que el uso eficiente de
un diagrama no implica la solucion exitosa de un problema, y en sentido inverso,
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la solucion exitosa de un problema no implica el uso eficiente del diagrama que
le acompania. Ademas, argumentan que los estudiantes perciben los problemas
que van acompanados por diagramas como tareas diferentes y como una ayuda
adicional para la solucion de los problemas.

Pantziara et al. (2004) parten de la premisa, sustentada por Diezmann y
English (2001), de que utilizar los diagramas de manera eficiente es una
componente del proceso de desarrollo de los estudiantes y, para ello, deben
desarrollar la capacidad de traducir el enunciado de un problema en una
representacion esquematica y la capacidad de interpretar un diagrama mediante
el enunciado de un problema. Sobre estos aspectos su trabajo sugiere que: (a) las
destrezas que hay que desarrollar en los escolares no son inherentes a todos los
estudiantes, (b) un diagrama especifico no tiene el mismo impacto en todos los
estudiantes y (c¢) que un diagrama puede ser incompatible con las
representaciones mentales de algunos estudiantes. Ademads, subrayan la
importancia de que los estudiantes practiquen con multiples representaciones en
el proceso de resolucion de problemas.

PROBLEMAS DE COMPARACION MULTIPLICATIVA

En este trabajo tratamos los diagramas en relacion con la resolucion de
problemas verbales de comparaciéon multiplicativa con enunciado inconsistente
(Lewis y Mayer, 1987). Debido a su complejidad lingiiistica y matematica los
estudiantes tienen dificultades para entender y resolver estos problemas (Pape,
2003), llegando a ser considerados uno de los problemas aritméticos mas dificiles
(Stern, 1993), en los que los estudiantes suelen cometer errores persistentes
(Castro, Rico y Castro, 1992). Las investigaciones se han centrado
fundamentalmente en caracterizarlos (Greer, 1992), identificar las dificultades y
catalogar el tipo de errores que cometen los estudiantes en este tipo de problemas
(Castro, 1995), asi como en proponer teorias explicativas de las posibles causas
de su dificultad. La hipotesis de consistencia (Lewis y Mayer, 1987) y la
influencia de los términos marcados o no marcados (Clark, 1969) han sido de las
hipotesis mas estudiadas a lo largo de este periodo de tiempo con sujetos de
distinto nivel de eficiencia en resolucion de problemas (Kelly, Lang, Mousley y
Davis, 2003; van der Schoot, Bakker-Arkema, Horsley y van Lieshout, 2009;
Verschaffel, De Corte y Pauwels, 1992). La mejora de la comprension de los
problemas de comparacion multiplicativa a través de la representacion de los
mismos ha sido también objeto de investigacion (Lewis, 1989; Ng y Lee, 2009).
Actualmente a los problemas de comparacion multiplicativa se les considera
un tipo de situaciones de multiplicacion y division (Greer, 1992) y estan
recogidos explicitamente en propuestas curriculares como los Common Core
Standars for Mathematics (National Governors Association Center for Best
Practices y Council of Chief State School Officers, 2010) en los que se incluyen
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como uno de los tres tipos de situaciones escolares de multiplicacion y division,
o en las directrices curriculares de Singapur en las que se ilustran mediante el
model method (Ng y Lee, 2009).

Los problemas de comparacion multiplicativa describen relaciones estaticas
entre cantidades que se enuncian empleando términos como: “veces mas que”,
“veces menos que”, y, en este trabajo, empleamos la frase relacional “veces tanto
como”. En ellos intervienen tres cantidades: el referente, el comparado y el
escalar, las cuales pueden ser la incognita del problema. En el caso de que el
referente sea la cantidad desconocida, se dice que el enunciado del problema es
inconsistente; si lo es el comparado, se denomina enunciado consistente (Lewis y
Mayer, 1987). En los inconsistentes hay conflicto y en los consistentes no. Estos
autores sefialan que los resolutores tienen un orden de preferencia en la
presentacion de la informacion y, ademads, resuelven mejor los problemas que
presentan este orden, que son precisamente los problemas de lenguaje
consistente. Cuando se presenta un problema inconsistente, el resolutor
reorganiza la frase mentalmente y reconvierte el problema en consistente. Para
ello, el sujeto invierte el objeto de la secuencia relacional y la operacion sugerida
por el término relacional. La necesidad de esta reorganizacion es probablemente
una de las causas de que se cometan errores en los problemas con lenguaje
inconsistente.

TRADUCCION A EXPRESION ALGEBRAICA

Diversas investigaciones se han centrado en la traduccion de representaciones
verbales a algebraicas ya que es un proceso en el que los estudiantes presentan
numerosas dificultades (Rodriguez-Domingo, Molina, Cafiadas y Castro, 2015).
Particularmente, la comparacién multiplicativa de igualacion expresada mediante
“veces tanto como” se ha utilizado para estudiar las dificultades que conlleva la
traduccion desde un problema enunciado verbalmente de caracter relacional, a la
correspondiente expresion algebraica (Lewis, 1989).

Clement (1982) desarrollé su estudio tomando como centro de atencion el
problema que en la literatura se conoce como el problema estudiante-profesor:
“Una universidad tiene seis veces tantos estudiantes como profesores. Si S es el
numero de estudiantes y P el numero de profesores en la universidad, escribe una
ecuacion expresando la relacion entre S'y P”. Este estudio pone de manifiesto la
respuesta incorrecta mdas destacable dada por estudiantes universitarios,
denominado como el error de inversion. Este error consiste en escribir 65 = P en
sustitucion de la ecuacion correcta 6P = S'.

Se ha detectado que los estudiantes que han cometido el error de inversion
han interpretado los simbolos literales como etiquetas en vez de como cantidades
(Philipp, 1992). En estos casos, cuando se les pregunta a los estudiantes qué
significan S y P, consideran que S representa a los estudiantes (del inglés

PNA 10(4)



Interpretacion de diagramas de comparacion... 285

students) y que P representa a los profesores. Cuando se continua profundizando
y se les pregunta qué representa 6, los estudiantes responden “6 estudiantes”, y
no “6 veces el nimero de estudiantes” (Philipp, 1992). Incluso para estudiantes
mayores, el empleo de letras en las ecuaciones ofrece dificultad de interpretacion.
El 38% de los 150 alumnos de primer curso de universidad examinados por
Mevarech y Yitschak (1983) (citado en Kieran y Filloy, 1989) contestaron que,
en la ecuacion 3k = m, k es mayor que m.

El proceso de traduccion a una expresion algebraica puede verse influido por
la interpretacion y el uso que hacen los estudiantes del concepto de variable.
Kieran y Filloy (1989) subrayan que en la escuela elemental se utilizan las letras
fundamentalmente en formulas (A =bxh, L =m-r) y relaciones entre unidades

de medida (14 =1000m). En este segundo caso, las letras se estan utilizando
como etiquetas, lo que interfiere con su posterior uso como variable.

Kiichemann (1978, 1984) realizO un estudio exhaustivo de las
interpretaciones que hacen los estudiantes de entre 13 y 15 afios de las letras en
algebra. El autor identifico seis modos de interpretar o utilizar los simbolos
literales: letra evaluada, letra no utilizada, letra como objeto, letra como
incognita o constante especifica, letra como numero generalizado y letra utilizada
como variable. Usiskin (1988), por su parte, destaca cuatro usos diferentes de las
variables y las asocia a diferentes concepciones del algebra: para realizar
generalizaciones, como incognita en ecuaciones, para establecer relaciones
funcionales y como signos arbitrarios para operar.

Teniendo en cuenta estos antecedentes, en este trabajo nos planteamos como
interpretan modelos graficos de comparacion multiplicativa los estudiantes que
inician la ESO (13 afios de edad) y qué competencia muestran en la traduccion de
estos modelos a representacion verbal y algebraica. Para dar respuesta a tal
pregunta, consideramos los siguientes aspectos.

¢ Las diferentes interpretaciones que los estudiantes otorgan a los modelos

lineales comparativos propuestos como diagramas y si las respuestas de
los estudiantes contienen interpretaciones que no estén asociadas a la
comparaciéon multiplicativa. Esto seria un indicio de que dichos modelos
visuales no tienen un unico significado multiplicativo para los estudiantes
y pueden servir de modelos para distintas interpretaciones de Ia
multiplicacion entre los que se encuentran el isomorfismo de medidas y la
comparacion.

¢ Si a los estudiantes les resulta mas dificil inventar problemas verbales

asociadas al modelo de referente desconocido (algebraico) que a los
modelos de comparado desconocido (aritmético). Y si se da el supuesto
anterior tratar de identificar qué tipo de respuesta dan los sujetos ante esta
dificultad con el modelo de referente desconocido, analizando los errores
que cometen, especialmente si cometen el error de inversion.
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METODO

Planteamos una investigacion exploratoria de tipo descriptivo ante la escasez de
estudios previos que aporten informacion sobre el problema de investigacion.

Participantes

En esta experiencia han participado un total de 89 estudiantes de primer curso de
ESO de dos institutos publicos de la ciudad de Granada en Espafia, con edades
comprendidas entre 12 y 14 afios. Los estudiantes no recibieron instruccion
especifica que formara parte del plan de investigaciéon. No tienen experiencia
previa en la invencién de problemas. Durante su etapa escolar han utilizado las
barras para representar fracciones y también las han utilizado como graficos
estadisticos en los diagramas de barras.

Instrumento

Para estudiar el proceso de traducciéon de un diagrama de comparacion a una
expresion simbodlica de caracter algebraico por estudiantes de secundaria,
utilizamos dos items designados como tareas 1 y 2. A continuacidn, se presenta
el enunciado de cada una.

Tarea 1. Dado este diagrama que representa las cantidades que tienen Daniel y
Maria.

Daniel { l:l

12 canicas

M {T [ [ T T T 1]
- )

'
Canicas =?

a) Inventa un problema que se ajuste al mismo y que contenga la expresion
“veces tanto como”. Resuelve el problema que has enunciado.

b) Si D representa la cantidad de canicas de Daniel y M representa la cantidad de
canicas de Maria, escribe una ecuacion que relacione las cantidades del
diagrama.

Tarea 2. En el diagrama siguiente estan representadas las cantidades de Pedro y
Marta.

Pedro { |:|

Cromos =?

Marta {[ [ [ [ [ [ |
- /

~
42 cromos
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a) Inventa un problema que se corresponda con el diagrama que contenga la
expresion “veces tanto como”. Resuelve el problema que has enunciado.

b) Empleando las letras P y M para representar las cantidades de Pedro y Marta
respectivamente, escribe una ecuacion que relacione las cantidades del diagrama.

Ambos items contienen un diagrama de comparacién multiplicativa que difieren
en el papel que desempena en la comparacion la cantidad desconocida. En la
tarea 1 la cantidad desconocida es el comparado, mientras que en la tarea 2 la
cantidad desconocida es el referente. Estos diagramas de barras son similares al
que se utiliza en el model method (Ng y Lee, 2009), también conocido como
model drawing (Clark, 2013), para representar graficamente la comparacion
multiplicativa en el curriculo escolar de Singapur.

Las tareas 1 y 2 planteadas a los estudiantes presentan dos apartados
independientes. Un primer apartado en el que se pide que inventen un problema
que se corresponda con el diagrama y que contenga la expresion “veces tanto
como” (apartado a). Este primer apartado tiene el objetivo de estudiar como los
estudiantes interpretan verbalmente estos dos tipos de modelos visuales de
comparacion multiplicativa y si hay diferencias entre ellos.

El segundo apartado de las tareas contempla la representacion algebraica de
dichos tipos de modelos visuales, en este se pide traducir el diagrama inicial a
una ecuacion con la condicidon de que utilicen letras para representar las
cantidades correspondientes al referente y al comparado (apartado b). En este
caso el objetivo es examinar si la traduccion del modelo visual de comparacion
multiplicativa a una expresion algebraica se ve influenciada por la representacion
visual de la comparacién y el modo en que esta influencia se materializa. Asi
mismo, queremos hacer patente como se refleja en esa traduccion del modelo
lineal a la expresion algebraica las limitaciones del conocimiento que tienen los
estudiantes de nociones algebraicas fundamentales, tales como la interpretacion
que hacen de las variables.

Procedimiento

Los problemas fueron aplicados y resueltos de forma individual en una prueba de
lapiz y papel en el aula habitual de los estudiantes, a la hora normal de clase de
matematicas y con la presencia del profesor de matematicas y una investigadora.
Durante el proceso no hubo intervencion por su parte, sélo actuaron en calidad de
controladores y observadores de la fiabilidad del proceso de resolucion realizado
por los estudiantes.

ANALISIS E INTERPRETACION DE LAS RESPUESTAS

El anélisis de las respuestas dadas por los estudiantes lo realizamos de forma
inductiva. Partiendo de los datos, tratamos de identificar categorias y realizar
interpretaciones a partir de ellos. En este analisis tenemos en cuenta que los
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participantes son estudiantes que han tenido un primer acercamiento a las
nociones algebraicas y, por tanto, esperamos que en sus producciones se vean
reflejadas las limitaciones interpretativas del lenguaje algebraico detectadas en
investigaciones previas relativas a la nocion de variable (Kiichemann, 1978,
1981; Usiskin, 1988).

Las respuestas de los estudiantes en los apartados a y b de las tareas del
cuestionario las hemos analizado por separado, agrupando los apartados con
interrogantes comunes, (lay 2a) y (1b y 2b), para que nos permita categorizar las
producciones y realizar el andlisis de frecuencias simples de las mismas de
manera conjunta. Estos apartados tienen como finalidad observar qué tipos de
enunciados inventan, partiendo de diagramas de comparacion multiplicativa, y
saber qué habilidades tienen los estudiantes para pasar de lo grafico a lo verbal y
de lo gréfico a lo algebraico.

A continuacion, presentamos en primer lugar, los resultados del andlisis de
las producciones correspondientes al apartado a de las dos tareas propuestas,
correspondientes a la traduccion del diagrama a un problema enunciado
verbalmente (tareas la y 2a). En un apartado posterior, mostramos los resultados
del andlisis de las respuestas correspondientes al apartado b de las dos tareas
propuestas, sobre la traduccion del diagrama a una expresion algebraica (tareas
1by 2b).

Traduccion de diagrama a enunciado verbal

La primera decision que tomamos fue distinguir entre respuestas que contienen o
no un problema completo enunciado verbalmente: contienen enunciadas las
cantidades, la relacion entre ellas y la pregunta. Dentro de cada una de estas
opciones delimitamos categorias de respuestas (véase tabla 1).

Tabla 1
Categorizacion de los enunciados obtenidos

Contienen problema enunciado

No hay problema enunciado verbalmente verbalmente

Al. Respuesta en blanco; no hay registro AS5. No es comparacion multiplicativa, es
escrito, sin informacion. isomorfismo de medidas.

A2. Dibuja diagrama nuevo con A6. Enuncian problema de comparacion

estructura similar al dado cambiando los  aditiva.
nombres de los personajes y las

cantidades que se le asignan en el
diagrama dado. AS8. Cambian la expresion relacional a

“veces mas que” y “veces menos que”.

A7. Error de inversion en el enunciado.

A3. Enunciado sin sentido o incoherente.

: A9.E 1ad to.
A4. Incompleto; al enunciado le falta un HHRCIACo cOTrecto

dato o la pregunta.

Nota. Ai= categoria de respuesta.
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Durante el proceso inductivo de categorizacion de las respuestas, hemos
perfilado y definido como respuesta correcta (categoria A9) la que se ajusta
completamente a la informacion cuantitativa proporcionada por el diagrama
(datos numéricos y relacion entre ellos). En ella los sujetos enuncian un
problema coherente en el lenguaje usual, en el que utilizan los nimeros y los
nombres de los objetos que se comparan en el diagrama, asi como el término
relacional “veces tanto como”. Es decir, inventan un problema utilizando la
expresion “veces tanto como”, tomando los datos presentes en el modelo grafico,
respetando la incognita, el referente y el comparado.

La figura 1 recoge una respuesta correcta al apartado a de la tarea 1, que
enuncia un problema verbal de comparacion correctamente, utiliza la frase
relacional sugerida, mantiene la estructura del problema y lo resuelve.

Qocel Yivea 12 conicon N Hoclen {%ene G vecery (?4\*0

Qoo el ECidnton ontcan Nene Koele.)
2
22

5= Hoclo. 3208 12 cocfeos.

Figura 1. Ejemplo de respuesta correcta a la tarea la

Aunque se han presentado en menor medida, hemos considerado también como
correctos los enunciados en los que se mantienen las relaciones estructurales
dadas en el diagrama, aunque cambien los numeros y el nombre de los objetos
que se comparan. Pensamos que realmente este hecho no supone falta de
comprension del diagrama como modelo de comparacion.

En las respuestas que no hemos considerado como correctas, identificamos
matices que permiten diferenciarlas en varias categorias, que exponemos
seguidamente.

Categorias de respuestas no correctas para las tareas lay 2a

Ademads de las respuestas correctas, en las producciones de los participantes
hemos delimitado una serie de categorias entre las que incluimos respuestas en
blanco y aquellas que contienen una respuesta explicita no correcta. Estas
respuestas nos aportan informacion relevante. Por ejemplo, las respuestas en
blanco van a permitir observar la mayor dificultad de comprension del diagrama
modelo de referente desconocido. Las categorias definidas son las siguientes.

Categoria Al. Sin invencion/en blanco. Esta categoria agrupa las respuestas que
no contienen informacion alguna. De las 178 respuestas posibles, 30 estan en
blanco. La frecuencia con la que no escriben un enunciado o dejan en blanco la
pregunta es la segunda maés alta (16,85%) so6lo superada por la frecuencia de los
enunciados correctos (véase tabla 3).
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Las respuestas en blanco suben de 11 a 19 en la tarea 2. La mayor dificultad
de comprension que tiene concebir un enunciado de referente desconocido que
de comparado desconocido ocasiona que estos estudiantes no construyan el
enunciado del problema. Recordemos que la tarea 1 contiene un diagrama que
condiciona el enunciado a realizar, problema de comparado desconocido,
mientras que el diagrama incluido en la tarea 2 conlleva que el problema a
redactar sea de referente desconocido. Asi pues, una de las decisiones tomadas
por los estudiantes frente a la dificultad de inventar un problema a partir del
diagrama ha sido abstenerse y no redactar un enunciado.

Categoria A2. Sin invencion/dibuja un diagrama con estructura similar. Esta
categoria agrupa aquellos sujetos que consideraron el diagrama modelo
proporcionado como la respuesta a dar y construyen un diagrama similar al dado
cambiando los personajes y las cantidades del enunciado dado. En primer lugar,
resuelven el problema constituido por el diagrama en si mismo junto con la
informacion numérica que le acompafia, y una vez resuelto, continian su
respuesta con una reproduccion del diagrama modelo incluido en el enunciado
cambiando los datos y resolviendo el diagrama reproducido. La figura 2 es un
ejemplo de respuesta para esta categoria.

Q‘LQ(*:;'(TD Ux3=¢

S~
k" bﬁ\ﬁm

e
kol =d?
Figura 2. Respuesta correspondiente a la categoria A2

Categoria A3. El enunciado es incongruente/sin sentido. En este caso, las
respuestas no establecen relacion entre las cantidades, los datos no encajan de
forma logica, hay confusion entre el multiplicador y el multiplicando, faltan
datos o la pregunta. En cierto caso confunden el referente con el comparado o
viceversa. En las respuestas, se manifiesta que los estudiantes entienden que lo
que hay que hacer es resolver el diagrama y, sobre esa solucidon construyen
enunciados incongruentes o sin sentido. Como muestra la figura 3, que
representa una respuesta a la tarea 2, el estudiante completa primero cada una de
las casillas del modelo con las cantidades correspondientes a los multiplos de 7.
Después de completar cada casilla del diagrama con la serie de los multiplos de
7, construye un enunciado que trata de reflejar el modelo resuelto: “Pedro tenia 7
cromos y Maria tenia 42, y tenian los mismos dias de conseguir cromos. Maria
habia tenido cromos tantas veces como Pedro”.
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Maria { 7 14 21 28 35 42

~

Canicas =7

Figura 3. Ejemplo de respuesta correspondiente a la categoria A3

En esta respuesta, el participante comienza describiendo las cantidades de cada
personaje, pero no es capaz de precisar cuantitativamente la relacion de
comparacion multiplicativa. El escalar lo expresa en forma indefinida. No
plantea pregunta puesto que lo que hace es tratar de reflejar o describir el modelo
visual que previamente ha resuelto mediante la serie de los multiplos de 7.

Categoria A4. Enunciado incompleto: le hace falta algun dato o la interrogante.
Entre las respuestas han aparecido también enunciados incompletos. Los
enunciados incompletos se caracterizan por omitir algin dato que es necesario
para responder a la pregunta formulada. En el ejemplo de respuesta “Maria tiene
6 veces tanto como Daniel. ;Cuantos tiene?”, el estudiante solo presentd las
cantidades de Maria en la informacion verbal del problema, faltando los datos de
Daniel para completar el enunciado.

Categoria A5. No es comparacion multiplicativa. Esta categoria corresponde a
aquellas respuestas cuyo enunciado del problema es de estructura multiplicativa,
pero no corresponde a la categoria seméntica de comparacion. Los problemas
enunciados corresponden a la categoria que Vergnaud (1983, 1988) denomina
isomorfismo de medidas, mas concretamente en estas respuestas aparece con
asiduidad la idea de grupos iguales (Greer, 1992) o grupos repetidos. Los
participantes consideraron el rectangulo mas pequefio del modelo como un grupo
que contiene 12 elementos y que este grupo se repite seis veces en el rectangulo
grande. En el ejemplo de respuesta a la tarea 2 que muestra la figura 4, el
estudiante considera que el rectangulo grande del modelo estd constituido por
seis cajas que, aunque no lo hace explicito, considera iguales en la cantidad de
lapices que contienen.
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Figura 4. Ejemplo de respuesta correspondiente a la categoria A5

Categoria A6. El enunciado es de comparacion aditiva. El enunciado es un
problema de comparacion en los que aparece la frase relacional “mas que” o
“menos que”. En la figura 5 se muestra una respuesta correspondiente a esta
categoria, donde al enunciado le falta incluir la expresion “veces” para ser un
problema verbal de comparacion multiplicativa.

’Elm fien € 6 ceomoS rencs %Ge MorteiYmatta
Tiane Y2 coomes & (whoor flon” RedRo?

Figura 5. Ejemplo de respuesta correspondiente a la categoria A6

Categoria A7. Cometen error de inversion en el enunciado. En este caso los
estudiantes invierten los datos del problema, en el lugar del comparado se coloca
el referente o viceversa. El ejemplo de respuesta “Marta tiene 12 cromos y Pedro
tiene 6 veces tantos como Marta, ;cuanto tiene Pedro?”, correspondiente a esta
categoria, el participante inventd un problema verbal de comparacion
multiplicativa cometiendo el error de inversion.

Categoria A8. Cambian frase relacional. Los enunciados correspondientes a esta
categoria incluyen la frase relacional “veces mas” o “veces menos”, en lugar de
“veces tanto como”. En el siguiente enunciado propuesto por un participante
“Ana tiene 7 cromos y Pedro tiene 6 veces més que Ana. ;Cudntos cromos tiene
Pedro?” el estudiante enuncia un problema verbal, cambiando la frase relacional
sugerida ya que utiliz6 la frase “veces mas” en lugar de “veces tanto como”.

Estudio de frecuencias simples para las tareas la y 2a

En cuanto al estudio de frecuencias simples realizamos una descripcion de las
producciones con el fin de detallar el tipo de representacion utilizada al resolver
los problemas. La tabla 2 muestra la frecuencia y el porcentaje de las distintas
categorias basadas en las producciones de las tareas la y 2a.
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Tabla 2
Fi:ciencias de las categorias de respuestas dadas a las tareas la y 2a
Frecuencia Porcentaje Total
Categoria la 2a la 2a N %
Al. Sin enunciado/en blanco 11 19 12,36 21,35 30 16,85
A2. Con estructura similar 9 6 10,11 6,74 15 8,43
A3. Incoherente 7 7 7,87 7,87 14 7,87
A4. Incompleto 10 16 11,24 1798 26 14,61
AS5. No es de comparacion 7 10 7,87 11,24 17 9,55
A6. Comparacion aditiva 1 1 1,12 1,12 2 1,12
A7. Invierte la relacion 2 3 2,25 3,37 5 2,81
AS8. Cambio de frase relacional 6 10 6,74 11,24 16 8,99
A9. Enunciado correcto 36 17 40,45 19,10 53 29,78
Total 89 89 100 100 178 100

Nota. Ai = categoria de respuesta; N = total de respuestas.

Las frecuencias de respuestas correctas obtenidas a las dos tareas son 36 de 89
para la tarea lay 17 de 89 para la tarea 2a. Esto supone un mayor porcentaje de
éxito en la invencion de problemas de comparado desconocido (38%) frente al
porcentaje de éxito en la invencion de problema de referente desconocido
(16,9%). La presencia del diagrama no elimina la diferencia de dificultad de
comprension entre los dos tipos de enunciados comparativos, los enunciados
comparativos de referente desconocido siguen siendo también mas dificiles de
comprender cuando se trata de inventar enunciados a partir del modelo de barras
correspondiente. Esto ocurre al margen de que los sujetos cambien los datos del
diagrama presentado en los enunciados que producen.

La diferencia de dificultad global entre las dos tareas puede darse de forma
arbitraria o de forma implicativa, en la que los sujetos que responden
correctamente a la tarea mas dificil (con menor porcentaje de respuestas
correctas), lo hacen también a la tarea mas facil. Observando las concordancias
de respuestas correctas en las dos tareas hemos obtenido que los 15 estudiantes
que responden correctamente a la tarea 2a, con modelo de referente desconocido,
también lo hacen en la tarea la con modelo de comparado desconocido. Asi
pues, las respuestas no han sido completamente arbitrarias, sino que lo hacen de
forma implicativa.

Hay 19 de los 89 sujetos que han producido un enunciado correcto para el
modelo de cardcter aritmético, pero no al de cardcter algebraico. Sus tipos de
respuestas erroneas han sido variadas. Los sujetos que no redactaron
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correctamente el problema de comparacioén de referente desconocido, pero si el
de comparado desconocido, presentaron cinco alternativas: dejarlo en blanco,
redactar un problema de isomorfismo de medidas en el que un grupo se repite,
utilizar una comparacion de disminucion y utilizar (de forma forzada) la
expresion “una vez tanto como” e invertir la relacion. Estos enunciados
incorrectos constituyen tipos de respuestas que los han producido también sujetos
que no enuncian un problema en la tarea la.

Traduccion de diagrama a ecuacion algebraica
En el apartado b de las tareas 1 y 2 se pide a los participantes la traduccion del
diagrama correspondiente a una expresion algebraica.

En las respuestas dadas por los sujetos se observa una variedad de uso de
letras, particularmente, se observan dos tipos: las que contienen las letras
indicadas en el enunciado de la tarea (D y M en la tarea 1, P y M en la tarea 2) y
aquellas en las que no se han utilizado estas letras en sus respuestas.

Una segunda cuestion a destacar es que 18 de los 63 estudiantes que dan
algun tipo de respuesta emplean la letra x para producir al menos una respuesta,
sea 0 no necesario el uso de la x. Tres de estos estudiantes solo utilizan la letra x
en una de las tareas. Considerando las dos tareas, son 33 respuestas con x de 126
posibles, es decir, el 26% de las respuestas contienen la letra x.

Categorias de respuestas a las tareas 1by 2b

Para obtener las categorias de respuestas a las tareas 1b y 2b, hemos completado
las ideas anteriores con el hecho de que en las respuestas se establezcan o no
relaciones funcionales entre las variables y el uso de operaciones aritméticas. A
continuacion, se describe la categorizacion resultante.

Categoria Bl. En blanco. Esta categoria agrupa aquellas respuestas que no
producen representacion externa de ningun tipo como resultado del proceso de
traduccion que se les pide a los participantes.

Categoria B2. Letra evaluada. Las respuestas correspondientes a esta categoria
no incluyen letras, utilizan el signo igual para expresar las sentencias asignativas
y se asigna a los sujetos las cantidades correspondientes, por ejemplo “Daniel =
12 canicas, Maria = 72 canicas”.

Categoria B3. Operaciones aritméticas. En esta categoria los estudiantes no
utilizan las letras que se les dan como variables, si no como etiqueta para
expresar las cantidades y realizar con ellas una operacion aritmética. Un ejemplo
de respuesta es “Daniel= D =12, Maria=M =12x6".

Categoria B4. Ecuaciones en x. La cuarta de las categorias que hemos observado
corresponde a aquellas respuestas en las que los participantes utilizan dos
numeros y la letra x para expresar la relacion entre las cantidades. Las letras
sugeridas en el enunciado (D, P, M) no las utilizan para expresar la relacion. Asi,
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un participante dio como solucion “12-6 = x” a la tarea 1b. Para la tarea 2b dio
como respuesta “x-6 =42".

Categoria B5. Relaciones funcionales. Las respuestas incluidas en esta categoria,
denominada relaciones funcionales, contienen o expresan una relacion de tipo
funcional entre las variables dadas en los enunciados de las tareas propuestas.
Los sujetos utilizan las letras que les hemos asignado a las cantidades como
variables y establecen entre ellas una relacion o funcidon de proporcionalidad que
en algunos casos contiene errores. Dentro de esta categoria detectamos tres
grupos de respuestas.
¢ Utilizando niimeros como escalar. Se establece la relacion funcional de
proporcionalidad entre las variables dadas y la razéon de la
proporcionalidad se expresan con un numero. Por ejemplo “M = D-6” en
la tarea 1by “M :6 = P” en la tarea 2b.
¢ Utilizando x como etiqueta para el escalar y las letras como variables
mediante las que establecen la relacion funcional de proporcionalidad. La
letra x expresa la razon de la proporcionalidad. Por ejemplo, “D-x=M "
enlatarealy “M :x = P” en la tarea 2.
¢ Escribiendo relaciones funcionales con errores. En este caso los sujetos
escriben una relacion entre las variables que contiene algun tipo de error.
Uno de los errores detectados ha sido el error de inversion de las
variables, es decir, establecen una relacion de proporcionalidad simple
entre las cantidades, invirtiendo en ella el papel de las cantidades. Por
ejemplo, en la tarea 2b han aparecido respuestas del tipo “P:6=M 7,
cuando debia haber sido “M :6 =P, es decir, se ha intercambiado el
papel que desempefian la letras en la relacion. Un segundo tipo de error
consiste en proponer una relacion funcional que corresponde a la
proporcionalidad inversa. Por ejemplo, un sujeto dio como respuestas,
“D-M =x"alacuestiéon 1b, y “P: M = x”, como respuesta a la cuestion
2b.

Dentro de esta categoria, también incluyen respuestas de tipo funcional solo en
apariencia, es decir, tienen las caracteristicas de una traduccion criptica del
enunciado del problema, en el que se traduce la expresion comparativa mediante
el signo igual, sin considerar que se estan comparando dos cantidades. Lo que se
iguala son las expresiones simbolicas a las que traducen (de forma sui géneris)
las cantidades que se comparan. No hacen intervenir al escalar. Este es el caso de
respuestas como “12-D =72+ M ala tarea 1b, que revelan una escritura criptica
del enunciado. La expresion significa 12 tiene Daniel y 72 tiene Maria. De
manera similar hay que interpretar la respuesta “D/12 =x/M =72" es decir,

Daniel tiene 12 y x tiene Maria que tiene 72.

PNA 10(4)



F. Gonzélez, E. Castro-Rodriguez y E. Castro 296

Estudio de frecuencias simples para las tareas 1by 2b
En las producciones de este apartado, resalta el alto porcentaje de estudiantes que
responden en blanco (véase tabla 3).

Tabla 3
Frecuencias de las categorias de respuestas dadas a las tareas 1by 2b
Frecuencia Porcentaje Total
Categoria 1b 2b 1b 2b N %
B1. En blanco 27 34 304 382 61 34,27
B2. Letra evaluada 6 7 6,7 7.8 13 7,30
B3. Operacion aritmética 19 16 21,3 18,0 35 19,66
B4. Ecuaciéon 10 8 11,3 9,0 18 10,11
B5. Relacion funcional 20 21 22,5 23,6 41 23,03
Otros 7 3 7,8 3,4 10 5,62
Total 89 89 100 100 178 100

Nota. Bi= categoria de respuesta; N = total de respuestas.

En las dos tareas 1b y 2b el numero de respuestas en blanco son 27 (30,4%) para
la tarea 1b y 34 (38,2%) para la tarea 2b, con la particularidad de que los 27
sujetos que han dejado en blanco la tarea 1 también han dejado en blanco la tarea
2. En la tarea 2b hay siete sujetos mas que se han abstenido de responder, pero
que han producido una respuesta en la tarea 1b. Esta diferencia puede ser debida
a que en el segundo problema los nimeros son mas grandes que en el primero a
lo que se une que es un problema de referente desconocido.

En las otras categorias las diferencias no son tan abultadas, en ellas podemos
observar indicios de comportamiento diferente de un problema a otro. Asi, en el
problema de comparado desconocido los estudiantes lo han interpretado con mas
frecuencia que el de referente desconocido como una operacidon aritmética a
realizar y también como una ecuacion. Lo mismo ocurre con la categoria
denominada Otros. Las categorias B2 (Letra evaluada) y B5 (Relacion funcional)
obtienen porcentajes muy similares en ambos problemas.

Interpretacion conjunta

Una vez analizadas y categorizadas por separado las producciones con respecto a
la invencidn de problemas y a la representacion algebraica de los dos diagramas
de comparacion, procedemos a categorizar las respuestas de los sujetos
simultaneamente en ambos aspectos, tratando de detectar si estos dos procesos de
invencion y de simbolizacion algebraica son independientes o no en los
participantes. Es decir, si las respuestas producidas en la tarea de invencion de un
enunciado a partir del diagrama de comparacion guardan alguna relacion con la
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tarea de escribir una ecuacion algebraica. Para ello hemos construido una tabla de
contingencia con las frecuencias de respuesta a las dos variables: invenciéon y
representacion algebraica (véase tabla 4).

Para realizar la categorizacion cruzada hemos agrupado las categorias
establecidas previamente, en cada una de las variables de clasificacion. En cada
variable hemos establecido tres valores: nivel bajo, medio y alto. La decision de
adoptar estos valores ha venido inducida o sugerida por un anélisis cluster previo
de los datos. En esta tabla de frecuencias hemos sintetizado las distintas
categorias de respuestas de los estudiantes en el apartado a de invencion como:
bajo (categorias Al, A2 y A3), medio (categorias A4, AS y A6) y alto (categorias
A7, A8 y A9). De igual forma para el apartado b de representacion algebraica: el
rendimiento bajo (categorias Bl y Otros), medio (categorias B2 y B3) y alto
(categorias B4 y BS).

Tabla 4
Frecuencia conjunta de las variables invencion y
representacion algebraica en las tareas 1y 2

Invencion
Representacion algebraica Bajo Medio Alto Total
Bajo 41 11 19 71
Medio 6 21 21 48
Alto 12 13 34 59
Total 59 45 74 178

El valor de Chi-cuadrado de Pearson, utilizado para estudiar la independencia
entre la invencion de enunciados comparativos y la representacion simbolica a
partir del diagrama de comparacion es y°= 38,938 (con 4 grados de libertad y
N=178), p=0,000, siendo este significativo. Por lo tanto, rechazamos la hipotesis
nula de independencia entre la invencion y la representacion simbdlica.

En la tabla de contingencia se observa que las frecuencias mas altas se
encuentran en la diagonal principal de la tabla. La suma de los tres valores
(41421434 =96) nos indica que mas del cincuenta por ciento de las respuestas

(55%) tienen un comportamiento similar en ambas variables. La mayor
frecuencia se da entre los estudiantes que tienen una respuesta conjunta baja en
invencion y en representacion, seguido por el grupo de estudiantes que tienen
una respuesta de nivel alto en ambas variables. Por otro lado, destacar que hay un
grupo de estudiantes con un nivel de representacion simbdlica mediano que se
sitian en un nivel mediano (21 respuestas) o alto en invencion (21 respuestas).
En general, el nivel medio y alto en invencion es mas frecuente que en
representacion algebraica.
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Las apreciaciones globales anteriores las matizamos con respecto a cada uno
de las tareas 1 y 2. La tabla 5 contiene las frecuencias correspondientes a la tarea
1.

Tabla 5
Frecuencia conjunta de las variables invencion y representacion
algebraica en la tarea 1

Invencion
Representacion algebraica  Bajo Medio Alto Total
Bajo 20 2 12 34
Medio 2 10 14 26
Alto 5 6 18 29
Total 27 18 44 89

En la tabla 6 mostramos las frecuencias correspondientes a la tarea 2.

Tabla 6
Frecuencia conjunta de las variables invencion y representacion
algebraica en la tarea 2

Invencion
Representacion algebraica  Bajo Medio Alto Total
Bajo 21 7 9 37
Medio 4 11 9 24
Alto 7 7 14 28
Total 32 27 30 89

En el diagrama que denominamos modelo algebraico, de referente desconocido
(tarea 2), en el que se pide hallar una cantidad referente a partir de otra cantidad
comparada y el escalar, los sujetos han tenido un rendimiento menor en
invencion de enunciados que en el diagrama de comparado desconocido (tarea
1). Se deduce que el tipo de cantidad desconocida en el diagrama de comparacion
tiene influencia en la invencion de enunciados, es decir, el hecho de que sea el
referente la cantidad desconocida ocasiona cierta dificultad de articular
enunciados de problemas de comparacion. Observamos, sin embargo, que este
hecho no incide practicamente en la representacion algebraica, es decir, la
distribucion de las frecuencias en el apartado representacion algebraica, de nivel
alto, medio y bajo, es similar en los diagramas de referente desconocido y
comparado desconocido (tareas 1y 2).
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DISCUSION Y CONCLUSIONES

El estudio realizado contempla dos tipos de traducciones. El primer tipo a partir
de dos diagramas que representan dos tipos de comparacion, una de referente
desconocido (tarea 2) y otra de comparado desconocido (tarea 1), e implica hacer
una primera traduccion de estos diagramas modelo a un problema de enunciado
verbal. El segundo tipo considera la traduccion de los diagramas modelo a una
expresion algebraica de caracter simbolico. En primer lugar, presentamos las
conclusiones para cada una de las traducciones de manera independiente vy,
finalmente, comparamos los resultados de ambas traducciones.

Traduccion a enunciado verbal

La primera traduccion implica inventar o reformular de forma verbal un
problema analogo al que se propone en el diagrama, habilidad en la que no han
sido ejercitados estos escolares, que es uno de los factores que influyen en el alto
porcentaje (16,85 %) de respuestas en blanco. A este porcentaje contribuyen de
forma distinta los dos problemas. Mientras que en la tarea 1 (comparado
desconocido) el porcentaje es del 12,36%, en la tarea 2 (referente desconocido) el
porcentaje es 21,35%, es decir, casi el doble. Con ello se pone de nuevo de
manifiesto la mayor dificultad de comprension de los problemas con referente
desconocido frente a los de comparado desconocido.

Entre los dos tipos de problemas de comparaciéon no s6lo se manifiestan
diferencias de comprension en las respuestas en blanco. Con respecto al proceso
de traduccién a un enunciado verbal, el diagrama que representa el modelo de
comparacion multiplicativa con referente desconocido (tarea 2) ha provocado
mas respuestas inadecuadas o incorrectas que el diagrama correspondiente al
modelo de comparacién de comparado desconocido (tarea 1). Esto es coincidente
con resultados obtenidos en resolucion de problemas de comparacion, en el que
los problemas de referente desconocido tienen una tasa menor de éxito. Pero hay
una diferencia fundamental con respecto al tipo de error que cometen en nuestro
estudio. En las investigaciones previas sobre resolucion de problemas verbales de
comparacion multiplicativa (Castro, 1995) se resalta la frecuencia con la que
aparece el error de inversion en los problemas de referente desconocido frente a
los de comparado desconocido. Sin embargo, en nuestro estudio en el que el
problema de comparacion se plantea mediante un diagrama modelo, en el
proceso de invencion de enunciados, el error de inversion ha aparecido un
numero muy reducido de veces, siendo el tipo de respuesta incorrecta que menor
frecuencia ha obtenido junto con redactar un problema de comparaciéon aditiva.
Esperabamos que aparecieran, en los enunciados producidos por los estudiantes,
errores sistematicos asociados a la resolucion de problemas de comparacion
multiplicativa, como el error de inversion o comparacion aditiva. Nos ha
sorprendido la escasa presencia de enunciados de comparacion que contengan

PNA 10(4)



F. Gonzélez, E. Castro-Rodriguez y E. Castro 300

errores sistematicos y la escasa diferencia entre los que se han producido en el
modelo algebraico frente al aritmético.

Las diferencias de actuacion que han tenido los participantes en las dos
tareas de invencion de problemas se han manifestado en varios aspectos. En el
problema de referente desconocido (modelo algebraico) hay mayor ntimero de
respuestas en blanco, mayor niumero de respuestas incompletas, mayor nimero
de enunciados que no corresponden a problemas de comparacién o cambian la
frase comparativa. Todos ellos son sintomas de la mayor dificultad de
comprension que tiene el problema de comparacion multiplicativa de referente
desconocido frente al de comparado desconocido. No todas las dificultades son
del mismo nivel, aunque todas revelan que los problemas de comparacién de
referente desconocido son mas dificiles de comprender que los comparado
desconocido.

Puesto que, en los diagramas propuestos como modelos de la comparacion
multiplicativa, la barra mayor aparece con una particiéon de la misma en partes
equivalentes al referente, en los enunciados construidos a partir del modelo
algebraico cabia la posibilidad de que se expresara la relacion utilizando
fracciones. Sin embargo, ninguna de las 89 respuestas contiene fracciones
explicitamente. Lo mas aproximado al empleo de ideas fraccionarias ha sido la
expresion, presente en un par de respuestas, “Marta tiene 42 canicas y Pedro
tiene una vez”, se supone que seis de la particion presentada graficamente de esas
42 canicas.

El en proceso de traduccion de diagrama a enunciado verbal encontramos
que el porcentaje sobre el total de respuestas que contienen un problema de
isomorfismo de medidas no es muy elevado (9,55%), si tenemos en cuenta que se
les pide a los estudiantes que enuncien un problema con la expresion
comparativa “veces tanto como”, cabe pensar que en realidad este porcentaje
habria sido mayor sin esta condicion.

Por otro lado, si consideramos el porcentaje de estudiantes que interpretan el
modelo visual como isomorfismo de medidas sobre el nimero de alumnos que
redactan un problema completo de estructura multiplicativa obtenemos un 32%.
Este porcentaje de estudiantes dominan correctamente las relaciones
multiplicativas entre los datos del problema, pero no lo asocian con un problema
de comparacion, por lo que concluimos que aproximadamente un tercio de los
sujetos pueden resolver un problema de comparacion multiplicativa empleando
un esquema mental asociado al significado de grupos iguales.

Los resultados que hemos obtenido muestran que los estudiantes pueden
acomodar un esquema mental correspondiente a una categoria semantica de
problemas para resolver los problemas que corresponde a otra categoria
semantica de la que no disponen aun de un esquema mental totalmente
construido.
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Traduccion algebraica

En las respuestas a las tareas 1b y 2b destaca el alto porcentaje de abstencion o
de no respuesta. Este resultado no es de extrafiar, dado que los estudiantes se
encuentran en la etapa de iniciacion en el lenguaje algebraico y las tareas que les
hemos propuesto no son habituales para ellos. Se ha hipotetizado que este tipo de
diagramas favorece la escritura de las ecuaciones algebraicas, y quizas podria ser
una ayuda en manos del docente. En el caso de los alumnos al introducir los
diagramas por primera vez, sin explicacion previa y sin tener experiencia en
procesos de traduccion entre sistemas de representacion, un primer efecto que
produce es el de bloqueo del estudiante, que se abstiene de dar una respuesta.
Resolver un diagrama como los que le presentamos en las tareas no es dificil para
estos estudiantes, pero si lo es traducirlo a relaciones algebraicas.

El proceso de traduccion de los diagramas comparativos a la expresion
algebraica se ha visto fuertemente condicionado por el conocimiento especifico
del lenguaje algebraico por parte de los participantes, lo que ha provocado una
regresion hacia procesos previos, como escribir una ecuacion en x, una operacion
aritmética o evaluar las letras. En los apartados En blanco y Letra evaluada los
sujetos simplemente no dan respuesta o es incompleta. Sin embargo, en los
apartados Ecuacion y Relacion funcional observamos que hay sujetos que
cometen errores entre los que estan el error de inversién en pocas ocasiones y
confunden el escalar con el comparado. Otros sujetos utilizan una forma mas
compleja de escribir algo parecido a una proporcion (regla de tres), que
finalmente viene a ser una forma de escribir el enunciado siguiendo sus propias
pautas. De todo ello, concluimos que hay dos aspectos fundamentales que han
condicionado las respuestas de los sujetos. Una es el nivel de conocimiento del
lenguaje algebraico y otra es la mayor dificultad de comprension del diagrama en
el modelo algebraico que en aritmético.

Comparacion entre los dos procesos de traduccion

Enunciar un problema o escribir una ecuacién a partir de los diagramas
comparativos no han resultado ser procesos independientes. En general, los
estudiantes han sido mas competentes en traducir los diagramas a enunciados
verbales que a expresiones algebraicas. Pensamos que la representacion
simbdlica requiere adquirir conocimientos especificos y manejo de las variables
para escribir el modelo algebraico, conocimiento que ain no han adquirido los
estudiantes, mientras que la invencidon no requiere un conocimiento especifico
que haya que aprender.

El tipo de diagrama-modelo (aritmético o algebraico) que se plantea como
problema de comparacion, influye en la invencion de enunciados, produciendo
un menor rendimiento de los estudiantes el modelo algebraico que el aritmético.
Sin embargo, la diferencia en la escritura de ecuaciones entre los dos modelos no
es tan apreciable.
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REFLEXION FINAL

Los estudios previos habian puesto de manifiesto la mayor dificultad de
comprension de los enunciados inconsistentes de los problemas de comparacion,
frente a los de enunciado consistente. Nuestro estudio subraya que esa mayor
dificultad se mantiene en la traduccion de los modelos graficos de comparacion
correspondientes a estos problemas a enunciados verbales y modelos algebraicos.
Esto nos hace pensar que la causa de esa dificultad (al menos parte de ella) no
reside en su formulacién lingiiistica, sino que tiene que ver con la comprension
de una relaciéon matematica, en este caso la de comparacion, y con la capacidad
de invertir esta relacion. A esta Ultima funcion pueden contribuir los dos
diagramas-modelo que hemos utilizado en este estudio, pero no sélo con hacerlos
aparecer junto al enunciado del problema. Si queremos que los estudiantes
tengan ¢éxito al resolver problemas de comparacion, debemos hacerles
comprender la estructura ldgica de las relaciones entre las cantidades que estan
presentes en los problemas de comparacion. Los dos modelos que presentamos
tienen la misma forma, representan la misma relacién, pero la cantidad
desconocida no es la misma. Por ello, hacer que los estudiantes reflexionen sobre
esos modelos y su traduccion a expresiones algebraicas asociadas puede
contribuir a que construyan una red mental mas amplia del esquema de
comparacion.

En nuestro estudio hemos utilizado problemas simples de comparacién, de
un solo paso, estos problemas suelen aparecer como parte de otros problemas
mas complejos, cuya estructura logica de relaciones puede no ser facil de
representar mediante un diagrama-modelo. Nos preguntamos si presentar “a
priori” un diagrama-modelo de estos problemas de mayor complejidad seria
beneficioso para la comprensién de los mismos por parte de los estudiantes y
cuales serian sus limites.
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