
REVISTA DE CIENCIAS

MONOGRÁFICO

2626

ZU
B

ÍA
. M

O
N

O
G

R
Á

FI
C

O
RE

V
IS

TA
 D

E 
C

IE
N

C
IA

S.
 

N
º 

26
 (2

01
4)

. L
og

ro
ño

 (E
sp

añ
a)

.
P.

 1
-2

35
, I

SS
N

: 1
13

1-
54

23



�
�

“Zubia-Monografico-26” — 2014/10/11 — 13:20 — page 2 — #2 �
�

�
�

�
�

DIRECTORA
Purificación Ruiz Flaño

CONSEJO DE REDACCIÓN
Luis Español González
Rubén Esteban Pérez
Rafael Francia Verde
Juana Hernández Hernández
Luis Miguel Medrano Moreno
Patricia Pérez-Matute
Enrique Requeta Loza
Rafael Tomás Las Heras

CONSEJO CIENTÍFICO
José Antonio Arizaleta Urarte

(Instituto de Estudios Riojanos)
José Arnáez Vadillo

(Universidad de La Rioja)
Susana Caro Calatayud

(Instituto de Estudios Riojanos)
Eduardo Fernández Garbayo

(Universidad de La Rioja)
Rosario García Gómez

(Universidad de La Rioja)
José M.a García Ruiz

(Instituto Pirenaico de Ecología-CSIC)
Javier Guallar Otazua

(Universidad de La Rioja)
Teodoro Lasanta Martínez

(Instituto Pirenaico de Ecología-CSIC)
Joaquín Lasierra Cirujeda

(Hospital San Pedro, Logroño)
Luis Lopo Carramiñana

(Dirección General de Medio Natural del Gobierno de La Rioja)
Fernando Martínez de Toda

(Universidad de La Rioja)
Alfredo Martínez Ramírez

(Centro de Investigación Biomédica de La Rioja –CIBIR–)
Juan Pablo Martínez Rica

(Instituto Pirenaico de Ecología-CSIC)
José Luis Nieto Amado

(Universidad de Zaragoza)
José Luis Peña Monné

(Universidad de Zaragoza)
Félix Pérez-Lorente

(Universidad de La Rioja)
Diego Troya Corcuera

(Instituto Politécnico y Universidad Estatal de Virginia, Estados Unidos)
Eduardo Viladés Juan

(Hospital San Pedro, Logroño)
Carlos Zaldívar Ezquerro

(Dirección General de Medio Natural del Gobierno de La Rioja)

DIRECCIÓN Y ADMINISTRACIÓN
Instituto de Estudios Riojanos
C/ Portales, 2
26071 Logroño
publicaciones.ier@larioja.org

Suscripción anual España (1 número y monográfico): 15 €
Suscripción anual extranjero (1 número y monográfico): 20 €
Número suelto: 9 €
Número monográfico: 9 €



�
�

“Zubia-Monografico-26” — 2014/10/11 — 13:20 — page 3 — #3 �
�

�
�

�
�

INSTITUTO DE ESTUDIOS RIOJANOS

INSTITUTO DE ESTUDIOS RIOJANOS

ZUBÍA
REVISTA DE CIENCIAS

Monográfico Núm. 24

PANORAMA ACTUAL DE LA

INVESTIGACIÓN BIOMÉDICA EN LA RIOJA

Gobierno de La Rioja
Instituto de Estudios Riojanos 

LOGROÑO
2012

Coordinadora
PATRICIA PÉREZ-MATUTE

Monográfico Núm. 26

Investigación en el
Departamento de Matemáticas y Computación

de la Universidad de La Rioja

Coordinadores
Óscar Ciaurri Ramírez y Luis Español González

Gobierno de La Rioja
Instituto de Estudios Riojanos

LOGROÑO
2014



�
�

“Zubia-Monografico-26” — 2014/10/11 — 13:20 — page 4 — #4 �
�

�
�

�
�

Investigación en el Departamento deMatemáticas y Computación de la Universidad de
La Rioja / coordinadores, Óscar Ciaurri Ramírez, Luis Español González. -- Logroño
: Instituto de Estudios Riojanos, 2014
235 p. : gráf. ; 24 cm -- (Zubía. Monográfico, ISSN 1131-5423; 26). -- D.L. LR 413-2012

1. Universidad de La Rioja - Departamento de Matemáticas y Computación. I. Ciaurri
Ramírez, Óscar. II. Español González, Luis. III. Instituto de Estudios Riojanos. IV.
Serie

167 (460.21)
51:37.02 (460.21)

Reservados todos los derechos. Ni la totalidad ni parte de esta publicación pueden reprodu-
cirse, registrarse ni transmitirse, por un sistema de recuperación de información, en ninguna
forma ni por ningún medio, sea electrónico, mecánico, fotoquímico, magnético o electro-
óptico, por fotocopia, grabación o cualquier otro, sin permiso previo por escrito de los
titulares del copyright.

c© Logroño, 2014
Instituto de Estudios Riojanos
C/ Portales, 2
26001-Logroño, La Rioja (España)

c© Diseño del interior: Juan Luis Varona (Universidad de La Rioja), a partir de los archi-
vos LaTeX proporcionados por los autores.

c© Imagen de la cubierta: Composición fractal realizada por José Pérez Valle.
c© Imagen de la contracubierta: Fotografía de la Nebulosa Trífida (M20), en la constela-

ción de Sagitario, tomada en Murillo de Río Leza por la Agrupación Astronómica de
La Rioja el 25 de agosto de 2014.

Producción gráfica: Gráficas Isasa S.L. (Arnedo, La Rioja)

ISSN 1131-5423
Depósito Legal: LR 413-2012

Impreso en España - Printed in Spain



�
�

“Zubia-Monografico-26” — 2014/10/11 — 13:20 — page 5 — #5 �
�

�
�

�
�

ÍNDICE

PRESENTACIÓN
Óscar Ciaurri Ramírez, Luis Español González (Coordinadores) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7–9

PRÓLOGO
José Luis Ansorena (Director del Departamento de Matemáticas y Computación
de la Universidad de La Rioja) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11–12

JOSÉ LUIS ANSORENA
Espacios de funciones derivables
Spaces of differentiable functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13–18

JESÚS ARANSAY, JOSÉ DIVASÓN, CÉSAR DOMÍNGUEZ,
FRANCISCO GARCÍA, JÓNATHAN HERAS, ARTURO JAIME,
LAUREANO LAMBÁN, ELOY MATA, GADEA MATA, JUAN JOSÉ OLARTE,
VICO PASCUAL, BEATRIZ PÉREZ, ANA ROMERO, ÁNGEL LUIS RUBIO,
JULIO RUBIO, EDUARDO SÁENZ DE CABEZÓN
Informática para las Matemáticas, Matemáticas para la Informática,
Informática Aplicada
Computer Science for Mathematics, Mathematics for Computer Science,
Applied Computer Science . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19–37

ALBERTO ARENAS, ÓSCAR CIAURRI, EDGAR LABARGA,
LUZ RONCAL, JUAN LUIS VARONA
Series de Fourier no trigonométricas: una perspectiva familiar
Nontrigonometric Fourier series: a familiar point of view . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39–54

MANUEL BELLO HERNÁNDEZ, JUDIT MÍNGUEZ CENICEROS
Aproximación racional y polinomios ortogonales
Rational approximation and orthogonal polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55–76

PILAR BENITO, DANIEL DE-LA-CONCEPCIÓN, JESÚS LALIENA,
SARA MADARIAGA, JOSÉ M. PÉREZ-IZQUIERDO
Algunos aspectos del álgebra no asociativa
Some aspects on nonassociative algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77–96



�
�

“Zubia-Monografico-26” — 2014/10/11 — 13:20 — page 6 — #6 �
�

�
�

�
�

ROBERTO CASTELLANOS FONSECA, CLARA JIMÉNEZ-GESTAL,
JESÚS MURILLO RAMÓN
Didáctica de la Matemática: cuándo el cómo cuenta tanto (casi) como el qué
Mathematics Education: when how is (almost) as important as what . . . . . . . . . . . . . . . 97–117

LUIS ESPAÑOL GONZÁLEZ
Investigaciones sobre Julio Rey Pastor realizadas desde La Rioja
entre 1982 y 2000
Researches about Julio Rey Pastor made from La Rioja
between 1982 and 2000 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119–141

JOSÉ IGNACIO EXTREMIANA ALDANA, LUIS JAVIER HERNÁNDEZ PARICIO,
MARÍA TERESA RIVAS RODRÍGUEZ
Modelos de Quillen, espacios y flujos exteriores y algunas aplicaciones
Quillen models, exterior spaces and flows, and some applications . . . . . . . . . . . . . . . . . 143–164

JOSÉ ANTONIO EZQUERRO, DANIEL GONZÁLEZ,
JOSÉ MANUEL GUTIÉRREZ, MIGUEL ÁNGEL HERNÁNDEZ-VERÓN,
ÁNGEL ALBERTO MAGREÑÁN, NATALIA ROMERO, MARÍA JESÚS RUBIO
Resolución de ecuaciones no lineales mediante procesos iterativos
Solving nonlinear equations by iterative processes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165–200

MANUEL IÑARREA, WAFAA KANAAN, VÍCTOR LANCHARES,
ANA ISABEL PASCUAL, JOSÉ PABLO SALAS
Sistemas dinámicos: de los átomos al sistema solar
Dynamical systems: from the atoms to the solar system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201–219

JAVIER PÉREZ LÁZARO
Regularidad de la función maximal de Hardy-Littlewood
Regularity of the Hardy-Littlewood maximal function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221–227



�
�

“Zubia-Monografico-26” — 2014/10/11 — 13:20 — page 165 — #165 �
�

�
�

�
�

Zubía. Monográfico 26 165–200 Logroño 2014

RESOLUCIÓN DE ECUACIONES NO LINEALES
MEDIANTE PROCESOS ITERATIVOS

JOSÉ ANTONIO EZQUERRO1, DANIEL GONZÁLEZ2,

JOSÉ MANUEL GUTIÉRREZ1, MIGUEL ÁNGEL HERNÁNDEZ-VERÓN1,

ÁNGEL ALBERTO MAGREÑÁN3, NATALIA ROMERO1, MARÍA JESÚS RUBIO1

RESUMEN

El objetivo principal de este trabajo es mostrar, de manera lo más autoconte-
nida posible, parte de la contribución del grupo de investigación PRIENOL de la
Universidad de La Rioja, cuyos componentes son sus autores, a un problema clási-
co de las Matemáticas: la resolución numérica de ecuaciones no lineales mediante
procesos iterativos. Hemos elegido el método de Newton como proceso iterativo
de referencia para resolver este problema, así como para introducir los conceptos
más importantes que intervienen en su estudio (convergencia, coste operacional,
eficiencia, etc.). Además, damos algunos de los resultados obtenidos para otros
procesos iterativos relacionados con el método de Newton. Y, finalmente, comen-
tamos algunas aplicaciones a problemas concretos.

Palabras clave: Ecuación no lineal, proceso iterativo, accesibilidad, dinámica,
convergencia semilocal, orden de convergencia, coste operacional, eficiencia.

The main aim of this work is to show, in as a self-contained way as possible, a
contribution to a classic problem of Mathematics: the numerical solution of nonlinear
equations using iterative processes. This paper is authored bymembers of the PRIENOL
research group based at the University of La Rioja. We have chosen Newton’s method
as the iterative process of reference to solve the problem, and to introduce the most im-
portant concepts involved in its study (convergence, operational cost, efficiency, etc.), as
well. Then, we give account of some of the results obtained for other iterative processes
also related to Newton’s method. Finally, we discuss some applications of the methods
to specific problems.

1. Dpto. de Matemáticas y Computación, Universidad de La Rioja, Logroño (La Rioja, España)
Correo electrónico: {jezquer, jmguti, mahernan, natalia.romero, mjesus.rubio}@unirioja.es
Página web: http://www.unirioja.es/dptos/dmc/prienol/

2. Centro de Modelización Matemática, Escuela Politécnica Nacional, Quito (Ecuador)
Correo electrónico: daniel.gonzalezs@epn.edu.ec

3. Dpto. de TFG/TFM, Universidad Internacional de La Rioja, Logroño (La Rioja, España)
Correo electrónico: angel.magrenan@unir.net
La investigación de los autores está subvencionada por el proyecto MTM2011-28636-C02-01.
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Key words: Nonlinear equation, iterative method, accessibility, dynamics, semi-
local convergence, order of convergence, operational cost, efficiency.

1. INTRODUCCIÓN

La resolución de ecuaciones no lineales es un problema al que acaban con-
duciendo muchas actividades científicas y situaciones de la vida real. En ocasio-
nes, unas simples manipulaciones algebraicas pueden ser suficientes para resolver
el problema, pero lo más habitual es que no seamos capaces de encontrar de forma
exacta la solución. Es más, es posible que no sepamos a priori si dicha ecuación
tiene solución y, en caso de tenerla, si sólo tiene una solución, un número fini-
to de soluciones o infinitas soluciones. Así, por ejemplo, todo el mundo recuerda
las fórmulas que permiten encontrar las soluciones de una ecuación polinómica
de segundo grado ax2 + b x + c = 0 en función de los coeficientes a, b y c . Tam-
bién existen fórmulas con radicales para resolver ecuaciones polinómicas de grados
tres y cuatro en términos de sus coeficientes, aunque son mucho más engorrosas
y de dudosa utilidad práctica. Pero ya en el siglo XIX el matemático noruego
N. H. Abel dejó establecido que no existen este tipo de fórmulas para polinomios
de grado mayor o igual que cinco. Por éste y otros motivos, se ha hecho necesaria
la determinación de algoritmos que permitan aproximar la solución general de una
ecuación no lineal. Así, se usa la misma notación

f (x) = 0 (1)

para el problema de encontrar una incógnita x, que puede ser un número real o
complejo, un vector, una función, etc., a partir de los datos que proporciona la
función f , que puede ser una función escalar, un sistema de ecuaciones, una ecua-
ción diferencial, una ecuación integral, etc. Este tipo de herramientas se desarrollan
dentro de una rama de las matemáticas conocida como Análisis Numérico.

Evidentemente, el caso que histórica y conceptualmente se desarrolló antes es
el de que f fuera una función real de variable real y, en particular, una ecuación
polinómica. En este contexto destaca sobremanera el conocidométodo de Newton,
un proceso iterativo que permite aproximar una solución α de la ecuación no
lineal (1). En concreto, el método de Newton consiste en construir, a partir de
una aproximación inicial x0 de α, una sucesión de la forma

dado x0, xn+1 =Nf (xn) = xn −
f (xn)
f ′(xn)

, n ≥ 0. (2)

En condiciones adecuadas, la sucesión anterior converge a la solución buscada α.

Los antecedentes de este método se remontan, como mínimo, a la época ba-
bilónica, dos mil años antes de Cristo [17]. No obstante, no es hasta el siglo XVII
cuando el método adquiere la forma y el uso actual con los trabajos de I. Newton

166 Núm. 26 (2014), pp. 165–200 Zubía
ISSN 1131-5423 Monográfico
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(1643–1727), J. Raphson (1648–1715) y T. Simpson (1710–1761). De hecho, mu-
chos autores denominan también al proceso como método de Newton-Raphson.

En un inicio, el método de Newton se empleó para resolver ecuaciones poli-
nómicas. Para hacernos una idea, la ecuación que Newton consideró para ilustrar
su método fue x3−2x−5= 0. Posteriormente, el método se extendió a ecuaciones
que involucraban funciones trascendentes, luego a ecuaciones definidas en el cam-
po de los números complejos y a sistemas de ecuaciones no lineales. A mediados
del siglo XX, el matemático soviético L. V. Kantorovich dio el salto a ecuaciones
definidas en espacios más abstractos como son los espacios de Banach. En este con-
texto es donde se ha desarrollado el trabajo del grupo de investigación PRIENOL
(Procesos Iterativos y Ecuaciones No Lineales) de la Universidad de La Rioja, cu-
yos componentes somos los autores de este artículo. El objetivo de este trabajo
es mostrar el estado del arte sobre este tipo de problemas y presentar, de forma
divulgativa, algunas de las contribuciones que el grupo PRIENOL ha aportado en
esta rama del Análisis Numérico.

2. EL MÉTODO DE NEWTON

Kantorovich fue el artífice de la generalización del método de Newton (2) a
ecuaciones definidas en espacios de Banach (de hecho, en este contexto también
se le conoce como método de Newton-Kantorovich). Estos espacios se llaman así
en honor del matemático polaco S. Banach (1892–1945). En líneas generales, se
puede decir que son espacios de funciones de dimensión infinita, aunque también
son espacios de Banach conjuntos más familiares, como los números reales, los nú-
meros complejos o los espacios �n , n ≥ 2. Esta generalización permite combinar
técnicas de análisis funcional y numérico para abordar problemas no lineales tan
diversos como la resolución de ecuaciones integrales, ecuaciones diferenciales ordi-
narias y en derivadas parciales, problemas de cálculo variacional, etc. Todos estos
problemas los podemos agrupar bajo una misma notación:

F (x) = 0, (3)

donde F es un operador no lineal diferenciable definido entre dos espacios de Ba-
nach X e Y . Entonces, el método de Newton se escribe de la forma

dado x0, xn+1 = xn − [F ′(xn)]
−1F (xn), n ≥ 0, (4)

siendo F ′(xn) la derivada del operador F (x) en el punto xn y [F ′(xn)]
−1 su ope-

rador inverso. En el caso de funciones de variable real o compleja, dicho operador
inverso es simplemente el cociente por la derivada de la función. Para el caso de sis-
temas de ecuaciones, F ′(xn) es la matriz Jacobiana de F en xn y, por tanto, hay que
calcular su inversa. Y, en general, F ′(xn) es un operador lineal de X en Y que es
necesario invertir en cada paso o, alternativamente, resolver la siguiente ecuación
lineal en la variable un :

F ′(xn)un =−F (xn), xn+1 = xn + un , n ≥ 0. (5)

Zubía Núm. 26 (2014), pp. 165–200
Monográfico ISSN 1131-5423 167
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En el resto de esta sección presentamos las propiedades y características fun-
damentales del método de Newton. Las mismas han constituido la base teórica de
nuestra investigación, consistente en modificar algunos resultados conocidos para
obtener nuevas condiciones de convergencia para el método de Newton, así como
extender y generalizar estos resultados a otros procesos iterativos. El desarrollo de
este artículo aparece salpicado de referencias relacionadas, la mayoría correspon-
dientes a artículos de miembros del grupo PRIENOL. Para no abrumar al lector
con un elevado número de citas, hemos seleccionado aquellas que, a nuestro jui-
cio, pueden ser más relevantes. De todos modos, los lectores interesados pueden
consultar el listado completo de trabajos del grupo en la página web del mismo:
https://prienol.unirioja.es/.

2.1. Convergencia del método de Newton

En un principio, el método de Newton estaba concebido únicamente como
una técnica recursiva para aproximar las soluciones de algunas ecuaciones con-
cretas. A principios del siglo XIX, científicos de la talla de Fourier o Cauchy se
plantearon el problema de estudiar las condiciones que garantizasen la convergen-
cia del método a una solución, así como otras cuestiones relativas a la velocidad de
convergencia de las iteraciones o el error cometido en cada paso.

En el estudio de la convergencia del método de Newton y, en general, de
cualquier proceso iterativo, se distinguen tres tipos de convergencia:

1. Convergencia local: se imponen condiciones sobre el operador F que define
la ecuación (3) y sobre la solución x∗ de la misma.

2. Convergencia semilocal: se imponen condiciones sobre el operador F que
define la ecuación (3) y sobre el punto de partida x0 de la sucesión (4).

3. Convergencia global: se exigen condiciones sobre el operador F que define
la ecuación (3) en un rango de valores donde está definido.

El grupo de investigación PRIENOL se ha centrado fundamentalmente, aun-
que no únicamente, en el estudio de la convergencia semilocal de los métodos
iterativos, realizándolo mediante diferentes técnicas de demostración y viendo qué
es lo que aporta cada una de ellas en el estudio de los métodos iterativos.

A continuación, a modo ilustrativo, presentamos una versión actualizada del
teorema de Newton-Kantorovich, que es un resultado de convergencia semilocal, ini-
cialmente demostrado en 1948 por Kantorovich mediante relaciones de recurren-
cia [77]. Dicho resultado justifica de forma teórica el funcionamiento del método
para encontrar soluciones en la práctica. Notemos además que los resultados de
tipo Kantorovich no suponen la existencia de soluciones de la ecuación (3), por lo
que el clásico teorema de Newton-Kantorovich, que enunciamos a continuación,
no es sólo un resultado de convergencia semilocal del método de Newton, sino
también un resultado de existencia y unicidad de solución de la ecuación (3).

168 Núm. 26 (2014), pp. 165–200 Zubía
ISSN 1131-5423 Monográfico
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Teorema (Teorema de Newton-Kantorovich). Sea F :Ω⊆X → Y un operador dos
veces diferenciable Fréchet en un conjunto abierto convexo no vacío Ω de un espacio
de Banach X y con valores en un espacio de Banach Y . Supongamos también que se
cumplen las siguientes condiciones:

(i) Existe un punto x0 ∈ Ω donde está definido el operador [F ′(x0)]
−1 = Γ0 y es tal

que ‖Γ0‖ ≤β,
(ii) ‖Γ0F (x0)‖ ≤ η,
(iii) ‖F ′′(x)‖ ≤M , para todo x ∈Ω,
(iv) h =Mβη� 1/2,

(iv) S = {x : ‖x − x0‖ ≤ r0} ⊆Ω, donde r0 =
1−�1−2h

h η.

Entonces:

(a) La sucesión (4) está bien definida y es convergente a una solución x∗ de la ecua-
ción F (x) = 0.

(b) La solución x∗ está contenida en la bola cerrada S y es única en el conjunto
{x : ‖x − x0‖ ≤ r1} ∩Ω, donde r1 =

1+
�

1−2h
h η.

(c) Se tienen las siguientes cotas del error: ‖x∗ − xn‖ ≤ (2h)2n

2n h η, n ≥ 0.

2.2. Velocidad de convergencia del Método de Newton

Un primer aspecto a destacar en el estudio de un proceso iterativo es la velo-
cidad de convergencia de la sucesión generada por su algoritmo. Una medida muy
utilizada habitualmente de la velocidad de convergencia es el R-orden de conver-
gencia, que definimos a continuación.

Definición. Sean {xn} una sucesión en un espacio de Banach X que converge a un
punto x∗ ∈X , un número τ ≥ 1 y

en(τ) =
�

n si τ = 1,
τn si τ > 1, n ≥ 0.

(a) Decimos que τ es un R-orden de convergencia de la sucesión {xn} si existen dos
constantes b ∈ (0,1) y B ∈ (0,+∞) tales que

‖xn − x∗‖ ≤ B b en (τ).

(b) Decimos que τ es el R-orden de convergencia de la sucesión {xn} si existen cons-
tantes a, b ∈ (0,1) y A,B ∈ (0,+∞) tales que

Aaen (τ) ≤ ‖xn − x∗‖ ≤ B b en (τ), n ≥ 0.
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En general, comprobar la doble acotación de (b ) es complicado, por eso nor-
malmente sólo se buscan acotaciones superiores como las de (a). Por tanto, si
encontramos un R-orden de convergencia τ de la sucesión {xn}, decimos que la
sucesión {xn} tiene R-orden de convergencia al menos τ. Este es el argumento
habitualmente utilizado para estudiar el R-orden de convergencia de un método
iterativo en espacios de Banach. Evidentemente, cuanto mayor es el orden de con-
vergencia de un proceso iterativo, mayor es su velocidad de convergencia.

En este caso, si tenemos en cuenta el apartado (c) del teorema de Newton-
Kantorovich, se sigue fácilmente que el método de Newton tiene R-orden de con-
vergencia al menos cuadrático.

2.3. Coste operacional y eficiencia

Otro aspecto importante que hay que tener en cuenta cuando analizamos el
algoritmo de un proceso iterativo es el coste operacional necesario que conlleva su
aplicación. Dos son las fuentes que generan el coste operacional a la hora de aplicar
el algoritmo: el número de operaciones requeridas en la aplicación del algoritmo y
las evaluaciones de funciones necesarias que aparecen en él.

Para calcular el coste operacional del algoritmo del método de Newton, con-
sideramos la resolución de un sistema de m ecuaciones con m incógnitas. Para
aproximar una solución del sistema mediante el método de Newton (4), lo que
hacemos es resolver, en cada paso, el sistema lineal (5), teniendo en cuenta que las
aproximaciones xn son vectores de �m y que dicho sistema lineal está generado a
partir de la matriz F ′(xn), lo que habitualmente se realiza mediante una factoriza-
ción LU y la resolución de dos sistemas lineales triangulares. En cuanto al coste
operacional correspondiente al número de evaluaciones de funciones, vemos que
se evalúan las funciones F y F ′ en cada paso del algoritmo, lo que hace que el
método de Newton tenga un coste operacional reducido.

A partir del coste operacional, podemos definir la eficiencia del método de
Newton, que relaciona la velocidad de convergencia con el coste operacional. Dos
medidas clásicas de la eficiencia de un proceso iterativo, en el sentido definido por
Traub [93] y Ostrowski [86], para la resolución de ecuaciones escalares, son el
índice de eficiencia IE y la eficiencia computacional EC, que se definen, respecti-
vamente, por

IE= ρ1/ν y EC = ρ1/ϑ ,

donde ρ es el R-orden de convergencia del método, que en el caso de Newton es
dos, ν representa el número de evaluaciones de funciones necesarias para aplicar el
método, que para el de Newton es dos, y ϑ es el número de operaciones (productos
y divisiones) que son necesarias para aplicar cada paso del algoritmo en cuestión,
que en el caso del método de Newton es (m3+ 3m2−m)/3 [86].

Sin embargo, mientras el índice de eficiencia y la eficiencia computacional
son conceptos utilizados por Traub y Ostrowski para analizar la eficiencia de un
proceso iterativo en el caso escalar, para resolver sistemas de m ecuaciones con
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m incógnitas es más apropiado y realista considerar una generalización de estos
dos índices. Dicha generalización, denominada índice de eficiencia computacional
CEI [15], viene dada por

CEI(µ, m) = ρ1/� (µ,m),

donde � (µ, m) es el coste operacional del método, que se define como

� (µ, m) = ν(m)µ+ϑ(m),

siendo ν(m) de evaluaciones de funciones en cada paso del algoritmo, ϑ(m) el
número de productos (y divisiones), y µ la razón entre el número de productos y
evaluaciones requerido para expresar � (µ, m) en términos de productos. Cuando
aplicamos el método de Newton para resolver un sistema de m ecuaciones con m
incógnitas, tenemos ν(m) = m2+m y ϑ(m) = 1

3 (m
3+ 3m2−m), de manera que

� (µ, m) = (m2+m)µ+ 1
3 (m

3+ 3m2−m).
El CEI es un índice útil para comparar procesos iterativos, puesto que utiliza

el producto como unidad de medida, contando los productos reales o equivalentes
necesarios para realizar un paso de cada proceso iterativo. Para esto, tenemos que
tener en cuenta todas las operaciones realizadas y conocer, por ejemplo, el número
de productos equivalentes en tiempo para calcular una función específica. Natural-
mente, el coste de una iteración de un método, así como su eficiencia, dependerá
de la función, la dimensión del sistema y la aritmética computacional utilizada.

En [50] y [51] se puede consultar el estudio de la eficiencia del método de
Newton, así como de otros procesos iterativos.

2.4. Accesibilidad

A la hora de conocer la aplicabilidad de un proceso iterativo, dos son los ti-
pos de condiciones a los que hay que prestar atención. Si nos fijamos en el teorema
de Newton-Kantorovich, vemos que hay condiciones sobre el punto de salida x0,
lo que denominamos accesibilidad del método, y condiciones sobre el operador F
(F debe de ser dos veces continuamente diferenciable Frèchet y con segunda de-
rivada acotada en el dominio Ω). El análisis y la modificación de las condiciones
sobre el operador F se realizan en la sección 2.8. Aquí estudiamos la accesibilidad
del método de Newton.

Podemos estudiar la accesibilidad de un método iterativo desde tres puntos
de vista, dos de los cuales, la cuenca de atracción y la región de accesibilidad, son
experimentales, y el otro, el dominio de parámetros, es teórico. Tanto la cuenca
de atracción como la región de accesibilidad están asociadas a la ecuación F (x) =
0 a resolver. Además, la región de accesibilidad está asociada a un resultado de
convergencia semilocal. Sin embargo, el dominio de parámetros no está asociado
a una determinada ecuación, sino que está asociado única y exclusivamente a un
resultado de convergencia semilocal, siendo válido para cualquier ecuación.
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Destacamos que, mientras que el análisis de la accesibilidad de un método ite-
rativo mediante cuencas de atracción es un procedimiento ya conocido, los análisis
mediante regiones de accesibilidad y dominios de parámetros son dos procedimien-
tos ideados por el grupo de investigación PRIENOL.

Para un sencillo entendimiento de estas tres formas de observar la accesibi-
lidad de un método iterativo cuando se aplica a la resolución de una ecuación,
vamos a utilizar el resultado de convergencia semilocal del método de Newton da-
do por Kantorovich, el teorema de Newton-Kantorovich, y la ecuación compleja
f (z) = z3− 1= 0, donde f :�→�. Notemos que la ecuación anterior tiene tres
raíces: α1 = 1, α2 = exp

�
2πi

3

�
y α3 = exp
�
− 2πi

3

�
.

2.4.1. Cuenca de atracción

Cuando aplicamos el método de Newton al polinomio f (z) = z3 − 1 = 0
obtenemos la siguiente función de iteración:

Nf (z) =
2z3+ 1

3z2
.

Asociada a cada una de las raíces αi , i = 1,2,3, aparece una región del plano com-
plejo formada por los puntos de salida z0 a partir de los cuales el método de New-
ton zn+1 = Nf (zn) converge a una solución αi , i = 1,2,3. A cada una de estas
regiones se les llama cuenca de atracción de la raíz correspondiente.

De forma experimental, se pueden representar gráficamente estas cuencas de
atracción, tal y como se muestra en el primer gráfico de la figura 1. Siguiendo las
estrategias dadas en [94], se ha considerado una malla D de puntos en un rectán-
gulo del plano complejo. El método de Newton, empezando en un punto z0 ∈ D ,
puede converger a cualquiera de las tres raíces o, eventualmente, diverger. Hemos
coloreado los puntos de la malla correspondientes a las aproximaciones iniciales
a partir de las cuales se alcanza alguna de las raíces con una tolerancia y un nú-
mero máximo de iteraciones prefijados. En particular, hemos utilizado los colores
cian, magenta y amarillo para las cuencas de atracción de las raíces α1, α2 y α3,
respectivamente. El color se hace más claro o más oscuro según sea el número de
iteraciones utilizadas para alcanzar una raíz con la precisión fijada.

Como vemos en este experimento, la frontera entre las tres cuencas de atrac-
ción presenta una estructura muy intrincada. Además, se aprecia que, si tomamos
círculos centrados en puntos de dicha frontera y de radios tan pequeños como
queramos, se encuentran puntos en dichos círculos que pertenecen a las tres cuen-
cas de atracción. Esto revela que la elección del punto de partida en el método de
Newton y, en general en cualquier proceso iterativo, es un problema complicado.
El análisis y caracterización de las cuencas de atracción de un proceso iterativo es
uno de los puntos clave de su estudio dinámico, como se muestra en la sección 2.5.
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Figura 1: A la izquierda, cuencas de atracción de las tres raíces de z3−1= 0 cuando
se aproximan mediante el método de Newton. En el centro, regiones de accesi-
bilidad de las tres raíces según el teorema de Newton-Kantorovich. A la derecha,
dominio de parámetros del método de Newton asociado al citado teorema.

2.4.2. Región de accesibilidad

Sabemos que los puntos de salida del método de Newton tienen asociados los
parámetros β, η y M dados en las condiciones iniciales (i )–(i i i ) del teorema de
Newton-Kantorovich. Para representar las regiones de accesibilidad del método de
Newton, coloreamos los puntos cuyos parámetros asociados verifican las condicio-
nes de convergencia y, en otro caso, no los coloreamos. La región de accesibilidad
asociada a una solución de una ecuación nos indica entonces el dominio de puntos
de salida a partir de los cuales tenemos asegurada la convergencia del método de
Newton (es decir, el conjunto de puntos de salida que satisfacen las condiciones de
convergencia para el método de Newton).

En el segundo gráfico de la figura 1 vemos cuáles son las regiones de acce-
sibilidad asociadas a las raíces de la ecuación z3 − 1 = 0 cuando se aproximan
con el método de Newton. Representamos la regiones de accesibilidad colorean-
do los puntos x0 que verifican la condición Mβη ≤ 1

2 del teorema de Newton-
Kantorovich. Hemos utilizado los colores cian, magenta y amarillo para regiones
de accesibilidad de las raíces α1, α2 y α3, respectivamente. Y, al igual que para las
cuencas de atracción, el color se hace más claro o más oscuro según sea el número
de iteraciones utilizadas para alcanzar una solución con la precisión fijada.

2.4.3. Dominio de parámetros

Aparte de la observación empírica de la accesibilidad del método de Newton
dado por las cuencas de atracción y las regiones de accesibilidad, podemos rea-
lizar un estudio de la accesibilidad de dicho método a partir de las condiciones
de convergencia impuestas en el teorema de convergencia semilocal de Newton-
Kantorovich.

Observamos que las condiciones de convergencia impuestas en dicho teore-
ma tienen dos partes diferenciadas. Por una parte, las condiciones iniciales (i )–(i i )
exigidas al punto de salida x0; y por otra, la condición (i i i ) exigida al operador F .
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Para estudiar las restricciones que se imponen con las condiciones iniciales, utili-
zamos el dominio de parámetros, que establece gráficamente en un plano real la
relación entre los parámetros que se definen a partir de las condiciones iniciales.

A partir del teorema de Newton-Kantorovich, si queremos estudiar teórica-
mente la accesibilidad del método de Newton, basta con tener en cuenta que, dado
x0 ∈Ω, el método tiene asociados los parámetrosβ y η que aparecen en (i )–(i i ), y
el parámetro M que aparece en (i i i ). Así, a partir de la condición de convergencia
Mβη ≤ 1

2 del teorema de Newton-Kantorovich, podemos definir el dominio de
parámetros asociado a dicho teorema como el conjunto de puntos del plano real
dado por {(β, Mη) ∈ �2 : Mβη ≤ 1

2}. Por un lado, observamos que el parámetro
η mide la aproximación de x0 a la solución x∗. Notemos entonces que η = 0 si
x0 = x∗. Por otro lado, observamos que el parámetro M , que se define a partir
de la condición (i i i ) que se exige al operador F , es siempre una cantidad fija, de
manera que no va a influir en el dominio de parámetros.

En el tercer gráfico de la figura 1 mostramos el dominio de parámetros del
método de Newton asociado al teorema de Newton-Kantorovich. Para represen-
tarlo gráficamente, hemos considerado el plano xy con x = β (eje de abscisas) e
y = Mη (eje de ordenadas) y coloreado en rojo los valores de los parámetros que
verifican la condición xy ≤ 1

2 .

2.5. Estudio de la dinámica

Tal y como vimos en la sección 2.4, el problema de encontrar puntos de
partida adecuados para asegurar la convergencia de un proceso iterativo a la so-
lución de una ecuación es el verdadero «talón de Aquiles» de esta teoría. Esta
cuestión ha atraído la atención de los matemáticos desde mucho tiempo atrás y
sigue siendo hoy en día un tema de investigación con varios interrogantes aún sin
resolver. Para poder entender mejor este problema, extendemos el ejemplo del po-
linomio z3 − 1 a una función general f : �→ � definida en el plano complejo1
�= {z = x + i y : x, y ∈�} y consideramos un proceso iterativo cualquiera

dado z0, zn+1 = Tf (zn), n ≥ 0, (6)

para aproximar numéricamente las soluciones de la ecuación f (z) = 0. Sea α una
de estas soluciones. Las cuestiones que se plantean son: ¿es posible caracterizar la
región del plano complejo Sα tal que si x0 ∈ Sα, el proceso iterativo (6) conver-
ja a α? Como ya se ha indicado anteriormente, la región Sα se conoce como cuenca
de atracción de la raíz α para el proceso Tf . Si la ecuación f (z) = 0 tiene otras
soluciones, ¿podemos caracterizar las demás de cuencas de atracción? ¿Llenan estas
cuencas de atracción todo el plano complejo? ¿Puede ocurrir que haya zonas de no
convergencia a las soluciones? El estudio dinámico de los procesos iterativos nos
permite responder a estas y otras cuestiones.

1El problema se podría plantear también en la recta real, en los espacios �n , n ≥ 2, o en espacios
más generales.
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De forma muy esquemática, podríamos decir que el estudio dinámico de (6)
consiste en caracterizar las órbitas de los diversos puntos de partida z0 ∈�, enten-
diendo por órbita de un punto, bajo la acción de Tf , el conjunto

{z0,Tf (z0),T 2
f (z0), . . . ,T n

f (z0), . . .},
donde T n

f (z0) = T n−1
f (Tf (z0)) es la composición de la función Tf consigo misma

n veces, para n ≥ 2. Así, nos podemos encontrar con las siguientes situaciones:

1. Órbitas que convergen a un único punto (un punto fijo de Tf ), que además
es una solución de f (z) = 0.

2. Órbitas que convergen a un punto fijo de Tf que no es solución de f (z) = 0
(punto fijo extraño).

3. Órbitas que se repiten tras un número finito de pasos; es decir, existe un
valor mínimo p ∈� tal que T p

f (z0) = z0. En este caso, se obtiene una órbita

{z0,Tf (z0), . . . ,T p−1
f (z0)} que se conoce como ciclo de periodo p o p -ciclo.

4. Órbitas que se aproximan a un p-ciclo, pero sin llegar nunca a alcanzarlo.

5. Órbitas que tienen una evolución menos predecible y que parecen no se-
guir ningún patrón reconocible, dando lugar a fenómenos como atractores
extraños o comportamientos caóticos.

El primer caso es el deseado desde el punto de vista de los métodos para resol-
ver ecuaciones, pero los demás también son interesantes a la hora de conocer el
comportamiento global de la función de iteración Tf . De hecho, son estos los que
ofrecen más posibilidades de estudio desde el punto de vista dinámico.

Sin duda alguna, el estudio de referencia en este campo lo marca el método
de Newton, cuya función de iteración es Tf (z) = Nf (z). Para este método se co-
nocen muchísimos resultados que caracterizan su comportamiento dinámico para
funciones definidas tanto en la recta real como en el plano complejo, como puede
verse en [88] y en las numerosas referencias allí contenidas.

El origen de este problema se encuentra en los trabajos del matemático bri-
tánico A. Cayley, quien en 1879 encontró las cuencas de atracción del método de
Newton aplicado a un polinomio de segundo grado con dos raíces distintas:

p(z) = (z −α1)(z −α2), α1 �= α2, α1,α2 ∈�.

Cayley demostró que dichas cuencas son los semiplanos en los que queda dividido
el plano complejo por la recta equidistante de las dos raíces, es decir, la mediatriz
del segmento de extremos α1 y α2. Si tomamos un punto de partida en el mismo
semiplano que una raíz, el método de Newton converge a dicha raíz, es decir, en
este caso el método de Newton converge a la raíz más cercana al punto de partida.
Si tomamos un punto de partida en la mediatriz, el método de Newton propor-
ciona una sucesión de puntos en la propia mediatriz sin ningún orden aparente,
apareciendo así un comportamiento caótico.
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Figura 2: Elementos de la dinámica compleja para el método de Newton y sus
variantes: a la izquierda, aparición de agujeros negros; en el centro, un plano de
parámetros para el método de Newton amortiguado asociado a un punto crítico; y
a la derecha, el plano de parámetros asociado al otro punto crítico.

El propio Cayley fracasó en el intento de resolver el problema para polino-
mios de tercer grado. En palabras del propio Cayley: «Espero poder aplicar esta
teoría al caso de una ecuación cúbica, pero los cálculos son mucho más difíciles».

Cuarenta años más tarde, los trabajos de G. M. Julia (1918) y P. J. L. Fatou
(1920) revelaron que el problema al que se enfrentaba Cayley no era en absolu-
to trivial, sino prácticamente inabordable con los conocimientos y técnicas de su
época. En el primer gráfico de la figura 1 mostrábamos las cuencas de atracción
para el método de Newton aplicado al polinomio cúbico p(z) = z3− 1. Al verlas,
se puede entender el fracaso de Cayley al intentar caracterizar dichas cuencas.

Otro fenómeno destacable en la dinámica del método de Newton es la apa-
rición de «agujeros negros», que son regiones del plano formadas por puntos de
partida para los cuales el método de Newton no converge a ninguna de las raí-
ces. Para ello, véase el primer gráfico de la figura 2, donde, junto a las cuencas de
atracción de las tres raíces del polinomio p(z) = z3−2z+2, existen regiones (colo-
readas en negro) donde se encuentran puntos de partida para los cuales el método
de Newton no converge a ninguna de las raíces. Así, por ejemplo, hay puntos cu-
yas órbitas convergen a un ciclo de longitud 2. Si empezamos a iterar el método de
Newton en z0 = 0, obtenemos el 2-ciclo {0,1}:

z1 = z0−
z3

0 − 2z0+ 2

3z2
0 − 2

= 1, z2 = z1−
z3

1 − 2z1+ 2

3z2
1 − 2

= 0.

Pero, es más, las iteraciones que empiezan en puntos cercanos a 0 (o cercanos a 1)
se aproximan cada vez más al 2-ciclo.

Si bien es cierto que existe una gran cantidad de resultados sobre el compor-
tamiento dinámico del método de Newton, también es cierto que el estudio de
otros procesos iterativos para resolver ecuaciones no lineales es bastante menos
conocido. En esta línea es donde nuestro grupo de investigación ha trabajado. En
particular, en la tesis doctoral de Á. A. Magreñán [79] se ha llevado a cabo un
análisis exhaustivo de una variante del método de Newton conocida como método
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de Newton amortiguado [89]:

dado z0, zn+1 = zn −λ
f (zn)
f ′(zn)

, n ≥ 0. (7)

Allí se contempla la importancia del parámetro amortiguador λ en las propiedades
del método y su estudio se divide en dos partes:

1. En la primera de ellas (dinámica real), se considera λ ∈ � y (7) como una
sucesión definida dentro del campo de los números reales.

2. En la segunda (dinámica compleja), se toma λ como un parámetro complejo
y (7) como una sucesión definida en el campo de los números complejos.

Figura 3: Algunos elementos que aparecen en la dinámica real del método de New-
ton y sus variantes: a la izquierda, órbitas que tienen un comportamiento caótico;
en el centro, diagramas de Feigenbaum; y a la derecha, exponentes de Lyapunov.

Ambos estudios dinámicos tienen algunos aspectos comunes, como por ejem-
plo que (7) tiene sentido como método para buscar raíces de una ecuación sólo
cuando |λ− 1| < 1, donde | · | representa el valor absoluto de un número real o el
módulo de un número complejo. No obstante, la generalización al resto de valores
de λ aporta una gran riqueza desde el punto de vista dinámico, ya que produce
que el carácter de las raíces de la ecuación considerada vaya cambiando en función
de λ, pudiendo pasar de ser atractor a repulsor, además de originar la aparición
de otros fenómenos dinámicos como los ciclos atractores o el comportamiento
caótico. Pero también es cierto que las dos variantes dinámicas tienen elementos
diferenciadores. Por ejemplo, en la dinámica real cabe destacar la formación de
asíntotas en la función de iteración o el empleo de herramientas como los diagra-
mas de Feigenbaum o los exponentes de Lyapunov (véase la figura 3), mientras
que en la dinámica compleja cobra relevancia el estudio del punto del infinito, los
conjuntos de Julia (fronteras de las cuencas de atracción) o los conocidos como
planos de parámetros (véase la figura 2).

2.6. Mejora de la velocidad de convergencia

Partes de las tesis doctorales de J. M. Gutiérrez [41] y J. A. Ezquerro [11]
están dedicadas a mejorar la velocidad de convergencia del método de Newton.
Para ello, se apoyan en el estudio de la convexidad y construyen aceleraciones
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del método de Newton que han dado lugar a procesos iterativos con órdenes de
convergencia cuadrático y cúbico.

Si aplicamos el método de Newton (2) para resolver la ecuación escalar f (t ) =
0, el grado de convexidad logarítmico de f ,

Lf (t ) =
f (t ) f ′′(t )

f ′(t )2
,

nos permite analizar la velocidad de convergencia de la sucesión de Newton a una
raíz α. Así, supongamos que α es también raíz de otra ecuación g (t ) = 0. Dados
t0 y s0, sean

tn+1 = tn −
f (tn)
f ′(tn)

, sn+1 = sn −
g (sn)
g ′(sn)

,

las correspondientes sucesiones de Newton obtenidas para f y g respectivamente,
pero empezando en el mismo punto s0 = t0. Entonces, si los grados de convexidad
logarítmicos respectivos cumplen Lg (t )< Lf (t ) para todo t ∈ [t0,α), se sigue que
la sucesión {sn} converge a α más rápidamente que la sucesión {tn}. Este resultado
permite relacionar algunas aspectos geométricos de las funciones f y g con cues-
tiones puramente numéricas; no en vano, el grado de convexidad logarítmico de f
es también la derivada de la función de iteración del método de Newton aplicado
a la función f : Lf (t ) =N ′f (t ).

Utilizando el argumento anterior, podemos obtener aceleraciones punto a
punto para el método de Newton. Es decir, la aceleración {sn} es tal que sn+1 =
G(tn) para un cierto operador G. Este tipo de aceleraciones tienen gran interés,
ya que una vez construido G se pueden definir nuevos procesos iterativos zn+1 =
G(zn) independientemente de la sucesión {tn}.

En [41], mediante una serie de consideraciones geométricas, se encuentran
una de estas aceleraciones y su correspondiente nuevo proceso iterativo, que es
nombrado como aceleración convexa del método de Newton,

dado t0, tn+1 = tn −
2− Lf (tn)

1− Lf (tn)
f (tn)

2 f ′(tn)
, n ≥ 0,

pero que en la literatura matemática se ha asentado con el nombre de método
de super-Halley. Se trata de un método iterativo con R-orden de convergencia al
menos tres y propiedades interesantes desde el punto de vista numérico, y que no
ha sido tan estudiado como otros métodos clásicos de tercer orden (el de Halley y
el de Chebyshev).

En [11], se obtienen tres procedimientos de aceleración del método de New-
ton. El primero consiste en reducir directamente el grado de convexidad logarít-
mico de la función f y, a partir de ésta, construir dos funciones con menor grado
de convexidad logarítmico, dando lugar así a una familia de métodos iterativos
con R-orden de convergencia al menos dos ( [19], [21]) y al conocido método de
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tercer orden de Halley. El segundo, denominado «aproximación global», consiste
en aproximar la curva y = f (x) por la recta tangente a dicha curva en el punto
(α, 0), dando lugar al método de la aceleración convexa del método de Newton (o
de super-Halley). Y el tercero, denominado «aproximación local», consiste en rea-
lizar las aproximaciones localmente, aproximando la curva y = f (x) por la recta
y = f ′(xn)(x − α) en un entorno de cada punto (xn , f (xn)), dando lugar al co-
nocido método de tercer orden de Chebyshev. Los dos últimos procedimientos se
basan en el hecho obvio de que las rectas son las funciones no cóncavas con menor
grado de convexidad logarítmico [20].

2.7. Reducción del coste operacional

A la hora de reducir el coste operacional del método de Newton, un primer
procedimiento, que se puede considerar como natural, consiste en evitar el cálculo
del operador derivada en su algoritmo. Así, hemos reducido el coste operacional
del método de Newton mediante procesos iterativos denominados de tipo Whitta-
ker y dados por un esquema de la forma

dado x0, xn+1 = xn −λn F (xn), n ≥ 0,

donde λn es una sucesión de números reales. Otro procedimiento habitualmente
utilizado consiste en «congelar» el operador inverso, tal y como puede verse en el
método de Newton modificado,

dado x0, xn+1 = xn − [F ′(x0)]
−1F (xn), n ≥ 0,

donde se «congela» el operador inverso que aparece en el método de Newton (4).
Sin embargo, el R-orden de convergencia de estos dos últimos métodos iterativos
se reduce de cuadrático a lineal, lo que reduce notablemente la eficiencia de ambos.

También podemos reducir el coste operacional del método de Newton al
aproximar la derivada F ′, lo que lleva a procesos iterativos tipo Newton. En el
apartado 2.8.2 podemos ver el caso en el que se aproxima la derivada F ′ mediante
diferencias divididas.

En [26], manteniendo el R-orden de convergencia cuadrático, pero eliminan-
do el operador inverso [F ′(xn)]

−1 del algoritmo y, en el caso m-dimensional, cam-
biando la resolución de sistemas lineales en cada paso por productos de matrices
(lo que puede mejorar la estabilidad del proceso iterativo), hemos estudiado el
proceso iterativo




dado x0,

xn+1 = xn −Bn F (xn),

Bn+1 = 2Bn −Bn F ′(xn+1)Bn , n ≥ 0,

que se conoce como método de Newton-Moser, tiene convergencia cuadrática y
no contiene operadores inversos en su algoritmo. Otra ventaja de este método
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es que proporciona una sucesión {Bn} de aproximaciones al valor de [F ′(x∗)]−1,
siendo x∗ una solución de la ecuación a resolver. En [43] y [92] podemos encontrar
dos estudios de la convergencia semilocal de este método, el primero basado en
relaciones de recurrencia y el segundo basado en la α-teoría de Smale.

La eficiencia de un método iterativo determina su elección. Hemos visto que
la eficiencia de un método depende del R-orden de convergencia y del coste ope-
racional de éste. En la sección anterior hemos visto, mediante aceleraciones punto
a punto, un procedimiento para mejorar el R-orden de convergencia y, en esta
sección, acabamos de ver varios procedimientos para rebajar el coste operacional
de un método iterativo. A continuación, finalizamos esta sección viendo un pro-
cedimiento para conseguir ambas mejoras y construir así métodos iterativos más
eficientes. Para ello, utilizamos los conocidos métodos iterativos multipaso. Así,
podemos mejorar el R-orden de convergencia de un proceso iterativo mediante la
aplicación del siguiente resultado que permite construir, a partir de un proceso
iterativo con R-orden de convergencia al menos p, un proceso iterativo multipaso
de R-orden de convergencia al menos p + 1:



dado x0,

zn =φ(xn), (R-orden de convergencia al menos p)

xn+1 = zn −
f (zn)
f ′(xn)

, n ≥ 0.

Una primera aplicación interesante del resultado anterior es el caso del cono-
cido método de Newton de dos pasos,



dado x0,

yn = xn − [F ′(xn)]
−1F (xn), (R-orden de convergencia al menos 2)

xn+1 = yn − [F ′(xn)]
−1F (yn), n ≥ 0,

que tiene R-orden de convergencia al menos tres. Además, también se considera
la técnica de congelación indicada anteriormente para los dos pasos que tiene el
método. Así, incrementamos la velocidad de convergencia y no incrementamos
excesivamente el coste operacional, lo que hace mejorar la eficiencia. Este tipo de
técnicas se han utilizado en [15].

2.8. Otras condiciones exigidas al operador F

Por un lado, la utilización de las relaciones de recurrencia que se derivan a lo
largo del procedimiento utilizado por Kantorovich para demostrar la convergen-
cia semilocal del método de Newton juega un papel fundamental, pero no es la
única forma de demostrarla. Kantorovich demuestra el mismo resultado a partir
del concepto de sucesión mayorizante [78].

Por otro lado, a la hora de mejorar, en un sentido amplio, la aplicabilidad
del método de Newton, nos planteamos, por una parte, suavizar las condiciones
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impuestas al operador F , de manera que podamos aplicar el método a un mayor
número de situaciones, y, por otra, mejorar los dominios de puntos de salida, es
decir, la accesibilidad del método.

Para estudiar las diferentes condiciones exigidas al operador, distinguiremos
entre dos situaciones: operadores diferenciables y operadores no diferenciables.

2.8.1. Operadores diferenciables

Para suavizar las condiciones exigidas al operador F en el análisis de la con-
vergencia semilocal del método de Newton, el grupo PRIENOL ha desarrollado
una nueva técnica de demostración de la convergencia semilocal de este método
que simplifica en gran medida el análisis de la convergencia cuando se estudia bajo
condiciones más suaves que las clásicas de Kantorovich.

El teorema de Newton-Kantorovich impone condiciones suficientes para que
la ecuación F (x) = 0 tenga una única solución x∗ en un cierto entorno del punto
inicial x0. Observemos que la condición más exigente que se requiere al operador
F es (i i i ). Sin embargo, hay situaciones en las que esta condición no se satisface.
Por ejemplo, en algunas ecuaciones integrales no lineales de tipo Hammerstein
mixto de la forma [25]

x(s ) = u(s )+
m∑

i=1

∫ b
a

Gi (s , t )Hi (x(t ))d t , s ∈ [a, b ], (8)

donde −∞< a < b <∞, Gi , Hi ( i = 1,2, . . . , m ) y u son funciones conocidas y
x es una función solución a determinar. Ecuaciones integrales de este tipo pueden
encontrarse en modelos dinámicos de reactores químicos. En particular, para

x(s ) = u(s )+
∫ b

a
G(s , t )[λ1x(t )2+p +λ2x(t )n]d t , (9)

con s ∈ [a, b ], p ∈ [0,1], n ≥ 2 (n ∈ �) y λ1,λ2 ∈ �, donde u es una función
continua y el núcleo G es una función continua y no negativa en [a, b ]× [a, b ].

La resolución de la ecuación integral (9) es equivalente a resolver la ecuación
F (x) = 0 donde F : C [a, b ]→C [a, b ] es

[F (x)](s ) = x(s )− u(s )−
∫ b

a
G(s , t )[λ1x(t )2+p +λ2x(t )n]d t ,

con s ∈ [a, b ], p ∈ [0,1], n ≥ 2 (n ∈�) y λ1,λ2 ∈�. En este caso,

[F ′(x)y](s ) = y(s )−
∫ b

a
G(s , t )[(2+ p)λ1x(t )1+p + nλ2x(t )n−1]y(t )d t ,

[F ′′(x)(y z)](s ) =−
∫ b

a
G(s , t )[(2+p)(1+p)λ1x(t )p+n(n−1)λ2x(t )n−2]z(t )y(t )d t .
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Notemos que la condición (i i i ) del teorema de Newton-Kantorovich no se cumple
porque F ′′ no está acotada en C [a, b ] y, además, no es sencillo prelocalizar un
dominio donde lo esté y que contenga una solución de la ecuación F (x) = 0.

Para solventar el problema anterior, una alternativa es prelocalizar la raíz en
algún dominio Ω ⊂ C [a, b ] y buscar alguna cota superior para ‖F ′′‖ en Ω. Una
alternativa mejor y más elegante consiste en suavizar la condición (i i i ) mediante
una condición del tipo

‖F ′′(x)‖ ≤ω(‖x‖) en Ω, (10)

donde ω : [0,∞) → [0,∞) es una función real continua monótona y tal que
ω(0)≥ 0 (véase [12]). Notamos que para el caso de las ecuaciones integrales ante-
riores es más fácil encontrar una función ω que satisfaga (10) que buscar una cota
superior para ‖F ′′‖ en un dominio apropiado.

Volviendo de nuevo a las condiciones clásicas de Newton-Kantorovich, a la
hora de estudiar la convergencia semilocal del método de Newton han ido apare-
ciendo a lo largo de los últimos años una gran cantidad de diferentes enfoques. Por
ejemplo, una primera modificación surge al cambiar la condición (i i i ) del teorema
de Newton-Kantorovich por la condición

‖F ′(x)− F ′(y)‖ ≤ L‖x − y‖ en Ω. (11)

Es decir, la primera derivada de Fréchet F ′ es Lipschitz continua en Ω. También
podemos considerar la generalización de (11) dada por

‖F ′(x)− F ′(y)‖ ≤K‖x − y‖p , p ∈ [0,1], en Ω. (12)

En este caso, decimos que F ′ es (K , p)-Hölder continua en Ω. Obsérvese que si
K = L y p = 1, (12) se reduce a (11).

En la práctica, verificar las condiciones (11) y (12) también es difícil en al-
gunos problemas, ya que se encuentran ciertas dificultades técnicas, de manera
que el número de ecuaciones a las que se les puede aplicar el método de Newton-
Kantorovich es limitado. En particular, no se puede analizar la convergencia del
método de Newton a una solución de ecuaciones en las que aparecen sumas de
operadores que satisfacen (11) o (12) indistintamente. Por ejemplo, si considera-
mos (8) con H ′i (x(t )), para i = 1,2, . . . , m, siendo (Ki , pi )-Hölder continua en Ω,
el correspondiente operador F : C [a, b ]→C [a, b ],

[F (x)](s ) = x(s )− u(s )−
m∑

i=1

∫ b
a

Gi (s , t )Hi (x(t ))d t , s ∈ [a, b ],

no satisface ni (11) ni (12) en C [a, b ], al considerar por ejemplo la norma del
máximo, puesto que

‖F ′(x)− F ′(y)‖ ≤
m∑

i=1

Ki‖x − y‖pi , pi ∈ [0,1], en Ω.
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Para solventar estos inconvenientes, podemos considerar la generalización

‖F ′(x)− F ′(y)‖ ≤ �ω(‖x − y‖) en Ω, (13)

donde �ω :�+→�+ es una función real continua no decreciente y tal que �ω(0)≥
0 (véase [23]). Así, para el caso particular anterior, se tiene �ω(z) =∑m

i=1 Ki z pi .

Obviamente, las condiciones (11) y (12) son casos particulares de (13), ya que
(13) se reduce a (11) y (12) si, respectivamente, �ω(z) = Lz y �ω(z) = K z p , donde
K =máx{K1,K2, . . . ,Km} y p =máx{p1, p2, . . . , pm}.

Notemos que, por otra parte no menos importante, la utilización de sucesio-
nes mayorizantes para asegurar la convergencia del método de Newton bajo las
condiciones (10) o (13) es difícil, por no decir prácticamente imposible. De aquí
surge la idea de desarrollar una técnica alternativa a la de las sucesiones mayorizan-
tes, a partir de la cual el método de Newton converja siempre que se cumplan (10)
o (13). Esta técnica alternativa ha sido desarrollada por el grupo de investigación
PRIENOL, está basada en relaciones de recurrencia, su aplicación es simple y tiene
ciertas ventajas sobre la técnica clásica de las sucesiones mayorizantes de Kantoro-
vich. Por un lado, se pueden generalizar los resultados obtenidos bajo condiciones
de tipo Newton-Kantorovich y, por otro lado, se pueden mejorar los resultados
obtenidos mediante sucesiones mayorizantes cuando F ′ satisface (12). Además,
también se pueden obtener estimaciones a priori del error, analizar el R-orden
de convergencia del método de Newton (en particular, el método tiene R-orden
de convergencia al menos dos si se satisface (10), y 1+ p si se cumple (13) con
�ω(t z) ≤ t p �ω(z), para z > 0, t ∈ [0,1], p ∈ [0,1]), y dar resultados de existencia
y unicidad de solución.

En lo referente a la mejora de la accesibilidad del método de Newton, hemos
probado resultados de convergencia semilocal que nos permiten modificar el domi-
nio de puntos de salida establecido por el teorema de Newton-Kantorovich. Para
ello, consideramos condiciones de convergencia sobre la segunda derivada del ope-
rador e incluso sobre derivadas de orden superior. En este caso, en la tesis doctoral
de D. González [40] se desarrolla una nueva técnica de construcción de sucesio-
nes mayorizantes ad hoc mediante la construcción de problemas de valor inicial a
partir de las condiciones iniciales exigidas al operador F .

Hemos completado nuestro estudio de la accesibilidad obteniendo dominios
locales y globales de convergencia bajo diferentes tipos de condiciones para el ope-
rador F . En [31], analizamos la convergencia de una familia de métodos iterativos
tipo Newton de órdenes altos de convergencia, dando dominios de convergencia
semilocal y global. Y, en [13], probamos la convergencia local del método de New-
ton bajo condiciones generalizadas de tipo Kantorovich.

Otros trabajos relacionados con la convergencia semilocal y local de métodos
de tipo Newton pueden encontrarse en [3], [7] o [46].
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2.8.2. Operadores no diferenciables

Uno de los inconvenientes que nos encontramos al utilizar procesos iterati-
vos punto a punto definidos mediante derivadas, como es el método de Newton,
es que ha de ser posible evaluar F ′(x) en cada iteración. Esto los hace inaplica-
bles a ecuaciones con operadores no diferenciables y también en situaciones en las
que evaluar la derivada sea demasiado costoso o difícil de calcular. Para resolver
esta dificultad es frecuente aproximar la derivada del operador por una diferencia
dividida, dando lugar así a otro tipo de procesos iterativos.

Uno de los métodos que se ajusta a esta situación, conocido desde el tiempo
de los primeros algebristas italianos, es el método de la secante,

dados t−1, t0, tn+1 = tn −
tn−1− tn

f (tn−1)− f (tn)
f (tn), n ≥ 0,

que tiene convergencia superlineal 1+
�

5
2 ≈ 1.618 (número áureo). Aunque fue

desarrollado independientemente del método de Newton, puede considerarse una
aproximación de éste mediante diferencias divididas de primer orden. Así, si con-
sideramos en la iteración de Newton (2) la aproximación

f ′(tn)≈
f (tn−1)− f (tn)

tn−1− tn
,

donde el cociente anterior es conocido como diferencia dividida de primer orden
de f en los puntos tn−1 y tn , obtenemos el método de la secante.

Si comparamos ambos métodos, vemos que el método de Newton converge
más rápido, pero su coste operacional también es mayor. Por ejemplo, en el caso
de sistemas de ecuaciones, el método de Newton requiere evaluar tanto la función
como su derivada en un punto en cada paso, mientras que el método de la secante
sólo necesita una evaluación de la función.

Si queremos extender el método de la secante a espacios de Banach, es necesa-
rio establecer la noción de diferencia dividida en dichos espacios. Su definición fue
introducida por J. Schröder en 1956 y generaliza la noción de diferencia dividida
de una función escalar. Así, denotando por � (X ,Y ) el espacio de los operado-
res lineales y acotados de X en Y , un operador D ∈ � (X ,Y ) se dice que es una
diferencia dividida de F en los puntos x e y si cumple

D(x − y) = F (x)− F (y).

En adelante, nosotros utilizaremos la notación [x, y; F ] para las diferencias dividi-
das. Entonces, aproximando F ′(xn) en el método de Newton (4) por [xn−1, xn ; F ]
obtenemos el método de la secante ( [86], [93]):

dados x−1, x0, xn+1 = xn − [xn−1, xn ; F ]−1F (xn), n ≥ 0.
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El estudio de la convergencia semilocal y aplicaciones de este método ha sido
realizado utilizando distintas técnicas, introducidas y desarrolladas por el grupo
PRIENOL ( [59], [60], [61], [62], [66], [67]) y en diferentes condiciones sobre el
operador diferencia dividida. Para ello, se contempla la extensión de las condicio-
nes (11), (12) y (13) a las diferencias divididas del operador. Así, en sustitución de
la condición (12), decimos que una diferencia dividida [x, y; F ] es (K , p)-Hölder
continua en Ω si existe una constante K ≥ 0 y p ∈ (0,1] tales que

‖[x, y; F ]− [u, v; F ]‖ ≤K (‖x − u‖p + ‖y − v‖p ), x, y, u, v ∈Ω.

En sustitución de (11), para el caso p = 1 se dice que la diferencia dividida es
Lipschitz continua, cumpliéndose [x, x; F ] = F ′(x), x ∈ Ω. Generalizando la con-
dición anterior, decimos que una diferencia dividida [x, y; F ] es ω-condicinada en
Ω si verifica

‖[x, y; F ]− [u, v; F ]‖ ≤ω(‖x − u‖,‖y − v‖); x, y, u, v ∈Ω,

donde ω : �+ ×�+ → �+ es continua y no decreciente en ambas componentes.
Notemos que, en esta situación, F es diferenciable si ω(0,0) = 0 [68].

El método de la secante, a diferencia del de Newton, es un método con memo-
ria, ya que cada paso del algoritmo necesita de dos puntos anteriores. Con objeto
de aumentar su velocidad de convergencia, realizamos una generalización introdu-
ciendo la siguiente familia uniparamétrica de métodos tipo secante [91]:




dados x−1, x0,

yn = λxn + (1−λ)xn−1, λ ∈ [0,1],

xn+1 = xn − [yn , xn ; F ]−1F (xn), n ≥ 0.

(14)

Esta familia «conecta» los métodos de Newton y de la secante. Si el operador F
es diferenciable, para λ = 1 resulta yn = xn , con lo que [yn , xn ; F ] = F ′(xn) y por
tanto obtenemos el método de Newton; si λ = 0, evidentemente yn = xn−1 y se
tiene el método de la secante, lo que nos ha permitido estudiar, tanto por separado
como conjuntamente, ambos métodos. Esto ha sido realizado mediante distintas
técnicas y también en diferentes condiciones de convergencia para los operadores
( [63], [69], [74], [75]). Por otro lado, (14) es una familia que está formada, para
λ ∈ [0,1), por procesos iterativos que utilizan diferencias divididas en lugar de la
derivada, lo que nos ha permitido dar resultados de convergencia en condiciones
menos exigentes y aplicarlos a operadores no diferenciables ( [64], [65], [68]). To-
dos estos métodos de dos puntos mantienen la convergencia superlineal del método
de la secante y, en general, su aproximación a la solución es más rápida a medida
que aumenta λ, pero su convergencia no es cuadrática.

Otro método que sí tiene convergencia cuadrática y no utiliza derivada alguna
es el método de Steffensen [38]. Se puede obtener a partir del método de Newton
(4) al aproximar F ′(xn) por la diferencia dividida [xn , xn + F (xn); F ]:

dado x0, xn+1 = xn − [xn , xn + F (xn); F ]−1F (xn), n ≥ 0.
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La principal ventaja de este método frente al de Newton es que no requiere evaluar
la derivada. Pero, por ejemplo, si consideramos sistemas de ecuaciones, es necesario
evaluar dos veces el operador F en cada paso, F (xn) y F (xn+F (xn)), para calcular
la diferencia dividida. Para que tenga sentido la composición F (xn + F (xn)) es
necesario trabajar con operadores definidos de un espacio de Banach en sí mismo.
Este hecho limita la aplicación del método de Steffensen.

Existe una extensa bibliografía sobre el estudio del método de Steffensen en
la cual se pueden encontrar algunas de las variantes y generalizaciones que se han
hecho de él. Por ejemplo, en [70] se estudia el método iterativo

dado x0, xn+1 = xn − [xn , g (xn); F ]−1F (xn), n ≥ 0,

donde g :Ω⊆X →X es un operador continuo que tiene, al menos, un punto fijo
que coincide con la solución de F (x) = 0. La ventaja este tipo de métodos sobre los
tipo secante, además de su mayor R-orden de convergencia, es que sólo necesitan
un punto inicial. Pero, como ya hemos comentado, la gran desventaja es que los
espacios inicial y final del operador al que se aplica han de ser el mismo.

Otro método con buenas propiedades numéricas es el introducido por V. A.
Kurchatov en 1971:

dados x−1, x0, xn+1 = xn −
�

xn−1, 2xn − xn−1; F
�−1F (xn), n ≥ 0.

Se trata de un método que tiene el mismo R-orden de convergencia y eficiencia
que el método de Newton [14], pero que no contiene derivadas. La aproximación
de la derivada es mejor que la de la secante y viene dada por F ′(xn)≈ [xn−1, 2xn−
xn−1; F ]. Este método, al igual que los tipo secante, es un método con memoria
que depende de dos puntos. Puede emplearse en el caso no diferenciable, con la
ventaja de que su R-orden de convergencia es mayor respecto a los tipo secante.
Por contra, respecto a éstos, necesita una exigencia más y es que, dados x, y ∈Ω, ha
de cumplirse 2x−y ∈Ω para poder aplicar el algoritmo. Esto tiene gran influencia
en la búsqueda de puntos de salida, a menos que Ω=X .

Otra manera de abordar situaciones no diferenciables es descomponer el ope-
rador F en dos partes, de la forma

F (x) =G(x)+H (x),

donde G, H : Ω⊆X → Y , G es un operador diferenciable y H es un operador
continuo pero no diferenciable.

Han sido varios los autores que han aportado soluciones a este problema
considerando procesos iterativos como los siguientes:

dado x0, xn+1 = xn − [G′(xn)]
−1 (G(xn)+H (xn)) , n ≥ 0,

dado x0, xn+1 = xn − [A(xn)]
−1 (G(xn)+H (xn)) , n ≥ 0,

donde A es un operador lineal que aproxima a G′.

186 Núm. 26 (2014), pp. 165–200 Zubía
ISSN 1131-5423 Monográfico



�
�

“Zubia-Monografico-26” — 2014/10/11 — 13:20 — page 187 — #187 �
�

�
�

�
�

RESOLUCIÓN DE ECUACIONES NO LINEALES

Considerando una situación mixta respecto a las técnicas anteriores, E. Cati-
nas estudió el proceso iterativo

dados x−1, x0, xn+1 = xn −
�
G′(xn)+
�

xn−1, xn ; H
��−1F (xn), n ≥ 0.

Nosotros generalizamos esta situación usando la familia de procesos iterativos [71]



dados x−1, x0,

yn = λxn + (1−λ)xn−1, λ ∈ [0,1),

xn+1 = xn − [G′(xn)+ [yn , xn ; H ]]−1F (xn), n ≥ 0,

que contiene al método de Catinas (λ = 0) y permite aproximar la solución más
rápidamente. El inconveniente respecto a la familia (14) es que, en cada paso, te-
nemos que evaluar la derivada G′(xn), pero tiene la ventaja de que aumenta la
velocidad de convergencia.

Siguiendo en esta línea y con objeto de reunir todas las mejoras anteriormente
conseguidas, hemos considerado el siguiente proceso iterativo de tipo Kurchatov:

dados x−1, x0, xn+1 = xn −
�
G′(xn)+
�

xn−1, 2xn − xn−1; H
��−1F (xn), n ≥ 0,

y estudiado su convergencia semilocal [72].
Notemos que todos los métodos de dos puntos anteriormente descritos se

pueden expresar mediante la forma

dados x−1, x0, xn+1 = xn −
�
A(xn−1, xn)
�−1F (xn), n ≥ 0,

donde A(x, y) ∈� (Ω,Y ) es una aproximación de F ′. Esto nos ha permitido hacer
un estudio unificado de la convergencia semilocal de todos ellos ( [5], [6], [73]).

Por último, hemos extendido el proceso Moser-Ulm, para evitar el cálculo de
inversos, al caso no diferenciable. Para ello, hemos considerado el algoritmo




dados x−1, x0,

xn+1 = xn −Bn F (xn),

Bn+1 = 2Bn −BnA(xn , xn+1)Bn , n ≥ 0,

donde B0, A(x, y) ∈ � (Ω,Y ). En este caso, A(x, y) puede ser una aproximación
de F ′ de las anteriormente citadas. Cabe destacar que, de esta forma, conseguimos
evitar tanto el cálculo de la derivada como el del inverso. Además, siguiendo en la
línea anterior, hemos abordado el estudio, tanto por separado como conjunto, de
diferentes aproximaciones [2].

3. PROCESOS ITERATIVOS CON R-ORDEN DE CONVERGENCIA
ALTO

Alguno de los métodos iterativos con convergencia cúbica más conocidos son
el método de Halley [24], el método de Chebyshev [49], el método super-Halley
[22] y el método de Euler, también conocido como método de Cauchy [30].
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En [53] obtenemos una caracterización de métodos iterativos de tipo Newton
en espacios de Banach con R-orden de convergencia al menos tres. Este trabajo
forma parte de la tesis doctoral de N. Romero [90], en la que se plantea, entre
otros objetivos, el estudio de su convergencia semilocal y la obtención de dominios
de existencia y unicidad de solución y de cotas a priori del error cometido por
los procesos iterativos que se construyen. Más concretamente, atendiendo a las
expresiones que tienen los procesos iterativos más conocidos con R-orden al menos
tres, se construye una familia multiparamétrica de procesos iterativos tipo Newton



dado x0,
xn+1 = xn −H
�
LF (xn)
�
[F ′(xn)]

−1F (xn), n ≥ 0,

H
�
LF (xn)
�
= I +

1
2

LF (xn)+
∑
k≥2

Ak LF (xn)
k , Ak ∈�+, k ≥ 2,

(15)

que incluye los procesos iterativos más conocidos con R-orden de convergencia
al menos cúbico. Hemos realizado un análisis de la convergencia semilocal de la
familia (15), usando la técnica de relaciones de recurrencia bajo las condiciones de
Kantorovich (i )–(i i i ) y una condición Lipschitz para F ′′. Posteriormente, en [33],
se demuestra que la condición Lipschitz para F ′′ puede suprimirse para establecer
la convergencia semilocal de (15).

Con el objetivo de abarcar un conjunto amplio de operadores no lineales, en
[52] se realiza un análisis de la convergencia de la familia (15), bajo condiciones
más suaves para el operador F . En particular, se modifica la condición Lipschitz
para F ′′ por una condición ω-condicionada del tipo (13), que generaliza las situa-
ciones anteriores. Se analiza la convergencia mediante relaciones de recurrencia y
se prueba que la familia de procesos iterativos converge con al menos R-orden de
convergencia dos. Como caso particular de esta suavización, cuando ω es cuasi-
homogénea de orden q , ω(t z) ≤ t qω(z), con t ∈ [0,1] y q ≥ 0, se obtiene R-
orden de convergencia al menos 2+ q [55].

Como ya hemos indicado anteriormente, una situación que aparece frecuen-
temente en la resolución de ecuaciones integrales no lineales es que el operador F ′′
no esté acotado. Este problema se solventa suavizando las condiciones de Kanto-
rovich al exigir que el operador F ′′ esté acotado sólo en la aproximación inicial.
En este caso, bajo condiciones Lipschitz para F ′′ en [58] y ω-condicionada para
F ′′ en [56], se establecen resultados de convergencia semilocal para la familia (15),
así como dominios de existencia y unicidad de solución y estimaciones a priori y
a posteriori del error.

En el caso particular de ecuaciones cuadráticas, la construcción de una fami-
lia de procesos iterativos con alto R-orden de convergencia nos lleva a la incursión
en la Teoría de Números. En particular, a un problema combinatorio, al apare-
cer ciertos coeficientes conocidos como números de Catalan Ck en la familia de
procesos iterativos dada por la función

Hq (x) =
q−2∑
k=0

Ak xk , Ak =
Ck

2k
, Ck =

1
k + 1

�
2k
k

�
, k ≥ 0,

188 Núm. 26 (2014), pp. 165–200 Zubía
ISSN 1131-5423 Monográfico



�
�

“Zubia-Monografico-26” — 2014/10/11 — 13:20 — page 189 — #189 �
�

�
�

�
�

RESOLUCIÓN DE ECUACIONES NO LINEALES

que tiene R-orden de convergencia prefijado q ≥ 4 (véanse [30], [32], [54], [57]).
En el estudio dinámico de esta familia de procesos iterativos [42] se resuelven al-
gunos interrogantes planteados en trabajos anteriores y se dejan abiertas, a modo
de conjeturas, nuevas cuestiones e identidades relacionadas con los números de
Catalan, que posteriormente son resueltas en [84] y [85].

Por otra parte, hemos visto en la sección 2.7 que una forma de mejorar la efi-
ciencia de un método iterativo con R-orden de convergencia al menos tres consiste
en construir métodos iterativos multipaso que mantengan el coste operacional del
método iterativo original. Una forma de hacerlo es aproximar el operador derivada
segunda de un proceso iterativo de R-orden de convergencia tres mediante combi-
naciones de derivadas primeras. Veamos un ejemplo. Consideramos el conocido
método de Chebyshev [49], cuyo R-orden de convergencia es al menos tres:




dado x0,

yn = xn − [F ′(xn)]
−1F (xn),

xn+1 = yn +
1
2 LF (xn)(yn − xn), n ≥ 0,

donde LF (x) es el operador lineal

LF (x) = F ′(x)−1F ′′(x)F ′(x)−1F (x).

A partir de la fórmula de Taylor, tenemos

F ′(zn)≈ F ′(xn)+ F ′′(xn)(zn − xn),

donde zn = xn +θ(yn − xn) y θ ∈ (0,1]. Entonces, escribimos la aproximación

LF (xn)≈
1
θ
Γn[F

′(xn)− F ′(zn)]

y obtenemos la siguiente familia de procesos iterativos multipaso con R-orden de
convergencia al menos tres:




dado x0,

yn = xn − [F ′(xn)]
−1F (xn),

zn = xn +θ(yn − xn),

P (xn , zn) =
1
θ [F
′(xn)]

−1[F ′(xn)− F ′(zn)],

xn+1 = yn +
1
2 P (xn , zn)(yn − xn), n ≥ 0.

Este tipo de aproximaciones han sido estudiadas en [49], [50] y [51].

4. MÉTODOS ITERATIVOS HÍBRIDOS

En esta sección vamos a hacer hincapié en uno de los problemas más im-
portantes a la hora de analizar la utilización de métodos iterativos para resolver
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ecuaciones no lineales: la obtención de aproximaciones iniciales (puntos de sali-
da) suficientemente buenas para que los métodos iterativos sean convergentes al
empezar en ellas. El conjunto de estas aproximaciones iniciales es lo que permi-
te conocer la accesibilidad de un método iterativo. Tal y como hemos dicho en
la sección 2.4, podemos observar la accesibilidad del método iterativo de forma
experimental y/o de forma teórica.

Si centramos nuestra atención en la visión teórica de la accesibilidad de los
métodos iterativos y, en particular, en los resultados de convergencia semilocal, su
principal problema es que no es sencillo localizar puntos de salida para los métodos
iterativos que satisfagan las condiciones de convergencia impuestas y, a partir de
los cuales, esté asegurada su convergencia al empezar en ellos.

El grupo de investigación PRIENOL ha ideado un procedimiento para resol-
ver el problema anterior, que consiste en utilizar métodos iterativos híbridos de
tipo predictor-corrector. Estos métodos facilitan la aplicación de un método itera-
tivo, llamado corrector, a partir de la aplicación de otro método iterativo, llamado
predictor, que permite localizar puntos de salida a partir de los cuales la convergen-
cia del método corrector está asegurada. La idea básica es aplicar, hasta una cierta
aproximación N0, un método iterativo con R-orden de convergencia bajo pero con
buen dominio de puntos de salida y utilizar después esta iteración como punto
inicial para un método iterativo con mayor velocidad de convergencia. La clave
está en el valor N0, que juega un papel fundamental en la construcción de estos
métodos iterativos híbridos.

Como es bien sabido, cuanto mayor es el R-orden de convergencia de un mé-
todo iterativo, más restrictivas son las condiciones de convergencia que hay que
imponer a los puntos de salida del método [34]. Así, para la construcción de méto-
dos iterativos híbridos, tenemos en cuenta que el método iterativo predictor tiene
menor R-orden de convergencia que el método iterativo corrector. Esto conlleva
a que las condiciones de convergencia que hay que imponer sean menos exigen-
tes, de manera que sea más fácil encontrar puntos de salida válidos para el método
iterativo corrector. Así aprovechamos la mayor velocidad de convergencia, que es
otra de las características importantes de los métodos iterativos.

Varios trabajos de investigación han sido publicados por el grupo de investi-
gación PRIENOL en los que se han construido métodos iterativos híbridos de este
tipo. La idea original fue construir un algoritmo de la forma




�
dado x0,

xn =G1(xn−1), n = 1,2, . . . ,N0,�
z0 = xN0

,

zn =G2(zn−1), n ∈�,

a partir de dos método iterativos punto a punto cualesquiera
�

dado x0,

xn =G1(xn−1), n ∈�,
y
�

dado z0,

zn =G2(zn−1), n ∈�.
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Los algoritmos así construidos se denominan métodos iterativos híbridos y los
denotamos por (G1,G2).

En [27] se construye un método iterativo híbrido donde G1 es el método de
Newton (R-orden de convergencia al menos dos) y G2 es el método de tercer or-
den de Chebyshev, viendo que éste converge siempre que lo hace aquél para una
elección adecuada de N0. Siguiendo en esta línea, en [34] generalizamos lo anterior
y tomamos como G2 un método iterativo cualquiera de tercer orden, probando
a continuación que el dominio de parámetros del método híbrido (G1,G2) es el
mismo que el del método de Newton para una elección adecuada de N0. Así, ob-
tenemos métodos híbridos que tienen el mismo dominio de parámetros que un
método iterativo de segundo orden y con R-orden de convergencia al menos tres a
partir de la iteración N0, lo que permite aumentar el dominio de puntos de salida
para la aplicación del método de tercer orden. Estos métodos iterativos híbridos se
usan en [35] para resolver ecuaciones integrales no lineales de tipo Fredholm.

En [28] mejoramos lo realizado en [27] al obtener métodos iterativos multi-
punto con R-orden de convergencia al menos tres, como modificaciones del méto-
do de Chebyshev, con mejor eficiencia computacional que éste, y utilizarlos des-
pués como métodos iterativos correctores en la construcción de métodos híbridos
que usan el método de Newton como predictor. Otro trabajo que va en esta misma
línea es [9], donde se combina el método de Newton (predictor) con un método
iterativo multipunto con R-orden de convergencia al menos cinco (corrector).

Ahora bien, como la aplicación de los métodos iterativos punto a punto pasa
por evaluaciones de derivadas del operador implicado en cada paso de iteración,
bien porque éstas sean costosas de evaluar o porque no existan, son especialmen-
te interesantes los métodos iterativos que no utilizan derivadas. Para solventar el
problema anterior, ya hemos visto que es frecuente aproximar las derivadas del
operador implicado en la ecuación a resolver. Así, habitualmente se suele aproxi-
mar la derivada del operador por una diferencia dividida de primer orden, dando
lugar a métodos iterativos que utilizan diferencias divididas en vez de derivadas.

En general, hemos considerado métodos iterativos con memoria de la forma
�

dados x1−i , x2−i , . . . , x0, i ∈�,

xn =ψ(xn−1; xn−2, . . . , xn−i ), n ∈�,

donde el operadorψ está definido mediante diferencias divididas sin utilizar deriva-
das, y cuyo interés a la hora de resolver una ecuación no lineal radica precisamente
en que las derivadas del operador no aparecen en los correspondientes algoritmos.

El objetivo es entonces construir algoritmos de la forma



�
dados x1−i , x2−i , . . . , x0, i ∈�,

xn =ψ1(xn−1; xn−2, . . . , xn−i ), n = 1,2, . . . ,N0,�
z1−i = xN0

, z2−i = xN0+1, . . . , z0 = xN0+i−1,

zn =ψ2(zn−1; zn−2, . . . , zn−i ), n ∈�,
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a partir de dos métodos iterativos con memoria cualesquiera
�

dados x1−i , x2−i , . . . , x0, i ∈�,

xn =ψ1(xn−1; xn−2, . . . , xn−i ), n ∈�,

�
dados z1−i , z2−i , . . . , z0, i ∈�,

zn =ψ2(zn−1; zn−2, . . . , zn−i ), n ∈�,

donde los operadores ψ1 y ψ2 están definidos mediante diferencias divididas, sin
utilizar derivadas. Los métodos híbridos así construidos los representamos ahora
por (ψ1,ψ2).

Varios trabajos de investigación relacionados con este tipo de algoritmos han
sido publicados por el grupo de investigación PRIENOL. En [4] y [36] considera-
mos una familia de métodos de tipo secante con R-orden de convergencia superli-
neal, como método iterativo corrector ψ2, y el método simplificado de la secante,
que tiene R-orden de convergencia lineal, como método iterativo predictor ψ1.

Como uno de los principales intereses del grupo de investigación PRIENOL
ha sido siempre el de aumentar la velocidad de convergencia de los métodos ite-
rativos, en [29], [37] y [38] hemos analizado métodos híbridos que tienen como
corrector el método de Steffensen, cuyo R-orden de convergencia es al menos dos
y tiene la misma eficiencia computacional que el método de Newton, combinado
con tres métodos de convergencia lineal como métodos predictores. En particular,
el método simplificado de Newton en [37], el método simplificado de la secan-
te en [38] y el método simplificado de Steffensen en [29]. La diferencia principal
estriba en que, en [37], se requiere que el operador implicado en la ecuación a
resolver sea diferenciable, mientras que no en [29] y [38]. En [29], conseguimos
además que el método iterativo híbrido allí construido tenga las mismas eficiencia
computacional y accesibilidad que el método de Newton, con la ventaja añadida
de que se puede aplicar a la resolución de ecuaciones no lineales con operadores no
diferenciables.

La construcción de métodos iterativos híbridos (ψ1,ψ2) se ha visto además
reflejada en la tesis doctoral de A. I. Velasco [95], donde se profundiza en la mejora
de dominios de puntos de salida para métodos iterativos que no utilizan derivadas.

5. MISCELÁNEA

Dedicamos esta última sección a mostrar algunos resultados relacionados con
distintos métodos iterativos. También presentamos algunos trabajos resultantes de
aplicaciones de los métodos iterativos a problemas y situaciones concretos, así co-
mo otros de corte divulgativo.

Ecuaciones diferenciales e integrales. Los desarrollos y métodos mencio-
nados en este artículo pueden emplearse en el estudio de ecuaciones diferen-
ciales e integrales. Son numerosos los trabajos que el grupo PRIENOL ha
realizado en los que aparece como aplicación numérica una ecuación inte-
gral o un problema que involucra ecuaciones diferenciales (véanse [15], [30],
[55] y las referencias que allí aparecen). Este tipo de ecuaciones surgen en
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diversos problemas físicos (transferencia radiactiva, cinética de gases, etc.).
Así, por ejemplo, en [35] se hace una análisis de la convergencia de una fa-
milia de métodos iterativos con alto R-orden de convergencia, en el que las
condiciones de convergencia se adaptan bien al problema de aproximar la
solución de determinadas ecuaciones integrales de tipo Fredholm, como (9).
Generalmente, en el análisis de la convergencia usamos una variante del teo-
rema de Newton-Kantorovich para probar la existencia y unicidad de una
solución de la ecuación y garantizar la convergencia a dicha solución. La
estrategia consiste en escribir la ecuación correspondiente en términos de
ecuaciones definidas en espacios de Banach y, a partir de una función inicial
adecuada, cumplir las condiciones impuestas en los resultados de convergen-
cia. Este proceso conduce a regiones donde existe la solución de la ecuación
y donde es única. Una vez probada la existencia de una solución, ésta se apro-
xima numéricamente. Para ello, habitualmente transformamos el problema
continuo en un problema discreto utilizando una fórmula de derivación o
integración numérica, llegando así a un sistema de ecuaciones no lineales que
resolvemos con un método iterativo. Las incógnitas son los valores aproxi-
mados de la solución en una serie de puntos del intervalo considerado. Final-
mente, a partir de ellos y mediante un proceso de interpolación, obtenemos
una aproximación de la solución.
Manipuladores paralelos. En [87] se ha colaborado con un grupo de inge-
nieros de la Universidad del País Vasco para dar un fundamento matemá-
tico a un proceso iterativo-geométrico que surge al resolver las ecuaciones
de posición en ciertos problemas de manipuladores paralelos (plataformas
articuladas). Junto a los aspectos más puramente ingenieriles del problema
aparece un estudio matemático de la convergencia del proceso y su eficiencia
computacional.
Gauss-Seidelizaciones. En [47] se realiza un estudio numérico y gráfico de
un nuevo procedimiento bautizado como Gauss-Seidelización de un proceso
iterativo. En líneas muy generales consiste en aplicar una variante del mé-
todo de Gauss-Seidel, un proceso iterativo muy conocido en el campo de la
resolución numérica de ecuaciones lineales, a una ecuación no lineal definida
en el plano complejo. El trabajo tiene conexiones con la geometría fractal,
mostrando una clara influencia del proceso en la dimensión fractal y en la
forma de las cuencas de atracción de las raíces buscadas.
La ecuación de Kepler. En la tesis doctoral de M. A. Diloné [10] se aplican
diversos procesos iterativos a la ecuación de Kepler E = e sen E +M , donde
los datos e y M son la excentricidad y la anomalía media de un planeta,
respectivamente, y la incógnita E es la anomalía excéntrica del planeta. Esta
ecuación es una de las más conocidas en matemáticas debido a sus conexiones
con la Mecánica Celeste. En este trabajo se considera dicha ecuación como
elemento común para comparar y estudiar el comportamiento de una gran
variedad de procesos iterativos para resolver ecuaciones no lineales.
Estudio dinámico de procesos iterativos. El grupo de investigación PRIE-
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NOL ha publicado varios trabajos en los que se estudian las dinámicas en el
plano complejo de variantes del método de Newton, así como de procesos
iterativos de alto R-orden de convergencia. Por ejemplo, en [44], [48] y [76]
se realiza un análisis cualitativo de las propiedades de la familia (15) en el
plano complejo extendido, �∞, desde un punto de vista numérico y diná-
mico, siguiendo la teoría ya existente sobre funciones iterativas racionales
de variable compleja. En particular, se prueba que estos procesos iterativos
tienen convergencia general, concepto introducido por Smale en [92] y que
más tarde fue generalizado por McMullen en [83].
Otro método iterativo analizado desde el punto de vista dinámico es el de
Chebyshev. En la tesis doctoral de M. García-Olivo [39] se estudian las prin-
cipales propiedades dinámicas de este método, en sus versiones real y com-
pleja, y se analizan con detalle las funciones racionales que resultan al aplicar
el método a polinomios de grado prefijado. Se prueba la existencia de pun-
tos fijos extraños, es decir, puntos a los que el método converge pero que no
son soluciones de la ecuación considerada. Finalmente, pueden encontrarse
otros trabajos sobre dinámica en [1], [8], [45], [80], [81], [82] y [89].

Artículos divulgativos. La divulgación de la investigación es un tema que
está cobrando cada vez más peso entre la comunidad científica. No ajenos
a esta tendencia, el grupo de investigación PRIENOL también se ha preo-
cupado por realizar publicaciones dirigidas a un público no necesariamente
especializado, donde su presentan algunos desarrollos históricos, técnicas,
resultados y aplicaciones relacionadas con su investigación. De entre ellas
destacamos los trabajos [16], [17] y [18].
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