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APROXIMACION RACIONAL Y POLINOMIOS
ORTOGONALES

MANUEL BELLO HERNANDEZ!,
JUDIT MINGUEZ CENICEROS'

RESUMEN

En este trabajo hacemos un compendio de los resultados fundamentales que
hemos obtenido en nuestra investigacion sobre aproximacion racional y polino-
mios ortogonales; también citamos algunos articulos que dieron origen a las cues-
tiones que actualmente se estudian en estos temas. Sefialamos, ademas, varias de las
lineas de investigacion mas activas en la aproximacién racional y los polinomios
ortogonales.

Palabras clave: Aproximacion racional, aproximantes de Padé, aproximantes
simultdneos, aproximantes de Hermite-Padé, polinomios ortogonales, transforma-
da de Cauchy, transformada de Markov, transformada de Stieltjes, sistema de An-
gelesco.

In this work we make a summary of the key results that we have obtained in onr
research on rational approximation and orthogonal polynomials; we also cite some
papers that gave rise to the issues currently being studied in these subjects. Also note
some of the most active research lines in the rational approximation and orthogonal
polynomaals.

Key words: Rational approximation, Padé approximants, simultaneous approx-
imants, Hermite-Padé approximants, orthogonal polynomials, Cauchy’s transform,
Markov’s transform, Stieltjes’ transform, Angelesco’s system.

1. INTRODUCCION

Los principales temas de nuestra investigacion son la aproximacién racional
y los polinomios ortogonales. Estos se enmarcan dentro de la teoria de aproxima-

1. Departamento de Matemdticas y Computacién, Universidad de La Rioja, Logrofio (La Rioja, Espafia)
Correo electrénico: {mbello, jminguez}Qunirioja.es
La investigacién del primer autor est4 subvencionada por la Direccién General de Investigacién, Ministerio de
Educacién y Ciencia (MINCINN), con el proyecto MTM2009-14668-C02-02, mientras que la investigacién del
segundo autor esta subvencionada por la misma entidad con el proyecto MTM2012-36732-C03-02.
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cidn, una rama del analisis matematico clasico. La idea basica de la teoria de apro-
ximacion es la construccion de objetos sencillos que mejor representen a otros
mas complejos. La aproximacion racional juega un papel importante cuando se
deben tener en cuenta las singularidades o imperfecciones de los objetos que inter-
vienen. Los objetos que estudiamos son funciones y las funciones basicas son los
polinomios; en particular, los polinomios ortogonales son piezas elementales que
permiten reconstruir otras funciones de un modo bien articulado.

Los primeros trabajos de la teoria general de polinomios ortogonales se deben
a Chebyshev, Markov y Stieltjes. Estos polinomios aparecen en numerosos estu-
dios y tienen variedad de aplicaciones. Por ejemplo, intervienen en la solucion de
los problemas de Sturm-Liouville, en los desarrollos de Fourier, en la teoria espec-
tral de operadores o en la teoria de sefiales. Los polinomios ortogonales surgen de
manera natural al hacer el desarrollo en fraccion continua de las transformadas de
Cauchy, entre otras funciones. Estas transformadas tienen la forma

= [ 2,

donde u es una medida positiva de Borel finita con soporte sop(u) un subconjunto
infinito de R. En efecto, se tiene

~ov 1 du(z) 1
Mz)_zj 1—x/z  l(z2)+7(z)

donde /(z) es un polinomio de grado 1y 7 es otra medida positiva en el eje real.
Aplicando la relacién anterior reiteradamente obtenemos que el desarrollo en frac-
cién continua de (z) es el siguiente:

~ )
u(z)= >
z—by— ! >
a;
z—b —
z—b,—

Si truncamos el algoritmo anterior en el paso 7-ésimo desechando la Gltima trans-

formada hallada, obtenemos una funcién racional H,(z)/G,(z). Los numerado-

res y denominadores de esta fraccion satisfacen una relacion de recurrencia a tres
/ . /7 /7 .

términos; asi, Markov [44] observd que los denominadores corresponden a la su-

cesion de polinomios ortogonales respecto a la medida u, mientras que los nume-

radores son las funciones de segundo tipo asociadas a u. Esto es,

j G,(x)G, (x)dp(x) = 5, .

donde &, ,, es la delta de Kronecker que es igual a 0si 7 # m y 1 cuando 7 = m,

y
H <Z>ZJMM@_

n
zZ—X
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APROXIMACION RACIONAL Y POLINOMIOS ORTOGONALES

Si el soporte de u es acotado, a 1 se le llama transformada de Markov de u, mientras
que si no es acotado, [ es la transformada de Stieltjes. Estas funciones se caracterizan
por ser holormorfas en C\ R, tener parte imaginaria positiva y anularse en el
infinito. Por ejemplo, si d u(x) =dx, —1 < x < 1, entonces

z—1
z+1

Alz)=log z€T\[-1,1],

dx

1
7T J1—x2°

tomando la rama principal del logaritmo; y si d u(x) = —1<x<1,

entonces .
Q(z)= ——, z€C\[-1,1],
)= Sz, 2€T\[11]
con la rama principal de la raiz. Ademas, Markov probd que si u tiene soporte
compacto, entonces
,H,(2)
lim —2>—=

n—00 Gn(Z) - ﬁ<2),

uniformemente en cada subconjunto compacto de C\Co(sop()), donde Co(sop())
denota la envoltura convexa de sop(u).

En [51], Stieltjes extiende el resultado de Markov a transformadas de Cauchy
para medidas con soporte no acotado. Este trabajo es mas conocido porque en él
Stieltjes introduce el concepto de integral que lleva su nombre, asi como el llamado
problema de momentos, que consiste en la determinacién de la medida u conocida
la sucesion

cn:Jx”d‘u(x), n=0,1,...

El problema de momentos asociado a u se dice determinado si ella es la tnica
medida cuyos momentos coinciden con {c, : 7 > 0}. Se habla de problemas de
momentos de Haussdorff, Stieltjes o Hamburger si las medidas buscadas tienen
soporte incluido en un intervalo acotado, en [0, 00) 0 en R, respectivamente.

Las fracciones continuas tienen mucho interés en teoria de niumeros, en teoria
de grafos y en anélisis combinatorio, entre otros. En [20] se clasifica la irracionali-
dad de nlimeros reales usando fracciones continuas. En ciertos casos, esta cuestién
esta relacionada con el hecho de si la transformada de Cauchy de una medida es una
funcion algebraica (ver [38]). Hermite, en [35], prueba la trascendencia del ntime-
ro e usando una aproximacion racional simultanea de funciones exponenciales. En
[4] y [54] se demuestra la irracionalidad de varios nimeros usando aproximacién
racional.

Otro tipo de fracciones racionales vinculadas con las fracciones continuas son
los aproximantes de Padé. Sea

fl2)=>f,2" (1)

n>0

Zubia | Nim. 26 (2014), pp. 55-76
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M. BELLO-HERNANDEZ, . MINGUEZ-CENICEROS

un desarrollo formal en series de potencias en el punto z = 0. El teorema clasico
de Cauchy establece que (1) define una funcién analitica en un entorno del punto
z =05ty solo si
[ =limsup|f, |V <
n—oo

En este caso, la sucesion de sumas parciales de (1), que son precisamente los po-
linomios de Taylor de f, convergen a dicha funciéon uniformemente sobre cada
subconjunto compacto del disco

Dy={zeC:|z|<R,}, R,=1/I.

Ademas, dicha serie diverge puntualmente en cada punto de médulo mayor que R,
Por tanto, / no puede ser aproximada por los polinomios de Taylor mas alla de D,,.
Para afrontar este problema surgen los llamados aproximantes de Padé. Dada la se-
rie (1) y prefijados nimeros enteros no negativos 7 y m, existen polinomios S, y
T,, que verifican:

w gr(S,)<n,gi(T,)<m, T, #0;

n Tm< )f( ) n( ) n+m+1zn+m+l +---;es decir, el desarrollo de Taylor
de T, (z)f(z)—S,(2z) en z =0 comienza en z" "1,

El cociente 7, , (2) =S,(2)/T,,(z) de dos polinomios cualesquiera que cum-
plen las dos relaciones anteriores define una tnica fraccion racional que recibe el
nombre de aproximante de Padé de orden [n,m] asociado a f en el punto z = 0.
Al conjunto {7, .} _ se le llama tabla de Padé de f. La diagonal principal de
la tabla, {7, }>2,, se suele denotar simplemente por {7, }>2 . La estructura al-
gebraica de la tabla de Padé fue estudiada por el matematico francés Henri Padé
en su tesis doctoral (1892). No fue, sin embargo, Padé el primer matematico que
estudié este tipo de funciones racionales. Por ejemplo, Hermite (1873) ya cono-
cia las expresiones explicitas de 7, ,, para la funcidn exponencial, que le sirvieron
para probar la trascendencia del ntmero e. Jacobi (1845) dio una férmula para el
denominador T, en términos de un determinante cuyas entradas son potencias de
z y los coeficientes f;, y Frobenius (1881) encontré relaciones entre los denomi-
nadores de la tabla de Padé. Si m =0, 7, 4(2) es el polinomio de Taylor de grado
n en z =0 de la funcidn f, que interpola a /v a sus derivadas hasta el orden 7 en
z =0 (interpolacion en el sentido de Hermite).

Por supuesto, una definicién analoga se tiene si el desarrollo en (1) se hace en
otro punto de C diferente de z = 0. Por ejemplo, si el desarrollo (1) corresponde
al de una transformada de Cauchy en un entorno de z = oo (en potencias de 1/z),
dado un entero no negativo 7 existen polinomios p,, y g, tales que:

" gr(pn)<n’ gr(é]n)ﬁn, qn§éO,
" qn( ) ( > pn( ) An+1/z”+1+....

Es facil comprobar que g, satisface las relaciones de ortogonalidad
fqn(x)x/€ du(x)=0, k=0,1,...,n—1,

Niim. 26 (2014), pp. 55-76 | Zubia
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APROXIMACION RACIONAL Y POLINOMIOS ORTOGONALES

y el polinomio p, puede expresarse como

Pn<2)=f qn(Z)—qn(x)de)_

z—x
La fraccion 7,(z) = p,(2)/q,(z) satisface

) (0 e
z)—m (z)= L du(x)= 2 d u(x),
)=y (6)= — | 2 dptx) = s [ Lt

y su desarrollo en potencias negativas de z comienza en 1/z"*!. Por tanto, los

aproximantes de Padé en z = co de una transformada de Cauchy coinciden con
las fracciones parciales de su desarrollo en fraccidn continua.

Si en lugar de interpolar en un punto se hace en una tabla de puntos, ob-
tenemos los aproximantes multipuntuales de Padé. Sea f una funcién analitica en
un entorno abierto V' de un conjunto compacto ¥ C C. Fijamos una familia de
polinomios ménicos

n

w,(z)= 1_[(2 —a,;), ne€N,

=1

cuyos ceros estan contenidos en . Es facil verificar que para cada par de enteros
no negativos 7 y m, con n > m, existen polinomios P, ..vQ, tales que

(1) gr<Pn—m) S n—m, gr<Qm> S m, Qm 5—6 O;
(i) (Q,.f—P,_,,)] w1 €7 (V),donde 7#(V) denota el espacio de funciones
analiticas en V.

Cada par de polinomios P,_,, y Q,, define una Gnica funcién racional IT,, , (z) =
P, ,.(2)/Q,,(z) llamada aproximante multipuntual de Padé de orden [7 —m,m]
de la funcién f en los ceros de w,, ;. Como w,(«, ;) =0, la condicion (Q,, f —
P, )]w,, €7(V)equivale aque Q, f —P,_, seanulaen los ceros de w, .,
y en los ceros multiples de w,,, ; también se anulan las derivadas.

Los aproximantes multipuntuales de Padé aparecen de manera natural en di-
ferentes problemas de aproximacion. Son casos particulares de aproximantes mul-
tipuntuales de Padé los polinomios de interpolacion de Lagrange y las fracciones
racionales de mejor aproximacion en la norma L? en un intervalo de R. Utilizan-
do esta conexién, Gonchar [30] describe la velocidad de convergencia de la mejor
aproximacion racional en la norma uniforme en un intervalo para una transfor-
mada de Markov. En [31], Gonchar y Lépez obtuvieron un teorema analogo al
de Markov para aproximantes multipuntuales de Padé. En [40], Lépez demostr6
la convergencia de estos aproximantes para funciones de Stieltjes asumiendo que
los puntos de interpolacién y la medida correspondiente satisfacen una condiciéon
tipo Carleman. En esta situacion, los denominadores de los aproximantes van a ser
polinomios ortogonales respecto a medidas variantes.

Zubia | Nim. 26 (2014), pp. 55-76
Monogrdfico | ISSN 1131-5423
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En diversos problemas es necesario hacer una construccion similar a los apro-
ximantes de Padé para varias funciones simultaneamente. Asi definimos los apro-
ximantes de Hermite-Padé. La aproximacion de Hermite-Padé es una aproximacion
simultanea a un vector de funciones (f,..., f,) dadas como series de potencias.
Supongamos que tenemos 7 funciones con desarrollos de Laurent

o Cky )
f;(Z):kZﬁ, ]:1,...,7’.
=0
Sea un multi-indice 7 = (n,...,n,), y denotemos |n| = n; + --- + n,. Entonces

tenemos dos tipos de aproximacién de Hermite-Padé:

» Tipo I: consiste en encontrar un vector de polinomios (4, ,...,4, ), con
gr(An]) <n;—1,y un polinomio B, con gr(B,, ) < |n| tales que

C

z\”|

iAn/fj(Z)_Bw(Z): + ...
j=1

= Tipo II: consiste en encontrar un polinomio Q,, gr(Q,) < |»[, y polino-
mios P, , gr(P, ) <|n|—1, tales que
] 7

B/,n .
Q(2)f;(z)—P, (z) = e j=1,...,7.

/ z

Como ya hemos mencionado, estos aproximantes simultaneos los introdu-
jo Hermite [35] en su famosa demostracién de la trascendencia del ntimero e.
Observar que si 7 = 1, los aproximantes de Hermite-Padé coinciden con los apro-
ximantes de Padé clasicos. Sin embargo, la situacién Hermite-Padé es bastante mas
compleja, empezando por no poder asegurar la unicidad de los aproximantes.

La aproximacion de Hermite-Padé ha sido ampliamente estudiada para distin-
tos sistemas de funciones: sistemas de Angelesco [5], sistemas de Nikishin [21, 24,
23, 26] y sistemas de funciones tipo Markov [32].

A continuacién describimos la estructura de este trabajo. La seccion 2 esta de-
dicada a la aproximacién racional. En el primer apartado de esa seccion presenta-
mos resultados sobre la aproximaciéon de Padé de funciones meromorfas, que se ob-
tienen al sumar una transformada de Cauchy y una funcién racional. En el segundo
apartado exponemos resultados para aproximantes multipuntuales de Padé con un
ndmero acotado de polos, que interpolan funciones analiticas en un compacto del
plano complejo, en una tabla arbitraria de puntos. En la subseccion 2.3 exponemos
un resultado probado en [15] para aproximantes de Fourier-Padé andlogo al teore-
ma de Stieltjes. En la Gltima parte de la seccién 2 presentamos teoremas analogos
al de Markov y estimaciones de la velocidad de convergencia para aproximantes
de Fourier-Padé para sistemas de Angelesco, extendiendo asi la teoria en el caso de
Hermite-Padé. La seccion 3 tiene dos partes; en la primera se presentan extensiones

Niim. 26 (2014), pp. 55-76 | Zubia
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APROXIMACION RACIONAL Y POLINOMIOS ORTOGONALES

de los teoremas de SzegS-Geronimus-Kolmorov sobre la relacion entre la medida
de ortogonalidad y el comportamiento asintdtico de los polinomios ortogonales
respecto a medidas variantes en la circunferencia unidad y en un arco. En la sub-
seccion 3.2 exponemos varios resultados sobre ceros de polinomios ortogonales
en la circunferencia unidad. Cada notacién quedard completamente especificada
en la seccién en la que se encuentra, pero la misma letra puede tener significados
diferentes en secciones distintas.

2. APROXIMACION RACIONAL

2.1. Aproximantes de Padé

Una de las limitaciones de los aproximates de Padé es su no linealidad respecto
a la funcion cuyo desarrollo es considerado. No obstante, cuando esta funcién
es la suma de una transformada de Cauchy y una fraccién racional, y la medida
que define la transformada no tiene lagunas en su soporte (la derivada de Radon-
Nikodym de la medida es positiva en todo este intervalo), los aproximantes de
Padé son asintéticamente lineales. Este resultado fue probado por Gonchar [29]
cuando la medida esta soportada en un intervalo acotado; cuando el soporte no
es acotado, Lopez [41] probo la referida propiedad asumiendo que los momentos
de la medida satisfacen la condicién de Carleman; esta condicién se debilitd en
[9] exigiendo que el problema de momentos asociado a la medida que define la
transformada estuviese determinado. Alli se probd que si f(z) = u(z) + r(z),
donde 7 es una funcién racional con polos fuera de [0, 00) y 7, es el aproximante
de Padé de f de orden [7,7] en z = oo, entonces es valido el siguiente resultado:

TEOREMA 1. Si u es una medida positiva de Borel con soporte incluido en [0, 00),
cuyo problema de momento de Stieltjes estd determinado y y' > 0 en casi todo punto

de (0, 00), entonces
lim 7,(z) = f(2),
uniformemente en subconjuntos compactos de C \ ([0,00)U{z : 7(z) = o0}).

La linea de investigacién mas activa actualmente en los aproximantes de Padé
es la que se refiere a su estudio para funciones multiformes. Nuttall [46] y Stahl
[49] probaron que la diagonal de los aproximantes de Padé de una funcién holo-
morfa (univalente) en un entorno de infinito, multivaluada en C excepto en un
conjunto polar (su capacidad logaritmica es cero), converge a la rama cuya regién
tiene frontera de capacidad minima; probaron la convergencia en capacidad de di-
cha sucesién. Para mejorar estas estimaciones se ha estudiado la asintdtica fuerte
(de Szegd) de los denominadores de dichas fracciones (ver [45] y las referencias
que alli aparecen).
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0E,(r)

L
l z v ‘

Figura 1: En el primer dibujo D, ,, contiene a X, mientras en el segundo no lo contiene.

2.2. Region de convergencia y ceros de aproximantes multipuntuales de Padé

En trabajos recientes hemos estudiado propiedades de aproximantes multi-
puntuales de Padé con un ndmero acotado de polos, para funciones analiticas en
un abierto del plano complejo y cuando la tabla de los puntos de interpolacion es
arbitraria. Sea f una funcién analitica en un entorno abierto V' de un conjunto
compacto 2 C C. Fijamos una familia de polinomios ménicos

n

wn(z):l_[(z—an)i), n €N,

i=1

cuyos ceros estan contenidos en 2. Sea I, , = P, /Q, el aproximante mul-
tipuntual de Padé de orden [# —m,m] de la funcién f en los ceros de w,, ;.
Denotamos por « la medida limite de los puntos de interpolacién. Esto es,

1 %
v, =— E S, — a,
n n l mt p—00

donde &, representa la medida de probabilidad que asigna el valor 1 al conjun-

5t
to {a,;} y la convergencia anterior se toma en la topologia débil-«. El potencial
logaritmico y la energia de @ se definen como

P(a;z) :—J loglz—{|da({), I(a)= J P(a;z)da(z).

Sea
E (r)={zeC:exp(—P(a;z)) < r}.

Para cada compacto K denotamos

po(K) = mixexp(—P(a;2)).

Definimos R, ,, como el supremo de los niimeros 7 tales que f* admite continua-
. > , .
cidén meromorfa con a lo mas m polos en E, (7). Al conjunto E (R, ,,) lo deno-
:
taremos por D, .. En la Figura 1 vemos dos casos diferentes; en el primero, el
conjunto X esta contenido en D, , mientras que, en el segundo, D, ,, no contiene
a todo el conjunto .

En [10] se prueba el siguiente resultado que caracteriza la region de continua-
cién meromorfa de la funcién f* con a lo méas m polos.
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. . o Cerosdell,,,
. S e © e Polosde f
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T . ,ﬂ‘ﬂp"‘"

1
T

Figura 2: Un ¢jemplo de la relacién de los ceros de IT, ,, (puntos en rojo) y la region
D,.,,» asi como de los polos de f y 1T, .

TEOREMA 2. Sea K un conjunto compacto regular tal que p(K) se alcanza en un
punto que no pertenece al interior de 3. Supongamos que la funcién | estd definida en
K y existe R > 0 tal que

K
limsup||f —1TI,, ||/ < % <1

Entonces, R, ,, > R; es decir, | admite continunacion meromorfa con a lo mds m polos
,
en E,(R).

En el teorema anterior la regularidad del compacto K significa que el pro-
blema de Dirichlet tiene solucién tnica en la componente no acotada del com-
plementario de K. En [25], se hace un estudio de la distribucién de los ceros de
estos aproximantes, generalizando los teoremas de Jentzsch (ver [36]) y de Szegé
(ver [53]) para polinomios de Taylor de funciones analiticas en el origen. Jentzsch
y Szegb probaron que los ceros de los polinomios de Taylor se acercan a la circun-
ferencia donde la serie de Taylor converge y la distribucion limite es la medida de
Lebesgue de dicha circunferencia (la medida de equilibrio de dicha circunferencia).

Estos teoremas de Jentzsch y Szegd han sido extendidos a distintas familias
de polinomios y funciones racionales, pero todas ellas satisfaciendo propiedades
extremales. Asi, se han demostrado teoremas tipo Jentzsch-Szegd para polinomios
maximalmente convergentes [55, 34], polinomios de mejor aproximacién unifor-
me [18, 19], polinomios asintoticamente extremales [39], funciones racionales de
mejor aproximacién [17, 19] y aproximantes de Padé [27]. En [22], el autor prueba
teoremas de este tipo para polinomios que interpolan a una funcién / en una tabla
arbitraria de puntos. Los resultados obtenidos en [25] para aproximantes multi-
puntuales de Padé con las hipotesis establecidas en el inicio de esta subseccion son
(ver la Figura 2):

TEOREMA 3. Sea U un entorno abierto de la envoltura polinomial convexa de C \

(Ba’m UX). Sea W, (U) el niimero de ceros de 11, ,, en el conjunto U. Entonces existe
una subsucesion de indices A C N tal gue

. Y, (U)
lim

nelh n

=1.

TEOREMA 4. Supongamos que | no es equivalente a cero en ninguna componente
conexa de V' y no es meromorfa en C con a lo mds m polos. Supongamos, ademds, que
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T
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Figura 3: Ceros de IT,, ,, (puntos en rojo) segun diferentes relaciones entre Xy D,

Q=C\(D,,, UL) es conexo con 3Q = (D,,,UT)\ D,

- Entonces, existe una
subsucesion A C N tal que

*
)2 —>
Py nel ’

donde @, en este contexto, es la medida balayage de o en d D

El primer dibujo de la Figura 3 muestra el caso en que X estd contenido en
- La medida balayage @ coincide con la medida de equilibrio del conjunto
dD,,,. Notar que los polinomios de Taylor son un caso particular de esta situa-

S .

cidn, en este caso el origen juega el papel de X. En el segundo dibujo de la Figura 3
Y no esta totalmente contenido en D, . aqui la medida balayage generalizada es

D,

—
&:a‘D +a|

a,m C\Dg,m

2.3. Aproximantes multipuntuales y aproximantes de Fourier-Padé para fun-
ciones de Stieltjes

En esta seccién consideramos la funciéon a aproximar la transformada de
Stieltjes o de una medida p con soporte incluido en [0, 00) y el conjunto de polos
de los aproximantes no acotado. En este caso, los denominadores de los aproxi-
mantes seran polinomios ortogonales respecto a medidas variantes. Sea, para cada
n€N, A, ={z,;:j=1,...,2n} un subconjunto de 27 puntos de C\ (0,00)

simétrico respecto al eje real. Ver la Figura 4. Sea w,(z) el polinomio cuyos ceros
son esos puntos

. .
t

. . .

.

Figura 4: Los puntos negros son los puntos de interpolacién. La medida p tiene
soporte incluido en [0, 00).
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Sea IT,, el aproximante multipuntual de Padé de p de orden [7,7] en los
puntos de A,. Dado z, € C\ (0,00), 7 € Ny ¢ > 0, denotamos por I, (z,) la
cantidad de puntos de A, que estan en {z: |z —z)| < €} y por I, (o0) la cantidad
de puntos de A, que estan en {z : |z| > €¢}. En [15] se prueba el siguiente resultado:

TEOREMA 5. Supongamos que {A,,}, o no tiene puntos de acumulacion en (0, 00). Se
cumple

limII (z) = p(z

lim 1, (2) = A(2),
uniformemente en cada subconjunto compacto de C \ [0, 00), si cualquiera de las si-
guientes condiciones es cierta:

(i) Existe zy € C\ [0,00) y una sucesion de indices A tal que para todo € > 0,
lim, ¢ I, (z,) = 00. Esta situacion se ilustra en la Figura 5.

i o e .
?O M O- . °

Figura 5: Los puntos de interpolacion (puntos negros) tienen un punto de acumu-
lacién z, alejado de [0, 00).

(i1) El problema de momentos de Stieltjes para p estd determinado, existe K > 0 tal
que, para cada j, 1< j <2n,

1— >

Zn,j

>K  paratodo x €(0,00), n €A, (2)

y, para todo € >0, lim,, ., I, (00)= oo. Ver la Figura 6.

L e . sl

5 . T

s

Figura 6: Muchos puntos de interpolacion (puntos negros) se van a co de forma no
tangencial.

(iii) El problema de momentos de Stieltjes para x d p(x ") estd determinado, existe
L >0 tal que, para cada j, 1< j < 2n,

z,
7,
1 ]
X

>L  paratodo x €(0,00), n €A, (3)

9, para todo € >0, lim,, ., I, (0)= oo. Ver la Figura 7.

(iv) El problema fuerte de momentos de Stieltjes para p estd determinado, para todo
€ > 0 se tiene que lim, . I, (0) = oo y lim, I, (00) =0, y se cumplen las

condiciones (2) y (3). Ver la Figura 8.
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-"O‘... .

Figura 7: Muchos puntos de interpolacién (puntos negros) se van a 0 de forma no
tangencial.

. o o
. IO oo
0'.0.0" ° °

e .

Figura 8: Muchos puntos de interpolacion (puntos negros) se van a co o a cero de
forma no tangencial.

Los aproximantes multipuntales de Padé juegan un papel fundamental en el
estudio de los aproximantes de Fourier-Padé. Estos aproximantes extienden las de-
finiciones de los aproximantes de Padé clasicos de series de potencias al caso de
series de polinomios ortogonales. En [8], Barrios, Lopez y Saff estudian este tipo
de aproximantes en la circunferencia unidad. Nosotros estudiamos la convergencia
de aproximantes de Fourier-Padé, lineales y no lineales, a funciones de Stieltjes.

Sea ¢ una medida positiva de Borel en (—o0,0), cuyo soporte contiene in-
finitos puntos, con momentos finitos, y {9, } o la correspondiente sucesion de
polinomios ortonormales respecto a o.

Sea @, = i—” el aproximante lineal de Fourier-Padé de orden [n —1,n] de la

funcién de Stielt}es 05 es decir, gr(s,) <n—1, gr(t,) < n, t, 0,

c(t,p—s,)= f(tn(z)fo\(z)—sn(z))(pi(z)da(z) =0, i=0,...,2n—1,

y sea F, = ;—” el aproximante no lineal de Fourier-Padé de orden [n —1,n] de la

funcién de Stieltjes p; es decir, gr(S,) < n—1, gr(T,) < n, T, %0,
¢(p)=c(F,), 1=0,...,2n—1.

Con la ayuda del Teorema 5, obtenemos el siguiente resultado para los apro-
ximantes de Fourier-Padé para funciones de Stieltjes.

TEOREMA 6. Si los problemas de momentos de Stieltjes para las medidas o y x d p(x™")
estan determinados, entonces

lim F,(z)=p(z) » lim ®,(z)=pA2),

n—oQo n—oQo

uniformemente en cada subconjunto compacto de C \ [0, 00).

2.4. Aproximantes de Fourier-Padé para sistemas de Angelesco

En [12], estudiamos los aproximantes lineales y no lineales de Fourier-Padé
para sistemas de Angelesco. Realmente los podriamos denominar aproximantes
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de Hermite-Fourier-Padé, ya que son una generalizacién de los aproximantes de
Hermite-Padé cuando, en vez de tomar series de potencias, tomamos series de po-
linomios ortogonales.

Los aproximantes lineales y no lineales de Fourier-Padé para una funciéon de
Markov fueron estudiados por Gonchar, Rakhmanov y Suetin en [33]. Ellos des-
criben la velocidad de convergencia de los aproximantes lineales y no lineales de
Fourier-Padé en términos de medidas extremales para determinados problemas de
teoria de potencial. Nosotros generalizamos este tipo de resultados para sistemas
de Angelesco.

Si ...y e, SOD T medidas positivas ﬁnitas de Borel, tales que cada p; esta
soportada en un intervalo acotado [4;,5;], i = 1,..., 7, con los intervalos [4,, b; ]
disjuntos dos a dos, entonces al vector de funciones de Markov (&y,...,4,) se le
llama sistema de Angelesco.

Sea ¢ una medida positiva finita de Borel cuyo soporte contiene infinitos
puntos y estd contenido en un intervalo cerrado [¢,d] disjunto con cada inter-
valo [4;,b;], 1 = 1,..., 7. Ver la Figura 9. Denotamos por {¢, }, la sucesién de

L A
polinomios ortonormales respecto a o. Sea un multi-indice

n=(ny,...,n,), con|n|=n+---+n,

tal que
n;
lim L e(0,1), j=1,...,7.
n00 ||
o S o oMy 9
4'1 b'l ﬂ'z b'z ‘1'3 [9'3 a"r b'r ¢ d

Figura 9: Una posible distribucién de los soportes de las medidas 4y, ..., u, del
sistema de Angelesco y de la medida o respecto a la que se considera el desarrollo
de Fourier.

Llamaremos sistema de aproximantes lineales de Fowierl’adé del sistema de

Angelesco al vector de fracciones racionales ( Q0 q ‘) donde gr(Q,,) < |n],
gr(P, ) <In|—1,i=1,...,r,Q, #O0y

Q|n\(z)!&\i(z)_Pni(Z>:An,igp|n|+ni(z)+"' 5 i= 1""’ r.

Hemos obtenido un resultado sobre «velocidad de convergencia» de estos aproxi-
mantes simultineos a un sistema de Angelesco, en el caso en que las medidas o,
Ups---» M, son regulares en el sentido de Stahl y Totik, [50, pag. 61], en los co-
rrespondientes intervalos donde se han elegido los soportes de estas medidas. El
resultado, probado en [12], es el siguiente:
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i

~ ~ . P, \" .
TEOREMA 7. Sea ({y,...,d,) un sistema de Angelesco. Sea < q ) su sistema de
/) i—

aproximantes lineales de Fourier-Padé con respecto a la medida o. Si las medidas satis-
Jacen las condiciones citadas mds arriba, entonces
1ln|
P, (2)
Q|n|(Z )

uniformemente en subconjuntos compactos de C '\ (Ujr.zl[a]-, b;1U[c,d]), donde las

’

lim
[n]—o00

~

ui(2)

=Gy(2),

funciones G;(z), i =1,..., 7, se expresan en términos de potenciales de las componen-
tes de la medida (vectorial) de equilibrio para cierto problema de teoria de potencial.

Hemos obtenido resultados analogos para aproximantes no lineales de Fourier-
Padé. Es decir, 7,,,, S ,...,S, tales que:
‘ ny 7

n|> n

() gr(Tj,) <Inl, gr(S, ) < |nl—=1,7 =1,..,7, Ty (2) 0, z €[¢,d],
(ii)

Iai(z>_TL—:Bn,i§0|n|+ni(z)+"" =17
\n|(2>

En la aproximacion racional, la linea de investigacion mas activa actualmente
es el estudio de los aproximantes Hermite-Padé. Las cuestiones que mds interesan
son: su aplicacién en la teorfa de niimeros, la aproximacién de sistemas de fun-
ciones de Markov generadas por un grafo que incluyen los sistemas de Nikishin,
los aproximantes de Hermite-Padé para funciones multiformes y su més reciente
conexion con la teoria de matrices aleatorias. Una buena referencia para ver todas
estas cuestiones es [6].

3. POLINOMIOS ORTOGONALES

3.1. Teoremas de Szeg6-Geronimus-Kolmogorov

Sean ¢ una medida boreliana de probabilidad en [0,27) y los niimeros com-
plejos z, ;, 7 = 1,...,n, n €N, en el disco unidad D:={ze€C:|z| <1}. Sea
W, (2)=11/-(z—2z,;), n=1,2,...,y Wy(z) = 1. Asumimos que las fracciones

racionales de orden 7 con polos z,, ;, 7 = 1,...,7, son densas en L*(c); es decir,

7,52
dichas fracciones racionales estan en L*(0) y dada f € L*(0) existe una sucesién

de polinomios {p,} tal que

/ i ()
ti [ e~ 24

o= f do(9)

Z - .
Hj:l |el€ _Zn,j|2

2

do(6)=0.

Sea
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Para que se cumpla esta condicion de densidad es suficiente que se satisfaga una de
las dos afirmaciones siguientes:

L lim, o, 377, (1—|z, ;|) = oo.

2. Existe una sucesién de numeros reales positivos {#,} tales que
S 1/(2k)
’
ok <My, VneN; nlingo;cn’k < o0
=1

En cualquiera de estas situaciones existe una tnica sucesion de polinomios ¢, (z) =
x,2"+---,n >0, con coeficiente principal positivo x, > 0, ortonormales respecto
alas medidas do, =do /|W, (2)*; 1. e. para0< k <n—1,

J%(em)e_ikgdan(@):& f

Los polinomios {¢,,} reciben el nombre de polinomios ortogonales variantes res-
pecto a 0,,. Cuando z, ; = 0 para todo 7, 7, se obtienen los llamados polinomios

i9)|2

@u(e")| do,(0)=1.

ortogonales en la circunferencia unidad (OPUC) respecto a la medida o, que estan
relacionados con los polinomios ortogonales respecto a una medida con soporte

en un intervalo en el eje real. Esta relacion se puede establecer con el cambio de

. elf41 . . .
variable x = ——. Cuando z, ; = 1, con la transformacién anterior se obtienen
- ;

polinomios ortogonales cuya medida asociada tiene soporte no acotado.
Asi, si z, ;=0 para todo 7,7, los polinomios {¢,} son ortogonales respecto
a la medida o y satisfacen las relaciones de recurrencia

Xnganrl(Z) = anrlZgDn(Z) + (Pn+1(o>§0;(z)’ n= O> (4)

donde ¢} (z) = z"¢,(1/z). Los OPUC fueron introducidos por Szeg [52] en su
estudio de formas de Toeplitz y de la teoria general de polinomios ortogonales en
el eje real. Los resultados de Szegd, conjuntamente con los obtenidos por Kolmo-
gorov y Geronimus, quedan planteados en el siguiente resultado. Son equivalentes
las afirmaciones siguientes:

1. Se tiene que logo’ es una funcién integrable respecto a la medida de Lebes-
gue en [0,27); 1. e.,

f |logo’(8)|d6 < oo. (5)

2. El espacio de los polinomios trigonométricos no es denso en L*(c).

3. Lafuncién e~*? no esté en la clausura en L2(o') del espacio de los polinomios
trigonométricos.
4. Existe (es finito) lim,, . x,,.
5. Existe, para algin z € D,
lim @;,(2). (6)
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La funcién o' representa la derivada de Radon-Nykodym de o respecto a la medida
de Lebesgue d@ en [0,27). El limite en (6) se describe en términos de la funcién
de Szegl; mas exactamente, si se cumple (5), entonces

o 1
lim ,(2) = Do.7)

b

uniformemente en compactos de I, donde

i6
D(U,z):exp<ife +Zlog0/((9)d<9>, |z| # 1.

4 ) ef—z

Esta es una funcién de #%(D) cuyo valor frontera en la circunferencia unidad
satisface |[D(,e'%)|? = o/(0) c.t.p. de [0,27).

Para polinomios ortogonales respecto a medidas variantes las implicaciones
1 = 4 = 5 fueron probadas por Lopez (ver [42] y [43]). Las equivalencias en el
otro sentido, es decir, 5 => 4 = 1, fueron probadas en [16]; en ese articulo tam-
bién se demuestra un teorema similar al de Szegé-Geronimus-Kolmogorov para
polinomios ortogonales respecto a una medida que esta soportada en un arco de
la circunferencia unidad. La idea de relacionar polinomios ortogonales respecto a
una medida que est4 soportada en un arco de la circunferencia unidad con otros
respecto a medidas variantes también fue utilizada en [11] para obtener un teorema
sobre asintdtica del cociente para polinomios ortogonales consecutivos respecto a
una medida cuyo soporte es un arco de la circunferencia unidad.

Los polinomios ortogonales respecto a una medida cuyo soporte es un arco
de la circunferencia unidad tienen gran interés en el estudio de matrices aleato-
rias (ver [37]). Una clase particularmente interesante de polinomios ortogonales
respecto a medidas con soporte en un arco de la circunferencia unidad son los
llamados polinomios de Akhiezer ¢,(z) (ver [28]); i. e.,

o=k, {2 2200 ,_(E=PPv—1)
1—fv v—p (v+B)Bv+1)
donde 8 =itan((r—a)/4), « € (0,7), K, = K,,(2) es una sucesién de niimeros
complejos no nulos, £ es una fraccién racional de la forma
P(v)
véo(v— 1)~ (v + 1)+(v2 — S2)1’

con €q, €, igualesa 0 o 1y P un polinomio tal que gr(P) <2g+¢,+¢_+¢€ ., de
modo que

' (v) + w”(l/v)}, %

Qv)=

Qv)#Oparalv|>1, Qx)=0Qx), VxeR.
Los polinomios en (7) para n > n,(£2) son ortogonales respecto a la medida en el

arco A :=[e'%,¢!?7=9)] cuyo peso esta dado por

W(e'?, Q)= sen(a/2) ——, O€la,2n—a],
2sen(6/2)4/cos?(a/2) — cos?(0/2)|Qei)|?
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Figura 10: Los ceros de ¢! estin en verde; en rojo estdn los ceros de ¢/, ; en azul, los
ceros de los polinomios ¢, para =1, = 7, n =50.

y 1o(£2) es un nimero natural que depende de 2. Ademas, una propiedad muy
interesante de los polinomios (7) es que satisfacen las ecuaciones de segundo grado

sena

A(z,n)@),(2) + cos(a/2)B(z,n)¢,,(2) + ——C(z,n)¢,(2) =0,

donde . .
A(z,n)=z(z—e'*)(z—e™"%),

B(z,n),C(z,n) son polinomios en z y en 7. Esta ecuacion diferencial permite
probar que la distribucién asintética de los ceros de las derivadas de los polinomios
en (7) es la medida de equilibrio del arco, como ocurre con los ceros de los propios
polinomios (ver [2] y la Figura 10).

TEOREMA 8. Si 0 es una medida regular en el sentido de Stahl y Totik cuyo soporte es
un arco de la circunferencia unidad, entonces para todo niimero k entero no negativo

se tiene
1 Xaer —a] (@)sen(@/Z)de
oo o) = P \/cos2 a//2>—0052(‘9/2>

donde ¥, 1, o1(0) es la funcion indicadora del intervalo [, 27 — o]

En [13] se demostrd que la equivalencia 1 < 4 <> 5 esta directamente re-
lacionada con la convexidad estricta de ##%(o), la clausura en L?(o) del espacio
de los polinomios algebraicos. Aunque en [13] y [14] se probaron resultados mas
generales, para no introducir demasiadas notaciones, a continuacioén formulamos
un teorema probado alli que indica la cuestion fundamental tratada y que extiende
un resultado de Newman:

TEOREMA 9. Sean f, € APy f € AP, 0< p < oo Silim,  |fll, =/,
m,_, ., /,(2) = f(2) uniformemente en cada subconjunto compacto de D, entonces

Tim [1f,— £, =
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3.2. Sobre los ceros de OPUC

Los polinomios ortogonales respecto a una medida en la circunferencia uni-
dad es un tema que ha recibido mucha atencién en los Gltimos afios. El enfoque
moderno de esta teoria se considera a partir de los trabajos de Rakhmanov y Ne-
vai, Maté y Totik a finales de la década de 1980. Un nuevo impulso a esta teoria ha
tenido lugar con la publicacién de los libros de Simon [47, 48]. Con los trabajos de
Simon se establece una conexion de beneficio mutuo entre los OPUC vy la teoria
espectral de las ecuaciones de Schrodinger.

La relacion (4), junto con un teorema de Verblunsky, dice que una familia
de OPUC es una familia uni-paramétrica, que queda determinada por la sucesion
@ (0)eD, n=1,...;es decir, dada una sucesién {a,, : 7 > 1} en D, existe una tnica
medida boreliana de probabilidad o en [0,27) tal que los polinomios ortogonales
monicos {®,, : 7 > 1} tienen valor en 0 igual a 4, para todo » > 1. En particular,
si se conoce una sucesion {w, : 7 > 1} de nimeros complejos en el circulo unidad
abierto, w, €D, Vn > 1, existe una nica medida boreliana de probabilidad ¢ en
[0,27) tal que los polinomios ortonormales satisfacen

¢, (w,)=0, Vn>1 (8)

n

Es decir, conociendo un cero de cada uno de los polinomios {®,, : 7z > 1}, se tiene
informacion suficiente para determinar toda la familia de polinomios ortogonales.
En los trabajos [1] y [3] hemos obtenido resultados que describen propiedades de
los OPUC a partir de propiedades de una sucesion {w, : n > 1} que satisface (8).
En [3] se prueba el siguiente resultado:

TeOREMA 10. Supongamos que ®,, tiene un cero en el disco {z € C : |z| < r} para
todo n suficientemente grande. Entonces

limsup |®,(0)|'/” < min{27,1}.

n—oo

El valor limsup, ,__|®,(0)]"/" determina, si es menor que 1, el radio de la
circunferencia donde se distribuyen los ceros de los OPUC (ver la Figura 11). El
teorema anterior responde a una cuestion planteada por V. Totik sobre densidad
de ceros de los polinomios en el circulo unidad.

En [1] se consideran OPUC que comparten ceros; por ejemplo, se estudia la
situacién cuando @, y ®, ., 0@, y ®, . comparten un cero para todo 7 suficien-
temente grande. Este hecho determina propiedades asintéticas de los OPUC como
muestra el siguiente resultado:

TeOREMA 11. Supongamos que ®,, y @, 5 tienen un cero comsin para todo n suficien-
temente grande; esto es, existen {{{,(,, (3} C Dy ny €N tales que

2,({;)=0, n=j (mdd3), n>ny,

y sea r =max{|(;|: j = 1,2,3}. Se cumple:
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Figura 11: Se fija un cero de @, con médulo 0.2, el resto (puntos en azul) se acerca
a la circunferencia de radio 0.4. Aqui » = 100.

(1) Sir< Y5 ontonces lim ®, (0)=0.

2 n—oo

—1+4/5

(i) Si, ademds, r < —

2
’
, entonces limsup |®, (0)|'/" < —— < 1.
n—00 1—7r
El estudio de las propiedades de los polinomios ortogonales esta determinado
actualmente por sus aplicaciones. Ademds de su conexién con la aproximacién
racional, ya mencionada anteriormente, otra de las lineas de investigacién mas
activa esta relacionada con las matrices aleatorias y el estudio de sus propiedades
M J O 4 . .
asintoticas a través de problemas de valores frontera de Riemann-Hilbert; ver [6,
45]y las referencias que en esos trabajos aparecen. Motivado por la teoria espectral
de operadores, el estudio de las propiedades de los ceros de polinomios ortogonales
es un tema de actualidad, como muestra uno de los ganadores de la medalla Fields
de este afio junto a otros autores en el articulo [7].
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