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Resumen

Este trabajo es parte de un estudio exploratorio sobre la ensefianza/aprendizaje de contenidos curri-
culares de la Ensefianza Secundaria Obligatoria de la Comunidad Valenciana que surgen al utilizar la
exploracidn con espejos como contexto. Tiene como objetivo recoger informacion para reelaborar los
componentes del Modelo Tedrico Local elaborado previamente para servir de referente en esta investi-
gacion. Hemos disefiado un Modelo de Ensefianza que hemos desarrollado en la ESO en contexto
laboratorio. Las observaciones las hemos distribuido en tres grupos: 1) las competencias de los alumnos
Yy sus procesos cognitivos, 2) los efectos de la actuacion de la profesora y 3) la transferencia que los
alumnos hacen de los procedimientos. Aqui nos centramos en el Modelo de Ensefianza y en las obser-
vaciones de los grupos 2y 3.

Abstract

This paper is part of an exploratory study of the teaching/learning processes of the curriculum contents
of the Obligatory Secondary Education (ESO) of the Valencian Community that can appear as a result of
using the exploration of mirrors as a context. The objective is to gather information to reevaluate the pre-
liminary components of the Local Theoretical Model which was developed to be used as a reference in this
research. We have designed a Teaching Model that we have developed with ESO students in laboratory
context. The observations have been distributed into three groups: 1) students’competences and cognitive
processes, 2) the effects from teacher performance and 3) procedure transfer done by students. This paper
covers the Teaching Model and observations included in the second and third groups.
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Presentacion

No es facil encontrar investigacion relacionada con calidoscopios en Didac-
tica de Geometria. Si bien hay trabajos que se han planteado esta problemética
(Faux, 2008), no la abordan considerando los calidoscopios como situacion-
contexto para desarrollar actividad matematica. Tal y como subraya Guillén
(2005), la exploracion con calidoscopios es un contexto muy rico, pues permite
tratar una presencia amplia de los contenidos curriculares®, abordar una proble-
matica desde diferentes niveles, desarrollar la reinvencion en matemaéticas y
avanzar en el proceso de matematizacion®. La problematica de este estudio ex-
ploratorio es corroborar esta afirmacion.

Como indicamos en L6pez y Guillén (2009), nuestros referentes los constitu-
yen trabajos previos desarrollados por una de nosotras (Guillén, 1991, 2005),
quien realiza un anélisis detallado de la problematica que tratamos; los Modelos
Tedricos Locales (MTL) (Filloy y cols., 1999) que utilizamos como marco meto-
doldgico y el trabajo de Guillén y Puig (2006) sobre la ensefianza y aprendizaje
de los procesos matematicos en el contexto de las relaciones de inscripcion y
dualidad entre poliedros regulares que usamos como referente para el analisis de
los datos experimentales.

Con este estudio exploratorio pretendiamos: i) analizar la exploracién con espe-
jos para determinar qué contenidos del curriculo de la ESO de la Comunitat Valen-
ciana relativos a la geometria se pueden trabajar a partir de la exploracion con una
determinada ensefianza; ii) elaborar un Modelo de Ensefianza (ME) que contemple
este analisis de la situacion y diferentes enfoques para tratar el estudio; iii) al
desarrollar el ME con estudiantes de la ESO, iii.l) explorar la ensefian-
zalaprendizaje de contenidos geométricos (conceptos, procesos matematicos, rela-
ciones,...) implicados en el ME, iii.2) determinar elementos que tienen que ver con
los efectos de la actuacién de la profesora y iii.3) determinar elementos sobre la
transferencia que hacen los estudiantes de procedimientos al resolver problemas; y
por ultimo, iv) organizar los datos obtenidos en el estudio experimental a través de
los cuatro componentes de un MTL. En este informe nos centramos en los
propdsitos ii), iii.2), iii.3) y iv).

! Como ya hemos indicado en otros trabajos, consideramos contenidos curriculares a los procesos
matematicos de describir, clasificar, definir y demostrar, los conceptos matematicos y la resolucion
de problemas.

2 Siguiendo a Treffers (1987), formalizar, esquematizar, organizar, axiomatizar y transformar son
verbos que denotan aspectos del proceso de matematizacion.
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El actual curriculo de la Comunitat Valenciana (DOGV, 2007) y autores como
Gairin (1993), Rico (1997) o Filloy y cols. (1999) proponen el uso de nuevos mate-
riales en la ensefianza de las Matematicas. En este sentido, aunque las actividades
propuestas en el ME fueron disefiadas para la investigacion, la readaptacion de éstas
hacia un modelo orientado a la formacion de profesores o de estudiantes no se vislum-
bra muy dificil, pudiéndose alcanzar uno de los objetivos de cualquier investigacion en
Didéctica, que la investigacion realizada tenga repercusion en el aula.

Antecedentes. Marco de referencia y revision bibliogréafica

El ME y los resultados que aqui presentamos sobre la ensefianza y aprendizaje
de los procesos matematicos a través de la resolucién de problemas en un contexto
de calidoscopios son una parte del estudio exploratorio realizado para la obtencién
del Diploma de Estudios Avanzados (L6pez, 2009).

Este estudio se ubica en la linea de investigacion sobre la ensefianza y aprendi-
zaje de los procesos matematicos a partir de la geometria de los sélidos desarrolla-
da en la Universitat de Valencia (Guillén, 1991, 1997, 2001; Guillén y Puig, 2006)
y toma como marco de referencia el de estas investigaciones. Este marco ya lo
detallamos en trabajos anteriores (L6pez y Guillén, 2009); lo que ahora precisamos
es lo relacionado con el objeto de estudio de este informe.

Una consecuencia indirecta de la ensefianza de los procesos matematicos es la
constitucion de objetos mentales3 de los conceptos matematicos involucrados en el
Modelo de Ensefianza (Guillén y Puig, 2006). Asi pues, al desarrollar el ME que en
este informe detallamos, serd inevitable que el alumno amplie los objetos mentales de
conceptos sobre simetrias, inscripciones de s6lidos y resolucién de problemas.

Otra de las caracteristicas de nuestro marco, subrayada en Guillén (2005), es el
enfoque realista para la ensefianza de las matematicas escolares desarrollado en el
Instituto de Freudenthal. Los contextos ocupan un lugar dominante como fuente de
formacidén de conceptos y como area de aplicacion. En este sentido, la exploracién
con calidoscopios es un contexto que puede trabajarse desde dos enfoques diferen-
tes. Al principio de nuestra experiencia, el alumno estudia la descripcion de los
calidoscopios, médulos y sélidos a nivel local y en términos de simetrias que com-
parten. El alumno parte del contexto (los fendmenos) para ir a las matematicas, esta
adquiriendo conocimientos. Al final de la experiencia, el estudiante organiza esos
conocimientos desde una nueva perspectiva y usa los fenbmenos como campo de
aplicacién. En este caso, el alumno va desde las matematicas al contexto.

® Utilizamos el término de objeto mental con el significado de Freudenthal (1983).
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En relacion al marco metodologico, el diagrama 1, readaptado del de la tesis de
Fernandez (2001), muestra como se ha organizado el disefio y desarrollo de la ex-
perimentacion.

DIAGRAMA 1

Siguiendo a Puig (2008), consideramos la ensefianza y aprendizaje de las mate-
maticas como un proceso de comunicacién y produccién de sentido donde el con-
cepto de competencia matematica no es independiente de la actuacion del aprendiz.
Cuando se quiere caracterizar el Modelo de Competencia (MC) no s6lo debemos
recurrir al analisis del dominio matematico que se esté tratando, sino que ademas
debemos tener en cuenta las actuaciones concretas de los sujetos reales en dicho
dominio, ya que su contraposicion con las actuaciones del sujeto ideal predichas
por el andlisis del dominio matematico pueden proporcionar nuevos elementos para
este Modelo no predichos por dicho analisis.

En el trabajo que presentamos detallamos algunos indicadores de competencias
provenientes del analisis de los datos sobre las actuaciones de los estudiantes
sujetos reales referidos a la resolucién de problemas de construccion de mddu-
los y/o calidoscopios. Por ello, entre nuestros referentes figuran también algunos
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estudios sobre resolucién de problemas: los modelos heuristicos de Polya, Burton y
Schoenfeld analizados desde el trabajo de Puig (1996). Cada uno de ellos describe
el proceso de resolucion de los problemas desde un punto de vista distinto: desde el
resolutor ideal, desde la instruccion y desde el resolutor real, respectivamente. Es-
tos tres aspectos se contemplan en el esquema de organizacién de los datos de este
informe; el investigador que dirige la experiencia se considera como resolutor ideal
que instruye en la resolucion de problemas y que después observa y analiza las
actuaciones de resolutores reales. En consecuencia, usamos indistintamente la jerga
de estos tres autores.

Las herramientas heuristicas (hh) son los procedimientos independientes del
contenido del problema que acttan sobre él para transformarlo, para formular un
problema relacionado (Polya, 1954). Consideramos Unicamente como hh las 8
herramientas propuestas por Puig (1996, pag. 41). Siguiendo a Burton (1984), los
procedimientos son las acciones que actlan sobre el problema para resolverlo, pero
no para transformarlo; los organizadores o sugerencias heuristicas segun el voca-
bulario usado por Puig (1996) son las sugerencias que desencadenan el uso de hh
y/o procedimientos y las destrezas son las formas de manejar la informacion, de
representar un problema, de enumerar... De Schoenfeld (1985) tomamaos los siste-
mas de creencias como el conjunto de determinantes (no necesariamente conscien-
tes) del comportamiento del individuo; los recursos como los conocimientos
matematicos que poseen los individuos y que pueden traer a colacion a propoésito
del problema en cuestion; las estrategias heuristicas o heuristicas como las estrate-
gias y/o técnicas para realizar progresos en problemas no estandar y los mecanis-
mos de control como las decisiones globales que regulan la seleccion y la
implementacion de recursos y estrategias heuristicas.

Metodologia

En relacién con el estudio experimental vamos a describir brevemente las tareas
del ME, el contexto donde hemos realizado la experimentacion y el analisis reali-
zado que ha conducido al esquema de organizacién de los datos.

Sobre las tareas laboratorio.

En el cuadro 1 listamos los problemas sobre la construccion de médulos que
generen solidos de diferentes familias para los calidoscopios octaédrico y cubico en
el mismo orden que fueron desarrollados en la experiencia laboratorio.
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CUADRO 1: PROBLEMAS DE CONSTRUCCION DE MODULOS DE LA EXPERIENCIA LABORATORIO

Estos problemas fueron seleccionados de los trabajos de Guillén (1991, pags.
193-208, 2005) por ser muy adecuados para ser planteados desde de los dos enfo-
ques a los que nos hemos referido en el apartado anterior. Considerando el objetivo
iii.3, todos se refieren a la construccion de moédulos; lo que cambia es el sélido que
ha de generarse y el caleidoscopio que se usa.

La seleccion de problemas también se explica desde otros analisis realizados.
En ellos determinamos la actividad matematica que generan, los conocimientos
previos y los recursos didacticos que se requieren para su resolucion, los aspectos
de la geometria que permiten tratar y las diferentes estrategias que se pueden usar
para resolverlos.

TABLA 1: ESTRATEGIAS PARA LA RESOLUCION DE LOS PROBLEMAS DE CONSTRUCCION DE MODULOS
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Por brevedad, nos vamos a centrar en el Gltimo anélisis citado. Examinamos los
problemas desde dos puntos de vista: las posibles estrategias para su resolucion y
las posibles probleméticas que pudiesen surgir durante el proceso de resolucion;
tras ello, elaboramos patrones de conducta dirigidos al profesor/a ideal* en relacion
con el analisis realizado. La tabla 1 muestra tres estrategias determinadas para la
resolucién de los problemas y el mapa 1 el patron de conducta de la tercera de
ellas.

MAPA 1: PATRON DE ACTUACION DEL PROFESOR IDEAL DE LA ESTRATEGIA 3
PARA LOS PROBLEMAS DE CONSTRUCCION DE MODULOS

Contexto, registro y analisis de los datos. Esquema de organizacion.

El estudio se realizé en Diciembre de 2008 con 5 alumnos de 3° de la ESO del
IES Camp de Morvedre. Se desarrollaron 5 sesiones laboratorio de 2 horas cada
una en las que los estudiantes estaban organizados como una pareja y un trio.

Tal y como indicamos en Lopez y Guillén (2009), los datos se obtuvieron de las
respuestas de los estudiantes a los problemas y del andlisis de las grabaciones de
video. Transcribimos las sesiones, las dividimos en extractos® y los nhumeramos.
A partir de ellos hicimos observaciones que codificamos de manera que quedase

* Llamamos profesor/a ideal a cualquier docente con los conocimientos necesarios para dirigir el ME.
® Llamamos extracto al fragmento de texto de la profesora y/o los estudiantes que refleja una idea que
consideramos de interés porque corresponde a una observacion de procesos de ensefianza/aprendizaje
de contenidos geométricos curriculares. La revision bibliogréafica realizada facilito la seleccion de
estas observaciones.
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reflejado el problema, el equipo al que correspondia y el nimero de extracto de la
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transcripcion (ver protocolo 1 del anexo).

Para el anélisis de los datos, elaboramos una bateria de preguntas que distribui-
mos en tres grandes grupos, segun con respecto a queé se queria interrogar
objetivo iii.1, iii.2 y iii.3 . En el trabajo mencionado ya nos hemos referido a las
relativas al objetivo iii.1. Para los otros dos, distinguimos las observaciones referidas a
la actuacion de la profesora que guiaba la experimentacion de aquellas que se referian
a las actuaciones de los estudiantes. La tabla 2 muestra cdmo nombramos estos grupos

de observaciones y las preguntas guia que delimitamos para cada uno de ellos.

Cd. NOMBRE PREGUNTAS GUIA
Sobre las ¢ Qué hh se proponen para su uso y/o se usan? ;Cuéles son las
a herramientas mas aconsejadas? ;Y las mas utilizadas? ;Qué hh se sugiere
heuristicas (hh) que se usen ante las dificultades de los alumnos?
En relacion con ¢ Qué sugerencias heuristicas se dan para desencadenar el uso
b - de procedimientos? ;Y para que se usen diferentes destrezas?
organizadores
9 ;A qué fase de la resolucién del problema corresponden?
Procedimientos Procedimientos para resolver los problemas: ;Qué
rocedimientos se sugiere y/o usa en el proceso de resolucion
< ¢ ara resolver los
o problemas de los problemas? A qué fase de la resolucion del problema
Q g P corresponden?
Tl , .
o S ;Qué destrezas se sugieren y/o usan en el proceso de
= - ) ) )
x P q Sobre las des- resolqcm_n de los p,roblemas?, ;para qué se usan? ¢Para
< < trezas manejar informacion? ¢ Para representar el problema? ;Para
- c enumerar? ¢Para encontrar patrones o pautas? ;Para
o g contrastar?
s | S
8 g Sobre mecanis- ;Se planifica? ;Como?, ¢cuando? ;Cémo se gestiona y evalla
€ mos de control el propio proceso de resolucion? ;Cuando se toman
decisiones? ¢ Por qué? ;Qué decisiones?
Sobre sistema ¢ Qué razones pueden explicar un comportamiento
f de creencias determinado? ¢Qué creencias se reflejan sobre la asignatura, la
profesora y/o sobre la resolucién de problemas?
;La metodologia seguida por la profesora se contempla como
Metodologia diferente a las clases magistrales de pizarray tiza? ;En qué
g empleada por la | sentido? ;Qué cosas de las que hace la profesora en el desarrollo
rofesora e las sesiones se considera que no ocurren en este tipo de
f del d te tipo d
clases? ;Qué es lo que ha llamado la atencion?
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¢ Como afecta en el comportamiento de los alumnos cuando la
Uso de herra- profesora transforma una tarea a través de una hh? ;Copian
ME mientas heuris- esta manera de proceder? ;En qué tareas? ;Lo hacen de manera
ticas por parte apropiada? ;Qué hh de las usadas por la profesora han usado de
del alumnado manera autdnoma? ;Siguen las sugerencias de la profesora
cuando les propone el uso de alguna de estas herramientas?
[
S
..g ;Qué destrezas ha aprendido el alumno tras la actuacién de la
=4 Uso de las profesora? ¢En qué manera han afectado en su autonomia de
= trabajo? ;Y para resolver los problemas? ¢ Qué consecuencias
@ destrezas y - . - .
< L han tenido sobre el manejo de la informacién? ;Y sobre la
n c procedimientos e .
4 S N utilizados por la manera de representar en el plano los objetos? ¢Usan mas de
E § rofesoraenun | UM representacion? ;Descartan las representaciones innecesarias?
< g Sroblema ¢£Son precisos en sus representaciones y notaciones? ;Buscan
[a) < analodo relaciones para determinar las incognitas? ¢ Contrastan los
E g 9 resultados? ;Qué estrategias comunicativas han copiado los
] 2 alumnos de la profesora?
%) = , P
3 b ¢ COmo ha influido el uso que ha hecho la profesora del
w material? ;Han hecho uso los alumnos de é1? ;Con qué
& finalidad? ¢En qué tareas? Cuando la profesora les negaba el
o 0 Efectos del uso del material ;Como les afectaba este hecho? ¢ Usaban otras
o material estrategias de trabajo? ¢ Cuales? ¢ De qué manera han influido
%) los modulos de los sélidos? ¢ Y sus representaciones a través
de los calidoscopios? ;Qué ocurre al plantear las tareas sin que
antes se hayan mostrado los modelos?
) ¢Resuelven sus actividades adaptando el procedimiento usado
o por la profesora en una actividad analoga? ;Adaptan los
o procedimientos vistos en otras sesiones para resolver
= 8 Sobre la transfe- | actividades analogas? ¢ Y procedimientos estudiados en clase?
RS rencia que se ;Son capaces de precisar lo que cambia y lo que permanece en
€5 P hace de | 4 pac p '0q yloquep
o= ace de 10s la resolucién de tareas analogas? ¢,Son capaces de adaptar a
2 S procedimientos | evas situaciones patrones de trabajo aprendidos? ¢ Se
E aplican los resultados ya obtenidos para encontrar resultados
nuevos que se piden o se resuelven las tareas de nuevo sin
recurrir a ellos?

TABLA 2: GRUPOS DE PREGUNTAS GUIA
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A partir de estas preguntas guia, reorganizamos las observaciones de manera
que para cada grupo determinamos diferentes “acciones”. Dada la brevedad de
este informe, s6lo indicamos las “acciones” establecidas para el grupo N (véase
tabla 2). Esas fueron:

® Hemos codificado los grupos sobre las actuaciones de los estudiantes a partir de la letra M para dar
continuidad a los 12 grupos descritos en Lopez y Guillén (2009) en relacion al objetivo iii.1).
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N.1. Recurren a la biblioteca de recursos en busca de patrones o pautas de trabajo.
N.2. Usan distintos colores en sus representaciones.
N.3. Dibujan de manara aislada el objeto a analizar.
N.4. Representan con precision los objetos del problema, incluso los vuelven a dibujar.

N.5. Descomponen en triangulos los poligonos de las caras del objeto problema
para determinar alguno de sus elementos.

N.6. Comprueban los resultados de algunos resultados.
N.7. Particularizan a una dimension para simplificar el problema.
N.8. Generalizan a familias propiedades de alguno de sus componentes.

N.9. Se ayudan del lenguaje corporal y/o de diferentes tipos de representaciones
para comunicarse.

N.10. Representan en el plano el modulo/la base del médulo problema inscrito
en el solido/ base del solido.

N.11. Buscan relaciones.

N.12. Cuentan de manera estructurada los elementos de los poliedros que no son
ni prismas ni piramides.

Resultados y conclusiones

Parte de los resultados de este informe estan expandidos a lo largo del apartado
anterior. En cuanto al objetivo ii, describimos y analizamos una parte del ME en la
que se tratan dos de los contenidos curriculares de la ESO a partir de nuestro con-
texto de estudio: los procesos matematicos y la resolucién de problemas. Referente
a los objetivos iii.2 y iii.3, obtuvimos tipos de acciones para cada uno de los grupos
de la tabla 2.

También hemos obtenido resultados relativos al objetivo iv, a los que nos va-
mos a referir ahora brevemente. Siguiendo a Puig (1996), los tipos de acciones de
los estudiantes y la agrupacién de las que a nuestro juicio eran similares han lleva-
do a determinar los primeros elementos del MC surgidos de las actuaciones concre-
tas del sujeto real. Como ejemplo, enunciamos elementos que provienen de
acciones del grupo N.

e Examinar ejemplos en busca de una idea feliz (N.1)
e Utilizar una notacién adecuada (N.2)
o Identificar el objeto cuestionado en el problema (N.3)

e Traducir a una representacion en el plano (N.3, N.4, N.10)
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e Entresacar datos (N.5)

e Comprobar los resultados (N.6)

o Simplificar el problema (N.7)

e Generalizar resultados (N.8)

o  Usar diferentes “lenguajes” para comunicarse (verbal, grafico y/o gestual) (N.9)
e Examinar las relaciones entre los datos (N.11)

e Contar de manera estructurada (N.12)

Como conclusiones del trabajo referidos a los objetivos planteados destacamos
la eficacia del ME para recoger informacion sobre la actuacion de los estudiantes y
la profesora, lo que conlleva eficiencia para determinar elementos para reelaborar
los diferentes componentes del MTL disefiado previamente como referente para la
investigacion (objetivo iv). En Lépez y Guillén (2009) informamos sobre acciones
que se pueden reorientar hacia elementos del modelo cognitivo y de comunicacion.
En los parrafos anteriores hemos hecho referencia a la determinacion de elementos
para el MC; destacamos también como las acciones delimitadas sobre la actuacion
de la profesora llevan a la reelaboracion del ME.

Asimismo, cabe subrayar como los diferentes tipos de andlisis realizados no s6-
lo han permitido explicar la seleccion de los mismos para el ME elaborado; la de-
terminacion de las distintas estrategias para su resolucion y el analisis de las
mismas se han mostrado muy apropiados para poder interpretar las actuaciones de
los estudiantes y guiar la actuacion de la profesora.

Al centrar la atencion en los datos obtenidos sobre la transferencia que se hace
de los procedimientos, el estudio sugiere que en el ME reelaborado se incluyan
problemas relacionados con calidoscopios tetraédrico, octaédrico, cubico y dode-
caédrico y con médulos que correspondan a diferentes poliedros regulares y semi-
rregulares. De esta manera se puede tratar de nuevo este tipo de problemética y
obtener mayor riqueza en el tipo de acciones asociadas a este grupo.

Lo expuesto en parrafos anteriores permite responder afirmativamente a la pro-
blemética de este estudio: Es posible tratar la ensefianza y el aprendizaje de los
contenidos curriculares geométricos de la ESO en un contexto de espejos. Asimis-
mo destacamos como a partir de los materiales disefiados para este trabajo se pue-
den reelaborar otros materiales orientados a los profesores de secundaria para
trabajar estos contenidos curriculares desde los contextos.
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Anexo

PROTOCOLO 1: FRAGMENTO DEL PROTOCOLO DEL EQUIPO 1 PARA EL PROBLEMA 6.



