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RESUMEN

La investigacion que se presenta trata el andlisis del aprendizaje de las
propiedades globales de las funciones y la elaboracion de un diserio de enserianza que
pretende facilitar el aprendizaje de estos contenidos. Este diseiio se elabora siguiendo
un marco de investigacion que integra el marco tedrico que proporciona el Enfoque
Logico Semiotico (ELOS) con un marco metodologico de investigacion cualitativa,
basado en la investigacion-accion (I-A) y la investigacion de disenio.

ABSTRACT

The research presents the analysis of learning comes from the global properties
of functions and the development of a design education that aims to facilitate the
learning of such content. This design was developed following a research framework
that integrates the theoretical framework that provides the Logical Semiotic Approach
with a methodological framework of qualitative research, based on action research and
research design. Finally, this framework is applied to learning the concept of extremes.

Pecharromén, C., Ortega, T. (2009). Disefio de un marco de investigacion. Aplicacion al
proceso de aprendizaje de las propiedades globales de las funciones. En M.J. Gonzélez,
M.T. Gonzélez & J. Murillo (Eds.), Investigacion en Educacion Matemdatica XIII (pp.
367-378). Santander: SEIEM.
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INTRODUCCION

Este articulo presenta un marco de investigacion que surge del desarrollo
experimental de un trabajo dirigido a la mejora del proceso de ensefianza-aprendizaje de
las propiedades globales de las funciones a partir de su representacion gréfica,
(dominio, recorrido, monotonia, extremos, corte con ejes, signo, continuidad, tendencia,
periodicidad, simetrias convexidad), en segundo ciclo de E.S.O.

El estudio local de las propiedades de las funciones se realiza desde la
perspectiva infinitesimal aplicando los conceptos de limite y derivada. Sin embargo, se
puede hacer un estudio mas general de las propiedades de las funciones sin utilizar estos
conceptos y, en oposicion a “local”, surge el término “global”. Aqui se ha creado un
disefio de ensefianza que parte del analisis cualitativo de sus graficas y, bajo el cual, se
integra el marco teodrico y el metodolégico de la investigacion, donde éste ultimo,
recoge los rasgos de las metodologias cualitativas de I-A y de disefio.

ANTECEDENTES

Han sido diversos los trabajos de investigacion que son referentes del nuestro,
como el de Leinhardt y otros (1990), donde se realiza una labor de revision y anélisis de
las funciones y de los graficos desde los enfoques de las tareas, del aprendizaje y de la
ensenanza. Sin embargo, aqui s6lo exponemos brevemente las ideas que han orientado
los planteamientos y el desarrollo de un disefio de ensefanza, en torno al cual, se
desarrolla la investigacion que se presenta.

Se resalta la importancia del sistema de representacion grafico como medio de
expresion de objetos matematicos, por tanto, como medio de aprendizaje de ciertos
conceptos asociados a ¢él, lo que destaca la funciéon semidtica de este lenguaje
(Deulofeu, 1995; Bloch, 2003; Sanz Lerma 2004).

Se observa la predisposicion a desarrollar procesos de visualizacion para alcanzar
diferentes objetivos dentro del proceso de aprendizaje de las matematicas (Castro y
Castro,1997; Bagni, 2004; Dolores, 2004; Dolores y Cuevas, 2007).

Se sefala la importancia del uso de las diferentes representaciones de los conceptos
para su aprendizaje y la relevancia de conocer las relaciones entre las mismas
(Azcarate, 1997; Castro y Castro, 1997; Knuth, 2000; Bloch, 2003; Schwarz y
Dreyfus, 1995; Duval, 1993; Duval, 1998; Bagni, 2004).

Se considera que el aprendizaje de los conceptos debe partir del conocimiento de los
alumnos (Azcarate, 1995) o de sus intuiciones (Deulofeu, 1995).

Se indica que el dominio del sistema de representacion formal debe considerarse
mas un objetivo del proceso de aprendizaje que un medio para el desarrollo de este
proceso (Azcarate, 1997; Socas, 2008).

Estas consideraciones orientan un disefio de ensefianza de las propiedades
globales de las funciones que pretende facilitar y mejorar el aprendizaje significativo de
estos contenidos. Por una parte, se considera que el aprendizaje de los simbolos nuevos
debe partir del conocimiento de los alumnos y, por otra parte, este aprendizaje se
fundamenta en la relaciones entre los sistemas de representacion de los conceptos.
Ademas, estas ideas refuerzan nuestro interés por utilizar el sistema de representacion
grafico como medio para iniciar el aprendizaje de estos conceptos, porque creemos que
favorece su intuicion, su interpretacion y su comprension, y a partir de ésta, se alcanzan
la representacion numérica y algebraica.
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CREACION DEL MARCO DE INVESTIGACION

Este marco de investigacion integra un marco tedrico y un marco metodologico
a través de los sucesivos refinamientos de un disefio de ensefianza, orientados a mejorar
el aprendizaje de los alumnos.

El marco teorico ELOS (Socas, 2007) esta definido mediante la elaboracion de
modelos de competencia teéricos y practicos. Nuestro interés se centra en el Modelo de
Competencia Cognitivo, que describe la comprension de los conceptos desde el punto
de vista de las relaciones entre los elementos del modelo: los sistemas de representacion
semioticos (SRS), los estadios de desarrollo cognitivo de los SR, y las dificultades de
aprendizaje. En concreto, el marco ELOS propone un desarrollo cognitivo de los SR de
los conceptos estructurado por estadios (semidtico, estructural y autonomo), de manera
que los aprendizajes que se alcanzan en cada estadio fundamentan los aprendizajes del
estadio siguiente, y donde la caracterizacion de estos estadios se concreta a través de
acciones de aprendizaje sobre las representaciones de los conceptos:

- Semidtico: Los signos nuevos adquieren significado y se definen a partir de los
antiguos ya conocidos. Se reconocen los elementos de un SRS en relacion con el
objeto matematico.

— Estructural: La organizacion del sistema antiguo contribuye a estructurar el sistema
nuevo de simbolos. Se realizan transformaciones en el anterior SRS y conversiones
entre SRS, en las que hay un sistema que el alumno controla y facilita la conversion
al otro.

- Autonomo: El sistema nuevo de simbolos adquiere significado en si mismo. Se
dominan diversos SRS para significar el objeto (al menos dos), y se coordinan de
forma esponténea.

En definitiva, para el autor, que sigue el modelo de coordinacion de registros de
Duval (1993, p. 35), la adquisicion de los conceptos matematicos se dard en el momento
que haya wuna coordinacion, libre de contradicciones, entre las diferentes
representaciones del objeto matematico, coordinaciones que tendran lugar en el estadio
autonomo.

Este modelo permite describir el proceso de aprendizaje significativo de los
conceptos a través de sus representaciones. Por tanto, teniendo en cuenta las
consideraciones que en €l se plantean, pretendemos elaborar un disefio de ensefianza
estructurado y orientado por estos estadios de desarrollo, que evoluciona a través de las
representaciones de los conceptos y sus relaciones, y que tiene en cuenta las dificultades
que se han observado en el aprendizaje de los conceptos en cada ciclo de investigacion.

La investigacion se desarrolla bajo un marco metodolégico que integra las
metodologias cualitativas de [-A y de disefio. El cardcter de la metodologia de
investigacion-accion la orientan los estudios de diversos autores: Kemmis y McTaggar
(1988), Hopkins (1989), Elliot (1990) y Pérez (1994). En nuestro caso, se ha seguido
una espiral de tres ciclos de planificacion-accion-analisis-reflexion. En la fase de
planificacion, se ha abordado un analisis curricular, se ha valorado el sistema antiguo de
los alumnos, y se han elaborado herramientas de observacion. En la accidén se ha
centrado en el desarrollo de la docencia y su observacion, respetando el proceso
educativo del grupo de alumnos. La fase de andlisis, valora el aprendizaje de los
alumnos a partir de la interpretacion de los datos obtenidos. Y, por ultimo, las
actuaciones realizadas a lo largo de cada ciclo orientan reflexiones que se tienen en
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cuenta para la siguiente planificacion. Por otra parte, las diversas herramientas de
informacion, (entrevistas, cuestionarios, cuaderno alumnos, informes observador
externo, grabaciones y notas de campo), permiten la triangulacion de diversas fuentes
(profesor del ciclo 1, observador externo, profesores secundaria, alumnos, profesora
investigadora y director de la investigacion) con el fin de validar el proceso y los datos
obtenidos.

También se puede considerar que ésta es una investigacion de disefio, ya que,
como sefiala Confrey (2006), en ella se ha producido una metodologia que conduce y
renueva los procesos de ensefianza y aprendizaje mejorando los resultados. Siguiendo a
Cobb y Gravemeijer (2006), en la investigacion se elabora un disefio de ensenanza que
se utiliza como medio para el desarrollo de la investigacion y permite un analisis
retrospectivo. Seglin Collins et al (2004, p. 15), el término "diserio de experimentos" fue
introducido para referirse a la investigacion que pretende probar y perfeccionar disefios
de ensefanza a partir de resultados de investigacion previa.

Molina (2006, p. 261-293) hace una sintesis de las caracteristicas de la
metodologia de diserio considerando diversos autores (Cobb et al, 2003; Barab y Squire,
2004; Collins et al, 2004; diSessa y Cobb, 2004) y sefiala siete especificidades que se
pueden interpretar en términos del trabajo de investigacion desarrollado:

1. Investigamos un proceso de ensefianza-aprendizaje concreto, lo que implica la
consideracion de un microsistema educativo particular con multiples variables.

2. La investigacion evoluciona en torno a sucesivos refinamientos de un disefio de
ensefianza, que incorporan nuevos elementos y estrategias de ensefianza, que
permiten mejorar este proceso.

3. La investigacion surge en el aula al observar las dificultades de los alumnos para
interpretar la grafica de una funcién no contextualizada y expresarla en otros
sistemas de representacion, y promueve estrategias de ensefianza que permiten la
mejora del aprendizaje de los alumnos.

4. Ademas del equipo investigador, han participado, el profesor que tuvieron los
alumnos en cursos anteriores, otros profesores del departamento y un profesor que
actu6 como observador externo y analista.

5. Surge un marco de investigacion de integracion teorica-metodoldgica que modela el
desarrollo experimental de este trabajo y que se pone de manifiesto en el proceso de
elaboraciéon y refinamiento de un disefio de ensefianza de unos conceptos
matematicos, siguiendo un proceso descriptivo y, por tanto, explicativo.

6. Se produce un refinamiento del disefio de ensefianza de los conceptos y del propio
desarrollo experimental de la investigacion derivado de la metodologia de I-A, que
orienta la reflexion sobre la practica y la planificacion a partir de la reflexion. Las
hipotesis de investigacion se han ido planteando o han evolucionado en el transcurso
de la investigacion.

7. Tanto la reflexion de cada ciclo como la reflexion final se fundamentan en analisis
retrospectivos.
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BASES DE LA DOCENCIA QUE PERMITE EL PASO DEL SISTEMA ANTIGUO
AL SISTEMA NUEVO

Una vision general del desarrollo experimental de la investigacion aparece en la
Figura 1, que representa el paso del sistema antiguo al sistema nuevo de simbolos a
través de la docencia en cada uno de los ciclos.

PRIMER CICLO 3°y 4° Opcién A ESO
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Figura 1. Ciclos de investigacion, sistemas de signos y disefios de ensefianza.

Un andlisis curricular de las propiedades globales de las funciones y los
contenidos que fundamentan su aprendizaje permite determinar los sistemas de
simbolos tedricos, antiguo y nuevo, que constituiran uno de los referentes de la docencia
en los tres ciclos de la investigacion.

En el primer ciclo, s6lo se consideran los sistemas de simbolos teoricos, antiguo
y nuevo, como referentes para fijar el punto de partida del aprendizaje y para el
desarrollo de la docencia. Se advierte que este disefio de enseflanza da lugar a
aprendizajes muy deficitarios, debido a que los alumnos no tienen adquirido el sistema
antiguo teorico. Por tanto, se pone de manifiesto la necesidad de valorar y conocer el
sistema antiguo real del grupo de alumnos, entendido como el conocimiento que va a
fundamentar el aprendizaje de los conceptos. Nosotros sefialamos la importancia de
valorar el sistema antiguo de los alumnos, porque gran parte de la motivacion por el
aprendizaje radica en que éste enlace con el conocimiento del alumno, dotando al
aprendizaje de un sentido de continuidad del conocimiento.

Se observa que el sistema antiguo real del grupo de alumnos est4 caracterizado
por los siguientes aspectos:

Fija un punto de partida del aprendizaje de los simbolos nuevos.
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Pone de manifiesto errores en el conocimiento de los simbolos del sistema
antiguo que deben ser tenidos en cuenta en la docencia del sistema nuevo de
simbolos.

Cada alumno posee un sistema antiguo particular que no tiene por qué
coincidir con el de sus compaieros, ni con el sistema antiguo teodrico. Sin
embargo, como la docencia que se desarrolla es grupal, para paliar las
diferencias entre los alumnos, se plantea que la propia docencia retome el
significado de los simbolos del sistema antiguo que, se ha visto, pertenecen a
la mayoria de ellos.

En el segundo ciclo, tiene lugar el primer refinamiento del disefio de ensenanza.
Se desarrolla una docencia que evoluciona y parte del sistema antiguo real observado en
el grupo de alumnos, y estd orientada por el curriculo y libros de texto. Aunque se
manifiesta una mejora del aprendizaje de los conceptos, se aprecian importantes errores
y dificultades de aprendizaje, que llevan al planteamiento de un nuevo refinamiento del
disefio de ensefianza, centrado en la propia docencia de los simbolos nuevos. En el
primer y segundo ciclo, se han desarrollado docencias que abordan los diferentes
sistemas de representacion de los conceptos, pero no inciden en el hecho de explicitar
las relaciones entre las mismas y tampoco se reflexiona sobre cual es la progresion mas
adecuada para introducir las representaciones de los conceptos en funciéon de la
abstraccion de sus simbolos.

En el tercer ciclo, se elabora un disefio de ensehanza que parte del sistema
antiguo de los alumnos, pero ademads, estd basado en el modelo de aprendizaje que
propone el marco ELOS, y también tiene en cuenta las ideas de diversos autores y las
reflexiones motivadas por las actuaciones de los dos primeros ciclos. Para la concrecion
del disefio, asociamos a cada estadio unos contenidos de aprendizaje, teniendo en cuenta
la caracterizacion de estos estadios y los contenidos propios del nivel educativo en el
que se desarrolla la docencia (4° Op. B). Algunos aspectos que describen globalmente
este disefio de ensefianza son los siguientes:

- Fundamenta el aprendizaje de los simbolos nuevos en el significado de los
simbolos antiguos, es decir, en los simbolos que constituyen el conocimiento
de los alumnos.

— Esta estructurado por los estadios de desarrollo que caracteriza el marco
teorico ELOS, y actua sobre las diversas representaciones, -verbal (V),
grafica (G), numérica (N) y algebraica (A)-, partiendo de las representaciones
mas cercanas al sistema antiguo hasta alcanzar aquellas de simbolos mas
abstractos.

- Unas acciones sobre las representaciones del concepto concretan el
aprendizaje que se alcanza en cada estadio de desarrollo, -reconocimientos
(R), transformaciones (T), conversiones (C[]) y coordinaciones (C[))-.

- Se motiva una docencia orientada por las relaciones entre los simbolos, con el
fin de evitar aprendizajes mecanicos y memoristicos. En concreto, se
promueve el aprendizaje significativo por conversiones y coordinaciones
entre las diferentes representaciones.

— Tiene en cuenta los errores y las dificultades de aprendizaje observadas en los
ciclos de investigacion, en el sentido de plantear estrategias de ensefianza que
los aborden en el propio disefio.
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Como se muestra en la Figura 2, se inicia el aprendizaje en el estadio semidtico,
donde se alcanza el reconocimiento del concepto en la representacion grafica a partir del
significado de los simbolos del sistema antiguo. En el estadio estructural, se producen
transformaciones sobre la representacion grafica del concepto que facilitan la
conversion al sistema de representacion numérico, donde se llega a reconocer el
concepto. La conversion reciproca y la coordinacion entre las representaciones grafica y
numérica son menos intuitivas, porque la representacion numeérica aporta poca
informacion sobre el caracter covariacional de los conceptos, por tanto, se alcanzan en
el estadio autdonomo. Por ultimo, en este estadio, se alcanza el reconocimiento formal,
por conversion desde la representacion grafica, pudiendo llegar a coordinar ambas
representaciones. Para algunos conceptos, su reconocimiento formal permite
identificarles en otras representaciones, como el algebraico particular o un
reconocimiento numérico tabular y, aunque no se alcanza la correspondiente conversion
reciproca, la representacion de llegada refuerza el cardcter del concepto en la
representacion de partida, la formal.

r————— e —— . SISTEMA NUEVO = —————m e — |

Reconocimiento numérico
tabular

|

o=

Reconocimiento algebraico
particular

I

~4

Reconocimiento formal .
algebraico. v

\ Reconocimiento verbal
’ riguroso

Reconocimiento numérico
(puntos o intervalos)

I Evolucion del aprendizaje T U ﬂ T

a través de los estadios

|

|

|

|

|

|

|

: Reconocimiento grafico
| II Coordinacién
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

T o t T

Auténomo (3A,3B) | ‘ s - ‘
istema Antiguo

|
| Estructural 2A, 2B) |
|

Semitico (14, 1B) | INTERPRETACION VERBAL APROXIMADA DEL CONCEPTO
————————————————————— SISTEMAANTIGUQ ~ "—————————————————————'
Figura 2. Evolucion del aprendizaje de los conceptos por estadios y a través de sus
representaciones.

Las diversas representaciones que se van adquiriendo a lo largo de todo el
proceso de aprendizaje, en algunos casos, permiten independizar el concepto del soporte
grafico a partir del cual se ha iniciado su aprendizaje, y facilitan la adquisicion del
nuevo simbolo con significado propio, independiente de sus representaciones.

Se presenta el disefio de ensefianza de extremos, indicando las acciones de
aprendizaje que tienen lugar en cada estadio de desarrollo y sendas producciones de los
alumnos.
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Maximos y minimos

El significado de los términos maximo y minimo es conocido por los alumnos y
dotan al correspondiente concepto matematico de cierto cardcter intuitivo, pero
insuficiente para su correcto y completo aprendizaje a través de las diversas
representaciones.

Sistema antiguo

Los simbolos del sistema antiguo que pudieran fundamentar directamente el
aprendizaje del nuevo simbolo son los relativos al sistema de referencia cartesiano, el
concepto de funcidon y sus diversas representaciones, el significado de notaciones
graficas y numérico-simbolicas y su relacion, y el significado del término “entorno”.

Estadio semiotico

Se distinguen y sefialan sobre la grafica los puntos que “sobresalen” -mas altos o
mas bajos- en entornos de la grafica. Estos son los maximos y minimos de la gréfica,
respectivamente. Las acciones de aprendizaje asociadas a este estadio son: Ryapn,
Cviapn—6, Re, Co—vapy, Co<>vapy. La Figura 3 ejemplifica la accion de
reconocimiento grafico y la Figura 4 est4 escaneada del cuaderno del alumno:

Rc: Reconocimiento gréafico en el estadio  semiético

Y
MAXIMO

MiNIMO

Figura 3. Accion de aprendizaje. Figura 4. Reconocimiento grafico.

Estadio estructural

Se obtiene la proyeccion del punto extremo sobre los ejes cartesianos (abscisa y
ordenada), y se expresa esta informacion de forma numérica, es decir, se dan las
coordenadas del punto extremo y se conoce su significado (ubicacion, valor del
extremo). La proyeccion del entorno encamina hacia la definicion formal del concepto.
Las acciones de aprendizaje asociadas a este estadio son: Tg, Cc — ), Rnep). La Figura
5 ejemplifica la accidon de la transformacion grafica y la Figura 6 estd escaneada del
cuaderno del alumno:
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Te: Transformacion grafica en el estadio  estructural
Y

(5f(5))

2=f(-2)

e e

-2=1(2) g
(2.f(2)

Figura 5. Accion de aprendizaje.

Figura 6. Conversion grafico numérica.

Estadio autonomo

Se plantea llegar a coordinar las representaciones grafica y numérica, y grafica y
formal (expresion algebraica universal o definicion verbal rigurosa). El reconocimiento
formal de este concepto permite interpretarle en el sistema de representacion numérico
tabular de las funciones. Las acciones de aprendizaje propias de este estadio son las
siguientes: Cne)—6, Co <> Ny Co—vrigy Rvrig, Co— auni, Rawni, Cvrig — 6,
Co <> vrigy Cawni)y—6, Co <> awni)y Cvrig) = AUni), Cauni) = vRig», CvRig) <> AUni)s
Cv(rig) —> N(Tab)s CA(Uni) —> N(Tab), Rnrab). La Figura 7 ejemplifica la accion de conversion
del sistema de representacion grafico al formal y la Figura 8 estd escaneada del
cuaderno del alumno. El simbolismo que se introduce sobre la grafica facilita esta
conversion:

375



Diserio de un marco de investigacion...

Conversion G _ A(Uni) y G_ V(Rig) en el estadio autonomo

Y
(x3,f(x3))
f(x3)
(x4,f(x1))
,,,,,,,,,,,,,,, J4 fx)
f(x)
i f(x) ,
MY AN A B\ U L A
t f f I =
/ X1 X [
f(x”) 4 ;
fixx) [T
(x2,f(x2))
Figura 7. Accion de aprendizaje.
4 ‘
{ ¥
\ - » #‘vx
\ { b @
| WA,
T ~4"-L~4—;+—~ R \
i
- 8 !
\/’v\u ‘[’vm\u} tlunt  un WO F ) MmO M. n 34-/¢v Ciamds! £y ardwnede & maye kf‘v Oy
ordencde, de (o, fvinlos  de wva endlone

Figura 8. Coordinaciones grafico numérico puntual y grafico verbal

CONCLUSIONES

La investigacion realizada manifiesta que el modelo de ensefianza basado en el
marco ELOS permite alcanzar un aprendizaje de los conceptos mas completo (sobre
mas representaciones), y mas significativo (fundamentado en las relaciones-
coordinaciones). Este disefio también va a permitir un minucioso analisis del
aprendizaje, por estadios y por acciones.

Este trabajo experimental genera un marco tedrico-metodoldgico de
investigacion. El marco tedrico y los antecedentes orientan unos refinamientos del
disefio del ensefnanza, pero, éstos s6lo son posibles a partir de la practica reflexiva que
se sucede en cada ciclo de la investigacion, la cual tiene lugar cuando se unen docencia
e investigacion, aspectos que caracterizan a las metodologias de I-A y disefio.
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