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RESUMEN

La ambigiiedad del signo radical es un problema con raices historicas que ha
quedado recogido en una tradicion de ensefianza reflejada en los manuales escolares.
Aunque desde las matematicas el problema no existe, no se puede decir lo mismo desde
la didactica. Por el contrario, el signo radical presenta sutilezas conceptuales y
operatorias cuya omision en los manuales es a menudo causa de malentendidos y
conflictos fuertemente arraigados. Algunos de esos malentendidos son un producto de
la ensefianza tradicional reflejada en los manuales que ignora los desarrollos
matemadticos actuales.
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INTRODUCCION

A pesar de su importancia e influencia los manuales escolares no han merecido
la debida atencién de los investigadores en educacion matematica hasta fechas
recientes.

Su importancia es tal que desde su nacimiento a finales del siglo XVIII' se han
convertido en elementos omnipresentes en la escuela, como principal apoyo y fuente de
informacion, indispensable e inseparable, de profesores y estudiantes.

Es tan influyente que hablar de los manuales escolares es hablar del paradigma
del saber institucionalizado en el sistema educativo, del curriculum realmente
implementado y del modelo de organizacion y planificacion de la ensefianza dominante
en el tiempo en el que han estado vigentes.

No debe extrafiar pues, que desde siempre haya estado en el centro del debate
educativo, como objeto de polémica y confrontacion entre los defensores y detractores
de su bondad pedagbgica; y también, como objeto de manipulacién ideoldgica, de
control politico o de abuso en su comercializaciéon (Goémez, 2000, p. 77; 2008).

Bajo estos distintos aspectos, que caracterizan su importancia e influencia, se
puede enfocar el andlisis de los manuales escolares, como una linea mas de la
investigacion en didéactica de las matematicas. Pero, con ser aspectos importantes, que
justifican por si mismos el esfuerzo investigador, no dicen gran cosa acerca del
principal problema de la educaciéon matematica, el problema que para Freudenthal
(1980) es el verdadero y mas importante problema, el mds urgente en educacion
matematica, el que se formula con esta pregunta: ;porqué hay tantos nifios que no
aprenden las matematicas como deberian?

Para intentar responder a esta pregunta, gran parte del esfuerzo investigador de
las Gltimas décadas se ha orientado a facetas del paradigma cognitivo centradas en la
observacion de procesos de aprendizaje. Pero, entre los aprendices, el méas grande es la
humanidad, que también es un aprendiz (Freudenthal, ob. cit. p, 137). Para observar su
proceso de aprendizaje, no hay més remedio que dirigir la atencion a la historia de las
ideas matematicas, a través del analisis de textos y manuales escolares, para identificar
problemas de ensefianza y aprendizaje.

A tal fin, en esta ponencia tras unas breves consideraciones generales para
contextualizar el analisis de los manuales y libros de texto como fuente de problemas de
ensenanza y aprendizaje, se aborda el caso de los radicales como ejemplo ilustrativo de
esta faceta de la investigacion educativa.

CONSIDERACIONES GENERALES SOBRE LOS MANUALES
Del libro de texto al manual escolar

En un sentido amplio, un libro de texto es una publicacion especializada,
reconocible por su contenido y porque esta rotulado claramente indicando la materia
que trata y, a menudo, indicando a quién van dirigido.

A partir de la implantacion del sistema publico de ensefianza surge el género
mas conocido de los libros de texto: el de los manuales escolares. Un manual es pues un

" Entre los primeros textos seleccionados por una Comision nacional destaca el de Condorcet, a raiz del
Informe Arbogast ante la Convencion Nacional francesa en 1792 (Sierra, Rico y Gémez 1997, p. 376).
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libro de texto que es utilizado en la Escuela, que es recomendado por los profesores y
que nace en respuesta a las necesidades del sistema de ensenanza. Ademas, es un libro
de texto que tiene una estructura, un disefio editorial y un sistema de comercializacion
especifico.

Su estructura se caracteriza por una forma de presentar y organizar el contenido
textual que atiende a una combinacién de elementos entre los que sobresalen: a) un
modelo de agrupacioén temdtica con denominacién propia, a saber: lecciones, temas,
unidades, actividades; b) un modelo de codificacion que usa diferentes tipos de letras,
parrafos numerados, y epigrafes resaltados; c) unas formas especificas de expresion
literaria como son las definiciones, explicaciones, demostraciones, preguntas y
respuestas, diagramas; etc.; y €) unos modos de orientacion al lector mediante el uso de
ejemplos, ejercicios, problemas, cuestiones, o actividades.

Bajo estas consideraciones se puede decir que un ejemplo de libro de texto seria
el “algebra” de Euler (1770), y un ejemplo de manual escolar seria cualquiera de los
libros de Primaria o Secundaria, de uso comun en los centros escolares.

Requisitos que cumplen los manuales

Los manuales escolares nacieron en respuesta a los requerimientos del sistema
general de ensefianza. Su implantacion hizo necesario un tipo de libro polivalente que
sirviera para:

1. Suplir la falta de profesores suficientes con la formacion necesaria. Para lo cual
tenian que asumir la tarea de garantizar su formacidén y actualizacion cientifica y
pedagbgica; en otras palabras, los manuales tenian que servir tanto para informar a los
profesores como para apoyarles y guiarles en su trabajo diario.

2. Dar respuesta al modelo de ensefianza simultanea frente al individual. Con esto, lo
que se pretendia era asegurar la igualdad educativa y fomentar la democratizacion
social. Para ello todos los estudiantes tendrian que tener acceso al mismo tipo de
informacion y al mismo tiempo, ajustandose a unos programas comunes (normalizar)
necesariamente reducidos para ajustarse al limitado tiempo escolar, pero suficientes
para contener los elementos basicos del conocimiento (elementalizar)’.

3. Adaptarse a las caracteristicas de los estudiantes en sus diferentes niveles educativos.
Para ello tenian que reorganizar la forma tradicional de presentar el conocimiento,
poniéndolo de forma graduada, racional y metddica; esto es, distribuyendo el
conocimiento por cursos, ciclos o etapas, y poniéndolo en el mejor orden y de la manera
mas racional, clara y sencilla posible

La autoria de los manuales

Los requisitos y las demandas de la institucion escolar modelan el contenido y la
estructura de los manuales (Schubring, 1987) de una determinada manera, como libros
normalizadores, elementalizadores, metodicos, formativos y didacticos, a través de una
propuesta curricular, de un programa y de la inercia de una tradicion reflejada en los

% No deben confundirse los elementos bésicos del conocimiento para su ensefianza, con los elementos basicos que se
siguen de la logica interna de una ciencia. Estos tltimos no entrafian ningin problema didactico, lo que no ocurre con
los primeros. Desgraciadamente, la idea de que los manuales han de ser textos elementales se interpretd en alguna
época en el sentido de “abreviacion”, para condensar un texto voluminoso en otro mas corto, a base de recortarlo y de
prescindir de rigor y coherencia.
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manuales que ya existen en la institucion particular, de los que con frecuencia toman
prestado o directamente copian.

Asi, el conocimiento escolar se vuelve una especie de conocimiento
comunitario, una propiedad comun que no tiene derechos de autor, por lo que raramente
se dice qué parte del texto es original o de produccion propia, y cudl se ha tomado o
copiado de otro autor, haciendo de los manuales una obra de autoria colectiva mas que
de una sola persona, de tal modo que seria mas propio hablar de desarrolladores de
manuales que de autores de manuales.

Este conocimiento comunitario es muy importante para los profesores, porque es
lo que se considera el saber institucional, entendido como el saber refrendado por la
comunidad cientifica, de modo que gran parte de su trabajo dependa de éste
conocimiento.

Los profesores y los manuales

Los profesores tienen que decidir qué manual les parece mas adecuado, después
deben decidir qué parte o partes de ese libro son las que van a usar, y finalmente deben
decidir como van a hacer para usar esa parte o partes seleccionadas, en funcion de las
capacidades de sus alumnos y de los objetivos de su ensefianza.

Esta decision esta mediatizada por las posiciones pedagogicas dominantes y por
las estrategias de comercializacion. En relacion con las primeras, se enfrentan la
posicion de los que sostienen que los manuales son un buen medio de ensefianza, que
salva las deficiencias formativas del profesorado y garantiza los soportes cientificos que
deben normalizar el conocimiento colectivo nacional; con las de los que sostienen que
la ensefianza no es un trabajo automaético, ni el maestro un eco de pensamientos ajenos,
y que los manuales son “textos muertos”, que dan la ciencia hecha y la ensefian
dogmaticamente, desarrollan la pasividad en los docentes, la memorizaciéon en los
estudiantes y provocan el estancamiento en la ensefianza.

En cualquier caso, los profesores necesitan tener un buen conocimiento y
comprension de lo que aportan los manuales sobre los que deben decidir; no solo en su
contenido, sino también en relacidén con las capacidades de sus estudiantes y con la
planificacion, objetivos y metas de su ensefianza. Sin embargo, como sefiala Van
Dormolen (1986, p. 142), aunque en algunos casos los profesores son capaces de decir
por qué usan un libro y como lo usan, muchos de ellos no tiene una comprension clara
de las caracteristicas del texto que estan usando, y tienden a dar por bueno su contenido
ignorando los condicionantes que los han modelado, lo que a menudo se traduce por
accion o por omision en una verdadera fuente de problemas de ensefianza y aprendizaje.

El analisis de los manuales

El andlisis de manuales se puede hacer “a priori”, como posible medio de
instrucciodn, o “a posteriori”, para comparar su propuesta curricular con los resultados
del aprendizaje (van Dormolen, 1986) y para conocer las adaptaciones de las formas
textuales de la disciplina a la retorica escolar.

En el andlisis “a posteriori”, los manuales se convierten en documentos
imprescindibles para indagar acerca de lo que es o ha sido la préctica real de la
ensenanza, ya que los libros de texto son los uUnicos registros disponibles del
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conocimiento matematico que la institucion escolar ha transmitido.

Esto se puede hacer siguiendo dos lineas principales: una es el andlisis textual,
para describir, evaluar o caracterizar un/el contenido matematico en su dimension
curricular y metodoldgica; y la otra es el analisis epistemologico, para conocer como se
han concebido, configurado y establecido las matematicas escolares, en diferentes
momentos de la historia.

En relacion con el andlisis textual, no se puede afirmar que haya un marco
tedrico comunmente aceptado con el cual analizar los manuales, aunque si que es
posible encontrar en la revision bibliografica estudios que analizan textos desde el punto
de vista de un contenido matematico concreto, para hacer inferencias estableciendo y
comparando tablas de categorias en relacion con:

* Definiciones, teoremas, pruebas, ejemplos, problemas, ejercicios, algoritmos y
reglas, representaciones, signos y convenciones, etc.

* Los otros aspectos que determinan la presentacion del contenido matematico
seleccionado para la ensefianza que son consecuencia de las disposiciones oficiales
curriculares y pedagogicas, tales como objetivos, procesos de aprendizaje,
directrices, orientaciones, secuenciaciones, etc.

Los estudios que hacen un andlisis epistemoldgico, se suelen apoyar en la
historia de las matematicas de la ensefanza, tal y como ha quedado reflejada en los
libros de texto y mas especificamente en los manuales, como una herramienta 1til para:

* identificar problemas de ensefianza y aprendizaje, analizando concepciones,
ambigiiedades, omisiones, inconsistencias, dificultades, etc., ligadas al desarrollo de
un concepto y que previsiblemente se pueden presentar en los estudiantes.

Para ilustrar esta linea de andlisis se ha elegido como ejemplo el problema
denominado “la ambigiiedad del signo radical”.

LA AMBIGUEDAD DEL SIGNO RADICAL

Sorprende encontrar comentarios de los grandes matematicos que derivan en
problemas de ensefianza y aprendizaje que han trascendido al paso del tiempo. Un
ejemplo, de este tipo de comentarios se encuentra en el que se ha considerado el mejor
libro de texto de matematicas del siglo XVIII. El “dlgebra” de Euler, publicada por
primera vez en 1770, bajo el titulo de Vollstandige Anleitung zur Algebra [Instruccion
completa de Algebra]. En el volumen 1 de dicho texto Euler (1770, p.62) afirma que:

, 150, - Do wmue ober nadh dber Aumerbung (122) bie
150. (...) la raiz cuadrada de Lmabrativnrzel- jeber Z03! immer einen bnppg'[tgn i'gicrtb
cualquier nimero tiene siempre dos | bat, némlid {o wobl megativ ol8 and pofiie gensmmen
valores, uno positivo y el otro terben Fanm, inbem 3 B, ¥4 {o 100l + 2 o18 andh —2
’ ifi, unb #berbanpt fiiv bie Ouabratwurzel aud o'fo wofl
negativo; esto es que JZ , por | I Vaals and —ya gefdhviehen werben Yanz, {o gilt
. / ol e 2y -2 Died audy bei ben ummbglichen Bahlen; unb dle Oatabrat-
gempto, es iguatmente 2y -z, V €N | gyl ang — g ift fo w05l 4+ ¥ — &, af8 aud) — ¥ — g,
general, se puede adoptar tanto 'im;ﬁei manbbie Beidien + unb —, weldie bor bag Reidien
, tieht twerber, ben bem Beidien, Das hinter | i
- \/Z como + \/Z para la raiz %cbttf toohl u;lter{d’;eibmsuu?ﬁ. ' E iad ,Bemﬁe_n

cuadrada de a.
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En este comentario aparece la ambigiiedad del signo radical, ya que el mismo
signo se asocia al conjunto de dos valores, +2 y -2, env4 ; y se asocia a un solo valor en

Ja, por lo que para distinguir las dos resultados de la raiz de a se le hace preceder del
signo positivo o del signo negativo.

El texto refleja también el cambio de significado del signo radical como
consecuencia de la extension de su dominio de aplicacion de la aritmética al dlgebra. En
aritmética se trabaja con numeros determinados, como 4, y la operacion raiz cuadrada
de cualquiera de esos numeros determinados existe y se puede calcular exactamente si
el radicando es un nimero cuadrado perfecto o aproximadamente si no lo es. Mientras
que en algebra se trabaja con nimeros genéricos, expresados mediante una letra, y como
la raiz cuadrada de una letra no se puede calcular se usa el signo radical para indicar el
resultado genérico de esa operacion.

El doble significado del signo radical, como operacion indicada o como
resultado, se puede explicar a la luz de la teoria de Sfard (1991) sobre la naturaleza
dual, operacional/estructural, de las concepciones matematicas y su papel en la
formacion de conceptos.

Stard (1991) sustenta su teoria en el hecho de que una entidad matematica puede
ser vista como un objeto y como un proceso. El tratamiento de una nocidén matematica
como objeto conduce a un tipo de concepcidon que llama estructural, mientras que
interpretar una nocién como proceso implica una concepcion que llama operacional. De

esta manera, si se percibe V4 como operacion indicada la concepcion del simbolo

radical seria operacional; mientras que si se percibe +/a como resultado de esa
operacion la concepcion del signo radical seria estructural.

Para Sfard, la habilidad para ver una entidad matematica como un objeto y un
proceso es indispensable para un entendimiento profundo de las matematicas, de modo
que “la formacion del concepto implica que ciertas nociones matematicas deberian ser
consideradas totalmente desarrolladas solamente si pueden ser concebidas tanto
operacionalmente como estructuralmente” (p. 23).

A tal fin Sfard conjetura que cuando una persona logra conocer una nueva
nociéon matematica, la concepcion operacional es a menudo la primera en desarrollar,
mientras que la concepcion estructural sigue un proceso prolongado y dificil que
necesita intervencion externa, de un profesor o de un libro de texto, por lo que es muy
dependiente del modelo de ensefianza.

Esta afirmacion apunta, a que para conocer la influencia del modelo de
ensefianza sobre la conceptualizacion del signo radical por los estudiantes y profesores,
la investigacion deberia sustentarse en una revision de manuales y libros de texto, en su
condicién de verdadero curriculum implementado.

La ambigiiedad del signo radical como problema matematico y como problema
didactico.

La ambigiiedad del signo radical plantea un problema matematico y un problema
didactico. El problema matematico es debido a que pone en entredicho la racionalidad y
la coherencia interna de las matemadticas, lo que obliga a optar por una sola de las dos
opciones posibles:
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A) V4 =2

(o)

B) V4 =2

Optando por una de las dos opciones el problema de la ambigiiedad del signo
radical dejaria de existir desde el punto de vista de las matematicas formales; no asi el
problema didactico, ya que los estudiantes no solo aprenden de lo que se les dice, sino
que también aprenden cuando estdn intentando dar sentido a las situaciones
matematicas que encuentran (Roach, Gibson y Weber, 2004).

Y las situaciones que encuentran parece que les lleva a pensar que V4 =22, Al
menos es lo que contestan cuando se les pregunta cual de las dos opciones A o B
anteriores es la respuesta correcta. En diferentes encuestas informales (Buhlea y Gémez,
2008; Roach, Gibson y Weber, 2004) con estudiantes y profesores de diversos niveles
educativos la mayoria contestd que la respuesta correcta es la A.

Esta respuesta, a la vista de lo que dicen y omiten los manuales sobre raiz y
radical podria ser un producto de la ensefianza (Buhlea y Goémez, 2008 y 2009, Gémez
y Buhlea, 2009).

RAIZ Y RADICAL EN LOS MANUALES
Raiz y radical son la misma cosa

Los manuales suelen identificar raiz y radical dado que afirman que el radical de

un namero es la raiz indicada de ese nimero (Figuras 1 y 2) o que el simbolo +a

representa de modo abreviado la raiz n-ésima de un numero real a definida como
7 b4 2 b

solucidon de la ecuacion x“=a (Figura 3).

iPresta atencion!

B El término radical designa,
indistintamente, el simbolo

n
radical, \/—, y la raiz indicada,
n

Va.
Figura 1. Oxford (2003). 4° Secundaria, p. 27

Radical de nimero es la raiz indicada de ese nimero.
. n ’ - -
En el radical \/5, n se llama indice y a es el radicando.
n
\/5 =b © b" = a, n es nmero natural.

Figura 2. SM (2003). 4° Secundaria, Algoritmo. Opcion b, p. 21

Se llama rafz 7-ésima de un nimero 4, y se escribe Va, a un niimero
b que cumple la siguiente condicién:

Ne=b si b"=a

Nz sellama radical; 4, radicando, y n, indice de la rafz.

Figura 3. Anaya (2004). 4° Secundaria, Opcién a, p. 52
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Esta identificacion entre raiz y radical junto con la definicion de raiz a través de
la ecuacién Xa =b <> b" =a, tiene consecuencias que estdn relacionadas con el
problema de la ambigiiedad del signo radical.

Una de ellas es que al considerar los niimeros negativos la definicion de raiz
cuadrada contiene dos valores, ya que la ecuacion b°=a tiene dos soluciones opuestas.
Asi, cuando a es un niimero determinado, como por ejemplo 4, su raiz cuadrada, el
namero b, vale +2 y -2, y lo mismo ocurre con su radical, lo que se escribe de modo
abreviado, con el doble simbolo =+, (Figuras 4 y 5)

Raices de indice par

\/§—+3 a que 359
= :y q (_3)2=9

Figura 4. McGraw (1997), Matematicas 3° ESO, p. 25

RADICAL CUADRATICO

ot — Raices
2
Indice »336=16 « irad

Radicando

Figura 5. SM. (2004). 3° Secundaria, Algoritmo. p. 36

Otra consecuencia es que se favorece la idea de que raiz y potencia (por ejemplo
raiz cuadrada y elevar al cuadrado) son operaciones inversas (Figuras 6, 7y 8).

La potenciacién tiene una operacion inversa: la radicacion. En ella se cono-
cen la potencia y el exponente y tenemos que encontrar la base.

Figura 6. Santillana (2005). 4° Secundaria, p. 30

Calcular la rafz cuadrada es la operacién inversa de elevar al cuadrado:

Peag>\VNa=b

Figura 7. Anaya (2005). 1° Secundaria, p. 52

La radicacién es la operacién inversa a la potenciacién, es decir, la
radicacién consiste en hallar la base de una potencia conociendo su valor
y el de su exponente natural.

Figura 8. Oxford (2003). 4° Secundaria, p. 27
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En coherencia con esta concepcion del radical, algunos desarrollos algebraicos,

como por ejemplo el de la resolucion de ecuaciones de segundo grado incompletas, se
. . . . 2

concretan con formulaciones donde al despejar la x el radical no lleva doble signo: x"=4

— x=+/4 =2 (Figura 9).

Ejemplos:

e Resolvemos la ecuacién 2x* — 8 = 0, despejando x: x* = 8/2 = 4;
x = V4 = 2. La ecuacién tiene dos soluciones X] =2y X, = —2.

Figura 9. Santillana (1999). Matematicas, 4* Secundaria, Opcién b, p. 64

Raiz y radical no son la misma cosa

Otros manuales suelen diferenciar raiz y radical, de tal modo que restringen el
valor del radical a un solo valor, el valor positivo de la raiz. De este modo, aunque 4

tiene dos raices cuadradas, v/4 solo se refiere a la positiva: Va4 =2 (Figura 10), y para

representar las dos raices cuadradas de un niimero se ponen los signos mas y menos
delante del radical (Figuras 11 y 12).

e Aunque 4 tiene dos raices cuadradas, con V4 nos referimos solo a la po-
sitiva: V4 = 2. En general, un niimero positivo, 4, tiene dos raices cua-

dradadas: Va y —a

Figura 10. Anaya (2004). 4° Secundaria, Opcion A, p. 52

* Numero de raices

Si el indice n es par se pueden presentar tres casos:

Radicando positivo: existen dos raices opuestas.

Por ejemplo, la raiz cuadrada de 9 puede ser +3y —3.

Para distinguir las dos raices se escribe: \/§ =3y ~\/§ = -3

Figura 11. SM (2003). 4° Secundaria, Algoritmo. Opcién b. p. 21

B Todo ndmero real positivo, a, tiene dos raices de igual indice, una
positiva y otra negativa, que se representan por \/r; y —%:
4— 4
e Las raices cuartas de 16 son \/16 =2y —-V16 = —2, debido
aque2t=(-2)"=16.
o Las raices cuadradas de 3 son V/3 y -3, que se dejan indicadas

Figura 12. Oxford (2003). 4° Secundaria, p. 27

En coherencia con esta concepcion restringida a un solo valor del signo radical,
el desarrollo algebraico de, por ejemplo las ecuaciones de segundo grado incompletas,
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lleva los signos mas y menos o el doble signo delante del radical al despejar la x: x*=4
— x=x+/4 =2 (Figuras 13 y 14).

Ejemplo: Resolver la ecuacién: 4x>-9=0

: 9 ;
Despejamos x y obtenemos: x? = y) y, por tanto, sus soluciones

son:

Figura 13. Ecir (1996). 4° Secundaria, p. 63

Las ecuaciones de segundo grado ax? + bx + ¢ = 0 en las que los coefi
cientes b o ¢ son cero, se llaman incompletas: ax? + ¢ = 0, ax? + bx=0

Aunque se pueden resolver aplicando la férmula, también es posible ha-
cerlo de forma mucho mds sencilla. Por ejemplo:

e 3x2 _ 48 = 0 se resuelve con toda sencillez asi:

3x2 = 48 —>x2=478=16 — x=+V16 = +4

Figura 14. Anaya (2004). 4° Secundaria, Opcion A, p. 110

En resumidas cuentas, para unos manuales el desarrollo correcto de la ecuacion
2 2 2
X’=4 es x*=4 — x=x /4 =22 y para otros es x =4 — x=+/4 =2

Lo que omiten los manuales

Después de esta constatacion, lo inmediato seria aclarar cudl es la concepcion
correcta; es decir, cudl es el verdadero significado matematico del signo radical, pero
los manuales no lo dicen, ni tampoco dan razones que permitan averiguarlo. Ademas de
no justificar sus definiciones ignoran que las sutilezas que presenta el signo radical son
a menudo fuente de conflictos cognitivos que se manifiestan en forma de incoherencias,
falsedades o paradojas.

Un ejemplo de estas incoherencias es que si se asigna un doble valor al radical,
como en /4 =2, se viola la importante propiedad de equivalencia de radicales:

Esto es asi, porque al aplicarla a %/3—2 y 3/3 se obtiene que ambos radicales son
iguales. Sin embargo, atendiendo a su valor no lo son, puesto que al ser el indice del
primer radical par éste tiene dos raices cuadradas (una opuesta de la otra) y como el
indice del segundo radical es impar éste solo tiene una raiz. Entonces, (son
equivalentes?

Si por el contrario se asigna un solo valor al radical, en la siguiente paradoja,
entresacada de un libro de recreaciones matematicas de 1907, la explicacion que da el
autor careceria de sentido.
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Se tiene idénticamente 4 — 10 = 9-15, 4 es el cuadrado | 4 — [0 =9 - 15 «—
de 2; 10 es igual a 2 veces el producto de 2 por 5/2;

igualmente, 9 es el cuadrado de 3 y 15 es igual a dos 2 5 2 5
veces el producto de 3 por 5/2; completemos los 27 -2 5 =3"-3-2 3 e
cuadrados aniadiendo a los dos miembros el cuadrado
de 5/2 0 25/4, y tendremos asi: (2 — 5/2)° = (3 - 5/2)". 5 25 5 25
, , 2223+ <=3-32 "+
Extrayendo las raices cuadradas de los dos miembros 2 4

(2-5/2)=(3-5/2). Y, por consecuencia 2=3.

2 2
El absurdo viene de la omision del doble signo al 2_£ - 3_£ PR
extraer la raiz” (Rouse Ball, 1907, 1992, p. 103). 2 2
5 5
2-2) =(3-2
2 2
—2=3

Lo que el autor sugiere en el texto es que el paso correcto es como sigue:

(5] (o= 3] 3] o)) -

2
. 5 5
Obsérvese que en esta explicacion se da a entender que (2 - 5) = :(2 - E) , pero

esto va en contra de la idea de que raiz cuadrada y elevar al cuadrado son operaciones
inversas.

La opinion de los expertos

Los matematicos han decidido asignar a la expresion radical 4/ x, x>0, una sola
de las raices de x, la no negativa, a la que denominan raiz principal o aritmética. Asi

que, para ellos, lo correcto es Va4 =2,

Cada niimero real no negativo a tiene una raiz cuadrada no negativa tnica. Nota:

Si a>0, su raiz cuadrada no negativa se indicara por a2 o por Ja (Apostol, 1990.
p. 36).

El simbolo +/z para z =0 denota aquél nimero no negativo cuyo cuadrado es z
(Courant, R., John, F., 1979, p. 38).

Si A es un numero real positivo, la unica raiz positiva de x" — 4 =0 se escribe
1
=44 = AP (Lentin, A., Rivaud, J., 1969, p. 164).

Acordamos denotar por \Ja la raiz cuadrada positiva, y llamarla simplemente raiz
cuadrada de a. Asi, V4 es igual a 2 y no -2, aunque (-2)* = 4 (Lang, 1974. p. 10).
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Esta restriccion es necesaria para no violar un requisito necesario para la
definicién de exponente racional: &', r€Q, y es que éste no debe depender del
representante de » elegido para ese numero racional.

Si se aceptara el doble valor del radical la propiedad %a*" =%a™ seria falsa,

como se ha mostrado en el caso de ¥3° y /3. Entonces, la definicion de o', con

m km , ) .
=—=——, no seria posible, ya que no se cumpliria que
n kn
m o
ar=an=nam=ak,,=knakm

Por otra parte, en coherencia con el criterio de asignar un solo valor al radical los

o . 2 .
matematicos consideran que vx° = |x , con lo cual no violan el concepto formal de

operacion, ya que a diferencia de los que ocurre con la adiciéon y la multiplicacion, que

establecen funciones biyectivas: x—x+a, x—x-a, a#0 que tienen inversas unicas, la
.y 2 . .y 2 2

operacion x— x~, no establece biyeccion, ya que x” = (-x)".

., 2 . . . . .
Para que la funcion x” sea biyectiva hay que restringir el conjunto de argumentos
a la media recta x>0, asi en este conjunto su funcion inversa es +x . Andlogamente,

restringiendo los argumentos a la mitad negativa del eje X obtendriamos - Jx como
funcion inversa. Por consiguiente, la funcion x* considerada en todo el eje X no tiene
una funcién inversa unica, aunque puede decirse que la inversion de esta funcion tiene
dos “ramas” (después de la restriccion adecuada del conjunto de estos argumentos)
(Kuratowski, 1981, p. 79).

En consecuencia, para que la funcién x —x” tenga inversa tiene que confinarse a

una de sus ramas, x>0. Andlogamente para que la operacion inversa +/x sea Unica tiene
que confinarse al conjunto imagen de los numeros positivos.

Una consecuencia de todo esto es que en sentido estricto en R no se puede ni se
debe decir que raiz cuadrada y elevar al cuadrado son operaciones inversas, ya que esto
solo es cierto cuando el radicando es un ntimero positivo (Figura 15).

 Si a es un nimero positivo, la rafz cuadrada de aleys un nﬁm
 cuadrado es a. Se escribe /g, el simbolo /s llama rad
cando. i , . .

0sitivo cuyo

4 : - e [ 2 2 / ¥
Ademds: si a es un nimero positivo Va~ = (\/a) = y\(-a) = a
si a es un niimero negativo \/a‘z = -a

/

Ejemplos: \81=9; 13 =13; (2,57 =25. (V32) =32

Figura 15. Ecir (1996). 4° Secundaria, p. 11

No debe entenderse que esto da la razon al argumento usado en la paradoja anterior de
2

que (2—%) =:(2—%); la explicacion que corresponde a los desarrollos

matematicos actuales es que el absurdo viene de la no consideracion de que
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2 2
1
2—2 =2—i=lyque 3—5 =3—£=—
2 2| 2 2 2| 2

IMPLICACIONES EDUCATIVAS

A lo largo de esta ponencia se han mostrado algunas de las sutilezas que
presenta el signo radical y que pasan desapercibidas por los desarrolladores de libros de
texto, profesores y estudiantes.

Estas sutilezas afectan a la distincion entre “raiz” y “radical”, al doble uso del
signo como operacion y como resultado de una ecuacion, a los requisitos y restricciones
para definir las potencias racionales y, también a la necesidad de ser coherentes con la
concepcion funcional de las operaciones y sus inversas.

De acuerdo con Tirosh y Even, es una buena idea, que casos problematicos
como el mencionado puedan ser utilizados en la formacion de profesores, para facilitar
su conocimiento acerca de la naturaleza de las matematicas y de su ensefianza,
contestando a cuestiones como, por ejemplo: ;cudles son las razones que hay detras de
la eleccion de una cierta definicion?

Pero lo que parece mas importante es aprovechar el valor que tienen estos casos
para sefialar que en matematicas el aprendizaje no debe confiarse exclusivamente a lo
que esté escrito en los manuales. Hay casos, como los que se han discutido aqui, en que
es obvio que producen confusién, por omisiéon de informaciéon o por la misma
informacion que reproducen.

Por eso, el analisis de manuales trasciende a su consideracién como herramienta
para el andlisis didactico y adquiere el caracter de componente crucial en la
investigacion en didactica de las matematicas, que no puede quedar reducida a una
interpretacion del paradigma cognitivista exclusivamente volcado en lo que piensan los
estudiantes o los profesores.
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