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SOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS NO LINEALES
CON UN METODO ITERATIVO

RODRIGO DUQUE B.(*)

RESUMEN. Se muestra cémo construir la solucién de un problema no lineal
con un proceso iterativo donde en cada paso es necesario hallar una solucién
aproximada a una ecuacion lineal.

PALABRAS CLAVE: Sistemas simétricos positivos, operadores diferenciales, espa-
cios de Sobolev.

1. APROXIMACION DE FUNCIONES

El propésito de esta seccion es presentar algunas ideas y resultados que nece-
sitaremos més adelante. Los resultados se restringen a funciones vectoriales de
cuadrado integrable sobre un toro.

Consideremos funciones reales v(x) de n-variables z1, xa,...,x, de periodo 2w
en cada una de las variables. Con ayuda del Operador Laplaciano A

n ) 2
A= —
> (ax) :
r=1
introducimos el producto interno

(v,w), = /v(—A)pwdx para p=0,1,...,7, (1.1)
Q
donde la integracién es tomada sobre 0 < z,- < 27w y dx abrevia el elemento de
volumen dxidxs...dx,,.
Este producto nos garantiza que (v,v), = [v(—A)Pvdz sea no negativa.

Observamos que la norma ||v||, = (v, v);l)/2

si p > 0, pero ||| = (||[v]|3 + |[v]|2)"/? si representa una norma propia. La

se anula para funciones constantes
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clausura de todas las funciones C*° de periodo 27 bajo esta norma forma un
espacio de Hilbert, el cual denotaremos por V* y es llamado Espacio de Sobolev.
Usando la expansién de Fourier v =, vpet ko)

cios V' para valores no enteros.

Definimos:
)12 = 27> k1% |ug]?, (1.2)
k

podemos introducir los espa-

donde |k|? = k% +--- + k2.

La clausura de los polinomios trigonométricos en la norma (1.2) con p real, serd
llamado V?. Para p entero positivo, esta definicién coincide con la definicién
dada inicialmente.

Las normas ||v|o, ||v]|, ¥ [|v||» estan relacionadas por algunas desigualdades, de
tipo Sobolev, estudiaremos las que son necesarias posteriormente.

Se sabe que para v € V¥ dado, la funcién ¢(p) = log||v||, es una funcién
convexa, con 0 < p < r, asumiendo 0 < [|v]|, < 0.

Esto se desprende de (1.2) donde se define a ¢(p) como una funcién analitica
para valores complejos de p en la banda 0 < Re(p) <7y Maxge(z)—,|¢(2)] =
©(p), asumimos que v no tiene términos constantes. Entonces del teorema de
los tres circulos de Hadamard se sigue la convexidad de ¢(p) en 0 < p <.

Siendo ¢ convexa, con ap; + Bp2 = p, donde 0 < o, 8 < 1, a+ =1, tenemos

que ¢(p) < ap(p1) + Be(p2), es decir, logllvl|, < alogllv||,, + Blogllvl|,, que
podemos escribir como log||v||, < log(|[v][5, Hv||§2) y asi obtenemos:

[vll, < llolig,llvlly, para apy+ Bp2 = p. (1.3)
En particular:
-2, 2
[oll, < llvllg "lvlls,  0<p<m (1.3)

Notemos también que si 0 < p < p’ < r, entonces Ve cve.
Ahora veamos como podemos aproximar una funcién v € V?*.

Lema 1.1. Parav e V* (0 < p<r),Q > 1 existe w € V" tal que

_ < kO—H
{ [v—wllo < kQ (1.4)
[wll; < kQ,
donde k = ||v||, y
= 7A_p,es decir, gzﬁ (1.5)

Demostracion. Elegimos como w una serie truncada de Fourier de v, tomando
un N apropiado.

1) Sea por tanto,

w=Y vl

[k|<N
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entonces
lwl? =2m > [kPCP k2o |
[k|I<N
<2m Y NZTO|E| Py
[k|<N
< N2 2.
Es decir

[wllr < N"Pllw],. (1)
2) Si denotamos z = v — w tenemos
z = Z ’Uk.ei(k’x)’
|z|>N
entonces

l2ll7 =2 > |k foxf?

|k|>N

> 27 Z N2p|vk\2
|k|>N

> N**||zllo,

es decir
2[l, = N?||z[[o- (2)

3) Por la definicién de w y de z, tenemos que [|wl|, < |Jv|l, v [|2]l, < v,
y de los resultados (1) y (2) podemos escribir:

lo —wllo = [lzllo < N77|[z]l, < N~"|Jv]l, = Nk, (2))

[wllr < N*Pllwll, < N""?|jol[, = Nk, (1)

reescribiendo (1’) y (2°) tenemos:

- <kN—F
fIo- vl <k ",
lwll, < ENT—F.
La desigualdad (1.4) se obtiene de (1.6) tomando N = Q7 y "= Tfp. O

Reciprocamente tenemos:
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Lema 1.2. Siv € VO tiene la propiedad de que para todo Q > 1 existew € V"
tal que

{ [v—wllo < kQ™"
[wl» < kQ,
entonces v € VP, para todo p que satisfaga

P H

v llvll, < ck, si||v]jo < k, donde ¢ depende de p,r,n.

Demostracion. Si elegimos Q' = 2Q y denotamos las aproximaciones corres-
pondientes con w,w’, tenemos:

lw —w'llo < [lv—wllo + [lv —w'o < k(Q7" +(Q) ") < 2kQ™",

lw — [l < JJwllr + ']l < k(@Q+ Q) < 3kQ

y por (1.3’) tenemos:
lw = w'[l, < flw = w'lly” " lw — o[ < (2kQ ™)' ~¥(3kQ)* < 3kQ Y,

con q = pu(1 — 2) — £. El supuesto (1.7) implica que g > 0.
Si tomamos @ = @, = 2"Qo y llamamos a la aproximacién correspondiente
Wy, entonces
[wn — wniallp < 3kQy*27"1.
Por lo tanto w,, converge en V* denotemos a este limite como wy.

Interpretando we, como un elemento de VO, la hipétesis [|v — wy|lo < kQ ™
muestra que: v = Wy, y por lo tanto v € V°.

Atn mas, podemos obtener un estimativo para ||v||,:
De la desigualdad

o0
lo = wolly < Y lwn = wasally < Qg% donde c=3% 27",

n=0

y usando
lwoll < kQo, lwollo < [Jvllo + Q™" < 2K,

tenemos que
[vllp < llwollp + Qg “ck < k(2Qg + cQ ).

Para Qp = 1 conseguimos el estimativo deseado con ¢ + 2 como constante. [
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Hemos probado la existencia de una familia de espacios de Banach V* (0 <
p < r) ordenados que satisfacen:

a) En V? se define la norma (||v||2 + ||v||,2))%, donde ||v||, es tal que
1—2 L
[oll, < ellollg " [lvllr (1.8)

y ¢ depende tinicamente de p,r,n
b) Sive V?y ||v||, < k entonces, para @ > 1 existe w € V" tal que

v—wlo < ck@QH
{ [ o < ck@Q (1.9)
[w][» < kQ,
donde ¢ depende solamente de 7, p,n y p = =£-.

r—p
Recfprocamente, si v € V9 satisface (1.9) con algtin |[v]|o < k entonces,

, ’
P o B
v € V* donde £ <

Existen otras familias ordenadas de espacios V* que satisfacen estas propiedades.

Por ejemplo, para las funciones v con m componentes, v = (v1, ..., Up, ), tomando

m
o2 = llos13,
j=1
con ||vj||, definido como en (1.2), se satisfacen las propiedades.
Un ejemplo més interesante estd dado por el par de normas:

m
> vy
=1

o = 1

m
oll2 =" o112
j=1

El espacio VY est4 constituido por todas las funciones continuas con norma |vq

y el espacio V" se define con la norma ||v||, + |v]o-

Definimos ahora el espacio V7 y las normas intermedias. Consideramos tinicamente
p entero, 0 < p < r. La norma estd dada por el lado izquierdo de la siguiente
desigualdad:

P, 125 & 1-2 2
sup [ [Dgv;["rda ) < cluly "lvflr, (1.10)

donde el sup es tomado sobre todas las derivadas D? de orden p y todas las
componentes v;. Nuevamente, la constante ¢ depende de n,r, p.

Esta desigualdad, que satisface el requerimiento (1.8), es un caso especial de
un teorema mucho mas general debido a L. Nirenberg [9].



36 RODRIGO DUQUE B.

2. SOLUCIONES APROXIMADAS DE ECUACIONES LINEALES

Consideremos dos familias de espacios como fueron definidos en la secciéon an-
terior: VP yV72con0<p<r y 0<o<s.

Denotemos por L al operador diferencial lineal de primer orden de V" en G*.
Podrfamos identificar G* con V"=t (s = r — 1). Sin embargo, queremos
distinguir el dominio V" y el rango G° con notaciones diferentes.

Ahora definimos lo que se entiende por solucién aproximada de la ecuacién
Lv = g. Hablamos de una solucién aproximada w = wg de Lv = g si para
todo @ > 1 existe w € V" tal que:

Lw — <k
{ [Lw = gllo < kn(Q) 2.1)
wll» < kQ,
silgls <k y n(@Q)—0 cuando Q — oo.
Usualmente requerimos que
n(Q) < cQ™* (2.1°)

y llamamos a p el grado de aproximacién.

Lema 2.1. Si L es un operador que admite un estimativo |[v|lo < || Lv]jo <
c||v]lo parav € V", entonces la existencia de una solucién aproximada para todo
Q > 1 con p > 2 implica la existencia de una solucién exacta si g € G“.

r—

Demostracion. Elegimos @) = @, = 2" y denotamos por w,, la solucién aproxi-
mada correspondiente. De (2.1) tenemos:

1)
lwn — wniillo < [ L(wn — wni1)llo
< |1 L(wn) = gllo + [[L(wny1) — gllo
< ckQpM + ckQ
< 2ckQ M.
2)

lwn — wnt1llr < llwnlr + (W]l
<kQn + kQnia
< 3kQn.
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Usando los resultados (1) y (2) tenemos:

1_2 2
l|lwn, — wn—H”p < |Jwy — U’n+l||0 " wn = wpga |7
< (2ckQ,")' 7 (3kQn) 7

< QAT

)

es decir  [Jwy — wng1l, < k@9 con q=p(l—2)— 2

Por lo tanto, concluimos que si ¢ > 0, w, converge en V* a un elemento
ve VP

Tomando p = «, obtenemos ¢ = p*—* — < > 0 y entonces Lw,, converge a Lv
en GY. Asi, Lv = g y v es la solucién deseada. [J

A continuacion se describe un método para construir soluciones aproximadas de
algunos operadores lineales que comparten algunas propiedades de positividad
con los operadores simétricos positivos.

Sea L un operador lineal que transforma funciones C*° en funciones C*° y que
satisface los estimativos

2 < L
(Pl 0
0]l < (Lo, v)s + KE]I0[IF),
paras =r— 1y todowv € V", con k; > 1 que depende de L.
Mas atn, sea
[ Lols < cf[vll- (2.3)

El método consiste en reducir el problema a uno eliptico, adicionando a L un
término de viscosidad artificial.

El artificio es el siguiente: Para resolver la ecuaciéon Lv = g aproximadamente
y procurando suavidad, resolvemos la ecuacién modificada

Lyw = (B**(-A)*+ Lyw =g (2.4)

exactamente, donde h es un parametro pequeno, 0 < h < 1y 2a < s.

Esta ecuacién es eliptica y satisface las mismas desigualdades que L. Respecto
a la existencia y unicidad para esta ecuacién, podemos afirmar que si g y los
coeficientes de L son C°°, también lo es la solucién de (2.4).

Cuando h — 0, se espera que la soluciéon converja a la solucién exacta de
Lv =g.

Aunque h # 0, mantendremos el pardametro muy pequeno para mantener el
tamano de las derivadas mayores bajo.

El siguiente lema, cuya demostracién se encuentra en [5], afirma que la solucién
de (2.4) conduce a una solucién aproximada de Lw = g.
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Lema 2.2. La solucién de (2.4), asumiendo que

l1<a<-, (2.5)

N ®»

conduce a una solucion aproximada de Lw = g con un grado de aproximacion

uw=2aq. (2.6)

3. EL CASO NO LINEAL
Mostraremos cémo el concepto de solucién aproximada puede ser usado para
la construccion de soluciones exactas de problemas no lineales.
Consideremos un operador diferencial §(u) definido en una vecindad de un
elemento ug.
Este resultado es de tipo local y establece la existencia de una solucién u cerca
de ug para la ecuacién F(u) = f, si f estd cerca a F(ug) = fo.
Para este propdsito requerimos que la ecuacién linealizada

S(u+tv) — §(u)

. _ 7 _
lim ; =% (uv=g

admita solucién aproximada. Esto se requiere para la linealizacién en u = uy,
y para todo u cerca a ug.

Para ser méas precisos: Sean V", VY los espacios de funciones definidos en la
primera seccién y sea u € V", denotamos por U al dominio

U={u:|lu—upllo<1}. (3.1)

En este dominio se define §F(u), que lleva a u en f con

(U-hl<i =g cc 52)
If = folls < o0 0<s<r. ’
Ademsés, paratodo k> 1yueU

1§ (w)|ls < kM, si |lullr < k. (3.3)

Asumimos también que el operador derivada § (u), definido por

§ (u)o = lim = (§(u + 10) — §(w)

existe, con valores en G*, parau e U yv e V".
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Ademds suponemos que la ecuacién linealizada §'(u)v = g admite solucién
aproximada v € V" en el siguiente sentido:

SigeG® gllo <1, Jglls <k y |ul, <k, entonces para todo @ > 1,
existe v = vg € V" que satisface

! - < kQH
{%WW gllo < kQ (3.4)
lvll- < kQ
y
I8’ (w)vllo = [|v]lo- (3.5)
Finalmente requerimos que la parte cuadratica
Qu,v) = F(u+v) = F(u) — §'(u)v
admita el estimativo
1R, v)llo < Ml 0} 5 0<p <1, (3.6)

paravelU y veV" si |vlo < vl

Bajo las condiciones anteriores nos proponemos resolver §(u) = f, si f estd
cerca de fo = §(uo).

Como en el caso lineal, hablaremos de una solucién aproximada para este pro-
blema, si para todo K > 1, existe u = ug € U que satisface:

I§(u) = fllo < K 5 ull, < K; (3.7)

siendo A el grado de aproximacion.

El propésito del siguiente teorema, es mostrar que la construcciéon de una
solucién aproximada de grado u, para la ecuacién linealizada, puede ser usa-
da para construir aproximaciones de grado A para las ecuaciones no lineales.
Tendremos que asumir dos condiciones maés:

1
O<A+1<§W+U, (3.8)
A 1 A+1
1-2 .
O<ﬂ<A+1u+1( u+1) (3.9

donde 5 es el definido en (3.6).
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Teorema. Dada la ecuacion §(u) = f, donde § satisface las propiedades (3.1)
a (3.6), si existen una constante Ko > 1 y ug tales que

If = follo < Ko * ol < Koy |Iflls < MEo, (3.10)
entonces podemos construir una sucesiéon de aproximaciones u, € U tal que
IF(un) = fllo < Ky Nunlle < K, (3.11)

donde K,, — oo.
La sucesién u,, converge a una solucién u en norma, es decir

|t — upll,y = 0 cuando n — oo,

si , N
0
—_—< 3.11
r A+ 2 ( )

Demostracion. Construiremos, inductivamente, una sucesién u,, que satisface
las siguientes desigualdades:
I8 (un) = fllo < K2,
l[tn, — wn—1llo < 2K, 7, (3.13)
1w — tn_1llr < 2K,
donde K,, = K;J_; ,con 1<z <2.

Para n = 0 basta satisfacer la primera desigualdad de (3.13) y ésta es una de
las hipdtesis del teorema.

Asumiendo que las desigualdades (3.13) han sido probadas para ug, u1, ..., U,
estableceremos el teorema para 1.

De la tercera desigualdad de (3.13) y aplicando desigualdad triangular tenemos:

1 n

=1
1 & "

§K0+§ZIKO )
j=

lo cual es menor que K, si K, se elige suficientemente grande, entonces por
(3.3), I8 (un)lls < MKy.

La siguiente aproximacién wu,1 serd de la forma u,1; = u, + v, donde v se
obtiene resolviendo aproximadamente la ecuacion linealizada

Sl(un)v + S(Un) = f7

es decir, por el método de Newton.
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Sea g = f — F(u,). Entonces
lgllo < K2 llglls < IS (un)lls + 1 £lls < MK, + MEo < 2MK,,.

Por las propiedades (3.4) y (3.5) con el g anterior y con u = u,, para cada
Q@ > 1 existe v que satisface:

I3 (un)v + F(un) = fllo < 2ME,Q7*, (3.14)
o]l <2MK,Q, (3.15)
[vllo < 18" (wn)vllo- (3.15")

De (3.14) y (3.15%) obtenemos
lollo < I8 (un)ollo < [§(un) = Fllo + 2MEnQ* < K + 2M K@,
entonces elegimos @ tal que
IMK,Q " < K (3.16)
y obtenemos asi

41 = unllo = llvllo < 252,

probando de esta manera la segunda desigualdad de (3.13).

La tdltima de estas desigualdades se consigue de (3.15) eligiendo @ de tal forma
que

1
2MK,Q < 5 K. (3.17)

Finalmente verificamos la primera de las desigualdades de (3.13) a partir de
(3.14) y (3.6)

15 (uns1) — fllo = IS (un +v) — fllo
= [Q(un,v) + F(un) + F (un)v — fllo
< M3 ol + 2MK,Q ™"
< MQ2K, )P 2MK,Q)" + 2MK,Q ™"
< 2M [MOK PG (K,Q) + K@

< O[K P (K,Q) + KaQ )

donde C' > M depende tnicamente de M y de los exponentes.
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El teorema quedara probado si podemos elegir ) de tal forma que se cumplan
(3.16), (3.17) y la desigualdad

ClK M (K,Q) + K Q4] < K

Como K, 41 > K,,, entonces K;;_\l < Kﬁ/\ y por tanto la dltima desigualdad

implica (3.16).

Luego basta hallar @ tal que las tres desigualdades siguientes se cumplan:
CKnQ < Kn-‘rla
C(K, Q)P KM < K, (3.18)
CK,Q " < K.

Las dos primeras desigualdades son estimativos superiores para (), mientras
que la tercera nos muestra una cota inferior para Q).

Usamos K, 11 = K} y expresamos las desigualdades en términos de potencias

de K = K, las cuales se eligen suficientemente grandes.
Comparando exponentes en (3.18), encontramos que

a) Si tomamos
A+ 1 < p(z—1), (a)

entonces K2 1 < Kﬁ(xfl) y tendriamos que buscar @ tal que
CEM <@ty CrQt < Ky,
lo cual conduce a
CK,Q "< K,y (CQ< K*!,
por lo tanto
CE.Q™" < K, 2 vy CKnQ < Kny1,
que corresponden a la primera y tercera desigualdad de (3.18).

b) Tomando
M2=-68) 4 _ fcj}

zA+1<
H™5 3

es decir si

A+ 1 - A2-0)—-08— X\
[ B ’
debemos escoger @ tal que

A(2-B)—B—Az

CrQ < K, 7
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asi
CQB < Kﬁ\@—ﬁ)—ﬂ—kaﬁ’
CQIBK;)\(Q*['})JFB < K;/\z,

lo cual nos lleva a la segunda desigualdad de (3.18)
C(K,Q)PK, P < K. 1.

¢) Adicionando = — 1 en la desigualdad (a) obtenemos x(A + 1) < (u +
1)(z — 1), es decir
T w+1

. 3.19”
:U71<)\+1 ( )

d) Reescribiendo la desigualdad (b) obtenemos

x/\—|—1<u[—(1+)\)+(2—z)%].

Un requerimiento fuerte para > 1 es que satisfaga

A
s A+ 1) <pl-z(1+X)+(2- m)B],
por lo tanto
HA
cA+D(p+1) < (2- a:)ﬁ,
obteniendo entonces

A+1) (p+1) 2—2x ,
y m 0 < — (3.19")

De esta forma @) puede ser hallado si

L.

A1) (u+1), 2 At1 1
ATD Wty 2 ) oy ALy g pAFL
A W x w41 pw+1

|

8
>
.
=
=
—_
iy

a (3.19)

|
—

Esto muestra que asumiendo (3.8) y (3.9) podemos hallar = que satisfaga (3.19)

y
A+ 11
1<(1—i) <z <2
p+1
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Luego las desigualdades (3.18) son compatibles si elegimos Ky (que depende
de M, 8, A\, ) suficientemente grande. Esto completa la prueba de (3.13).

De este resultado se obtiene

n+1 n+1
sl < Huolly + Y lluj = wjmllr < Ko+ 385 < K,
Jj=1 j=1

si Ky es suficientemente grande, lo cual prueba la segunda parte de (3.11).
Finalmente de ,
o

e
vl < Mlvllg ™ [loll

tenemos , ,
(1= )N+
s — wnllyr < by TN

’
la cual tiene exponente negativo si <5V de esta manera w,, converge a

’
un elemento u de V7 .
Si K es suficientemente grande tenemos

o0
lu = wollo < > Nt — um—1llo <1,

m=1

lo cual indica que F(u) estd definida, y por ser § continua como funcién de Ve
en GV, de (3.13) concluimos que §(u) = f. O
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