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GRAFOS E MATRICES

No proposto curriculum do novo
Bacharelato aparece un tema titulado
“Grafos e Matrices”. Esta inclusion ten,
6 meu ver, un dobre obxectivo: por unha
banda apértase unha nova xustificaciéon
da utilidade das matrices e pola outra
introdicese o alumno na teoria dos gra-
fos. O fincapé faise no uso das matrices
como representacién dos grafos pero
tamén compre sinala-lo interese que ten
per se unha breve mencién da teoria de
grafos. Estes tefien existido dende hai
moito tempo: sabido é que as arbores,
un tipo especial de grafos, datan do ter-
ceiro dia da creacion.

GRAFOS

A terminoloxia inglesa da teoria
de grafos ainda non estd completamente
estandarizada e as distintas traducciéns
introducen novas complicaciéns. Co
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4nimo de non aumenta-la confusion,
aqui seguimos principalmente os termos
empregados por Wilson no seu excelente
texto introductoriop.!

Introducimos os elementos bdasi-
cos da teoria definindo brevemente
algins deles. Un grafo G € un par (N, A)
onde N = {i, j, k, ...} € un conxunto finito
non baldeiro de elementos chamados
nodos, e A = {{i, j}, ...} unha familia finita
de pares non ordenados de nodos, que
chamamos arestas. Unha aresta da
forma {i, i} chamase lazo. Se na familia
A hai pares repetidos, estes chimanse
arestas multiples. Un grafo G é simple
se non contén lazos nin arestas multi-
ples. A orde de G é o cardinal de N.
Dunha aresta {i, j} dice que incide nos
nodos i e j. Dous nodos son adxacentes
se o grafo ten algunha aresta incidente
neles. Duas arestas son adxacentes se
tefien algin nodo comun. O grado dun

1 RJ. Wilson: Introduction to Graph Theory, Academic Press, Nova lorque, 1972, e Longman Group, Essex, 1975. trad. casteld de E. Garcfa

Camarero, Introduccidn a la teoria de Grafos, Alianza, Madrid, 1983).
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nodo é o nimero de arestas que inciden
nel. Dun nodo de grado cero dise que é
illado. Un grafo simple de orde n no que
cada dous nodos son adxacentes chama-
se grafo completo, K;,. Este e os seguin-
tes grafos mostranse na figura 1. Un
poligono de n lados define un grafo cir-
cuito, C,,. A roda R, obtense unindo un
novo nodo con cada un dos de C, ;. Un
grafo de orde n sen arestas ¢ o grafo
nulo, N,,. Un grafo ¢ bipartido se o seu
conxunto de n nodos poder ser dividido
en duas partes de r e s nodos, de xeito
que cada nodo da primeira parte ¢ adxa-
cente a un nodo da segunda; se a adxa-
cencia é con tédolos nodos de outro sub-
conxunto tense un grafo bipartido
completo, K, ;. Un grafo k; ; € unha
estrela de s puntas.

Unha sucesidn finita de arestas
igiy, ijig, -+ ip.1ip € UN paso nun grafo G.
A lonxitude dun paseo é o numero de
arestas que o forman. Se nun paseo non
hai dtas arestas iguais este chdmase
camifo. Un camifio é simple se tédolos
nodos son distintos, salvo quizais o pri-
meiro e o ultimo. Se estes son iguais, 0
camifio é cerrado. Un camifio simple
cerrado chdmase circuito.

Introducindo un sentido de perco-
rrido nas arestas obtemos o concepto de
digrafo. Un grafo dirixido ou digrafo D é
un par (V, A), onde V é un conxunto fini-
to non baldeiro de vértices e A é unha
familia finita de pares ordenados de ele-
mentos de V, arcos. As relaciéns de
adxacencia e incidencia en grafos, asi
como as definiciéns relativas a camifios,
esténdense de xeito natural 6 digrafos.

MATRICES COMO REPRESENTACION DOS
CRAFOS

Mentres que a representacién pic-
térica dos grafos €, sen dubida, a mdis
conveniente para a sia comprension
efectiva, as tornas cambian moito se o
que se pretende é usalos para traballar
con eles como modelos dunha situacién.
Calquera tratamento computacional que
involucre os grafos esixe unha represen-
tacién alternativa. Basicamente hai ddas
estructuras de datos para representa-los
grafos: matrices e listas de adxacencia.

Se G = (N, A) é un grafo de orde
n, a matriz de adxacencia de G, Ag = (aj)
¢ unha matriz cadrada simétrica de orde
n, onde a;; ¢ o ntimero de arestas que
unen os nodos i e j. Se G é simple, os
elementos de Ag son ceros ou uns € a
diagonal principal estd formada por

CEros.

Outra matriz que codifica e G,
tendo A m arestas, é a matriz de inci-
dencia, Bg = (b;), unha matriz de tipo
nxm, onde b; ¢ 1 se a aresta j incide no
nodo i, e 0, noutro caso.

As matrices de adxacencia e inci-
dencia para digrafos definense de igual
xeito. Notese, sen embargo, que a
matriz de adxacencia dun digrafo D = (V,
A), Ap, non ¢, en xeral, simétrica.

Si asociamos a cada arco do digra-
fo D unha etiqueta, que expresara en
sentido amplo un custo ou unha lonxi-
tude, podese defini-la matriz de custos,



Cp = (C;jj), como matriz de orde a de D,
onde Cj; € o custo asociado 6 arco (i, jl,
ou », de non haber arcoiaj.

Ainda que non é central 6 tema
que nos ocupa, ¢ conveniente comentar
brevemente a segunda estructura citada.
Nesta respresentacion asGciase a cada
nodo i de G unha lista na que cada ele-
mento € un par (j, p), onde j é un nodo
adxacente a i, e p un enteiro positivo
que indica o ndmero de arestas {i, j}. Se
G é simple, os pares (j, p) substitiense
por j. En grafos de orde elevada con
pequeno numero de arestas, as matrices
de adxacencia son case baldeiras (en
inglés, sparce) e as vantaxes das listas de
adxacencia fronte 4 matrices fanse cla-
ras, pois usan un espacio proporcional 4
orde do grafo; sen embargo, o aforro no
espacio paga o precio de ter que utilizar
algoritmos menos sinxelos.

Nas figuras 2 e 3 vense as matri-

ces e as listas de adxacencia dun grafo e
un digrafo.

PASEOS E CAMINOS EN GRAFOS E DIGRAFOS

Tradicionalmente, no ensino non
universitario das Matemaéticas, as apli-
caciéns madis importantes das matrices
foron as representaciéns dos sistemas de
ecuacién lineais e das rotacions de eixos
no plano. Ademais, con frecuencia estas
ilustraciéns a penas se saian do dmbito
estreito da propia disciplina. Co d4nimo
de sublifia-1a utilidade das matrices €, en
xeral, a das Mateméticas recordamos
nesta seccién unha cuestién bdsica da
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teoria de grafos que require o cidlculo
matricial para a sda resolucion.

Se enumerdmo-los camifos de
lonxitude de un no digrafo D da figura 4,
obtemo-los seguintes: ij, ik, ii, kj. A
matriz de adxacencia Ap é

Multiplicando a matriz por si
mesma, vemos que os elementos de pro-
ducto tefien un significado ben claro: O
elemento 12 da matriz Ap? é

g
(011)501= Ol + 160+ 1o1 = 1
P1

onde o termo 0«1 quere dicir que non
existe o camifio ii, ij; o termo 1+0, que
non existe o camifo ij, jj, e o termo 1.1,
que existe un s6 camifo de i a j, ik, kj. E
evidente que os camifios mencionados
son todos de lonxitude dous. E sinxelo
demostrar, por exemplo por induccién,
que a matriz Ap® conta o numero de
camifos de lonxitude n entre vértices do
digrafo D. A proposicién tamén é verda-
deira para grafos non dirixidos.

Unha pequena variacién permiti-
ranos calcula-lo nimero de camifnos sim-
ples e sen repetir nodos nun grafo, 4 vez
que introducimos unha operacién non
numérica. Se considerdmo-lo grafo da
figura 5 e modificimo-la stia matriz de
adxacencia de xeito que en lugar de ano-
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tar 1, se os nodos i e j son adxacentes,
escribimos i j nese elemento, resulta:

0 AB O 0 AE
BA 0 BC BD BE
M;=0 CB 0 CD O
0 DB DC 0 DE
EA EB 0 ED O

Definimos outra matriz, M,
suprimindo o primeiro simbolo nos ele-
mentos non nulos da matriz M;

e dando unha nova definicién de produc-
to de matrices, como segue:

MZ(L]) = {ml(i/k) °M (k/]) / 151{55/
ml(lrk) > Ml(i/k)/ ml(llk) t0+% M(k/])/
my (i, k) T M(k,j) = o}

onde o representa a concatenacién de
simbolos; M, (i, j) é a matriz da que os
elementos son os conxuntos de camifios
simples de diias arestas dende i hasta j
(os conxuntos unitarios represéntanse
sen chaves).

0 B 0 0O E
A 0 C D E Se continuamos a calcula-las
M=|0 B 0 D O matrices sucesivas, obtemos:
0 B C 0 E
A B 0 D O
0 AEB ABC |{ABD,AED} ABE
BEA 0 BDC [BCD,BED} {BAE,BDE]
M2-M1-xM= | CBA CDB 0 CBD {CBE,CDE}
{DBA,DEA) {DCB,DEB] DBC 0 DBE
EBA {EAB EDB} {EBC,EDC] EBD 0
0 AEDCB  (AEBC,ABDC,AEDC} {AEBD,ABCD,ABED| ABDE
BDEA 0 BEDC BAED BCDE
M;=MyxM= | (CDBA,CBEA,CDEA} CDEB CBED |CBAE,CDBE,CBDE)
[DCBA,DEBA,DBEA] DEAB 0 {DBAE,DCBE|
EDBA EDCB  {EABC,EDBCEBDC) [EABD,EBCD} 0
0 AEDCB [AEDBC,AEBDC,ABEDC]  AEBCD ABCDE
BCDEA 0 BAEDC 0 0
M4=M3xM=|{CDEBA,CDBEA,CBDEA] ~ CDEAB 0 CBAED CDBAE
DCBEA 0 DEABC 0 DCBAE
EDCBA 0 EABDC EABCD 0



onde a matriz M4 contén tédolos cami-
nos simples sen repericién de nodos e de
lonxitude catro.

APLICACIONS

Como ilustraciéon da obtencién
exposta dos camifios en grafos e digrafos
propofiemos dous exemplos: o primeiro
estd tomado da Socioloxia e o segundo
presenta os procesos de Markov a través
dun sinxelo modelo xenético.

A aplicacién da teoria de grafos s
ciencias sociais iniciase no segundo ter-
cio deste século e consiste, nun primeiro
estadio, na utilizacién dos grafos e, prin-
cipalmente, dos digrafos e das suas
matrices de adxacencia para modeliza-
las relaciéns entre certas veriables.

Se considerdmo-lo grafo da figura
5 como un modelo da comunicacién
existente entre cinco persoas, Alba,
Brais, Carlos, Daniela e Eduardo, a
segunda potencia da matriz de adxacen-
cia

|
0o 1 0 0 1
1 0o 1 1 1
Ac= 0 1 0 1 0
o 1 1 0 1
1 1 0 1 o0
2 1 1 2 1
1 4 1 2 2
A2=11 1 2 1 2
2 2 1 3 1
1 2 2 1 3
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mostra, por non conter ningtn cero, que
a informaci6n posuida por un deles pode
ser cofiecida por calquera outro a través
de un intermediario como maximo. Se,
por exemplo, o obxecto de estudio € a
difusién de rumores, a matriz M4 permi-
te calcula-las vinte posibilidades direc-
tas de transmision dun rumor.

Unha relacién nun conxunto na
que cada dous elementos estdn relacio-
nados de xeito unico da lugar a un digra-
fo chamado torneo. O nome suxire o
exemplo: un campionato de tenis de n
participantes pode representarse
mediante un torneo. Os torneos tamén
serven para estudiar relaciéns socioldxi-
cas. Se entre Alba, Brais, Carlos e Danie-
la existe a relacién de dominacién mos-
trada na figura 6, poédese demostrar que
existe alomenos unha persoa que domi-
na a tédalas outras, ben directamente,
ben a través doutra. Esta propiedade,
idéntica 4 citada para o grafo de comuni-
cacién, non depende coma ali do grafo
particular, sen6n que é verdadeira en
calquera torneo. Podemos preguntar
quen é o individuo “madis dominante”,
ou, noutros termos, que vértice do digra-
fo ten maior nimero de camifios de lon-
xitude un ou dous cés vértices restantes.
Se sumédmo-las ddas primeiras potencias
da matriz de adxacencia e, na matriz
resultante, sumamo-los elementos de
cada fila

0001 0110 0111 =3
1000 +(0001|={10013~>2
1100 1001 2101 -4
0110 2100 2210 =5
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tense que a persoa mdais dominante é
Daniela.

Interpretando os vértices do
digrafo da figura 7 como os xenotipos de
certos individuos e as etiquetas dos
arcos como a probabilidade de que, cru-
zados aqueles con individuos de xenoti-
po predeterminado (neste caso, o AA), a
seguinte xeracion sexa do xenotipo indi-
cado no vértice de chegada, os camifios
no digrafo poden interpretarse como
cadeas de Markov. A matriz de adxacen-
cia recibe entén o nome de matriz esto-
castica ou de probabilidades, e as sudas
potencias permiten calcula-la distribu-
ci6én xenotipica nas sucesivas xeracions.

|[AA Aa aa ‘
AA 100 |
Aa (1/4 12 1/4
aa | 0 1 0 1

Resulta interesante tamén a tra-
duccién a linguaxe de grafos dun tipo de

ecuaciéns lineais. Un sistema homoxé-
neo de ecuaciéns lineais no que o nime-
ro de incégnitas non sexa menor co
numero de ecuaciéns, pode ser escrito
como un digrafo con arcos etiquetados e,
reciprocamente, un tal digrafo poder ser
reescrito como un sistema homoxéneo.
Se, dende unha perspectiva socioléxica,
se supoén que a renda,x1, inflie na edu-
cacién , x2, e no prestixio social, x3, e
que a educacién inflie tamén no presti-
xio, estamos a construir un modelo
representable polo digrafo da figura 9,
que € traducible 6 sistema.

Xy = aX)
X3 = bx; + cXy

Un resultado andlogo 6 de Cra-
mer na linguaxe de grafos é a regra de
Mason. Ainda que non ¢ axeitado expo-
fiela aqui?, si diremos que en certos
casos resulta madis sinxela de aplicar ca
solucién clasica do sistema.

2. Pode atoparse por exemplo en W.K.Chen: Applied Graph Theory: Graphs and Electrical Networks, North-Holland, Amsterdam, 1976.
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