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1. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

E pretende, por una parte, indagar cuiles son las «imédgenes del
Sccmcepto»(” que con més frecuencia evocan los estudiantes al refe-
rirse al drea, y, por otra, analizar las estrategias que ponen de manifies-
to cuando se enfrentan a problemas y cuestiones sobre dreas que no
son los habituales en la ensefanza.

2. MUESTRA

La poblacion de estudio esta constituida por tres cursos de primero
de BUP pertenecientes a tres institutos de Albacete, y cuyos estudian-
tes provienen de més de 20 centros distintos de EGB,

3. METODOLOGIA

Se les administré un cuestionario estructurado en 4 bloques —cuyo
contenido presentamos en el cuadro 1- y una cuestién abierta —;Qué es
el drea de una superficie?— con el fin de indagar cudles son las image-
nes que con miés frecuencia evocan los estudiantes al referirse al drea.
Una vez corregidos los cuestionarios, se seleccionaron 27 de los 89
estudiantes que componian la muestra mediante un andlisis factorial
de correspondencias, siendo entrevistados a continuacién. Del andlisis

(1) Traduccion adoptada del término concept-image acufiado por Tall y Vinner (1981).
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CUADRO 1.

1 Transformacidn de un cuadrado en oftros
poligonos. Concepto de poligono. Congruencia.
2 Proceso reversible del anterior.
i I Equidescomposicién.
’k?fé}ﬁ?{‘f]? 3 Duplicacién del rea del cuadrado.
AUTONOMA Equicomplementacién.
4 Transformacién de un tridngulo en un
rectdngulo. Equidescomposicion.
5 Descomposicién en figuras més sencillas.
Confusidn drea/perimetro.

Il 6 Relacionar drea con otra magnitud. Figuras de
COMPARACION distinta forma: rectilineamente limitadas y no.
DEL AREA CON Igual drea.

OTRA 7 Relacionar drea con otra magnitud. Establecer

MAGNITUD proporcionalidad.
111 8-11 Division de la figura en partes infinitesimales.
INFINITESIMALES 9 Indivisibles de Cavalieri.
E INDIVISIBLES Cortar la figura por planos paralelos.
v 10 Agotamiento de la figura de acuerdo con una
5 unidad de medida, Relacién inversa del tamafio
EXHATSCION de la unidad con el drea

de la audici6n y transcripcién de las entrevistas obtuvimos las conclu-
siones.

4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS POR
BLOQUES EN EL CUESTIONARIO ESCRITO

Bloque I. Area como magnitud auténoma

A este bloque pertenecen los 5 primeros problemas del cuestiona-
rio. El primero de ellos estd, a su vez, dividido en dos partes: la pri-
mera pide poligonos que se puedan formar con los cuatro tridngulos en
que queda dividido un cuadrado al cortarse por sus diagonales, y la se-
gunda la relacién que existe entre las areas de todos esos poligonos.

La tabla 1 muestra las categorias de respuesta para la primera pre-
gunta del primer problema y los porcentajes hallados para cada una de
ellas.

Los poligonos que los estudiantes dibujan con mds frecuencia son
paralelogramos y tridngulos. Todos ellos utilizan para la descomposi-



TABLA 1.

Puede dibujar 4 poligonos 20
Puede dibujar menos de 4 poligonos 50
No dibuja o dibuja mal 23,3
Dan ofras respuestas 6,7
No contesta 0
30

cion criterios visuales, y también todos ellos «rompen» el cuadrado
para recomponer la nueva figura,

Hacemos notar estas dos estrategias de resolucién, ya que, con este
mismo cuestionario, estudiantes universitarios habian utilizado proce-
dimientos algebraicos para determinar figuras con 4rea igual a otra
dada y habfan tratado de reconstruir sobre la figura dada.

En la segunda pregunta del primer problema se les pide que capten
la conservacién del 4rea de diversos poligonos formados todos ellos
por los mismos cuatro tridngulos.

Las categorias de respuesta y resultados obtenidos quedan refleja-
dos en la tabla 2.

TABLA 2.

Areas iguales 72,7 62,2 66,7

Areas desiguales. Otras respuestas 0 8,1 23,3
No contesta 27,3 29,7 10

22 37 30

Los estudiantes no suelen dibujar més de dos poligonos. En princi-
pio, ello se puede interpretar como que la cuestién no le dice cudntos,
pero en las entrevistas nos daremos cuenta de que presentan grandes
dificultades para dibujar mds de dos. Todos aquellos que han dibujado
mads de cuatro poligonos reconocen la igualdad del drea, asi como tam-
bién muchos de los que han dibujado uno o dos. Se da también el caso
de los que no son capaces de dibujar ninguno, pero reconocen que ten-
drian la misma drea.

En el problema 2 se les facilita un tridngulo para que determinen

por donde habrfa que cortarlo para formar con las piezas resultantes un
cuadrado. Es el proceso reversible del anterior.

239



240

Los resultados obtenidos son los que presentamos en la tabla 3.

TABLA 3.
Descompone bien el tridngulo y dibuja cuadrado ' 36,4 46 333
No dibuja o dibuja mal 54,5 46 50
No contesta 9,1 8 16,7
22 37 30

No todos los estudiantes que dibujaron un tridngulo en el problema
anterior fueron capaces después de pasar del tridngulo al cuadrado.
Pensamos que los estudiantes no asocian este problema con el proceso
de reversibilidad del anterior. Es un problema muy complicado en el
que ademés no se les da la descomposicién del tridngulo en otros trian-
gulos.

El problema 3 es el problema clésico de duplicar el drea del cua-
drado, es decir, la biisqueda de un segmento cuya medida exprese el
lado del cuadrado de doble superficie. Para Szabo (1977), la duplica-
cién del cuadrado ha sido el punto de partida del descubrimiento de la
inconmensurabilidad lineal. Se les facilité el cuadrado descompuesto
en cuatro tridgngulos por sus diagonales.

Las categorias de respuesta y los resultados los presentamos en la
tabla 4.

TABLA 4.

Dibuja bien sin cilculos algebraicos 273 35,1 13,3
Dibuja bien con célculos algebraicos 0 2,7 10
No dibuja o dibuja mal 68,2 56,8 63,4
No contesta 4,5 54 13,3
22 37 30

Todos los que dibujan bien el nuevo cuadrado lo hacen sobre la fi-
gura que se les da, complementdndola en cada lado con un tridngulo,
lo que equivale a tomar la diagonal del cuadrado como lado del nuevo
cuadrado de drea doble. Son muy pocos los estudiantes que utilizan un
procedimiento algebraico para determinar la medida del lado del nue-
vo cuadrado, en oposicién a los estudiantes universitarios, en que esta
estrategia de resolucién es la mas utilizada (Turégano, 1993),



El error mas comiin cometido por los estudiantes que lo hacen mal
es duplicar el lado del cuadrado dado, con lo que cuadriplicarian el
drea, hecho que lleva implicito el suponer que la razén de areas es
igual a la raz6n de lados.

En el problema 4 se piden las transformaciones que se deben hacer
en un tridngulo dado para obtener un rectdngulo de igual rea.

Son muy pocos los estudiantes —como se puede observar en la tabla
5— que resuelven bien este problema. Los que asi lo hacen utilizan el
procedimiento de dividir por el punto medio de los lados (trazando la
paralela media), cortando el tridangulo superior y afiadiéndolo a uno de
los lados para formar un paralelogramo del que cortan un tridngulo
para afiadirlo al otro lado y formar asi un recténgulo.

TABLA 5.

Forma bien sin cilculos algebraicos 4,6 10,8 10

Forma bien con célculos algebraicos 4,6 10,8 3.3
No lo forma o lo forma mal 72,7 43,2 66,7
No contesta 18,1 35,2 20

22 37 30

Intervienen aqui estrategias visuales, cambio de posicién y disposi-
cién de las partes. Aditividad del drea. Finalmente, la conservacién del
area después de varias operaciones.

Los estudiantes que utilizan métodos algebraicos igualan la férmula
que les permite calcular el 4rea del triangulo con la del rectangulo. So-
lamente los que toman como base del rectdngulo la base el tridngulo
son capaces de resolver correctamente.

Este problema ha causado muchas dificultades de los estudiantes.

En el problema 5 se trata de ver si el estudiante distingue entre
drea y perimetro y si posee estrategias para determinar esas magnitu-
des y cudles son. Los resultados los presentamos en la tabla 6.

Nos parece alarmante el porcentaje de estudiantes que es incapaz de
triangular este poligono, asi como el de los que dejan sin resolver. Pen-
samos que es un problema relativamente facil para que no sea resuelto
por la mayoria de los estudiantes. Esto indica, a nuestro entender, un
aprendizaje descuidado donde solamente se calculan 4reas de poligo-
nos regulares mediante una férmula.
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TABLA 6.

Triangula desde un vértice e indica bien cudl es ¢l drea

y el perimetro 9 13,5 0
Triangula desde un punto interior e indica bien cudl es

el 4rea y el perimetro 4,6 0 33
Realiza otro tipo de descomposiciones e indica bien

cudl es el drea y el perimetro 23,7 16,2 13,3
Confunde drea y perimetro 0 5,4 3,3
No da indicaciones o las da mal de cémo calcular el

rea y el perimetro 36,4 46 46,7
No contesta 227 18,9 33,4
| 22 37 30

Bloque IL. Comparacién del area con otra magnitud

Constituyen este bloque los problemas 6y 7, en los que se pide a
los estudiantes que reconozcan si hay conservacién o no del drea de fi-
guras de distintas formas recortadas en laminas de plata del mismo
grosor y de igual peso (problema 6) o distinto peso (problema 7).

Los resultados obtenidos quedan reflejados en las tablas 7y 8, res-
pectivamente, de acuerdo con las categorias establecidas.

TABLA 7.
Areas iguales con razonamiento correcto 40,9 48,6 56,7
Areas iguales con razonamiento incorrecto 0 25t 33
Areas desiguales o no se puede saber 40,9 29,7 33,3
No contesta 18,2 19 6,7
22 37 30
TABLA 8.

Da la relacién corecta 13,6 0 3.3

Da una realcién incorrecta o no la da 36,4 70,3 63,3
No contesta 50 297 334

22 37 30




En las entrevistas observamos que estos problemas —en concreto el
7— no eran tan dificiles como aparecen a la luz de los resultados; en el
momento en que la entrevistadora les facilita la expresién «regla de
tres», todos los estudiantes entrevistados llegan a establecer la rela-
cion. Es, indudablemente, una respuesta forzada. La igualdad de pesos
es admitida por mas del 50% de los estudiantes como un criterio vilido
para establecer la igualdad de dreas cuando todas las otras cualidades
de los objetos permanecen constantes. No era ésta la finalidad del pro-
blema, sino la de comprobar si se admite que figuras rectilineamente
limitadas y ofras curvilineas pueden tener la misma drea, y para ello
nos servimos de otra magnitud.

Bloque III. Infinitesimales e indivisibles

En el problema 8 se pide dibujar un tridngulo de igual 4rea que un
circulo dado.

Los resultados de este problema (tabla 9) eran casi de esperar, ya
que entrafia una gran dificultad, pero nos parecié interesante, como to-
dos los relacionados con descomposiciones infinitesimales, para anali-
zarlo con mas detenimiento en las entrevistas.

TABLA 9.

bibﬁjé\ bien el tridingulo sin célculos algebraicos 0 2,7 0
Dibuja bien el tridngulo con célculos algebraicos 4,6 10,8 3,3
No lo dibuja o lo dibuja mal 72,7 54,1 76,7
No contesta 22,7 324 20
22 37 30

Aqui empezamos a darnos cuenta de que las descomposiciones infi-
nitesimales, bien de la misma dimensién o de una dimensién menor
que la figura original, no son evocadas por los estudiantes de forma es-
pontdnea. Nos parece interesante proponerles estos problemas que ha-
gan aparecer las limitaciones de los procesos utilizados clasicamente
en geometria para determinar dreas y hacerles recurrir a los procesos
infinitos, para estudiar sus primeras intuiciones sobre los infinitesi-
males.

El problema 9 hace referencia a un cilindro de cartén sin tapas y a
las distintas figuras obtenidas al realizar cortes diferentes en el cartdn
y desarrollarlo para reconocer la conservacién del drea.
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En la tabla 10 presentamos las distintas categorias de respuestas. En
otras respuestas hemos reunido aquellas justificaciones que hacen refe-
rencia a otras cualidades distintas del 4rea, tales como «que tienen la
misma base» o «que todas forman cilindros», respuestas que eran de
esperar, puesto que la cuestién no pedia de forma explicita el reconoci-
miento del drea. Como es obvio, la igualdad del drea la justifican me-
diante el recorte/pegado («quito este trozo de aqui [...] y lo pego alli
[...]»), nunca haciendo alusién a justificaciones que tengan que ver con
el principio de Cavalieri.

TABLA 10.

Da bien la relacién del drea y dibuja alguna figura mas 18,2 27,1 26,7

Da bien la relacion del drea y no dibuja mds figuras o

las dibuja mal 31,8 32,2 23,4
No da relacién del drea o la da mal 4,5 2.7 3.3
Otras respuestas 45,5 37,8 43,3
No contesta 0 0 33

22 37 30

La primera parte del problema 11 muestra el green del hoyo 16 de
un determinado campo de golf y se pregunta al estudiante si conoce al-
glin procedimiento para medirlo.

Solamente un estudiante del total de la muestra utiliza el cuadricu-
lado para medir el drea. Predomina en algunos de ellos la imposibili-
dad de calcular el drea de figuras que no estan rectilineamente limi-
tadas.

TABLA 11.

Conoce procedimiento y es correcto 4.5 2,7 13,3
Cuadricula la figura para calcular el drea 0 0 34
Hace referencia al drea pero no conoce procedimiento

para calcularla o es incorrecto 18,2 16,2 10
Hace referencia a medir el perimetro 9.1 24,3 13,3
Da una férmula 0 2.7 0
Otras respuestas 36,4 135 40
No contesta 31,8 40,6 20

22 37 30




No remiten a descomposiciones infinitesimales como las utilizaba
Kepler, que era algo natural —al menos desde nuestro punto de vista—,
ni a la cuadricula, ya que este problema lo podriamos considerar apro-
piado para medirlo por exhauscidn, pues a ello invita el facilitarles su
representacion grafica.

Bloque IV. Método de exhauscién

En el problema 10 se pide al estudiante que reconozca la relacién
inversa del drea con la unidad de medida elegida, haciéndole notar en
el enunciado que existen ladrillos de distintas formas y tamaiios.

Todos hacen alusién a ladrillos cuadrados y reconocen la relacién
inversa entre la medida del 4rea y la unidad de medida, eligiendo ladri-
llos grandes. Estos resultados contrastan con el hecho de que no sepan
dar indicaciones de c6mo calcular el drea, ya que el propio enunciado
induce a la utilizacién de la cuadricula. En las tablas 12 y 13 recoge-
mos los resultados de estas cuestiones.

TABLA 12.

Elige ladrillos grandes 36,4 73 70
Elige ladrillos pequefios 0 54 6,7
Da otras respuestas 31,8 18,9 13,3
No contexta 31,8 2,7 10
22 37 30

TABLA 13.

Da indicaciones de cémo calcular

del ladrillo 0 0 33
Da indicaciones de cémo calcualr el 4rea de la figura 0 0 0
Area de la piscina dividida por el drea del ladrillo 9,1 243 10
Otras respuestas 40,9 62,2 70
No contesta 50 13,5 16,7

22 | 37 30

245



246

5. IMAGENES MAS FRECUENTES ASOCIADAS
AL CONCEPTO DE AREA

En esta pregunta abierta se ponen de manifiesto, una vez mas, las
dificultades lingiifsticas que afectan a la claridad y al rigor de las defi-
niciones.

Los estudiantes se han expresado de una manera muy confusa em-
pleando un vocabulario muy poco preciso. En muchos casos da la im-
presién de que tienen alguna imagen del concepto de édrea pero que no
saben expresarla con palabras.

En un andlisis cualitativo de las respuestas obtenidas en las defini-
ciones, se pueden determinar varias categorfas que engloban las ima-
genes de concepto que mds cominmente emplean estos estudiantes
para referirse al area. Dos de ellas estdn perfectamente definidas:

— «medida de una superficie» (38,2%);
— «extensién que ocupa una superficie» (39,3%).

Los primeros asocian el drea con su aspecto «cuantitativo»; los se-
gundos, con su aspecto «cualitativo». El 77% de los estudiantes perte-
nece a estas dos categorias.

Otras categorias menos representadas engloban distintas imagenes
del area:

— asocian el drea con una férmula: el drea es I (6,7%);

— asocian el 4rea sélo con figuras rectilineamente limitadas: super-
ficie comprendida dentro de un perimetro recto (4,5%);

— otras (11,3%).

Los resultados de la tltima pregunta del cuestionario (tabla 14) po-
nen de manifiesto una imagen del concepto de drea asociada con la
forma de la figura. En las entrevistas nos darfamos cuenta de que ésta
no es la situacion real.

El alto porcentaje de N/C a esta pregunta —que se puede considerar
ficil- nos hace pensar en diferentes motivos ajenos a la dificultad,

TABLA 14.

Reducen con la misma forma 45,5 56,8 83,3
Reducen con otra forma 9 5,4 6,7
Otras respuestas 18,2 2,7 33
No contesta 27,3 35,1 6,7
22 37 30




como pueden ser factores de inseguridad, cansancio, falta de interés.
Todos estos factores influyen en los estudiantes que no tienen la res-
puesta inmediata o segura.

6. Anadlisis de las respuestas de los estudiantes
en las entrevistas realizadas

Comentamos dos entrevistas que nos parecen interesantes en cuanto
que ponen de manifiesto las imigenes asociadas al concepto e drea de
dos estudiantes ([C75] y [C69]) que se encuentran a nivel de razona-
miento totalmente distinto.

Bloque I. Area como magnitud auténoma.
Teoria de congruencia

E:
[C75]

E.
[C75]
E.
[C75]
E.
[C75]
E.
[C75]
E.
[C75]

E
[CT5]
[C75]
[C75]

[C75]

[C75]

+Cémo has conseguido dibujar estos poligonos?

Me imaginaba los cuatro tridngulos y les daba vueltas hasta que me en-
cajaban.

+Qué me puedes decir del drea de todos los poligonos?

Que es la misma.

Trata de explicarme por qué.

Estd muy claro, si tengo siempre los mismos cuatro tridngulos.

Pero cémo los has puesto de otra forma...

Da igual.

Y el perimetro ;serd igual?

... ¢ Tiene que ser?

Trata de pensar en ello.

... [Mira las figuras que ha dibujado.] No, ésta [sefialando el cuadrado]
tiene menos que ésta [sefialando el tridngulo].

Me has dibujado varios poligonos de distinta forma y con distinto peri-
meltro y me has dicho que todos tienen igual drea, y eso estd bien. ;Po-
drfas decirme, entonces, qué es el drea?

... Bl espacio que estd delimitado por unas rectas que sc cortan en unos
vértices.

[Le dibujo una regién no rectilinea limitada, y le pregunto:] ;Qué pien-
sas ti de esta figura? ; Puede tener drea?

jAnda! ;Claro! [Sefiala bien con el dedo.]

Bien, pero esta figura no tiene rectas que se juntan en vértices...

Si, pero yo lo decia por las de antes [refiriéndose a los poligonos].

Ya me lo imaginaba. Vamos a tratar, entre los dos, de dar otra defini-
cidn que nos sirva para todas las figuras, ;te parece?

i Vamos!

Volvemos a analizar los distintos poligonos: distinta forma, distinto
perimetro, igual 4rea...

(Puede ser lo que tienen igual?

(No es una respuesta inmediata, sino inducida por las preguntas de
la investigadora, ni tampoco muy precisa.)
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E. Sf, si. Muy bien. Pero, ;sigues pensando en los poligonos?

[C75] Si, pero me parece que sirve para todo, [Parte-la regién que yo le dibu-
jé, y dibuja otra figura uniendo esas partes, como se muestra a conti-
nuacion]

.. Sale una figura fea, pero su drea es la suma de las 4reas [sefiala las
dos partes] y es igual al 4rea total. Si cambias las partes de sitio, el drea
es igual.

Comprobamos un dominio total del concepto de 4rea como magni-
tud: hace alusi6n a los cambios de posicién y disposicién de las partes
y a la aditividad.

Pasamos a relatar las explicaciones dadas en las restantes cuestio-
nes de este bloque.

E. Muéstrame cémo hiciste este problema.
[C75] Es que, si antes tenfan un cuadrado y he formado un tridngulo, ahora lo
hago al revés [Problema 21

Observamos dominio de la reversibilidad. Pero hay muy pocos es-
tudiantes —dos de toda la muestra— que, de entrada, consideran que este
problema es reversible del anterior.

[C75] Le tengo que afiadir otros 4 tridngulos para que €l drea sea doble, y,
probando con la imaginacién... [Problema 31

Utiliza sus cualidades de visualizador, aparte de las propiedades del
4rea, asi como también el criterio de equicomplementacion.
Al referirnos al problema 4, se expresa como sigue:

B. Trata de explicarme...
[C75] No sé. Es muy dificil explicarlo.
E Si, si lo es, pero ti puedes intentarlo.

[C75] Te lo puedo explicar conla imaginacion.

E. Muy bien. Hazlo.

[C75] ... Le corto un trozo arriba y lo pongo a un lado y entonces es casi un
rectingulo. Para sacar un rectdngulo se le corta un poco a un lado y se
lleva al otro.

E. Muy bien.

248 Es curioso cémo recurre al modelo mental. Parece que el dibujo so-
A— bre el papel le turba, produciendo inseguridad.



Veamos como se expresa al referirnos al problema 5:

E.
[C75]
E.

[CT75]
E.
[C75]
E.
[C75]

E.
[C75]

(Recuerdas como obtuviste esta respuesta?

Para el abono el drea, y para la valla el perimetro.

Bien, pero es que ellos no saben determinar ni el drea ni el perimetro.
T les tienes que explicar cémo se hace.

Con un metro miden el perimetro y el drea... No sé una férmula...

(No conoces ninguna?

Sfi la del rectdngulo, la del tridngulo...

Basta. Con algunas de ellas podrds.

.. [Piensa largo rato, pero nunca mirando el papel]... ;Puedo hacer
tridngulos?

Si, ¢por qué no?

Puede hacer 4 y luego sumo las cuatro dreas. [Descompone bien trian-
gulando desde un vértice.]

Blogue II. Comparacion del area con otra magnitud

[C75]
E.
[C75]

Tiene la misma drea.
(Cémo has llegado a esta solucion?
Porque pesan igual y todo lo demds es igual.

La igualdad de pesos se impone a sus sentidos con mucha fuerza en
muchos de los estudiantes debido a su asociacién con figuras concre-
tas, incluso en los que, para escribir la proporcionalidad tiene que ser a
través de una regla de tres.

Bloque III. Infinitesimales e indivisibles

E.
[C75]
E.

[C75]
E.

[C75]
E.

[C75]
E.

[CT75]
E.
[C75]

No obtuviste ninguna respuesta para este problema.

Me suena a chino. [Problema 8]

Piensas que pueda haber un tridingulo que tenga la misma 4drea que un
circulo?

Si. Figuras de lados rectos y curvas pueden tener la misma drea.

T, que tienes tanta imaginaci6n, piensa en muchos, muchos circulos
concéntricos en los que los radios se escalonan de o a r.

iInfinitos!

Bien, déjame seguir. Imaginate que efectuamos un corte rectilineo des-
de el borde hasta el centro. ;Lo ves?

Si

Ahora te imaginas que lo vamos estirando capa a capa. ;Ves un tridn-
gulo?

Si... es raro... tiene un lado muy largo...

Ese tridngulo, ;tendrd la misma drea que el circulo?

iClaro! {Si no le hemos quitado nada!

Observamos cémo, a pesar de la descomposicién infinitesimal, que
él entiende y es capaz de visualizar, su justificacién ataia a «toda la fi- 249
gura»; no la pierde de vista.
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Estas dos superficies compuestas de indivisibles iguales dos a dos
tienen, pues, la misma area, los indivisibles se van formado con las
longitudes de las circunferencias, pudiéndose establecer una corres-
pondencia uno a uno que justifica la igualdad de reas.

Analicemos los argumentos esgrimidos en el problema 9:

[C75] El drea, porque el cilindro es el mismo y lo que cortamos en un lado lo
ponemos en ofro.

E. Muy bien, Pensemos en otro procedimiento a ver qué te parece. (Le
explico el principio de Cavalieri.)

[C75] ... Pero es mds fécil pasar de una figura a otra cortando.

E. (Por qué?
[C75] No sé. Siempre veo la figura.
E. Aqui, también. Lo tdnico que haces es desplazar hacia la derecha o la

izquierda segmentos...

Otra vez justificaciones en base a toda la superficie: cambio de for-
ma, pero sin perder de vista toda la figura. Justificaciones en base a la
magnitud, al recorte-pegado.

En el método de Cavalieri, lo tinico que utilizamos es una estricta
correspondencia biunivoca entre los elementos de dos configuraciones.
No hay ningtin proceso de aproximacion continua ni omisién de térmi-
nos.

El problema vuelve a ser el de la heterogeneidad de las dimensio-
nes: ven el drea como «suma» de indivisibles de un orden menor, y, al
ser segmentos, no tienen rea,

Bloque IV. Exhauscién

E. ¢ Cbémo obtuviste tu respuesta?

[C75] Pensé que cuadrados quedaba mds bonito.

E. Bien, pero el problema no te pedia que dijeras eso, sino cémo deberian
ser los ladrillos para resultar mds econdmico...

[CT5] Ya..

E. Y7

[C75] ;Grandes?

E. Bien. ;Cémo determinariamos los que hacen falta?

[C75] ... Si pudiese saber el drea de la piscina y la del ladrillo, los divido...

E. Bien. ;Lo puedes calcular?

[C75] ... Niidea...

E. Trata de recordar si has calculado aproximadamente el 4rea de una fi-
gura de esta forma.

[C75] {Nunca!

E. ¢ No has utilizado cuadricula?



[C75] (Qué eseso?

E. Ya sabes lo que es la cuadricula, pero podemos utilizar otros métodos
para hallar el drea.

[C75] ¢Recortando?

E. Sf, podria ser. Te voy a contar otro a ver qué tal. [Tridngulo desde un
punto interior.]

[C75] Pero siempre falta o sobra un poco para ser un tridngulo.

E Si, efectivamente. ;Crees que puede llegar un momento en que haya
tridngulos tan finos que no ocurra eso?

[C75] ... Yano serian tridngulos... serfan como los radios de un circulo...

E. Muy bien. El drea seria entonces el limite de la suma...

[C75] ... Pero, jqué drea? si los radios no tienen érea...

Aparece otra vez el mismo problema: pasar a los «radios» antes de
sumar las areas de los tridngulos.

Se pretende que el estudiante efectie el «paso al limite» a nivel de
la percepcidn visual de la magnitud en donde los tridngulos se estre-
chan hasta convertirse en segmentos, pero su imaginacién parece estar
encerrada en un dilema: si sumo las dreas de los tridngulos, siempre
me falta o sobra; si los convierto en segmentos, ya no tengo rea.

A la primera pregunta del problema 11 y al 12 responden asi:

[C75] ...No me decian que tenia que hallar el drea.
E. Te pedian que la midieras.

[C75] La he medido por el borde,

BE. Si, pero tenfas que medir el green...

[C75] Si, pero no sabfa. jComo decia medir...!

E. Un 4rea también se mide...

[C75] Si, pero se pone en el problema.

La palabra «medir» no es utilizada en los diferentes contextos con
el significado propio de lo que significa en cada uno de ellos. Al pare-
cer, la palabra «medir» queda definitivamente asociada a la longitud.
Tiene que ver con las actividades de la escuela en que «se miden» lon-
gitudes y «se calculan» areas.

Confunde area/perimetro sélo por esa palabra, ya que tiene muy
claro qué es el drea y qué el perimetro.

Veamos cémo responde otro estudiante al problema 10:

E. Te voy a contar otro método a ver cémo te parece. [Tridngulo desde un
punto interior.]

[C69] Asino va a salir exacto.

E. No. ;Cémo crees que podriamos conseguir mejores aproximaciones
del drea: con tridngulos mds grandes o mds pequefios?

[C69] ... A ver... Creo que mds pequefios.

E. Si quisiéramos hallar el drea exacta, jcudntos tridngulos tendriamos
que hacer?

[C69] Infinitos.

E Esta bien. Continta...

[C69] Si, pero ya no serfan tridngulos, se juntan los lados.
E. No importa. «Llenarfan» toda la figura.
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[C69] Si, eso lo veo, pero...
E. ;Qué pasa?
[C69] Que, entonces, ;cdémo sacamos el drea, si ya no hay tridingulos?

Observamos, tanto en esta entrevista como en la anterior y en mu-
chas méds que las descomposiciones infinitesimales no son privilegia-
das, ya que no hay separacion neta entre la percepcién que tienen los
estudiantes de las magnitudes y las propiedades de sus medidas. La
idea de que una magnitud se compone de afiadidos sucesivos de indivi-
sibles estaria en el origen de esta confusién.

Citamos, a continuacion, ciertos parrafos de la entrevista realiza-
da al estudiante [C66] que se pueden considerar como representativos
de los estudiantes que no han conseguido adquirir el concepto de 4rea.

E. {,Cémo has conseguido dibujar estos poligonos [Problema 1]

[C66] Dibujandolos.

E. Pero, ;has tenido en cuenta los 4 triingulos en que se descomponia el
cuadrado?

[C66] No, los he pintado y luego pinto las rayas y se hacen los tridngulos.

E. {Qué relacién hay entre las dreas de todos los poligonos?

[C66] ... Todos tienen drea... '

E. Si, pero, ;es igual o distinta?

[C66] ... Distinta,

E. (Podrias decirme qué es el drea?

[C66] Esto de aqui. [Sefiala el interior de cada poligono-]

E. Si has formado con los 4 mismos tridingulos cada uno de los poligo-
nos...

[C66] ... Yo no he hecho eso...

E Pero se puede hacer asi, ;no crees?

[C66] ... se podri...

Le recortamos 4 tridangulos de papel y se los damos para que cons-
truya poligonos.

[C66] [Formaun rombo y un tridngulo después de muchos esfuerzos.]

E. (No piensas que tienen la misma drea?

[C66] ... No. Esta tiene ésta [safiala el interior del rombo], y éste ésta [sefiala
el interior del tridngulo]

Manifiesta una concepcion del drea ligada a la forma.

No utiliza la propiedad aditiva del area. Sélo admite que figuras de-
terminadas tienen drea, lo que se manifiesta en su concepto mds primi-
tivo ligado a la extension.

En los problemas 6 y 7 pone de manifiesto el aspecto cuantitativo
del drea, ligado siempre a una férmula. Ni siquiera la igualdad de los
nimeros le permite afirmar la igualdad del é4rea. Para él solamente
pueden tener igual drea todas las regiones de igual forma y de la mis-
ma extension.

E. i Por qué piensas td que no tienen la misma drea?
[C66] Porque esto [sefiala el interior del rectdngulo] es distinto de esto [sefia-
la el interior de la figura en forma de caja].



[C66]

E.
[C66]

Con objeto de provocar un conflicto le pongo un cldsico problema de
calcular el drea de un rectdngulo de base 8 cm y altura 4 cm, y un
tridingulo de base 16 cm y altura 4 cm.

8 - 4 =32 [No pone unidades.]

16-4

T:32

Sfi, en nimeros es igual.
Entonces, serd igual, ;jno?
No, porque la del tridngulo la saco con la férmula «base por altura par-

tido por dos» y la del rectdngulo la saco con la férmula «base por altu-
ra».

En las preguntas planteadas en el problema 10 pone en evidencia la
imposibilidad de calcular el drea de figuras no rectilineamente limita-

das.

[C66]
E.
[C66]
E.
[C66]
E.
[C66]

E

[C66]
E.

[C66]

No tiene drea.

[Le sefialo la superficie] Entonces, ;qué es esto?

El 4rea.

;Entonces?

No tiene drea exacta.

£ Qué quieres decir?

No hay férmulas. S6lo son de tridngulos rectdngulos y figuras norma-
les...

¢ Te cuento cémo podriamos calcularla?

iSi no se puede!

Si td conoces la férmula para calcular el drea del tridngulo, pues la
aprovechamos. Descomponemos en tridngulos desde un punto interior

y luego sumamos el drea de cada tridngulo y obtenemos el drea de la
figura, [Toda la descomposicién en papel]

Si eso fueran tridngulos, si podria ser, pero le falta o le sobra para ser
un tridngulo...

Para que una férmula tenga sentido para el estudiante tiene que
construir una imagen del concepto de drea como una regién de la que
puede hablar antes de asignarle un nimero.

Pensamos que la tnica conservacién real del drea es a través de mo-
vimientos dindmicos no rigidos de la figura, y eso sélo se consigue
construyendo el 4rea como magnitud antes de asignarle un niimero.

Admite por primera vez la aditividad del drea. Pensamos que es
porque en esta pregunta sélo se utiliza el pensamiento figurativo y no
el operativo, que es el que debe utilizar al romper y pegar.

No es éste el tinico estudiante que admite la imposibilidad de calcu-
lar el drea de figuras no rectilineamente limitadas. No todos los expre-

san igual.

[C86]

... No tiene 4drea definida.
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7. CONCLUSIONES

A partir del anlisis interpretativo realizado en la audici6n y trans-
cripcién de las entrevistas, hemos llegado a la conclusién de que los
estudiantes utilizan tres imdgenes distintas del concepto de drea
concordantes con niveles distintos de razonamiento, y en los que enca-
jan todos los estudiantes entrevistados, y que hemos designado con los
apelativos de primitiva, operativa y descriptiva, con el significado
que el Diccionario de la Lengua de la Real Academia Espafiola atribu-
ye a estas palabras. Las dos primeras palabras ya habfan sido utilizadas
en otro contexto (Azcdrate, 1990).

El cuadro siguiente nos muestra la distribucién de estudiantes en-

trevistados de acuerdo con la imagen manifestada con respecto al con-
cepto de drea:

A39  A40 A54
PRIMITIVA | B4  B7 7 | 259%
Cc66 €86

A4l A42  A50 A51  A53  A59
OPERATIVA | B14 BI16 BI9 B2l B30 B36 | 18 | 667%
C65 C69 C74 C76 €82 C84
B3l

DESCRIPTIVA 2 7,4%
C75

27

e Un estudiante manifiesta una imagen primitiva del 4rea si sdlo
admite la nocién de drea que estd caracterizada por una concepcion por
parte del entendimiento humano de las formas espaciales en lo referen-
te a su extensién. A veces, llega un poco mds lejos, asignando un ni-
mero a un determinado poligono (generalmente, tridngulo o rectangu-
lo) como medida de su 4rea obtenida por medio de una férmula.

Podemos hablar de estudiantes con una imagen primitiva geométri-
ca ligada a la extensién y con una imagen primitiva numérica ligada a
una férmula, no siendo excluyente estas imdgenes en un mismo estu-
diante.

Las caracteristicas a destacar en estos estudiantes son las siguien-
tes:

— admitir que las superficies rectilineamente limitadas tienen drea,

— que el drea depende de la forma de la superficie, y, por lo tanto,
su medida viene determinada por una férmula;

— no admitir la congruencia de superficies con distinta forma;



— 1imposibilidad de admitir que se puede determinar el drea de su-
perficies no rectilineamente limitadas.

Estos estudiantes utilizan el término «area» como sinénimo de ex-
tension, y, por consiguiente, lo despojan de su sentido matemadtico per-
fectamente definido.

Al referimos al drea como magnitud, estos estudiantes sélo ponen
en juego el pensamiento perceptivo, de ahi su imposibilidad para ad-
mitir la igualdad de dreas en dominios que se derivan de otro por el
cambio de posicion o disposicion de sus partes. Sus imdgenes de con-
cepto contienen conflictos potenciales.

e Un estudiante pone en evidencia una imagen operativa del drea
si alcanza el concepto de area, y, por tanto, asigna propiedades a la no-
cion, pero no da una descripcidn explicita de qué entiende por area
junto con sus propiedades, que ni siquiera menciona, pero que usa co-
rrectamente.

Utiliza la palabra «drea» en dos sentidos: unas veces para significar
una cantidad fisica; otras veces, como medida de esa cantidad. Asi, el
«area» es «la superficie comprendida dentro de un perimetro», o bien,
«un 4rea de 4 m*», donde la palabra «drea» significa «la medida del
drea es».

Las caracteristicas a destacar en estos estudiantes son las siguien-
tes:

— admitir la igualdad de dreas para superficies de distinta forma,
estén o no rectilineamente limitadas;

— conservacién del drea mediante el cambio de posicion o disposi-
cidn de sus partes;

— utilizacién de la propiedad aditiva y transitividad,;

— admitir la posibilidad de poder asignar un nimero a cualquier
superficie, aunque no conozca procedimiento para hacerlo.

Estos estudiantes, que son capaces de manipular las imigenes para
transformarlas en otras, ponen en juego el pensamiento operativo.

Los estudiante que manifiestan esa imagen del concepto de drea no
presentan factores de conflictos potenciales.

e Un estudiante tiene una imagen descriptiva del drea si es capaz
de describir por medio del lenguaje qué entiende por area ligandolo a
sus propiedades que puede nombrar, ademas de utilizar correctamente.

Estos estudiantes, al igual que los anteriores, no se cuestionan la
existencia del 4rea. Parten de que hay algo que llamamos 4rea y que
todos tenemos una idea clara de ella, y que, al medirla, le asignan un
niimero, bien con un proceso finito o infinito, segin el caso. En el su-
puesto de los procesos infinitos que se emplean en el cédlculo de areas,
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es evidente en ellos que deben converger, puesto que el drea existe y el
drea es el limite.
Las caracteristicas de estos estudiantes son las siguientes:

— dan una descripcién verbal del area como lo que es comiin a to-
dos los dominios derivados de un tinico dominio con el cambio
de posicién y disposicién de las partes que le pertenecen (con-
gruencia de dreas);

— hablan de la propiedad aditiva y de la transitividad;

— hablan de asignar un nimero a cualquier dominio, esté o no rec-
tilineamente limitado, y conozcan o no un procedimiento para
calcularla.

Hay una notable diferencia entre los estudiantes descriptivos y los
operativos, ademés de la de poder explicar verbalmente qué entienden
por drea y asociarle unas propiedades, y es que los primeros conside-
ran el drea como la «clase de equivalencia» de todas las superficies
que tienen la misma 4drea, y los segundos consideran el 4rea como la
«superficie» comprendida dentro de un perimetro de una forma indivi-
dualizada, no siendo esto ébice para que reconozcan la congruencia de
diversas superficies cuando se les pregunta sobre ello.

Aunque esta iiltima clasificacién, basada en las entrevistas realiza-
das, es esperanzadora si la comparamos con los resultados del cuestio-
nario escrito, existe un 25,9% de estudiantes que presentan una imagen
primitiva del 4rea que es preocupante a estos niveles de aprendizaje.

En cuanto a las estrategias utilizadas, los resultados més relevantes
son los siguientes:

1. Los estudiantes tienen dificultad para utilizar mentalmente el re-
corte-pegado como estrategia para pasar de un poligono a otro.
Sin embargo, cuando se trata de reconocer la igualdad de dreas
entre poligonos de distinta forma o con otras regiones, el recor-
te-pegado se revela como uno de los métodos mejor aceptados
por los estudiantes. Este método lleva implicito el reconoci-
miento de la conservacién del area y de la propiedad aditiva.

2. Los estudiantes no recurren al cuadriculado para determinar el
drea de una region rectilinea o curvilinea, pero si son capaces de
utilizar correctamente la relacién inversa del drea con la unidad
de medida.

3. Constatamos la falta de estrategias para resolver problemas de
areas, aunque esto no impide a los estudiantes utilizar correcta-
mente el drea de forma operativa, lo que pone en evidencia un
aprendizaje descuidado.

4. Los cortes laminares por planos paralelos o descomposiciones
infinitesimales de las superficies no son procedimientos evoca-
dos espontidneamente para el cdlculo de areas por los estudian-



tes, ni en el caso de figuras rectilineamente limitadas ni curvili-
neas. Quiza esto se debe a tener que romper con la imagen que
tienen del drea como espacio que hay que cubrir.

5. La imposibilidad de «ver» un drea como limite de una suma de
infinitesimales tiene su origen en que «pasan» al indivisible de
una dimensién menos antes de sumar las areas, y en el paso al li-
mite les «desaparece» el drea. Esto pone en evidencia que el cdl-
culo de un drea bajo una curva definida por una funcién crearfa
problemas al tratar de remitir a los indivisibles de longitud
y=f@).

6. Se observa en los estudiantes un empleo tacito del infinitesimal
como algo muy pequefio pero distinto de cero. En este caso con-
creto, puede considerarse como una excrecencia de su percep-
cion. Indudablemente que estas primeras intuiciones sobre los
infinitesimales estdn ligadas a los infinitesimales del andlisis no-
estandar,
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