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RESUMEN

Después de una breve justificacion en la que se aboga por una didactica con fundamentos teé-
ricos, se presenta un modelo que intenta describir determinados componentes de los procesos que,
globalmente, tienen que ver con el aprendizaje o la ensefianza de las matematicas en general y de
la geometria en particular. Se analizan los componentes psicoldgicos de los estudiantes puestos en
juego durante el aprendizaje haciendo una clara distincién entre la definicién del concepto y la ima-
gen del concepto. Para concluir, se muestra parte del material elaborado por la autora para intro-
ducir el concepto de poligono basado en la aplicacién del modelo Vinner.

Palabras clave definicion del concepto, imagen del concepto, adquisicion del concepto y fun-
damentos tedricos.

ABSTRACT

After a brief justification in which | defend a kind of didactics based on strong theoretical com-
ponents, | present a model which attempts to describe certain components of the processes which,
globally, intervene in the learning or teaching of mathematics in general and of geometry in par-
ticular. | analyse the psychological components which come into play during the learning process,
making a clear distinction between concept definition and concept image. To conclude, | present
part of the material | prepared to introduce the concept of polygon based on the application of the
Vinner model.

Key words: concept definition, concept image, concept acquisition and theoretical fundamentals.

1. DIDAQTICA DE LA MATEMATICA: DISCIPLINA
CIENTIFICAY ACADEMICA

Yo soy un hombre de accién. Y td, un tedrico. Tenemos que unirnos.
La teoria y la practica compadre. Pondremos en marcha a este pue-
blo y no habra quien lo pare. Haremos grandes cosas.

Vargas Llosa

En estos tiempos de reforma de la educacion se impone la reflexion,
pero también la toma de decisiones que consideremos acertadas para lle-
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var a la préactica la nueva formacion matematica que deben recibir los
estudiantes, basada en la idea de que saber matematicas significa hoy
hacer matematicas, y que es, mediante la resolucion de problemas, el razo-
namiento, la comunicacién, las conexiones, la investigacion y la explo-
racién, como los estudiantes llegan a saber matematicas.

Es evidente que la reforma educativa en vigor, propuesta hace ya mas
de quince afos en la LOGSE (MEC, 1989), trata de enfocar de una mane-
ra diferente el conocimiento matematico que los estudiantes de educa-
cion infantil, primaria y secundaria deben adquirir. La propuesta norteamericana
(NCTM, 2003) hace recomendaciones en el mismo sentido.

Esta circunstancia implica automaticamente un cambio en la formacion
matematica de los futuros profesores, ya que el nuevo papel que, como
profesores, deben asumir consiste en disefar situaciones didagticas
utilizar programas de ordenador, materiales didacticos, etc., que refle-
jenel proceso de construccidn del concepto, y no sélo del concepto

En esta linea de trabajo podemos enmarcar la teoria desarrollada por
un grupo de investigadores israelies encabezados por Vinner acerca de
la formacion de conceptos matematicos, en general, y de conceptos geo-
métricos, en particular, que nos puede ser muy util como marco de refe-
rencia para desarrollar nuestros programas de formacion de maestros.

El método de trabajo en el aula, por la idiosincrasia de nuestros
centros, se convierte en contenido que ha de ser aprendido, ya que los
maestros van a ensefar como a ellos se les ha ensefado, no como se les
ha dicho que deben enseiiar.

Este modelo pertenece a la clase de modelos que hacen mas hinca-
pié en el aprendizaje que en la ensefianza, y permite analizar los com-
ponentes psicoldgicos de los estudiantes que entran en juego durante el
aprendizaje.

Hace ya cuatro décadas que la Didactica de las Matematicas se con-
virtié en una disciplina académica, y son muy diversas las rutas segui-
das para la consecucién de sus objetivos; algunas, incluso, totalmente
divergentes.

La asignaturas que tienen que ver con las Matematicas y su Didéactica
gue se imparten en las Escuelas Universitarias de Magisterio tienen una
base tedrica; no son Unicamente asignaturas de tipo practico, como
muchos profesores creen. En los programas, se han de incluir, por tan-
to, contenidos tedricos de las Matematicas que conforman el curriculo
de Educacion Infantil y Primaria asi como las teorias de aprendizaje y
los modelos de razonamiento que la investigacién en esta area ha pues-
to sobre la mesa. No seria una auténtica didactica la que prescindiera de
los fundamentos cientificos y se basara solamente en articulos de difu-

(1) Llamamos “situaciones didacticas” a aquellas situaciones de ensefianza en las que se trazan tra-
yectorias que van desde los distintos campos del saber (Matematicas, Psicologia, Pedagogia,
Epistemologia) hacia un problema especifico de ensefianza de la Matematica. (Glaeser,1981)



sion u opinion y en la presentacion de recursos didacticos. Hoy en dia,
una ensefianza de calidad tiene que recurrir a la investigacion y sus resul-
tados. El hecho de hacer las cosas sin formalismo no implica la reali-
zacion de tareas inconexas, sin ninguna fundamentacion tébrica.
Indudablemente, no hay nada mas practico que una buena teoria.

El objeto de la Didactica de la Matematica se encuentra en la encru-
cijada de muchas otras disciplinas: Sociologia, Psicologia, Antropologia,
Pedagogia, Epistemologia y Matematicas. Por tanto, analizar cualquier
problema de ensefianza-aprendizaje, bien sea desde la investigacion
bien sea desde la docencia, implica tener en consideracion todas ellas.
Sélo después de una visién de conjunto puede tener sentido la basque-
da de métodos didacticos que aspiren a ser efi€aces.

2. DEFINICION E IMAGEN DEL CONCEPTO

Lo que nos interesa subrayar es que, siguiendo tal metodologia, el
nifio llega por su solo esfuerzo a la definicidn, sin que ningun con-
cepto le sea impuesto. E. Castelnuovo

[...] comenzar con varios ejemplos y contraejemplos por medio de
los cuales los estudiantes se formen la imagen del concepto; si el con-
cepto no es demasiado complicado, el profesor puede incluso pedir-
les que sugieran su definicion del concepto. S. Vinner

(2) Recomiendo la lectura del libro de Bruno D’Amore (2005), que, desde una profunda vision teé-
rica, brinda las bases pedagdgicas, filosoficas, epistemolégicas y conceptuales de la Didactica
de la Matematica.

(3) Matematicos interesados en la educacion tales como Lebesque, Poincaré, Hadamard, Halmos,

Milton y Thom, todos ellos de primera clase, reflexionaron sobre la ensefianza de las Mateméticas
rigurosamente. Sin embargo, cometieron el error de tomar como base Unicamente los conte-
nidos matematicos y su estructura, obviando el proceso de pensamiento del estudiante. En cuan-
to al psicologo Piaget, las criticas a su trabajo se centran en lo que se refiere al pensamiento
espacial, en tres puntos: la distincién entre percepcién y representacion, la metodologia y la
utilizacion légica de las propias matematicas. Utiliza, a veces propiedades de las definiciones
que no son matematicamente aceptables. Su investigacion sobre la medida es de limitada uti-
lidad para proporcionar un modelo de desarrollo conceptual generalizable a todos los sistemas
de medida. Su falta de atencién a los procesos de aprendizaje fue denunciada por Vygotsky.
Los pedagogos Pestalozzi, Montesori, Dacroly y Freinet jalonaron un itinerario del pensamiento
educativo que parte de la concepcién sensualista-empirista para llegar a la escuela activa
(Castelnuovo, Aebli, etc.), segun la cual, las verdades fundamentales reposan sobre el testimonio
de los sentidos: la pedagogia consiste en “hacer”, “ver”y “tocar”. Un mal entendimiento hace
pensar que el tener al estudiante activo con un material cualquiera es suficiente. Sin embargo,
si esta actividad fisica no se proyecta hacia el plano de la actividad mental no hay verdadera
actividad matematica; hay, simplemente, empirismo.
Se puede hacer referencia a muchas otras investigaciones, pero razones de espacio me lo
impiden. Una vision completa de la historia de la Didactica de la Matematica queda recogidq)ﬂ
en el capitulo 1 del tomo 3, 7-77, del Proyecto Docente presentado para el acceso al cuerpo de
Profesores Titulares de Escuela Universitaria.
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Hasta no hace mucho tiempo, una incursién en los libros de texto o
las charlas con algunos profesores, nos mostraba que las definiciones teni-
an un papel fundamental en la presentacién de la materia al estudiante.
Vinner® ha puesto en evidencia los problemas y dificultades que resul-
tan de este estado de cosas.

Hoy en dia ya existe un creciente cuerpo de investigacion que ha “liga-
do” la mente de los estudiantes con las mateméticas a través del térmi-
noconcept-imag® acufiado por Tall y Vinner (1981), estableciendo asi
una diferencia entre lo que este término significa y la definicion del con-
cepto. Ambos términos tienen esta caracteristica: todos los conceptos mate-
maticos, excepto los primitivos, tienen definiciones formales. Muchas
de estas definiciones se presentan a los estudiantes mas tarde o mas tem-
prano. Pero el estudiante no necesariamente utiliza la definicion cuan-
do decide si un objeto matematico es un ejemplo o un contraejemplo del
concepto, sino que, en la mayoria de los casos, toma una decisiéon
basandose en lmagen del conceptpque es el conjunto de todas las
imagenes mentales asociadas en la mente del estudiante con el nombre
del concepto, pudiendo tratarse de una representacion visual o bien de
una serie de impresiones o experiencias. Es, por tanto, algo no verbal,
que se ha ido formando a lo largo de los afios por medio de experien-
cias de todo tipo y que puede que contenga partes que no estén de
acuerdo con la definicion formal o con otras de la propia imagen. En estos
casos, el comportamiento del estudiante puede diferir de lo que espera
de él el profesor. El hecho de que un mismo estudiante puede reaccio-
nar de manera diferente ante un mismo concepto en situaciones distin-
tas es lo que hizo a los citados autores introducir el témnimied con-
cept-imagepara describir la parte de la memoria evocada en un concepto
dado.

Deducimos que, en la teoria de Vinner, adquirir un concepto signi-
fica, entre otras cosas, adquirir un mecanismo de construccion e iden-
tificacion mediante el cual ser& posible identificar o construir todos los
ejemplos del concepto tal y como éste esta concebido por la comunidad
matematica. En todo ejemplo de concepto podemos encatritar-
tos relevantesque son la propiedades que lo definen como tal concepto,

y atributos irrelevantes, que son propiedades no necesarias a ese con-

(4) Para Vinner, las definiciones crean un serio problema en el aprendizaje de las matematicas. Representan,
quiza, mas que otra cosa, el conflicto entre la estructura de las matematicas segun las conci-
ben los mateméaticos profesionales y los procesos cognitivos de la adquisicién de conceptos.
El profesor y el autor del libro de texto pueden pensar que su tarea ha terminado con la intro-
duccion de la definicion formal. Pero no deben hacerse ilusiones sobre el poder que tenga esta
definicion en el pensamiento matematico del estudiante. (Vinner, 1991)

(5) Término que ha sido traducido al castellano con diversas expresiones. Yo he adoptado la de “ima-
gen del concepto”.



cepto y que permiten diferenciar unos ejemplos de otros. Las primeras
son Utiles para dar la definicion del concepto; las segundas las utiliza-
mos, generalmente, para realizar clasificaciones.

La relacién entre los elementos que permiten al estudiante construir
conceptos basicos geométricos basada en los planteamientos de
Hershkowitz (1990) queda recogida en la figura 1.

EJEMPLOS < > | CONTRAEJEMPLOS
ATRIBUTOS ATRIBUTOS
IRRELEVANTES RELEVANTES
v
CLASIFICACION DEFINICION
Figura 1

Desde esta perspectiva, se debe comenzar presentando varios ejem-
plos y contraejemplos mediante los cuales los estudiantes se formen una
imagen del concepto; si el concepto no es muy complicado, el profesor
puede pedirles, incluso, que sugieran su propia definicién. La clave
estd, en mi opinién, en la adecuada seleccién de los ejemplos y contra-
ejemplos.

Para seleccionar ejemplos y contraejemplos, Charles (1980) recomienda
seguir las directrices recogidas en la figura 2, que constituyen un resu-
men de todo el proceso elaborado por la autora.
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UNA ]NTERERETAC[ON DE LA FORMACION DE CONCEPTOS:
DEFINICION E IMAGEN DEL CONCEPTO SEGUN VINNER

= ~

DEFINICION DEL CONCEPTO IMAGEN DEL CONCEPTO
Todos los conceptos matemticos, Conjunto de todas las imagenes mentales
excepto los primitivos, tienen asociadas en la mente del estudiante con
definiciones formales, Muchas de estas el nombre del concepto, pudiendo ser
definiciones se presentan antes o después una representacion visual o bien una
a los estudiantes. Pero los estudiantes no serie de impresiones o experiencias. Es,
necesariamente utilizan la definicion por tanto, algo no verbal que se ha ido
cuando deciden si un objeto matemitico formando a lo largo de los afos por
es un ¢jemplo o un contracjemplo del medio de experiencias de todo tipo y que
concepto. puede que contenga partes que no estén
de acuerdo con la definicion formal o
con otras partes de le propia imagen. En
estos casos el comportamiento del
estudiante puede diferir de lo que espera
de él el profesor.

ADQUIRIR UN CONCEPTO SIGNIFICA

Adquirir un mecanismo de construccion e identificacion mediante el cual serd posible
identificar o construir todos los ejemplos del concepto tal y com o éste esta concebido por la
comunidad matematica.

En todo ejemplo de concepto encontramos atributos relevantes y atributos irrelevantes.

Desde esta perspectiva, se debe comenzar con varios ejemplos y contragjemplos:

+ Identificar los atributos relevantes del concepto objeto de consideracion, asi como los

atributos irrelevantes que se presenten con mayor frecuencia.

+ Seleccionar los ejemplos de modo que los atributos irrelevantes de mas frecuente
aparicion sean variados.

- Seleccionar una variedad de contragjemplos en los que se infrinjan los diversos atributos
relevantes.

+ Llamar la atencion de los estudiantes hacia los atributos relevantes e irrelevantes mediante
preguntas y explicaciones.

+ Pedir al estudiante que elabore la definicion si ¢l concepto no es muy dificil.

Figura 2




3. MODELOS DE ACTIVIDAD MENTAL

Las palabras y el lenguaje, escrito u oral, parece que no juegan

ningun papel en mi mente. Los constructor psicolégicos que son

los elementos del pensamiento son ciertos signos o dibujos, mas

0 menos claros que pueden reproducirse y combinarse a voluntad.
H. Hadamard

La mayoria de los profesores, segun afirma Vinner, tienen la creen-
cia (casi siempre err6nea) de que los estudiantes, ante una determina-
da tarea, basan sus razonamientos en las definiciones formales de los con-
ceptos que han recibido de forma verbal y que sus imagenes tienen un
papel secundario. Pero las cosas, como nos muestra el propio¥inner,
no ocurren asi.

Supongamos la existencia de dos “células” diferentes en nuestra
estructura cognitiva; en una se almacena(n) la(s) definicién(es) del con-
cepto y en otra las imagenes del concepto. Una de ellas, o incluso
ambas, podrian estar vacias. Puede haber interaccion entre las dos, o se
pueden formar independientemente. Muchos profesores esperan que, tan-
to en el proceso de formacion de conceptos como en los procesos de reso-
lucién de problemas o en la realizacion de tareas, se activen las dos célu-
las e interactien entre ellas. Estas creencias darian lugar a los tres
modelos siguientes (Figs. 3, 4 y 5) de actividad méhntal:

Respuesta

T

Definicion del concepto Imagen del concepto

T

Tarea

Fig. 3. Interaccion entre la definicion y la imagen.

(6) Vinner (1991, 65-81).

Hershkowitz (1990) describe tres tipos de comportamiento de los estudiantes identificados por
el modelo de Vinner, dependiendo de la calidad de las imagenes conceptuales de un estudiam
te relacionadas con los ejemplos prototipicos que posee el estudiante.

(7) Tomados de Vinner (1991, 71-73).



Respuesta

Definicion del concepto Imagen del concepto

\
T

Tarea

Fig. 4. Deduccién puramente formal

Respuesta

0

Definicion del concepto Imagen del concepto

/
T

Tarea

Fig. 5. Deduccion segun pensamiento intuitivo.

La caracteristica comUn a todos estos procesos ilustrados es que, reac-
cione como reaccione nuestro sistema de asociacion cuando se nos
plantea un problema en un contexto técfija® supone que no debe-
mos formular nuestra solucion antes de consultar la definicion del con-
cepto. Este es, por supuesto, el proceso deseable. Desafortunadamente,
la practica es diferente, ya que lo que realmente ocurre nos lo muestra
la figura 6.

(8) Todo estudiante se mueve en dos tipos de contextos: los contextos de la vida corriente y, en opo-
sicion a ellos, los “contextos técnicos”. En estos Ultimos, es necesario asignar un significado
a cada término, y, por consiguiente, cuando se trabaja en estos contextos se deben consultar las
definiciones, ya que, en caso contrario, podria haber equivocaciones.



Respuesta

T

Definicion del concepto Imagen del concepto

Tarea

Fig. 6. Respuesta intuitiva.

Aqui, lo que ocurre es que la célula de la definicion del concepto no
esta vacia, pero no es consultada durante el proceso de resolucion del
problema. Prevalecen los habitos del pensamiento de la vida corriente,
y el estudiante no es consciente de la necesidad de consultar la defini-
cion formal.

Vistas asi las cosas, parece que lo adecuado es actuar sobre la ima-
gen del concepto para transformarla y mejorarla mediante la ayuda de
lo que Tall (1985) llamarganizadores genéricosque son micro-
mundos dentro de los cuales el estudiante puede manipular un concep-
to u objetos relacionados con él. Unas veces serdn programas de orde-
nador; otras, material curricular, etc.

4. PARALELISMO ENTRE UN MARCO PSICOLOGICO Y UN
MARCO EPISTEMOLOGICO

Un conocimiento profundo de las cosas no lo obtendremos ni
ahora ni nunca en tanto que no las contemplemos en su crecer
desde el principio. Aristoteles

Este analisis que hace Vinner (1991) acerca de como se crean y
evolucionan las imagenes del concepto en la mente de los estudiantes
tiene, desde mi punto de vista, un paralelismo con la forma en que
Lakato®’, en1976, reconstruye la evolucion histérica del conocimien-

(9) Lakatos (1976) ofrece una alternativa totalmente diferente del fundacionismo, que ha domi
nado la filosofia de la matematica a lo largo del siglo XX. Se puede decir que Poppes y Polya
son padrinos de su obra.



M

to matematico. Por lo tanto, el conocer el desarrollo histérico de un con-
cepto nos puede ayudar a comprender como se produce el proceso de
aprendizaje de ese concepto —por qué aparecen determinadas dificulta-
des o errores— 0 a organizar su ensefianza.

Esta metodologia se basa en una hipétesis segun la cual los proble-
mas que ha tenido que resolver la humanidad para llegar al conocimiento
que tenemos hoy de un concepto determinado son paralelos a los pro-
blemas que tiene que superar un estudiante actual para comprender
correctamente ese concepto. Se trata, por tanto, de emparejar el proce-
so de aprendizaje con ese desarrollo historico, evitando el error de cre-
er que los estudiantes recorren los mismos caminos por los que se ha desa-
rrollado la historia o que hay que conducirlos paso a paso, pues las con-
diciones actuales son muy diferentes a las de tiempos pasados.

Aunque hay claras diferencias, como afirma Dreyfus (1991), entre
el proceso de aprendizaje y el de investigacion (creacion), o que nos inte-
resa es realzar las similitudes, y es que, en ambos casos, el individuo,
mentalmente, tiene que manipular, investigar y hallar algo sobre unos
objetos de los que posee unos conocimientos muy parciales y frag-
mentados. Por esto defiende que el profesor que ha hecho investigacion
en Did4ctica de la Matematica entiende mejor los procesos de aprendi-
zaje de los estudiantes de Matematicas.

El paralelismo del que he hablado anteriormente lo establezco en los
términos siguientes: la familiaridad con el concepto de la que habla Lakatos
se puede identificar con la imagen del concepto de Vinner. Los mons-
truos pueden verse como los atributos, propiedades, etc., que no estan
incluidos en la imagen del concepto. El largo proceso de pruebas y refu-
taciones lo asociamos con el estudio de ejemplos, contraejemplos y ana-
lisis de propiedades. La exclusion de monstruos supondria una expan-
sion de la imagen del concepto. Por ultimo, cuando Lakatos habla del
concepto generado por la prueba, podria tratarse de la imagen del con-
cepto generado por la experiencia del estudiante.

Se debe tener en cuenta el papel que juegan en la formacién de la ima-
gen del concepto: los procesos de resolucién de problemas y realizacion
de tareas, los errores, los procesos visuales, la utilizacion del ordenador
y las distintas secuenciaciones del curriéfilo.

(10) Ejemplos desarrollados de aplicacion de la teoria en el aula pueden verse en Turégano (2006).
La plicacion en investigacion queda recogida en Turégano (1994) y, de forma esquematica,
en Turégano (1998), donde el marco epistemoldgico de Lakatos y y el psicoldgico de Vinner
se unen de forma coherente para estudiar las imagenes del concepto de integral definida a lo
largo de la historia y en la mente de los estudiantes.



5. APLICACION EN EL AULA. EL CONCEPTO DE POLIGONO

En la vida intelectual, a diferencia de lo que sucede en la vida civil,
es el hijo quien reconoce al padre. Julian Marias

Desde el afio 1992, en el inicio de cada curso académico, trato de deter-
minar en los estudiantes, mediante sencillos cuestionarios, las image-
nes de los conceptos geométricos que fundamentan la geometria de la
educacion primaria. La finalidad de esta pequefia investigacion es tomar
decisiones acerca de cOmo actuar para poder mejorar, completar o cre-
ar dichas imagenes.

Voy a presentar a continuacion, de forma esquemaética, parte de un
material curricular disefiado por la autora para introducir el concepto de
poligono y, a partir de ahi, poder hacer clasificaciones.

Afo tras afio, los estudiantes presentan los mismos resultados:

- Sus imégenes son incompletas: no estan incluidas todos los atri-

butos relevantes.

- No reconocen ni distinguen los atributos irrelevantes.

- No son capaces de dar una definicidn, que es precisamente lo que

se les ha ensefiado a lo largo de su escolaridad.

Esto implica que el estudiante de Magisterio, al inicio del curso, no
es capaz de reconocer y reproducir nada mas que los ejemplos prototi-
picos: cuadrilatero, pentdgono, hexagono, etc., convexos, presentados,
por supuesto en la forma estandar. Incluso tienen dudas de que el tridn-
gulo sea o no un poligono.

A continuacion, se muestran las 4 primeras laminas que el estu-
diante realiza para conseguir dar una definicion de lo que entiende por
poligono y distinguir, sin ningtn género de duda, los poligonos de las
demas figuras geométricas.

Lamina 1. Ejemplo y contraejemplo de poligono. Finalidad: deter-
minacion de los atributos relevantes.

Poligonos | No poligonos Diferencia(s)
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Lamina 2. Multiples ejemplos de poligonos en los que intervienen
el maximo de atributos irrelevantes. Finalidad: permitir al alumno rea-
firmar los atributos relevantes (todas los tienen) y determinar los irre-
levantes (unas las tienen y otras no).
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Lamina 3: Mdltiples contraejemplos de poligonos. Finalidad: jus-
tificar que no es un poligono negando alguno(s) de los atributos relevantes.
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Lamina 4. Multiples ejemplos y contraejemplos de poligonos.
Finalidad: Justificar (sefialando los atributos relevantes) que una figu-
ra es un poligono. Justificar (negando uno o varios atributos relevantes)
gue una figura no es un poligono.
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Una vez realizadas estas cuatro laminas, ya se puede pedir al estu-
diante que dé una definicion de poligono. Es un proceso opuesto al del
enfoque tradicional, en el que el profesor impone una definiciéon sin un
andlisis previo. El resultado obtenido ya ha sido comentado al inicio del
epigrafe 5.
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