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RESUMEN

Este trabajo realiza, en primer lugar, un estudio de manuales de primero y segundo de
Bachillerato-LOGSE, respecto al concepto de integral definida, exponiendo las cuatro di-
mensiones que se han considerado y un ejemplo de aplicacién a un manual de 2.° de Bachi-
llerato. En la segunda parte, se hace un estudio comparativo entre los nueve manuales
analizados, mds representativos de Jaén y provincia, centrdndonos en los significados institu-
cionales histéricos y en los conflictos semi6ticos.

1. INTRODUCCION

En determinados ambientes educativos es ficil encontrar artfculos, conferencias,
comunicados y, en general, comentarios que aluden al bajo rendimiento de los
alumnos que ingresan en la Universidad, en particular en las carreras cientifico-
tecnoldgicas y, especificamente, en aquellas materias en las que es basica la com-
prensién de conceptos fundamentales del Andlisis Matemadtico (1imite, continuidad,
derivada e integral).

Con la implantacién del Bachillerato-Logse, ese bajo rendimiento académico
puede ser inferior, ya que a los estudiantes se les dota de un conocimiento intuitivo
sobre los conceptos del Cilculo que no les permite alcanzar el minimo grado de
abstraccién que se requiere para el estudio de esas nociones en el primer curso
universitario. Los diversos conflictos semiéticos (Godino, 2001; Contreras, 2002)
que surgen en el aprendizaje de las nociones indicadas, nos llevan a inferir que una
ensefianza que no tenga en cuenta la superacién de dichos conflictos, por parte de
los alumnos, influird negativamente en su rendimiento.
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2. MARCO TEORICO

Esta comunicacion se enmarca en la teoria de las funciones semidticas (TFS):
Godino y Batanero (1998); Godino (2001); Font (1999); Contreras y Font (2002);
Contreras (2002), la cual es conocida, por lo que tnicamente se dard una breve
descripeion de este enfoque tedrico centrado en los constructos significado institu-
cional y conflicto semidtico, que son los mds relevantes para este trabajo.

Significado institucional

Los objetos matemdticos se pueden considerar como entes abstractos que emer-
gen progresivamente de sistemas de pricticas socialmente compartidas en una ins-
titucidn, ligadas a la resolucién de cierto campo de problemas matemdticos. Se
recurre a la mdxima pragmdtica para definir ¢l significado de un objeto institucio-
nal: Sistema de pricticas institucionales asociadas al campo de problemas de las
que emerge ¢l objeto en un momento dado.

Conflicto semidtico

En Godino (2001), se da la siguiente definicién de conflicto semidtico: «dispari-
dad o desajuste entre los significados atribuidos a una misma expresién por dos
sujetos (personas o instituciones) en interaccién comunicativa». Clarificando este
constructo, denominaremos conflicto semidtico a toda expresidn matemdtica en la
que alguno o algunos de los elementos semidticos (entidad primaria o faceta) del
significado, correspondiente a dicha expresién, entre en contradiccidn o esté ausen-
te con respecto al significado institucional de referencia.

Obviamente, lo que interesa al profesor es identificar (en la historia, en los
manuales, en la clase...) posibles conflictos semidticos, es decir, conflictos semid-
ticos potenciales. En este trabajo se exponen los conflictos semibticos sobre la
integral definida que se han detectado y que pueden ejemplificar este constructo.

3. PROBLEMA DE INVESTIGACION

Uno de los fenémenos didécticos que consideramos fundamental dentro de la
ensefianza del Anilisis Matemdtico es el de la algebrizacién del cdlculo integral
escolar, ya sefialado por Artigue (1998), el cual se manifiesta en enfoques instruc-
cionales excesivamente algebraicos y, por tanto, reduccionistas, al basarse en ope-
raciones de tipo algebraico, tratando de una forma simplista, e incluso eludiendo, el
estudio de los resultados de las razones de cambio.

De este fendmeno diddctico, emerge un problema diddctico-matematico, cuyo
estudio supone todo un complejo entramado de otros fendmenos derivados, que
conducen a un verdadero programa de investigacién. La cuestién bdsica puede
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formularse mediante las preguntas: ;Por qué se enfoca la ensefianza elemental del
Ciélculo Integral bajo una perspectiva algebraica y no como el estudio de los proce-
sos de cambio caracteristicos del Céleulo?, ;qué tipo de ensefianza ofrecen los
manuales, respecto a este objeto matemaético?, ;cudles son los significados institu-
cionales y conflictos semiéticos tratados en los libros de texto?

4, HIPOTESIS
La bisqueda de respuestas a esta pregunta nos conduce a formular:

Hipdtesis 1. Con referencia a las situaciones de ensefianza donde aparece el
objeto de integral, los libros de texto muestran unos significados que pueden iden-
tificarse dentro de los que el estudio histérico determina.

Hipdtesis 2. En general, en los textos dirigidos al Bachillerato, no se abordan
algunos de los significados institucionales de la integral definida, cuyo estudio
podria facilitar la emergencia de este objeto. Ademds, se observa la presencia de
determinados conflictos semiéticos que pueden originar dificultades de compren-
sién.

5. OBJETIVOS

Esta investigacién persigue un objetivo general: Identificar los factores y fené-
menos diddcticos que pueden influir en una adecuada comprensién, en los estudian-
tes de Bachillerato, respecto a la integral definida.

Para alcanzar este objetivo general se requieren diversos objetivos especificos.
Sin embargo, dadas las 16gicas limitaciones de este trabajo, en €l se tratardn Unica-
mente:

— Analizar los significados institucionales histéricos y conflictos semi6ticos
asociados que pueden detectarse en el desarrollo epistemoldgico del objeto
integral definida,

— Analizar los significados institucionales y los conflictos semiéticos corres-
pondientes a libros de texto de Bachillerato actuales, correspondientes a la
muestra elegida, respecto al objeto integral, compardndolos con los significa-
dos institucionales histéricos.

6. DISENO Y METODOLOGIA
Poblacién, muestra y procedimiento de muestreo

El universo para realizar la investigacién lo constituyen los manuales de Mate-
méticas de 1.° y 2.° de Bachillerato utilizados por los Institutos de Educacién
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Secundaria de Jaén y provincia durante el curso 2000-2001. La muestra estd
constitnida por 9 libros de texto, para cuya seleccién se ha atendiendo a que
fueran los més recomendados y/o utilizados por los profesores y estudiantes.

Metodologia empleada

Esta es una investigacién que analiza principalmente variables cualitativas, como
los elementos de significado institucional del objeto integral definidaen 1.°y 2.° de
Bachillerato. Se siguié la metodologia propuesta en Contreras y cols. (2003), que
exponemos en epigrafe aparte.

7. ANALISIS DE MANUALES

El andlisis de libros de texto constituye un instrumento muy Util para estu-
diar los significados institucionales y los conflictos semiéticos inherentes a este
momento de la transposicién didédctica o, como denomina Schubring (1987), de
los procesos de elementarizacion. A este respecto, destacan las aportaciones de:
Schubring (1985, 87, 97), Kang y Kilpatrick (1992), Morgan (1996), Love y
Pimm (1996).

En relacién con el andlisis de manuales respecto a las nociones del Andlisis
Matemadtico, también han sido numerosos los estudios desarrollados. Nuestro
grupo de investigacién, se viene trabajando desde 1995 en este campo. Asf{ en
Séanchez y Contreras, 1995 se analizaron textos matemdticos de 2.° de Bachille-
rato, de COU y de primer afio de carreras técnicas, en cuanto a la nocién de
limite, segin las diversas variable. Posteriores trabajos han desarrollado las
ideas anteriores (Sdnchez, 1997, Sdnchez y Contreras, 1998 y Contreras y cols.,
2000...).

En Sierra; Gonzéalez y Loépez (1999), se analizaron manuales segiin diversas
categorias de andlisis: conceptual, did4ctico-cognitivo y fenomenolégico, en torno
a los conceptos de limite y continuidad. Posteriormente, en Gonzdlez (2002) se
amplfo el andlisis de manuales.

En Contreras y cols. (2003), se analizaron los 10 manuales de Matemdticas de
1.° y 2.° de Bachillerato mds utilizados en los centros de Educacién Secundaria de
Jaén y provincia, en torno a los conceptos de derivada e integral. Nuestra propuesta
se diferencia de las anteriores al incorporar los significados institucionales y los
conflictos semidticos a la dimensién epistemolégica. Ademds, se amplia y profun-
diza en las otras dimensiones.

7.1. Dimensiones del andlisis de manuales

Teniendo en cuenta el estudio epistemoldgico, que aparece posteriormente, el
cual nos informa de los significados institucionales y de los conflictos semidti-
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cos de las nociones tratadas, y las aportaciones comentadas, se describen las
diversas dimensiones consideradas en este estudio, de una forma resumida por
razones de extensién (para una informacién mas detallada, ver Contreras y
cols., 2003).

0) Introduccion

Titulo del capitulo y posicién del mismo con relacién al conjunto de la obra.

1) Andlisis diddctico-cognitivo: ANDCG

ANDCG;,: Objetivos Si aparecen, de modo explicito.

ANDCG,: Teorfas de la ensefianza-aprendizaje subyacentes,

ANDCG,;: Capacidades que se desarrollan en el lector: recepcién del conocimiento
de modo pasivo, descubrimiento del conocimiento, construccién del conocimiento.

ANDCG;,: Conexién con las ideas previas: si el autor busca enlazar el concepto
que se estd trabajando con otros conceptos estudiados.

2) Analisis fenomenolégico didéctico: ANFD

ANFD,: Uso de una situacién de la propia matemadtica.
ANFD,: Una situacién de otras ciencias.
ANFD,: Una situacién de la realidad.

3) Analisis sustantivo; ANS

ANS : Definicién. (Intuitiva o formal).

ANS,: Estatus. (Herramienta u objeto de conocimiento).

ANS,: Ejemplos.

Lugar donde se incluyen, contexto utilizado (numérico, grafico...), tipo de fun-
cién utilizada (continua, creciente, lineal...), resolucién (hecha o no, completa,
intuitiva...) y procedimiento de resolucién (numérico, grifico...).

ANS,: Ejercicios.

En primer lugar, se explicitard si estd resuelto. Se clasificaran en: conocimientos
previos, célculo algoritmico, bisqueda, aplicacién de propiedades o de la defini-
cién, demostracién, vida real.

ANS,: Registros semi6ticos (lenguajes).

Distinguiremos: registro semi6tico verndculo, algebraico, grifico, numérico, métrico.

ANS,: Nociones asociadas. Si el autor hace referencia dentro del tema estu-
diado.
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4) Anélisis epistemolégico: ANEP

Estudia la evolucién del conocimiento de que se trate. Corresponde al estudio de
los significados institucionales y los conflictos semidticos.

ANEP,: Conflictos semiéticos presentes no tratados en el manual.
ANEP,: Conflictos semidticos no presentes en el manual.
ANEP, : Significados institucionales histéricos.

ANEP,,: Referencias histéricas,

8. SIGNIFICADOS INSTITUCIONALES HISTORICOS DE LA INTEGRAL
DEFINIDA

En este apartado, son de interés numerosas aportaciones, de las que destaca-
mos: Wenzelburger (1993); Turégano (1993, 98); Azcérate y cols. (1996); Can-
toral (2000); Labraiia (2001); Ordéiiez y Contreras (2001). En cuanto a libros
de texto e histdricos sobre la integral definida, las principales referencias bi-
bliogrdficas originales de autores como: Lacroix, Cauchy, Baire, Lagrange,
Moigno, Garcia de Galdeano, Rouché y Lévy. Ademds, de otras referencias
més generales,

Por razones de espacio, Unicamente se enumeran y describen de modo muy
conciso los significados histéricos de la integral definida (para mayor detalle ver
Contreras y cols., 2003):

Integral de Newton (SIH ), tiene mucho que ver con la integral indefinida al
utilizar la inversién de la diferenciacién para el cdlculo de las 4reas.
Integral de Leibniz (SIH,), estd relacionado con el proceso que hacen los
manuales con los rectdngulos superiores e inferiores, puesto que interpreta el
drea curvilinea como suma de rectidngulos.

Integral de Cauchy (SIH,), como limite de una suma para funciones conti-
nuas y para funciones con discontinuidades de salto e infinitas.

Integral de Riemann (SIH,), como limite de una suma para funciones con
discontinuidades aisladas y también aquellas que tienen un conjunto denso de
puntos de discontinuidad. Posteriormente, prescindié de la continuidad y de
la continuidad a trozes en la definicién de integral.

Integral de Darboux (SIH,), para funciones acotadas, por tanto integrables, y
con discontinuidades de medida cero. Define las sumas inferiores y superio-
res y demuestra el Teorema Fundamental del Célculo para funciones integra-
bles en sentido amplio.

Integral de Lebesgue (SIH), define funcién acotada y medible en un con-
junto, aunque se puede extender a cierta clase de funciones medibles no
acotadas. Es el conjunto de valores de la imagen (la ordenada) lo que se
divide en partes.
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Conflictos semidticos asociados a los significados institucionales

— CSVAA del valor aproximado del drea. Consiste en considerar que el édrea
sélo puede tomar un valor aproximado y no fijo. Se asocia a la fuerte depen-
dencia del infinito potencial frente al actual.

—~ CSGL de la consideracién geométrica del 1imite. Se efectiia el paso al limite
en el nivel de la imaginacién visual de las magnitudes, donde los rectdngulos
se estrecharan hasta llegar a ser efectivamente segmentos.

— CSDD de la discordancia dimensional. Una cierta percepcién de las magnitu-
des se inmiscuye en los célculos de las 4reas y de los volimenes de manera
que magnitudes de dimensiones distintas se entremezclan, lo que puede con-
ducir al error.

— CSMU del movimiento uniforme. Puede aparecer cuando se introduce la inte-
gral definida con situaciones que tienen que ver con el espacio recorrido por
un mévil y su velocidad.

9. EJEMPLOS DE APLICACION

Este apartado se exponen dos ejemplos. En el primero se estudia un manual, uno
de los mds representativos (tablal), en cuanto a las diversas dimensiones desarrolla-
das en el apartado 7, a fin de poder mostrar la potencia de las diversas dimensiones
en el andlisis de la actividad matematica de un texto.

En el segundo, se estudian todos los manuales, aunque respecto a la dimensién
epistemoldgica (ANEP), puesto que se trata de la més relevante de nuestro marco
tedrico, permitiéndonos comparar todos los manuales desde una misma dimensicn.

Discusion

No aparecen objetivos en el manual, aborddndose directamente los contenidos.
El esquema corresponde con una introduccién de tipo trasmisivo, en consecuencia,
el desarrollo de contenidos no favorece el trabajo de investigacién. Por ello, aunque
se desarrolla la integral definida como objeto de conocimiento en sf misma, utiliza
s6lo una definicién formal y los ejemplos, generalmente resueltos, aparecen siem-
pre después de ésta.

El tema comienza haciendo referencia al curso anterior, en el que se introdujo la
nocién de 4rea bajo una curva mediante el cdlculo del espacio en un movimiento.
En este sentido, ANDF, nos informa de que no se contemplan otro tipo de situacio-
nes provinientes de otras ciencias ni de la vida real. Ademds de los gjercicios, s6lo
el 89% se dedica, o bien a cdlculos algoritmicos, o bien a aplicaciones de propieda-
des, quedando un pequefio porcentaje para problemas de biisqueda. Unicamente un
gjercicio es de aplicacidn a la vida real, lo que abunda en la escasa contextualiza-
cién del concepto.

La dimensién ANEP se comentard globalmente con los demés manuales.
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Tabla 1, Manual 8. (2.° de Bachillerato)

VARIABLES O SUBVARIABLES
DIMENSIONES

ANDCG,

ANDCG, Trasmisiva.

ANDCG ANDCG, Papel pasivo, receptor de conocimientos.
ANDCG, Eltema comienza haciendo referencia al curso anterior, en el que
se introdujo la noci6n de drea bajo una curva mediante el célculo
del espacio en un movimiento.

ANDF, Sc aborda el 4rea de una regién del plano.

ANDF ANDF,
ANDF,
ANS, Formal.
ANS, Objeto de conocimiento.
ANS, Inmediatamente después de considerar la definicién. Funciones

ANSC polinémicas. Resueltos completamente.,

ANS, 13 de célculo algoritmico, 40 de aplicacién directa de una propie-
dad, 6 bisqueda, 1 aplicacién de la definicidn, 1 vida real.

ANS, Verndculo, algebraico, numérico y gréfico.

ANS;

ANEP, SVAA; CSGL; CSDD

ANEP,

ANEP ANEP,  SIHI; SIH2; STH3

ANEP,,  Encuanto alanotacién y biograffas. Hace referencia a los sélidos

de Cavalieri.

Discusion

Se constata que el concepto de integral definida viene asociado, casi exclusiva-
mente, a la idea de drea encerrada bajo la curva. En algunos manuales de 2.° de
Bachillerato aparece también el significado institucional de Cauchy como una for-
malizacién, diffcil para este nivel. En general, no viene acompafiada de ejercicios
que lo clarifiquen, dejando en manos del lector su comprensidn.

Hay algunos significados institucionales histéricos que no aparecen en ningtin
manual como es el caso del de Darboux, lo que es 1égico debido a la herramienta
matematica necesaria no oportuna en esta etapa.

Nos parece negativo que apenas se trabaje la integral definida como resultado de
los procesos de cambio. Pricticamente el Gnico inteato podrfa provenir de los
ejemplos y ejercicios extrafdos de la Fisica. Sin embargo, éstos quedan aislados y
como simples casos de aplicacién de la funcién velocidad-tiempo, lo que puede
conducir a los alumnos al conflicto semidtico CSMU.
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Tabla 2. Dimensién ANEP (todos los manuales)

Manuales  ANEPI ANEPII ANEPIII ANEPIV

1-1.°Bac CDVAA, CSGL, SIH, SIH, Al principio del bloque breve recorrido
CSDD. histdrico.

3-1.°Bac CSVAA, CSGL  SIH,, SIH, Breve recorrido histérico del desarrollo

del cdlculo infinitesimal al principio del
del bloque «funciones».

7-1°Bac  CSMU CSGL CSDD SIH,, SIH,

2-2°Bac CSVAA CSDD. SIH,, SIB,, SIH,

4-2°Bac CSVAA, CSGL  SIH,, SIH,

5-2.°Bac SIH,, SIH,

6-2°Bac  CSVAA SIH,, SIH,

8§-2°Bac CSVAA, CSIGL, SiH,, SIH,, En cuanto a la notacion y biografias. Hace

CSDD. SIH, referencia a los sélidos de Cavalieri.
10 - 2.° Bac CSVAA, CSGL,  SIH2, SIH3
CSDD, CSMU

Con respecto a las dificultades, se ha detectado una fuerte presencia del conflicto
semidtico del valor aproximado del drea CSVAA, como consecuencia del paso al
limite. Ademds, al hacer que la amplitud de los intervalos tienda a cero, se puede
considerar que el drea se completaria como infinitos segmentos o que se podria
obtener el volumen como una infinidad de superficies, lo que nos llevarfa a CSDD.
Este conflicto semiético de discordancia dimensional, estd préximo a lo que Sch-
neider (1988), en determinados contextos designa obstdculo de heterogeneidad de
las dimensiones. Un manual de 2.° curso lo potencia.

10. CONCLUSIONES

En las discusiones anteriores hemos podido ver cémo el tratamiento de la integral
definida estd muy sesgado hacia los significados institucionales STH2 y SIH3, lo cual
conduce a una interpretacién como drea geométrica muy descontextualizada.

Nos parece importante introducir la integral definida como el resultado de los
procesos de cambio de distintos fenémenos. Esto permitird asociar de forma natural
la integral definida con la derivada, que estudia el cambio instanténeo.

Asf se abrirfa un gran campo de problemas que no sélo provendria de la Fisica.
Algunos de ellos, por su sencillez, nos podrén aproximar a la idea intuitiva de una
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forma mis completa, estudiando desde el principio situaciones diversas y no solo
aquellas en las que la curva es positiva. Ademds, se podria eliminar la dificultad
que tienen algunos alumnos al caleular el drea bajo la curva no considerando el
signo para regiones de la curva por debajo del eje de las abscisas, diferenciando
entre la integral y el drea,

En resumen, con esta propuesta de este tipo, se enriquecerfa el campo de proble-
mas y los distintos significados institucionales surgirfan de forma natural y la
relacion entre derivadu e integral se podria establecer de forma intuitiva y no alge-
braica. Se potenciaria, en definitiva la no algebrizacién del célculo integral y se
darfa una visién mds amplia del concepto.
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