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Arboles de transiciones etiquetadas en calculo de probabilidades

Francois Pluvinage”

Al compariero Jesus Alarcon Bortolussi,
alias Papini, en recuerdo

En 1997 sufrimos la pérdida de nuestro amigo mexicano Jesus Alarcén Bortolussi, alias
Papini, quien habia dedicado una parte importante de sus reflexiones a los problemas
que plantea la ensefianza de las probabilidades. Es dificil imaginar una personalidad tan
poco conformista y al mismo tiempo tan rigurosa como la de Papini. Quiza esos rasgos
de caracter sélo son antinGmicos en primera instancia; si bien el funcionamiento de la
sociedad esta basado en reglas que no siempre son racionales, y que dicha dificultad no
pueda superarse tan pronto, el rigor implica un cierto no conformismo.

Un ejemplo que me impacto fue que Papini tenia temor a los viajes en avion y se
desplazaba a través de la Republica Mexicana en autobus; el ahorro que lograba lo
reinvertia en la compra de material pedagogico. No sé como le hacia para manejar los
reglamentos presupuestales para llegar a ese resultado; sin embargo, pude ver aqui y alla
equipos computacionales cuya fuente de financiamiento, me aseguraron, era el
excedente de los gastos de viaje de Papini. Su tesis' trataba de la ensefianza de las
probabilidades, pero nunca quiso admitir que habia realizado grandes avances en la
comprension de aprendizajes probabilistas porque si, por ejemplo, habia identificado
muy bien donde se producia el divorcio entre proporcionalidad y probabilidades en
Laplace (las relaciones de los casos favorables con los casos posibles), consideraba que
necesitaba de complementos sobre los conceptos frecuenciales del publico interrogado.

Dos libertades que se tomo este texto
con respecto a las normas para elaborar un articulo

Una regla que merece absoluto respeto por parte de la didactica es no fabricar
matematicas particulares para la ensefianza. No obstante, un ejemplo que muchas veces
ha sido denunciado por infringir dicha norma es la presentacion de una teoria de
conjuntos que se reduce a encerrar algunos objetos mediante el trazo de una curva
cerrada simple (para disefiar o que se conoce como patata de conjunto). De este modo,
los objetos constituyen un conjunto y, a partir de los conjuntos determinados por tal
método, podemos pensar en operaciones que ensamblen, tales como la
complementacién, la reunién y la interseccion. Pero —sin mencionar la imposibilidad de
tratar asi el caso de conjuntos infinitos, o sélo el de los “grandes finitos”—, esta
reduccion se enfrenta a dificultades evidentes cuando tenemos necesidad de considerar
conjuntos cocientes, e incluso surge una verdadera contradiccion cuando deseamos
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presentar a los ordinales @, {3}, {@, {3}}, {D, {3}, {D, {d}}}... En efecto, un ordinal
dado es a su vez elemento y subconjunto del ordinal siguiente, lo cual es incompatible
con la presentacion demasiado rudimentaria del encerramiento.

En este articulo presentamos arboles para el calculo de las probabilidades. Si bien los
arboles son una herramienta para los especialistas en varios campos de las matematicas,
también podrian aplicarse en los diagramas de Venn (las patatas de las que hemos
hablado anteriormente). Aunque pensamos introducir solo una disciplina de empleo de
los arboles y no una utilizacion reductora, deberia de solicitarse la observacion de
matematicos especialistas en las probabilidades, antes de que podamos asegurar que
nuestra presentacion realmente es aceptable. Mucho antes de este trabajo se
desarrollaron algunos argumentos; sin embargo, no satisficieron totalmente la necesidad
de justificacion indicada.

Una segunda obligacién muy general por cuestiones didacticas es la de apoyarse, si no
en experimentos, por lo menos en observaciones de personas. Aqui recurrimos a la
investigacion de Jesus Colin sobre la ensefianza de las probabilidades dentro del marco
de la ensefianza secundaria en México (sus resultados se pueden consultar en la pagina
electronica www.cofaa.ipn.mx/dedict/ESIMEZAC.htm); asimismo, a unos trabajos de
grupos de los Institutes de Recherche sur I’Enseignement des Mathématiques (IREM),
particularmente el de Estrasburgo. En un articulo al que se puede acceder a través de
internet  (http://irem2.u-strasbq.fr/spip/article_complet.php3?id_article=88) hay un
experimento que se hizo en el salén de clase:

Se partieron los estudiantes en dos grupos, A y B, cuya composicion individual era
desconocida del profesor. Cada estudiante del grupo A tenia que lanzar en casa una
moneda cien veces y apuntar los resultados sucesivos en una hoja de papel marcada
a su nombre; los del grupo B tenian que imaginar una sucesiéon “al azar” de los
resultados de la misma experiencia, sin hacerla. Al dia siguiente, a la simple vista
de las hojas entregadas por los estudiantes, el profesor les dijo casi sin error
quiénes pertenecian al grupo A 'y quiénes al B.

El experimento resulta pertinente para mostrar la eficacia de las probabilidades y ofrece
al profesor la ventaja de que la regla de decision es muy sencilla: Si aparece en la hoja
de resultados una sucesion de seis 0 mas términos identicos, se atribuye al grupo A; si
no, al grupo B. Para' justificar tal criterio hace falta determinar la probabilidad de
aparicion de una sucesion de seis eventos idénticos 0 més, y este estudio se apoya en el
diagrama de la Figura 1, derivado de arboles de probabilidad; representa los cambios de
estado cuando de una sucesion de n “volados” se pasa a una de n+1 “volados”.

! Juego de azar que consiste en tirar una moneda al aire. Cuando la moneda esta adn en el aire,
los participantes tienen que determinar qué lado quedara al descubierto. En algunos paises a este
juego se le conoce como “volada”.
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Figura 1

Por ejemplo, una sucesion que se ubica en el estado D acaba por cuatro resultados idénticos.
Cuando se lanza la moneda otra vez, hay una probabilidad 1/2 de llegar a una sucesién acabada
por cinco resultados idénticos y una probabilidad 1/2 de regresar al estado A. Los célculos
completos demuestran que la probabilidad de obtencion de una sucesion de seis 0 mas
resultados idénticos después de cien “volados” sucesivos es un poco superior al 80%. La idea
intuitiva del azar que tiene el ser humano le conduce a no imaginar tan largas sucesiones
idénticas.

En este articulo se pretende explotar con precision el funcionamiento de los registros de
expresion que seran mostrados mas adelante. Como las investigaciones nos dieron referencias
solidas en torno al interés didactico de un procedimiento de tal indole, nos parecio posible
presentar el punto actual de las reflexiones, sin poner en riesgo la derogacion de la forma de
rigor de nuestro amigo Papini.

El particularismo frecuente de las probabilidades y su interpretacion

habitual

Antes de examinar un funcionamiento en registros, es conveniente sefialar que la
ensefianza de las probabilidades se enfrenta a un fendmeno electivo muy conocido por
los profesores. Regularmente, hallamos que algunos estudiantes de preparatoria que son
habiles en areas de las matematicas tienen de grandes dificultades para entrar en los
métodos de la probabilidad. Si bien, a fuerza de repeticiones, logran resolver los
problemas que se les plantean, no se sienten realmente a gusto; de ahi que, cuando se
enfrentan a alguna situacion que sale de lo ordinario, ya no estan seguros de si mismos.
Por el contrario, otros estudiantes descubren un gusto especial por las matematicas que
los problemas de areas diferentes al calculo de las probabilidades no les habian hecho
sentir.

Por ejemplo, en un trabajo de Gerd Schubring" lo axiomatico evoluciona en esa area
paralelamente a las problematicas encontradas. En los otros campos matematicos, las
definiciones y axiomas establecen de entrada el campo en el cual nos ponemos a
trabajar; si hay un cambio es para entrar en un marco teérico muy diferente.
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En el ambito de las probabilidades, creemos que estamos trabajando dentro de un marco
y, de manera brusca, nos damos cuenta de que es inadecuado, por lo cual es necesario
retomar las definiciones mismas. Por ejemplo, nos acostumbramos a calcular esperanzas
matematicas como medios habituales y nos damos cuenta, al querer calcular la
esperanza del nimero de partes de cara o cruz que se pone constantemente entre dos
jugadores hasta que uno de los dos quede en la ruina™, que hay que meditar en ese
punto de vista porque las partes pueden ser de duracion indefinida.

Otra interpretacién en términos de funcionamiento de registros

En este articulo nos proponemos, sin rechazar completamente la hipétesis anterior, otra
interpretacion de ese particularismo de probabilidades, apoyandonos en las
consideraciones generales que desarrolld6 Raymond Duval' sobre los tratamientos y
conversiones inherentes a los registros de expresion. Mientras que los procedimientos
favorecidos en otras areas de las matematicas son los tratamientos, es decir, las
transformaciones internas en uno de los sistemas semioticos solicitados, las
probabilidades (tal y como se presentan) cominmente implantan conversiones de
manera constante, esto es, transformaciones que hacen pasar de un sistema semiotico a
otro.

¢Esto puede evitarse? Si la respuesta es afirmativa, ¢acaso una practica de las
probabilidades que recurra a tratamientos no seria susceptible de hacer que se moviera
la situaciéon paradigmatica mencionada? Reparemos en que, si se lleva a cabo para
despertar la reflexion en los alumnos a quienes les hubiera gustado el tema presentado
como de costumbre, eso seria desalentador. La respuesta que podemos adelantar para la
primera pregunta, efectivamente, es positiva.

Entonces, podemos aventurarnos, con prudencia, en la busqueda de la segunda
respuesta. Pero aqui es precisamente donde conviene experimentar con los alumnos, que
es lo que aun queda por hacer. ;Y qué decirle al lector que se sintiera insatisfecho? Que
todavia estéa en libertad de considerar a este trabajo como un descriptivo de programa de
investigacion.

Los arboles de probabilidades constituidos en verdadero registro

Vamos a prestar mayor atencién a la representacion de situaciones probabilistas con
ayuda de arboles. Dicha representacion, que ha sido objeto de reflexiones en el IREM
de Estrasburgo”, sirvié como base para la redaccién de los programas de mateméticas
concernientes al Gltimo afio de preparatoria. Ademas de los diagramas de Venn, las
representaciones en arboles al parecer pueden permitir tratamientos, a condicién de que
estén terminadas adecuadamente; de hecho, en lugar de mostrar conjuntos y elementos,
representan experiencias. Sabemos, por ejemplo, que el concepto de independencia es
mas facil de entender por experiencias que por eventos.
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A manera de ilustracion, ponemos la méas simple de
las experiencias que se presenta en forma de arbol: el
juego de cara o cruz. Si se parte de la situacion inicial
(S), que se designa como evento seguro, llegamos a
uno u otro de los eventos aleatorios, C para ¢ (cara) y
X para x (cruz), con la misma probabilidad de 1/2.
Para este caso la Figura 2 es perfecta; sin embargo, ya
no es verdadera para una experiencia un poco mas
complicada.

Consideremos la situacion que plantea la Figura 3, en
la cual se ha lanzado un dado y se toma la paridad del
namero de puntos que se obtienen. Esta situacion es
isomorfa a la anterior, pero su descripcion precisa se
da por un esquema en el cual aparecen los seis
resultados posibles al lanzar el dado. Salvo que
existiera una necesidad particular, evidentemente
podemos reemplazarlo por un esquema idéntico al
anterior, excepto por la denominacion de eventos
alcanzados, P y I, en lugar de C y X. Pero para hacerlo
ya se habrd implantado una regla de aditividad de
probabilidades. Es un tratamiento probabilista.

Segun lo que menciona Raymond Duval (op. cit.)
deseamos, por el contrario, contar con el medio de
separar rigurosamente la conversién, es decir, la
unién entre las reglas de representacion utilizadas y
las situaciones indicadas en la forma de una de las
presentaciones  usuales:  enunciado, redaccion,
diagrama, tabla, etc., y el tratamiento, es decir, la
aplicacion de axiomas y resultados probabilistas. Por
tal razdn, preferimos el principio de que se introduzca
a los 3 alumnos una manera mas completa de
representar experiencias aleatorias, con el riesgo de
que se piense rapidamente en simplificaciones.

Las propuestas de ensefianza que presentaron Claire Dupuis y Suzette Rousset-Bert"'
nos parecen que pueden dar lugar al desarrollo completo siguiente.

Unidad apofantica

Para seguir respetando la terminologia de Raymond Duval (op. cit., pp. 111-113),
Ilamaremos unidad apoféntica a la representacion semiotica —considerada como
completa— de una situacidn probabilista. Su esqueleto icénico, que aparece en la Figura
4, contiene segmentos en cuyos extremos hay discos destinados a recibir designaciones

Relime « *



de eventos y, en medio de los segmentos, hay cuadrados destinados a recibir
denominaciones de segmentos, también conocidas como transiciones.

El esquema quedard completo cuando se haya O
adjuntado, a esos eventos y transiciones, valores
positivos o nulos pi, p2, Ps,... Pn, llamados
probabilidades de transiciones, que estan sujetas a

gue no pierdan sentido cuando se verifique la O

condicion ; Q_

Ppr+p2+p3t..+tpn=1 .

En resumen, nuestra unidad apofantica, que podemos llamar arbol elemental completo, esta
constituida de:

- Eventos o resultados
- Transiciones
- Probabilidades, sujetas a que todas sean
positivas o nulas y de suma igual a 1
Figura 4. Esqueleto iconico de
representacion probabilista

Reglas de tratamiento para un solo arbol: suma e inversion

En lugar de la practica que usualmente es propuesta por la ensefianza —aunque no se
mencione—, donde se recurre a conversiones para el calculo de probabilidades,
sugerimos tratamientos sobre los arboles de probabilidad. A fin de ser concisos, aqui los
indicamos, mas sin justificarlos con argumentos que dariamos a los alumnos, por
ejemplo, respecto a un punto de vista frecuentista o laplaciano. Cabe recordar que no es
lo bien fundado de las reglas el criterio de validez para los resultados, aunque sea el de
su interés. Comenzamos por los tratamientos mas simples, los que tienen un solo arbol.
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Suma: caso general

La Figura 5 ilustra la aplicacion de la
regla de suma de dos ramas. Para
realizar la suma:

* Se reducen a una sola las dos ramas
consideradas

t

tz

mna

* Se reemplazan los dos eventos A; y
A, por un Unico evento, que llamamos otz

«A1 0 A»

* Se reemplazan las transiciones t; y t;
por una Unica transicion llamada «t; o
[

* Si pr y p2 designan a las
probabilidades asignadas a t; y tp, la
probabilidad para asignar a «t; 0 to»

es p1 t pe.
Caso particular

En caso de que dos ramas lleguen a un
mismo evento A, no cambia nada de lo
anterior, excepto el hecho de que A
reemplace a Aj, A, y «A; 0 Ay» (Figura 6).
Si p1 y p2 designan a las probabilidades
asignadas a t; y tp, la probabilidad que se
asignara a «t; 0 to» siempre es p; + pa.

Evidentemente, al igual que para la suma de
numeros, podemos extender a varias ramas
lo que se hizo para dos.

Inversion

Podemos invertir un &rbol relativamente a
un evento A, a condicion de que se retengan
todas las ramas que tengan por extremo a
ese evento A. Eso es lo que indican la Figura
7a, que representa la situacion inicial, y la
7b, que ilustra la situacion después de la
inversion.

p(tl 0 tz)

=P1t+ P2

Figura 5

ta

O

®
—©

-|_ Suna

v

Orfe=t—C

p(ty 0 1) = p1 + P2

Figura 6

1

®

tz

O,

@

P1 = P(t1), p2 = p(t2),... Pn = P(tn)

Figura 7a
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En la Figura 7b, T; designa al evento que
consiste en ser pasado por t;, y se define ¥ @

p(t, ) = P

P, +P, +.t P, O_ ¥ @

Figura 7b

Encadenamiento de arboles por concatenacion: regla de producto

Cuando el punto de llegada para

una experiencia se toma en cuenta roducto

como el de partida para una © — (&) (©)
experiencia posterior, se habla de
encadenamiento. Entonces, la regla

de producto se representa de la p(s y t) =p(s)p(t)

manera que aparece en la Figura 8.

Figura 8

Un ejemplo simple de puesta en marcha

No pretendemos que en la ensefianza las reglas presentadas puedan pasar por alto las
justificaciones. Ya habiamos hecho alusion a esto. Sin embargo, lo que nos interesa es que, una
vez admitidas las reglas de una u otra forma, la resolucion de los problemas se hace comparable
a la que ocurre, por ejemplo, en algebra. Consideremos el enunciado siguiente: Lanzamos un
dado. Si indica 1 0 2, se tira en una primera urna que contiene 1 bola blanca y 3 negras. Si
indica 3 0 més, se tira en una segunda urna que contenga 5 bolas blancas y 1 negra. Se pide
determinar la probabilidad que se ha tirado en la primera urna, sabiendo que se ha sacado una
bola blanca.

(:: 1/4

1/3 244

@

213

@ 516

1/6

bbb &

Figura 9. Representacion de los datos de un enunciado
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La Figura 9 representa la situacion descrita por el enunciado. Para solucionar el
problema, se trata de hallar la manera de aplicar una sucesion conveniente de reglas
entre las que se han sefialado, es decir, las de suma, inversion y producto. Nosotros
podemos aplicar la regla de producto, ya que hay dos tiros sucesivos, mientras que la
indicacion de salida de una bola blanca nos invita, posteriormente, a usar la regla de
inversion para ese color. De esa manera, obtenemos:

1112
1 —® 1
12 3
1_+£_23
1/4 12 9

Situacion I @ itrversitn 1 @
representada para B

enlaFigura9 ——, ®_ T _

59
—® —®
=3
_ 8 _20
119 5%
2 @ 129
Figura 10

Entonces, la respuesta se obtiene directamente: p; (U ;) = 2:; ¢Qué pensaria de
esto nuestro amigo Papini? ¢Que es lo suficientemente o demasiado algebrizado?
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